TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2017.

Zadatak 1. (13 bodova)

(a) Sto je to karakteristi¢na funkcija funkcije distribucije F' (ili sl. var. X definirane na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P))?

(b) Iskazite i dokazite teorem inverzije.
(c) Pokazite da je sl. var. simetri¢na ako, i samo ako, je pripadna karakteristi¢na funkcija realna.

Sve svoje tvrdnje dokazite ili argumentirajte kontraprimjerima. Pomocne rezultate jasno iskazite ili obra-
zlozite, ali ih ne trebate dokazivati.



TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2017.

Zadatak 2. (12 bodova)

(a) Neka je ¢ karakteristi¢na funkcija neke slucajne varijable. PokazZite da je realni dio te funkcije Re(yp)

takoder karakteristicna funkcija neke sluc¢ajne varijable. Odredite njeno oc¢ekivanje.

(b) Postoje li konstante A, B € R za koje je funkcija

(b1) @1(t) = Aet t € R
(b2) @o(t) = A(1 —it)"*cost + Btcost, t € R

karakteristi¢na funkcija neke sluc¢ajne varijable? Ukoliko postoje, odredite ih te odredite ocekivanje
(ukoliko postoji) pripadne sluc¢ajne varijable.

Rjesenge.

(a)

Neka je X pripadna slucajna varrijabla karakteristi¢ne funkcije ¢. Uotimo Re(p) = $p(t) + sp(—t) =
sox(t)+ 3_x(t). Uotimo da je Re(yp) konveksna kombinacija karakteristi¢nih funkcija ¢x 1 p_x, pa
je Bochnerovom kriteriju i sama karakteristi¢na funkcija. Kako je Re(y) realna, sijedi da je pripadna
slucajna varijabla simetri¢na, $to znaci da joj je ocekivanje jednako 0.

Uocimo da je ¢i(—t) = ¢i(t), za svaki ¢ € R, a da ¢; nije realna funkcija. Iz nuznih uvjeta za
karakteristi¢nu funkciju slijedi da ¢; nije karakteristicna funkcija niti za jedan A € R.

Da bi 9 bila karakteristi¢na funkcija, nuzno je

Takoder nuzno je
| Bt cost] < |pa(t)| <1,

za sve t € R, a to vrijedi jedino za B = 0 (za B # 0 uzmemo t = Qﬁ + 1) 7, pa vidimo da trazena

nejednakost ne vrijedi). Uoc¢imo da je o karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne varijable X + Y, gdje su

X~T(41D)iY ~ ( _11 1 ) nezavisne slu¢ajne varijable. Sada je E[X+Y] = E[X]|+E[Y] =44+0=0

2 2

i EX +Y]= @27(()) = ...=4 (jer je ¢5(0) < 00).



TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2017.

Zadatak 3. (13 bodova)

(a) Sto to znaci da niz (generaliziranih) funkcija distribucije {F, }nen slabo konvergira prema (general-
iziranoj) funkciji distribucije F'? Sto to zna¢i da niz kona¢nih mjera {y, }nen na B slabo konvergira
prema konac¢noj mjeri p?

(b) Iskazite i dokaZite teorem Prohorova.

(c) Pokazite da napet niz vjerojatnosnih mjera {u,},en na B slabo konvergira prema vjerojatnosnoj
mjeri p ako, 1 samo ako, lim,, . ¢, (t) postoji za sve t € R. Ovdje ¢, oznacava karakteristi¢nu
funkciju od .

Sve svoje tvrdnje dokazite ili argumentirajte kontraprimjerima. Pomoéne rezultate jasno iskazite ili obra-
zlozite, ali ih ne trebate dokazivati.



TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

Drugi kolokvij — 26. lipnja 2017.

Zadatak 4. (12 bodova) Neka je (U,)nen niz nezavisnih sluéajnih varijabli takvih da je U, ~ U(—2,1).

n’n

(a) Provjerite konvergira li niz (\/Lﬁ Y i1 kUg)nen po distribuciji. Ako da, odredite grani¢nu razdiobu.

(b) Provjerite zadovoljava li niz (U, )nen centralni grani¢ni teorem.

Rjesenge.

(a) Uocimo da je kUj, ~ U(—1,1) niz nezavisnih jednakodistribuiranih sluc¢ajnih varijabli (npr. pokaZemo
da je @ry, (t) = #%). Po Lévyjevom centralnom grani¢nom teoremu slijedi da

> k=1 kUx — nE[U;] _ > i1 kU

\/ﬁ\/ Var(Ul) \/ﬁ 1

3
Tk 1
—Z’“\/lﬁ Ue L w (0, —) :

(b) Nekaje S, := U +---+U,is% := Var(S,). Uo¢imo da slucajne varijable U, nisu jednako distribuirane,
stoga provjeravamo Ljapunovljev uvjet za CGT. Vrijedi

— N(0,1),

odnosno

n

E[U,] = 0, Var(Uy) = E[U2] = / Phdr= s, =

Nadalje, za 6 > 0 vrijedi

1 1
245y [ q2ee T 1
E[|U,| ]—/_1 || 2d:v—\/ﬁ/0 T da:——(3+5>n2+5.
Slijedi
31+6/2 e
L=t % 0> 0,

1 n
5 O ElUL) =
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pa niz ne zadovoljava Ljapunovljev uvjet.

Napomena: Pokaze se da niz ne zadovoljava ni Lindebergov uvjet, stoga ne mozemo zakljuciti nista o
Sn

Sn

340 (yr &)

konvergenciji niza ( ) po distribuciji. Puni broj bodova nosi provjeravanje Ljapunovljevog uvjeta
neN

ili bilo koje rjesenje u tom smjeru.



