MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

TEORIJA VJEROJATNOSTI 1
2. kolokvij - 1. veljace 2016.

e Broj zadataka: 4
e Vrijeme rjesavanja: 120 min

e Ukupan broj bodova: 30

Zadatak 1.

(a) Definirajte familiju F7 svih Borelovih cilindara u R? i dokazite da je F7 algebra sku-
pova RT. Definirajte familiju P? svih Borelovih pravokutnika u R” i dokaZite da je

o(FT) = o(BT).

(b) Sto je to zakon razdiobe slu¢ajnog procesa? U kakvoj je on vezi s konacno-dimenzionalnim
distribucijama tog slucajnog procesa? Dokazite!

(c) Iskazite i dokazite teorem koji opravdava zadavanje slucajnih procesa pomocéu njihovih
kona¢no-dimenzionalnih distribucija.

[10 bodova]
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Zadatak 2.

(a) Iskazite i dokazite tvrdnju koja daje nuzne i dovoljne uvjete za konvergenciju niza sluc¢ajnih
varijabli po vjerojatnosti u terminima konvergencije gotovo sigurno.

(b) Koristedi (a) dokazite tvrdnju:

AkoXnﬂX(n—>oo),Yn@>Y(n%oo)iZnﬂZ(n%oo)tada

o XnYnt+Zn () XY+Z(

—e n — 00).

[6 bodova)]
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Zadatak 3. Neka su X i Y slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P) i neka
je

Lp p
zaa>01ipe(0,1). Pokazite da je tada

X~( 0 a), EX =EY i Var(X) = Var(Y)

P(Y >a) <P(X > a).
[5 bodova]

Rjesenje: Markovljeva nejednakost:

P(Y|>a) <=2l r=12

Za r =1 ne znamo koliko je E|Y'| (opéenito razli¢ito od EY = EX = ap), ali za r = 2 imamo
E[Y?] = VarY — (EY)? = a?p. Slijedi

E[Y?]

B(Y > a) SB(Y] > a) < =

Drugi nacin je preko jednostrane Cebisevljeve nejednakosti:

VarY

Y >a) <PY —ap>a— < P(lY —ap| > a— <
P(Y > a) <P(Y—ap > a—ap) < P(|Y —ap| > a ap)‘VarY+a2(1—p)

5 =p=PX =a)=P(X >a).

Primjena dvostruke Cebisevljeve nejednakosti ne daje trazenu ocjenu ve¢ samo < ﬁ.
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Zadatak 4. Na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) dane su sluc¢ajne varijable X, X1, X, . ..
i neka je X,, ~ N(u,c?).

(a) Ako je lim o, = 0, ispitajte konvergenciju u srednjem reda 1 niza (X,,).
n—oo

(b) Ako je lim 0, =0>01 X, 5 X, odredite distribuciju slucajne varijable X.

n—oo

(c¢) Ako red Z o2 konvergira, dokazite da za svaki ¢ > 0 konvergira i red

n=1

S P(X, — il > <)
n=1

te ispitajte konvergenciju (g.s.) niza (X,).
[9 bodoval
RjesSenje:

(a) Uoc¢imo o2 = VarX,,. Varijanca tezi u 0 pa je kandidat za limes kontanta .
Preko CSB nejednakosti (Holdera): E[|X — puf] < E[(X — p))2 = 0, — 0.

t2
Direktno: E[|X — pf] = [ . f/ge_ﬂdt = 07\1/\7{i — 0.

(b) Ocito X, LENS'S pa znamo F,(z) — F(z), Yo € C(F).Vrijedi
* 1 -2 ITpK / 1
F.(z) = e 20ndt 5
(=) /—oo onV 21 —00 OV 2T
LTDK smo mogli iskoristiti zato $to je o, € (a,b) i a > 0 pa je
1
av?2m

i f je integrabilna na R. Slijedi X ~ N(u,0?).

.2
e 22dt = FN(H’Uz)(I).

0< fult) < ——e2dt = f(2)

Q‘

(¢) Po Cebisevljevoj nejednakosti

o0 o 2
STP(X -l > ) SZ% < 0.
n=1

n=1
Po 1. Borel-Cantelli lemi slijedi P(limsup 4,) = 0, 4,, = {|X,, — u| > ¢} pa po Propoziciji
10.16. slijedi X,, %% 4.



