NEPARAMETARSKA STATISTIKA

STATISTICKI PRAKTIKUM 2

8. VJEZBE



Zasto neparametarska statistika?

» provodimo statisti¢ku analizu podataka bez rigoroznih
pretpostavki na distribuciju populacije

> korisna kada je pripadnost odredenoj distribuciji tesko
provjeriti ili je distribucija nepoznata

» kod uzoraka male duljine

> izbjegavamo neopravdanu pretpostavku normalnosti



Jakost neparametarske statistike

U situaciji kada je parametarski model za uzorak nedostupan,
neparametarske metode su idealne. Parametarski testovi su
opcenito ja&i od neparametarskih (iako ne zna&ajno), ali njihova
snaga drasti¢no pada ukoliko pretpostavke o populacijskom modelu

nisu zadovoljene.



Procedura

U velini slu€ajeva potrebne su minimalne pretpostavke o modelu
(jednakost varijanci/distribucije medu populacijama, neprekidnost
distribucije i sl.), ali kako je rije¢ o jednostavnim pretpostavkama
manja je moguénost greSaka u zaklju€ivanju. Vedina

neparametarskih metoda se bazira na uredajnoj statistici - umjesto
samih vrijednosti mjerenja promatramo njihove rangove (poziciju u
uredenom uzorku).



1. Procjena pouzdanih intervala

Za uzorke velike duljine koristenjem CGT-a moZemo dobiti
asimptotske pouzdane intervale za parametre pripadne distribucije.
No kako asimptotika ovisi o brzini konvergencije prema normalnoj
distribuciji, ova metoda nije pouzdana za uzorke male duljine i
specifi¢ne distribucije.

Ukoliko Zelimo dobiti egzaktne pouzdane intervale za male uzorke
potrebne su odredene pretpostavke na distribuciju populacije koje
nije uvijek jednostavno provjeriti ili koje nisu uvijek zadovoljene.

Takoder, zanimaju nas i metode za procjenu pouzdanih intervala za
vrijednosti koje nisu parametri odredene vjerojatnosne distribucije.



Pozdani interval za medijan

Medijan M je &esto promatrana vrijednost u neparametarskom
okruZenju, uz pretpostavku neprekidnosti distribucije F vrijedi

F(M) = 5.

Za uzorak Xi,.., X, iz distribucije F, vjerojatnost da je svaki
element vedi (odnosno manji) od medijana je % Slijedi da je

N‘z#{i:X;<M}~B<n,%>.



Procedura

Za o € (0,1) odredimo (1 — «) - 100% - pouzdani interval za M
» Odaberemo a,b € {0,...,n} td.
_ _ a
(N~ <a)=B(N~ > b) = 7.

» Ukoliko nije mogudce posti¢i jednakost, odaberemo vrijednost a
t.d. je gornja vjerojatnost najbliza 5 i b=n+1-a.

» Za uredeni uzorak X(1) < X(o) < ... < X(p) vrijedi

P(X(a) <M< X(b)) (:) 1—o.



Zadatak 1 - Sr&ani puls

U datoteci heartrate.txt nalaze se izmjerene promjene pulsa
grupe pacijenata nakon primanja odredenog lijeka.

(a) Provjerite dolaze li podaci iz normalne razdiobe.

(b) Konstruirajte 98% pouzdani interval za medijan.



Pozdani intervali dobiveni bootstrap metodom

Ideja: Uz dani uzorak Xi, ..., X, bez dodatnih pretpostavki na
populaciju iz koje dolazi, sve poznate informacije o distribuciji
sadrZane su u uzorku. Uzorak tretiramo kao populaciju i
ponavljamo resampling iz tog uzorka. Na temelju tih novih uzoraka
procjenjujemo vrijednosti promatrane statistike (parametra 6).

U R-u:

> boot.out=boot(data, statistic,...)
> boot.ci(boot.out, conf = 0.95, type = "all",...)

gdje je type tip bootstrap intervalne procjene. Jedna od metoda je
"perc" koja (1 — «) - 100 - pouzdani interval za 6 odreduje kao

|:éa/2a 91—01/2} .



2. Binomni test

Test jednakosti medijana, neparametarska verzija t-testa za
jednakost ocekivanja.

Medijan neprekidne distribucije F je M € R t.d. F(M) = 0.5.
Promotrimo uzorak Xi,.., X, i hipoteze

Hoi M:mo

Hy: M > mg

Uredimo uzorak X(y), .., X() i promotrimo broj elemenata uzorka
vecih od my,

Nt = #{I : X(,) > mo}.
Ukoliko je hipoteza Hy to¢na statistika N ima binomnu
distribuciju B(n, 3).
Napomena: Elemente uzorka koji su jednaki mg izbacimo iz uzorka.



Procedura

Za realizaciju uzorka xi, ..., X, i razinu znacajnosti o € (0, 1)

1. Odredimo n™, broj elemenata veéih od mg.

2. lzratunamo p-vrijednost
7= B(N* > ntHo) =50 (D(3)"

3. Kriti¢no podrugje za test na razini znacajnosti « je
K={y<a}



Mogude alternativne hipoteze
> Hi: M < mg

v=P(N~ < n"|Ho)
K={y>a}
> Hli M#mo

vi = P(N*() (>) nt(2)|Hp) /2
<



Zadatak 2.

Dani su rezultati mjerenja visine devetero osnovnoskolske djece
1.511.351.691.48 1.29 1.27 1.54 1.39 1.45

Na razini znacajnosti od 5% testirajte je li medijan veéi od 1.4.
(a) Test iskodirajte sami.
(b) Koristite naredbu binom.test u R-u.



3. Wilcoxonov test za jednakost medijana

Promatramo uzorak Xi, ..., X, iz populacije sa simetricnom
neprekidnom distribucijom. Zelimo testirati hipotezu.

HO . M = mg

H1 . M 75 mo

Wilcoxonov test je neparametarska alternativa jednostranom
t-testu.



Procedura

1. Odredimo Z; = |X; — mp|, uredimo uzorak Z te za svaki Z;
odredimo njegov rang Rj;

R,' :_j ako je Z(J) = Z,'
2. Za svaki od Zj-eva provjerimo je li pripadni X; veéi ili manji

od mqg

3. Sa W+ (W) ozna&imo sumu rangova Z-ova &iji su pripadni
X-evi vedi (manji) od mg

4. Ukoliko je nulta hipoteza tocna statistika W ima Wilcoxonovu
distribuciju.



U R-u koristimo naredbu

> wilcox.test(x, y = NULL, alternative = c("two.sided",
> "less", "greater"), paired = FALSE, exact = NULL,
> conf.level = 0.95, ...)

Varijabla exact odreduje ratunamo li p-vrijednosti preko
Wilcoxonove distribucije ili njene normalne aproksimacije. Kako je

EW+ — n(n+1)
4
VarWW+ — n(n+1)(2n+1)
24

Wilcoxonova distribucija zadovoljava CGT.



U datoteci rent.txt nalaze se podaci o mjesenoj cijeni najma (u
$) za 25 slu¢ajno odabranih kucanstava u Bostonu. Testirajte
razini zna&ajnosti od 5% hipotezu da je prosje€ni mjesedni najam
veéi od 7509.



Napomena

Wilcoxonov test odbacuje jednake vrijednosti unutar uzorka. Kako
veli¢ina uzorka znadajno utjee na p-vrijednost, ne bismo smjeli
odbaciti vise od 10% elemenata uzorka. U slu€aju da je to nuZno
treba razmotriti alternativu testu, npr. s korekcijama.



4. Mann - Whitney - Wilcoxonov test za medijane dviju
populacija

Imamo dva medusobno nezavisna slu¢ajna uzorka Xi,..., Xy, i
Yi,..., Yn, redom iz distribucija F i G.
Zelimo provijeriti hipotezu da su populacije jednake tj.

Ho: F=0G.



Rangovi

Neka je n:= n; + ny. Ozna¢imo Zy := Xi,..., Zn, = Xp,,
Zny+1=Y1, ..., Zn = Yp,. Neka su

Z(l) < 2(2) <...< Z(n)

uredene statistike. Definiramo nove sluajne varijable
Ri,Rz, ..., Ry,



Rangovi

Ako je X1 = Z(4,), onda je Ry = k1.
Ako je X; = Z(kj), onda je R; = k;.

Ako je X, = Z(knl), onda je R, = kp,
Ako je Y = Z(kn1+1)' onda je Rp+1 = kny11-

Ako je Yn, = Z(k,), onda je Ry = kn.



Wilcoxonova statistika

Wilcoxonovu statistiku definiramo kao zbroj rangova drugog uzorka
W .= Rn1—|—1 + Rn1+2 + ...+ Rn-

Neka su sada S; < 5, <... < S, uredene statistike rangova
Rn 41, - .., Rp slu€ajnih varijabli Y1,..., Y.
Neka susada 1l <s; < sy < ... <sp, < nvrijedi

-1
n
PH0(51:51>---7Sn2:5n2):< > .

n



Mann - Whitneyjeva statistika

Zaie{l,2,...,m}, j€{1,2,...,n} definiramo slu¢ajnu

varijablu
Ujj = 1(x<v))-
Mann - Whitneyjeva statistika je
moom
Uu=>» > U
i=1 j=1

Dakle, U predstavlja broj parova (Xj, Y}) za koje vrijedi X; < Y;.
Vrijedi
1
u=w - §n2(n2 + 1)



Sto vrijedi uz pretpostavku Hy

Uz pretpostavku Hp vrijedi

ninz
Bl =57

1
Vary,U = —nin(n+1).
12
Nadalje, uz pretpostavku Hy vrijedi iz CGT-a

U — mn2 d
2 — N(0,1), min{ng, m} — occ.
1—12n1n2(n+ 1)




Sto ako su neke vrijednosti iste?

Ako su neke vrijednosti iste odreduju se podijeljeni rangovi:
Za vrijednost od X;, je R; aritmeti¢ka sredina svih rangova k za
koje je Z(k) = Xj, tj.

R = k1
TY x Zk)}Z (Xi=Zu)-

Analogno se definiraju rangovi za Y;. Sada se definiraju Sy, ... S},
uredene statistike od R .4, ..., K. Prirodno se poopluje
Wilcoxonova statistika

=S +...+S,=R,+...+R;



Sto ako su neke vrijednosti iste?

Zaie{l,2,...,m}, j€{1,2,...,n} definiramo slu¢ajnu

varijablu
U = 1(x=v))-
Mann - Whitneyjeva statistika je
moom
=> > (Uj++ U*
i=1 j=1

Dakle, U predstavlja broj parova (Xj, Y;) za koje vrijedi X; < Y i
polovicu broja parova (Xj, Y;) za koje vrijedi X; =Y.
Ponovo vrijedi

1
Us=w* — 5[72([12 + 1)

Sli¢no vrijedi asimptotska normalnost.



Alternativne hipoteze

Jedna od mogudih alternativnih hipoteza je
H1 : F 75 G.

Druga mogucénost je da testiramo da je neka stohasticki veca od
druge. Za slu€ajnu varijablu X kaZemo da je stohasti¢ki veca od
slu¢ajne varijable Y ako za svaki t € R vrijedi

P(X >t)>P(Y >t) & Fy(t) > Fx(t).
Stoga bi mogli testirati i

Hy - F<G ii Hi: F>G.



MoZemo testirati je li neka pojava (distribuirana sa F) stohastiZki
veca ili manja od druge (distribuirane sa G). Ako je F > G
olekujemo da Wilcoxonova statistika bude veéa, u suprotnom
manja.

Statistike W (W*) i U (U*) su ekvivalentne. Njihova distribucija
se moze izralunati uz pretpostavku Hy (za zadane podatke), $to se
i radi za manje brojeve, a za vee se koristi asimptotska
normalnost. Ovisno o alternativnoj hipotezi imamo dvostrano ili
jednostrano testiranje.



Mann - Whitney - Wilcoxonov test u R-u

Neka je x vektor podataka dobiven kao slu€ajna realizacija od F i
vektor y vektor podataka dobiven kao sluéajna realizacija od G

nezavisno od x.
Alternativne hipoteze F # G, F < G, F > G testiramo na sljedeci

nadin:
> wilcox.test(x,y)

> wilcox.test(x,y,al="gre")
> wilcox.test(x,y,al="less")



/Zadatak 4.

U datoteci smrt . txt zabiljeZeni su podaci s gradskih groblja u
Zagrebu o dobi umrlih i njihovom spolu. Je li dob koju doZive Zene
veca od dobi koju dozive muskarci? U ovom slucaju testirat ¢emo
tvrdnju da se pod veca podrazumijeva stohasticki veca.



