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Predavanje 7 - 29.4.2020.

Koristenjem Leme 3.4 i Leme 3.6 dokazanih na proslom predavanju, dobivamo
fomulu za funkciju ¢(¢, z) kojom je odredena cijena europske call opcije.

Teorem 3.7 Rjesenje Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe (3.5) uz terminalni wyjet ¢(T,x) = (x — K)4 dano je s

c(t,r) = 2®(d (T —t,2)) — Ke " T V0(d_(T —t,x)), 0<t<T,z>0,
(3.11)

ds(r,2) = o——\l/F {bg% + (r + %2> T] , (3.12)

a ® je funkcija distribucije standardne normalne distribucije,

1 voo_2
q)(y):\/—z_ﬂ/ e 2 dz.

Dokaz: Neka je t € [0,¢) i x > 0. Iz Leme 3.5 znamo da je funkcija

gdje je

g(ta y) = €th(T —t, eay+(§_r>t)

rjeSenje jednadzbe provodenja uz rubni uvjet g(0,y) = (Y — K)., a po Lemi
3.6 znamo da je

o0 1 .2
g(t,y)Z/ (7w — K)y e zdz.

oo 21

~+

ay+<%2

Koristenjem supstitucije s =T —tix =¢ 77”)25 iz prve jednakosti za g

slijedi da je
C(S, SL’) = e_T(T_S)g(T -5, %[hll’ + (T‘ - %)(T - S)]),
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Sto zajedno s drugom jednakosti za g daje

C<S7 x) = e*T'(Tfs) /OO (egi[h’ll“F(T‘%)(Ts)]«kgz - K>

[e.9]

o 0_2 1 22
_ —r(T—s) (r—=5)(T—s)+0z T Te =
=e ze'' 2 - K e 2T=5)(dz. 3.13
/_oo ( >+ V27t ( )

o? o2
Uocimo da je (zel"™ 279772 _[) > 0 ako i samo ako je ze" ™ 2T =947z 5 [
odnosno

z > —}T(ln% + (r — %2)(T —38))=—d_ (T —s,2)VT — s =: d;.

Sada iz (3.13) slijedi da je
2

o 0_2 B
(s, x) = / (5’76_7@_5)*” - e_T(T_S)K> L
27(T — s)

22
e 2T=9dz
L V2t

z272az(Tfs)+o'2(Tfs)2
- 2(T—s) dZ

=T

d1
. V=
——c
dy 27(T — s)
e—T(T—S)K/Oo b
a /21(T —s)

o 1 _ (z=o(T=5))?

=z ——¢ 2T-9) dz
4 /2m(T — s)
ey L
d \/27(T — s)
/OO ]. 11.2 d
= e 2du
fzer—s \/or
o 1 V2
. —T(T—S)K/ )
e e v
\/% V2T

= (1) K (1 o)

Z2
e 2T=9dz

22
ei 2(T—s) dz

= wd(~22E)) — o R ( ), (3.14)

gdje smo u zadnjem redu koristili da je 1 — ®(y) = ®(—y), y € R. Kako je
\/_T—d%s =d_(T—s,x)1i

_dl%(_i_s) =d_(T—s,z)+oVT —s=d (T —s,x),
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tvrdnja teorema sada slijedi iz ((3.14]) O

Napomena 3.8 (i) Uvedimo i notaciju
BSM(1,z; K,r,0) = 2®(d,(1,2)) — Ke 7" ®(d_(7, 7)) . (3.15)

Funkciju BSM zovemo Black-Scholes-Mertonova funkcija. U toj funkciji
T oznacava vrijeme do isteka opcije, a z trenutnu cijenu dionice. Parametri
K, rio su cijena izvrSenja, kamatna stopa i volatilnost. Uocite da «,
srednja stopa povrata na dionicu, ne ulazi u formulu. Drugim rije¢ima,
cijena opcije ne ovisi o a.

(ii) Formulom (3.11)) nisu definirani ¢(t,x) zat =T (zbog 7 =T —t =0
u tom slucaju), te za = 0 (pojavljuje se logz). Medutim, te vri-
jednosti definirane su po neprekidnosti: lim; ,rc(t,z) = (x — K)T i
lim, o c(t, z) = 0.

Sada zelimo odrediti cijenu europske put opcije, ¢ija je vrijednost na dan
dospijeca jednaka (K — Sr)*. Oznacimo vrijednost put opcije u trenutku ¢
s p(t,x) gdje je cijena dionice u trenutku ¢ jednaka S; = x. Primijetimo da
za sve x > 0 vrijedi

r—K=(x—-K)"—(K-x)". (3.16)

Takoder, podsjetimo se da je cijena forward ugovora s cijenom izvrsenja K

u trenutku t jednaka
ft,z) =z —e TV, (3.17)

gdje je cijena dionice S; = x. 1z jednakosti (3.16]) vidimo da vrijedi Sy — K =
(St — K)™ — (K — Sr)™ §to moZemo zapisati kao

f(T,Sr) = c(T,Sr) — p(T, St) .

Na lijevoj strani je vrijednost forward ugovora s cijenom izvrsenja K na dan
dospijec¢a T', a na desnoj razlika vrijednosti call i put opcije na dan dospijeca
T. To znaci da su u trenutku 7' sljedec¢a dva portfelja jednako vrijedna: (a)
forward ugovor i (b) kupljena call opcija i prodana put opcija. Zato ta dva
portfelja moraju biti jednako vrijedna i u svakom trenutku ¢t € [0, 7], t.j.,

ft,x) =2 —e"TIK =c(t,z) — p(t, z). (3.18)
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Gornja jednakost naziva se put-call paritet. Primjetimo da smo put-call
paritet izveli samo na temelju ne postojanja arbitraze na trzistu, ne koristeci
specificnosti Black-Scholes-Mertonovog modela. U Black-Scholes-Mertonovom
modelu poznata nam je funkcija ¢(t, z), te jednostavno dobijemo da je

pt,z) = c(t,z) —z+ Ke "™
= 2®(d (T —t,x)) — Ke " T Dd(d_(T —t,z)) —x+ Ke "I
= 2(P(d (T —t,2))—1)— Ke " TN(D(d_(T —t,z)) — 1)
= Ke " T 0®(—d_(T —t,z)) — 2®(—d (T —t,z)), (3.19)

gdje smo opet koristili da je ®(y) — 1 = —P(—y).

3.1.1 “Hedging” i “Grcei”

Promatramo financijsko trziste na kojem imamo jednu primarnu financijsku
imovinu, na primjer dionicu, ¢ija je cijena u trenutku ¢ € [0,7] oznacena
sa Sy 1 modelirana jednadzbom (3.1). Osim u dionice moguce je ulagati
ili posudivati novac po konstantnoj kamatnoj stopi r. Takoder je moguée
trgovati vrijednosnicama izvedenim iz primarne financijske imovine kao $to
su call i put opcija na tu imovinu. Promotrimo portfelj koji se sastoji od
bilo koje kombinacije tih financijskih instrumenata. Vrijednost X; takvog
portfelja ovisi o vremenu ¢ i o vrijednosti dionice S; = x u tom trenutku (te,
naravno, o parametrima modela). Zato mozemo pretpostaviti da je X; =
X(t,S:), gdje je x : [0,T] x [0,00) — R neka funkcija.
U praksi je vazno poznavati osjetljivost portfelja s obzirom na

1. promjene u cijeni primarne imovine (dionice), i
2. promjene u parametrima modela.

U prvom slucaju zelimo na¢i mjeru izlozenosti riziku, tj., kako se mijenja
vrijednost portfelja u odnosu na promjenu vrijednosti dionice. Drugi slucaj se
moze C¢initi besmislenim, buduéi da je pretpostavka modela da su parametri
konstanti. U tom sluc¢aju misli se na osjetljivost modela na moguce krive
specifikacije parametara.

Uvodimo sljedece parcijalne derivacije funkcije y koje imaju zajednicko
ime “Grei” (“The Greeks”):

A = X

= 3 delta



r = F) gama
P = ar
24
= = h
e T theta
V = % vega

Za portfelj koji je neosjetljiv na male promjene u odnosu na neki od param-
etara kazemo da je neutralan, odnosno preciznije, to znaci da je odgovarajuéi
“Grk” jednak nuli. Na primjer, ako je A = 0 kazemo da je portfelj delta
neutralan.

U sljedecoj propoziciji izracunati su “Grei” za portfelj koji se sastoji od
jedne call opcije (tj. “Grei” za call opciju). Slovom n oznaéena je funkcija
gustoce standardne normalne distribucije, n(y) = (1/v/27) exp{—1?/2}.

Propozicija 3.9 Za europsku call opciju sa cijenom izvrsenja K i danom
dospigeca T vrijede sljedece jednakostu:
A = o(dy)
n(dy)
xov1 —1t
p = K(T—t)e T Dd(d)

r —

_zn(dy)o
2T -1
V = zn(di)VT —t.

Dokaz: Direktnim, ali mukotrpnim, ra¢unom iz formule (3.11)). O

0 = rKe " T0d(d_)

Grafovi funkcija A, T, p,V i © kao funkcija cijene dionice x dani su na
Slikama 1.-5. [

Promotrimo opet dani portfelj ¢ija je vrijednost jednaka X; = x(t,S;).
Cilj je imunizirati taj portfelj u odnosu na male promjene u vrijednosti dio-
nice. Ako je portfelj delta neutralan, tj., ako je

_Ox _
X 9r

!Parametri modela su r = 0.05, ¢ = 0.20, cijena izvrienja K = 105 i vrijeme dospijeca
T=0.25

A 0,




c Delta call opcije
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Slika 3.1: Delta call opcije

c Gamma call opcije
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Slika 3.2: Gama call opcije



c Rho call opcije
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Slika 3.3: Ro call opcije

Vega call opcije
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Slika 3.4: vega call opcije



Theta call opcije
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Slika 3.5: Theta call opcije

tada smo gotovi. Sto ako portfelj nije delta neutralan? Mozemo li ga uciniti
delta neutralnim? Jedan nacin je da prodamo cijeli portfelj i novac stavimo
u banku (o¢ito taj novi portfelj nije vise nimalo osjetljiv na promjene cijene
dionice). No, tako nesto najcesée nije prakticki moguce.

Druga, zanimljivija moguc¢nost je portfelju dodati izvedenicu, na primjer
opciju na dionicu. Buduéi da je cijena izvedenica u potpunosti korelirana s
cijenom dionice, razumno je ocekivati da na taj nac¢in mozemo stvoriti delta
neutralan portfelj. Ozna¢imo sa f(t,z) funkciju cijene dodane izvedenice.
To znaci da je cijena izvedenice u trenutku ¢ jednaka f(t,S;). Na primjer,
ako je izvedenica call opcija, tada je f(t,x) = c(t,x). Pretpostavimo da
smo portfelju dodali ¢ jedinica izvedenice. Vrijednost novog portfelja bit ce
jednaka v(t,S;) gdje je

V(t’ l‘) = X(t,[E) + Cf(t, I) :

Zelimo nadi ¢ takav da je % = 0. To daje jednadzbu

ox , .Of
A i —
or " 0z ’
s oCitim rjeSenjem
xA
S
9z I



Primjer 3.10 Pretpostavimo da smo prodali izvedenicu ¢ija je cijena dana
funkcijom f(t,x), te se Zelimo zastiti od proizaslih obaveza, i to tako da ko-
ristimo financijsku imovinu na koju je izvedenica napisana (na primjer dio-
nicu). Koliko dionica trebamo imati po prodanoj izvedenici? Neka je ¢ taj
broj. Tada ée se nas portfelj sastojati od -1 jedinice izvedenice i ¢ dionica, tj.,
vrijednost portfelja je —f(t,x) + ¢ - x. Deriviranjem po x i izjednacavanjem
s nulom slijedi
of

% — Af .

Vazno je uociti da delta hedge vrijedi samo za male promjene cijene dio-
nice, pa zato samo za kratko vrijeme. Kako vrijeme prolazi, vrijednosti od
x (cijena dionice) it (vrijeme) se mijenjaju, a nasa zastita (hedge) koristi
staru, sada neto¢nu vrijednost od delta. U praksi se stoga provodi diskretno
rebalansiranje delta zastite koje na gornjem primjeru moze izgledati ovako:

(=

e Prodaj jednu jedinicu izvedenice u trenutku ¢ = 0 po cijeni f(0, x).

e Izracunaj A, te kupi A dionica. Za to upotrijebi novac dobiven proda-
jom izvedenice, te ako je potrebno posudi novac iz banke.

° éekaj jedan dan (tjedan, minutu,...). Cijena dionice se promijenila i
tvoj stari A viSe nije tocan.

e [zracunaj novu vrijednost od A i prilagodi prema tome novu poziciju
u dionicama. Dobiveni (ili potreban) novac ulozi u banku (ili posudi iz

banke).
e Ponavljaj tu proceduru do dana dospijec¢a T'.

e Na taj nacin ¢e vrijednost tvojih dionica i novca biti priblizno jednaka
vrijednosti izvedenice.

Ukoliko se rebalansiranje portfelja vrsi neprekidno, vrijednost portfelja na
dan dospijeca bit ¢e jednaka vrijednosti izvedenice. To i jeste ideja replicira-
juceg portfelja.

U diskretnoj vremenskoj shemi koja je gore opisana postavlja se pitanje
koliko ¢esto treba prilagodavati portfelj. Prerijetko znaéci veliko odstupanje
od delta neutralnog portfelja. Precesto dovodi do velikih troskova transakcije
(to je prakti¢an problem - u modelu ne postoje troskovi transakcije). Razlog
zasto portfelj treba prilagodavati je taj da se A mijenja kako se mijenja



cijena dionice. Osjetljivost od A s obzirom na x, cijenu dionice, dana je s
I = %—ﬁ = ?)27’2‘. Ako je T" velik, treba ¢esto rebalansirati portfelj. S druge
strane, mali I' znac¢i da ¢emo dulje vrijeme zadrzati delta hedge. Stoga je
preporucljivo formirati portfelj koji je, uz to sto je delta neutralan, takoder
i gama neutralan.

Uoc¢imo da za portfelj koji se sastoji od jedne dionice imamo Ag = 1, te
I's =0. éinjenica da je gama dionice jednaka nuli zna¢i da promjena broja
dionica u portfelju ne moze utjecati na gama cijelog portfelja. To vodi do
sljedece konstrukcije portfelja koji je i delta i gama neutralan. Pretpostavimo
da imamo portfelj ¢ija je vrijednost dana funkcijom x(t,z), te ga Zelimo
modificirati tako da postane delta i gama neutralan. Prvi korak je da mu
dodamo izvedenicu s cijenom f(t,x) tako da postane gama neutralan. Zatim
dodamo (ili oduzmemo) izvjestan broj dionica tako da portfelj postane i delta
neutralan. Uo¢imo da promjena broja dionica neée narusiti gama neutralnost
portfelja. Formalno, neka je (; dodani broj izvedenica, te ¢, dodani broj
dionica. Vrijednost novog portfelja je

vit,e) =x(t,x) + (- flt,o)+ G- x.

Izjednacavanjem prve i druge parcijalne derivacije od v(¢,x) po = s nulom,
dobivamo sustav

I'y+¢I'y = 0,

Cije je rjeSenje

FX
Cf - _F_f’
AT

Cx = I?X_Ax-
f

Drugi nac¢in kako formirati portfelj koji je i delta i gama neutralan, je do-
davanje dva razli¢ita tipa izvedenica portfelju. To mogu biti, na primjer, dvije
call opcije s razli¢itim danima dospijeca ili s razli¢itim cijenama izvrSenja.
Oznacimo zbog jednostavnosti te izvedenice sa f, odnosno g. Neka su f(¢, x)
i g(t,x) funkcije koje daju cijenu tih izvedenica u trenutku t ako je cijena
dionice S; = . Pretpostavimo da portfelj ima (¢, odnosno ¢, tih izvedenica.
Vrijednost novog portfelja je

V(ta I) - X(t7 JI) + Cff(t7x) + ng<t7x) :
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Izabiremo (y i (4 tako da delta i gama novog portfelja budu jednaki nula, tj.,
tako da vrijede jednadzbe

ov 7
Odavde slijedi sustav jednadzbi

Ax +CfAf +C9Ag = 0,
Fx—i—CfFf—l-(gFg 0,

koji je jednostavno rijesSiti.
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