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3. Black-Scholes-Mertonova jednadzba

3.1 Black-Scholes-Mertonov model

Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje s
filtracijom F = (F; : t > 0). Promotrimo financijsko trziste na kojem postoje
dva financijska instrumenta:

e Prvi instrument je novac koji se ukamacuje po (neprekidnoj) kamatnoj
stopi r (jednakoj za posudivanje i ulaganje). To znadi da iznos S
uloZen u trenutku 0 vrijedi SP = €Sy u trenutku ¢. Model se moze
generalizirati tako da kamatna stopa bude promjenjiva (¢ak i slu¢ajna).
Uz promjenjivu kamatnu stopu r : [0,00) — R, iznos S uloZen u
trenutku 0, u trenutku ¢ vrijedi

P = SYehor)ds,
e Drugi financijski instrument je dionica ¢iju cijenu S = (S; : t > 0)
modeliramo pomoc¢u geometrijskog Brownovog gibanja:
Podsjetimo se da je a srednja stopa povrata, a ¢ volatilnost dionice.

Pretpostavimo da u trenutku ¢ investitor ima portfelj ¢ija je vrijednost X =
(X; : t > 0). Nadalje pretpostavimo da investitor u trenutku ¢ drzi A,
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dionica. Pozicija A; (odnosno broj dionica A;) moze biti slu¢ajna, ali mora
biti adaptirana obzirom na Brownovsku filtraciju F. Ostatak vrijednosti
portfelja, X; — A;S;, ulozen je u trziste novca.

Odredimo heuristicki SDJ koja opisuje kretanje vrijednosti portfelja X.
Pogledajmo promjenu vrijednosti portfelja dX; od trenutka t do trenutka
t+ At. Promjena vrijednosti portfelja posljedica je promjene vrijednosti dio-
nice, koja doprinosi A; (Siyar — Si), te zaradenoj kamati na X, — A,S; koja
je jednaka (X; — AyS;)(e™ — 1). To moZemo zapisati kao

AXy = Xerar — X = Ay (Spear — i) + (X = AuSy) (e = 1)

erAt -1

- At (St+At - St) + (Xt - AtSt)TAt

Pustanjem At — 0 dobivamo
dX(t) At dSt + T(Xt — AtSt) dt

At(OZSt dt + USt dBt) + T(Xt — AtSt) dt
= TXt dt + At<Oé — T)St dt + AtUSt dBt . (32)

Clanove koji se pojavljuju u |D interpretiramo na sljedeé¢i nacin:
(i) srednja stopa povrata r na portfelj, koja se vidi iz ¢lana r X, dt,

(ii) premija za rizik o — r za investiranje u (rizi¢nu) dionicu, koja se vidi
iz clana Ay(a — r)Sy dt, i

(iii) volatilan ¢lan proporcionalan veli¢ini investicije u dionicu, A0S, dB;.

U ovom se modelu svodenje na sadasnju vrijednost provodi preko diskontnog
faktora e~". Cesto ¢emo promatrati diskontiranu vrijednost dionice S; =
e "S5, i diskontiranu vrijednost portfelja X; = e " Xj. Zelimo izvesti sto-
hasticke diferencijalne jednadzbe za te diskontirane vrijednosti.

Lema 3.1 Za diskontiranu cijenu dionice S = (§t 1t > 0) vrijedi
dS, = (o« — 1)Sy dt + 05, dBy (3.3)
a za diskontiranu vrijednost portfelja X = ()~(t 11 >0)

djzt - At dgt (34)



Dokaz: Primjenjujemo Itovu formulu s funkcijom f(¢,z) = e "x, redom na
[tove procese S i X. Dobivamo:

d(e™"S,) = df(t, S;)

1
— ft(t, St> dt + fm<t, St) dSt + §fxm<t7 St) dSt dSt

= —7’67“5',5 dt + eirt dSt
= (a—r)e S, dt + oe S dB;

te
d(e_rtXt) = df (t, X;)
1
= fo(t, Xy) dt + fo(t, Xy) dX,; + §fmr(t7 Xy)dX, dX,

= —re "X, dt +e " dX,

= —re "X, dt + e (r Xy dt + Ay(a — 1) Sy dt + A0Sy dBy)
= Aj(a—1)e ™S, dt + Aoe S, dB;

= Ayd(e™™S,).

O

Usporedimo li sa (3.3)), vidimo da diskontiranje cijene dionice sman-
juje srednju stopu povrata sa « na a — r. Usporedimo li sa ,
vidimo da diskontiranje vrijednosti portfelja uklanja stopu povrata r: prom-
jena diskontirane vrijednosti portfelja posljedica je samo promjene diskonti-
rane vrijednosti dionice.

3.2 Slucajni zahtjevu u BSM modelu

Osnovna ideja odredivanja cijena dostiznih sluc¢ajnih zahtjeva ista je kao i
u diskretnom slucaju. Zelimo nadéi portfelj cija je vrijednost X, u svakom
trenutku ¢t € [0, 7| jednaka cijeni slu¢ajnog zahtjeva C; = ¢(t,S;) u trenutku
t. Funkcija g(t,z) je deterministicka: g : [0,00) x [0,00) — [0,00). Ono $to
je slucajno je cijena dionice S; u trenutku t. Zato je slucajna i vrijednost
slucajnog zahtjeva g(t,S;) u trenutku ¢. Primijetimo da je (g(¢,5;) : 0 <t <
T) slucajni proces. Sljedeéi rezultat daje nam vezu izmedu funkcije g koja
odreduje cijenu slucajnog zahtjeva i pripadnog replicirajuc¢eg portfelja.
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Propozicija 3.2 Neka je X = (X; : t > 0) vrijednost portfelja danog SDJ
(3.2) i pretpostavimo da funkcija g € C*?((0, 00) x (0, 00)) zadovoljava Black-

Scholes-Mertonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:
rg(t,z) = g:(t, ) + reg,(t,z) + %aszgm(t,x), t,z > 0.
Tada vrijedi
Ay = g.(t,S) i Xo = g(0,8,) < X, =g(t,S), t>0.
Dokaz: Uocimo da je X; = g(t, S;) ako i samo ako je X, = g(0, Sp) i
dX; =dg(t,S;) .
Za odredivanje diferencijala od ¢(t, S;) koristimo Itévu formulu,

dg(t7 St)

1
= gt<t, St) dt + gz(t, St) dSt + §gm(t, St) dSt dSt
= gt(ta St) dt + gm (t, St)(OéSt dt + O'St dBt)

1
+§gm(t, Sy)o?S? dt

1
= gt(t7 St) —+ ozStgm(t, St) + §O'QSt2grz(t, St):| dt
_ +0S5:9,(t, St) dBy

1
= |g:(t,St) + rSig.(t, St) + 502539133(16, St)] dt

+ (a0 — 1) Si9.(t, S)dt + 0S:9.(t, St) dB;
= Tg(t, St)dt + (Oé — T)Stgx(t, St)dt + UStgx(t, St) dBt,

(3.5)

(3.6)

(3.7)

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (3.5)). Sada iz jednadzbi (3.2)) i

slijedi da (3.6) vrijedi ako i samo ako je A; = g,.(t,S;).

O

Napomena 3.3 Uocimo da gornji teorem vrijedi i na kona¢nim vremenskim
intervalima. Neka je T' > 0 i neka funkcija g € C2((0,T) x (0, 00)) zado-
voljava (3.5) za t € (0,T). Ako je Ay = ¢.(t,S;), t € (0,T) 1 Xo = ¢(0,5),



jasno je da za t € [0,T) vrijedi da je X; = g(¢,5;). No tvrdnja vrijedi i za
t =T zbog neprekidnosti funkcije g i procesa X i S. Naime,

XT = ltl’TI’le'lXt = ltlTI’llz'l g(tu St) = g(T7 ST)

Takoder, uocite da uvjet X = ¢(0,.Sp) mozemo zamijeniti s drugim rubnim
uvjetom Xp = g(7', St).

Primjer 3.4 Podsjetimo se, forward ugovor s cijenom izvrsenja K obavezuje
na kupnju jedne dionice na dan dospije¢a T' po cijeni K. Na dan dospijeca
je vrijednost forward ugovora jednaka C/* = Sp — K. Neka th“’ = f(t,x)
oznacava vrijednost forward ugovora u trenutku ¢ € [0, 7] ukoliko je cijena
dionice u trenutku ¢ jednaka S; = x. Cilj nam je izrac¢unati f(¢,z). Da bismo
to izraCunali, postavimo se u poziciju agenta koji je prodao takav forward
ugovor za cijenu F. U trenutku t = 0 takav agent formira portfelj koji se
sastoji od jedne dionice ¢ija je cijena Sy. Razliku Sy — F posudi na trzistu
novca po kamatnoj stopi r. Agent ne mijenja portfelj kroz cijelo vrijeme
trajanja forward ugovora. U trenutku 7', agent i dalje ima jednu dionicu,
a vrijednost posudenog novca je sada e’ (Sy — F). Na dan dospijeca agent
mora kupcu forward ugovora prodati dionicu za vrijednost K. Cijena F' mora
biti odredena tako da ne postoji moguénost arbitraze. To ¢e biti tako samo
u sluéaju da vrijedi e"?(Sy — F') = K, t.j., obaveza agenta jednaka je cijeni
koju ¢e dobiti za dionicu. Odavde slijedi da je F' = Sy — e "' K. Na slican
nac¢in se pokazuje da je

ft,x)=a—e"TVK . (3.8)

Provjerite da funkcija f(t,2) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu diferen-
cijalnu jednadzbu (3.5)), te da je f(T,Sr) = C/*. Takoder, vidimo da za
pripadni hedging portfelj vrijedi da je A, = f.(¢,S;) = 1.

Kolika mora biti cijena izvrSenja K da bi vrijednost forward ugovora u
trenutku ¢t = 0 bila jednaka nuli? O¢ito mora vrijediti 0 = F = Sy —
e "TK, otkuda K = e'7'Sy. Tu vrijednost nazivamo forward cijenom dionice
u trenutku ¢t = 0. Na slican na¢in mozemo definirati forward cijenu dionice u
trenutku ¢ kao vrijednost K uz koju je vrijednost forward ugovora u trenutku
t jednak nuli, t.j., onaj K za koji je 0 = f(t,S;) = S, —e " T VK. Slijedi da
je forward cijena u trenutku ¢ jednaka

For(t) = ¢"T7Y8, . (3.9)
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Forward cijena dionice nije vrijednost forward ugovora. To je iznos cijene
izvrSenja K uz koji je vrijednost forward ugovora jednaka nuli. Promotrimo
situaciju u trenutku ¢ = 0. Neka je cijena izvrSenja forward ugovora K
jednaka For(0) = e1S;. Vrijednost forward ugovora je u trenutku ¢t = 0
jednaka nuli. Medutim, vrijednost forward ugovora se mijenja kako vrijeme
prolazi. U trenutku t € [0, 7] ta vrijednost je jednaka

f(t, St> = St - ertSQ .

Promotrimo sada europsku call opciju s danom dospije¢a T' > 0 i cijenom
izvrSenja K > 0. Black, Scholes i Merton rezonirali su da vrijednost opcije
u trenutku ¢ ovisi o vremenu t (preciznije o preostalom vremenu 7' — t do
isteka opcije), o vrijednosti dionice u trenutku ¢, te naravno, o parametrima
modela 7 i 0. Oznacimo zato sa c(t,x) vrijednost call opcije u trenutku ¢
ako je cijena dionice u tom trenutku S; = x (parametri r i o su izostavljeni,
jer se ne mijenjaju tijekom trajanja opcije). Cilj nam je izra¢unati funkciju
c(t,x), koristenjem pripadnog replicirajuceg portfelja. Iz Propozicije i
napomene nakon nje, slijedi da trazimo funkciju ¢(¢, x) koja zadovoljava par-
cijalnu diferencijalnu jednadzbu (3.5)) uz terminalni uvjet ¢(7T,x) = (xr— K) .

0'2 B . .
Lema 3.5 Funkcija g(t,z) = e"tc(T—t, e’V 7 =) riesava jednadzbu provodenja

gt(tay) = %gyy<tay)7 t7y > O
9(0,y) = (7 — K)4

Dokaz: Tvrdnju provjerimo uvrstavanjem rjeSenja u jednadzbu ([3.10f). De-
riviranjem izraza za g po t dobijemo

(3.10)

gilt,y) = ree(T —t,e 5 ) — e, (T — t, 75 77"

4 e (I~ 1 e (g e

%ertUQxQCW(T —t, eay+(§_r)t) + %GTtCTQa?Cx(T —t, 60y+(§—r)t).
S druge strane
o2 o2
gy(t’ y) = ertcx<T -, €Uy+(77r)t)0'€ay+(7*7”)t7
pa je
o2 o2 2 L
gyy(t’ y) - ertcwx(T —t, 60y+(7_T)t)02e20y+2(7—r)t + ethx (T —t, 60y+(7—r)t)0-26‘79+(7—7")t'
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Tvrdnja sada slijedi iz ¢(0,y) = ¢(T,eY) = (7Y — K) . O
Preostaje nam jos odrediti rjeSenje jednadzbe provodenja.

Lema 3.6 Jednadzba provodenja
w(t, ) = %um(t, x)
U(O,l‘) ZUO(J:) )

—(a—2)?
ima rjesenje oblika u(t, x) = ffooo uo(z)\/%?te 2t dz.

Dokaz: Dokaz ¢emo provesti za dovoljno glatku funkcije ug. Kako je z+B; ~
N(z,t) za svaki t,z > 0 slijedi da je

00 1 —(z—2)2
/_ uo(z)\/_e 2t dz = Eluo(x + By)],

00 2mt

stoga provjeravamo da je funkcija u(t,x) = E[ug(z + By)| rjesenje danog
sustava. Uz oznaku f(y) = uo(z + y), slijedi da je u(t,z) = E[f(B;)]. Da
bismo odredili u;(¢,z) = LE[f(B;)] koristimo prvo Itovu formulu za f(By),

F(B.) = £(0) + /0 F(B)AB. + /0 J(B)ds.

Iz gornje jednakosti slijedi da je
¢ ! 1 ! 1
utt.o) = ELf(B0] = wie) + B | [ 1(Bas] + 38 | [ r5a
~ wla) + 5 [ BB

gdje druga jednakost slijedi iz Cinjenice da je ocekivanje I[tovog integrala
jednako 0. Sada je

wlt.) = 55 [ B (Blds = GELP(B)] = 5 75Blunle + B)
1

= —Uyy(t, ).

2
Kako je u(0,z) = Elug(x + By)] = uo(x), trazena tvrdnja je dokazana. O
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