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Primjer 2.23 (Generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje) Neka je B =
(B¢ : t > 0) Brownovo gibanje, neka je F = (F; : ¢t > 0) pridruzena filtracija,
te neka su @ = (ay : t > 0) i 0 = (o : t > 0) adaptirani procesi t.d.
oe L2([0,T] x Q)i fot |as|ds < oo za svaki t > 0. Definiramo It6v proces

t t 1
Xt:/ an35+/ (as——ag) ds, (2.34)
0 0 2

odnosno u diferencijalnom obliku

1
dXt:O'tdBt—f— (Oét_ﬁo-?) dt .

Vrijedi
dXt dXt = Ut2 dBt dBt = O'tQ dt .

Neka je Sy > 0 realan broj i f(x) = Spe®. Definiramo proces S = (S; : t > 0)
kao S; = f(X;). Kako je f'(z) = f"(x) = S(0)e” iz Itove formule dobivamo

1
dSt = df(Xt) - f/<Xt) dXt + 5 f”(Xt) dXt dXt
1
= Spe™t dXy + 5 Soe™ dXy dX,

1
== St dXt -+ 5 St dXt dXt
= CYtSt dt + O'tSt dBt s (235)

odnosno zapisano u integralnom obliku
t 1 t
S, = / g Seds + —/ 02SsdBs;.
0 2 Jo

1



Iz jednadzbe ([2.35) vidimo da cijena imovine S; ima trenutnu srednju stopu
povrata «y i volatilnost ;. I trenutna srednja stopa povrata i volatilnost
mogu se mijenjati kroz vrijeme.

Proces S zovemo generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje i pred-
stavlja najopéenitiji model kretanja cijena financijske imovine koje je neprekidno,
pozitivno, i ima jedan izvor nesigurnosti (Brownovo gibanje B). Usprkos
tome Sto model pokre¢e Brownovo gibanje, distribucija od S ne mora biti
log-normalna. U slucaju konstantnih neslu¢ajnih « i o, gornji model svodi
se na geometrijsko Brownovo gibanje i log-normalnu razdiobu.

Pretpostavimo da su « i o konstantni i nesluc¢ajni. Tada iz formule ([2.34))
slijedi

Sy = Spexp {aBt + (a — %a2> t} , (2.36)
a diferencijalni oblik na
dS; = aS;dt + oS, dB; .

Pretpostavimo na trenutak da je a = 0. Tada S; zadovoljava dS; = 0.5, dB;.
Iz desne strane vidi se da je u tom sluc¢aju

1
Sy = Spexp {aBt — 3 02t}

martingal (vidi i Zad 6). U opéem slucaju konstantnog «, iz (2.36) imamo

1
Sy = Spexp {aBt —3 0215} et

Buduéi da je zbog martingalnosti E exp{cB; — %0’2t} = 1, dobivamo da je
ES, = ESpe®. To znadi da je srednja stopa povrata od S jednaka a.
Za nekonstantnu volatilnost ¢ na isti na¢in zakljuc¢ujemo da je

t 1 t
Sy = Spexp {/ 0,dBs — — / o’ ds} (2.37)
0 2 Jo

Sljededi rezultat daje nam neke dovoljne uvjete pod kojima S ima log-
normalnu razdiobu.

martingal.



Teorem 2.24 (Itov integral za deterministicki integrand) Neka je B = (B; :
t > 0) Brownovo gibanje, te neka je f:[0,00) — R neslucajna funkcija vre-
mena t.d. fo f?(s)ds < oo za svakit > 0. Definiramo I; = fo s)dBs. Tada
je za svakit > 0 slucajna varijabla Iy normalno distribuirana s ocek‘wanjem
0 i varijancom fo s) ds.

Dokaz: Uo¢imo da je Itov integral I = (I; : t > 0) dobro definiran s obzirom
na to daje f € £2,([0,T] x Q). Pri tome funkciju f promatramo kao funkciju
f:]0,00) xQ — R definiranu kao f(¢,w) := f(t). Stoga je proces I martingal
za koji je Iy = 0, pa odmah slijedi da je El; = EI, = 0. Varijanca od I;
izrac¢unata je u Teoremu 2.11 (c):

Varl, = EI? = E/t f2(s)ds = /t f2(s)ds
0 0

jer je f neslucajna funkcija.

Preostaje dokazati da je [; normalno distribuirana. To éemo pokazati
racunanjem funkcije izvodnice momenata sluc¢ajne varijable I;, Ee* u € R.
Stavimo u formulu (2.37)) o5 = uf(s) 1 Sy = 1. Slijedi da je proces

e [[usam.— 3 [

martingal koji je u trenutku ¢ = 0 jednak 1. Slijedi

E {exp {/Ot wf(s)dB, — % /Ot(uf(s))stH ~ 1 (2.38)

Gornju formulu mozemo napisati u obliku

E [exp {u[t— %u2 /Oth(s) ds}] =1,
Eev!t = [exp{ / f2(s) H , ueR.

Na desnoj strani je funkcija izvodnica momenata normalno distribuirane
o . .. o . . . .. t
sluc¢ajne varijable s o¢ekivanjem 0 i varijancom fo f2(s) ds. a

odnosno,



Primjer 2.25 (Vasicekov model kamatnih stopa) Neka je B = (B, : t > 0)
Brownovo gibanje. Vasicekov model procesa kamatnih stopa R = (R, : ¢t >
0) dan je stohastickom diferencijalnom jednadzbom

gdje su a, 3,0 > 0. Isto kao u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi,
potrebno je pokazati da stohasticka diferencijalna jednadzba ima rjeSenje.
To se pokazuje bilo pozivanjem na op¢u teoriju, bilo neposrednim rjesavan-
jem jednadzbe. Mi ¢emo napisati formulu za proces R;, te provjeriti da
zadovoljava gornju jednadzbu.

Stavimo

t
R, =e 'Ry + % (1—eP)+ cre_ﬁt/ e’ dB,. (2.40)
0
Pomoc¢u Itove formule ra¢unamo f(t, X;) za X; = f; eP dB, i
f(t,z) =e PRy + % (1—e P +oe P,

Uocimo da f(t, X;) zadovoljava (2.40). Potrebne su nam sljedece parcijalne

derivacije:

fit,x) = —BeP'Ro+ae — ofe s = a— Bf(ta),
fe(t,z) = oge Pt
fee(t,x) = 0.

Nadalje, diferencijalni oblik jednadzbe za X, jednak je dX; = e*dB,. Po
Itovoj formuli sada imamo

af (t, Xy)
= [ilt, Xp) dt + fo(t, X;) dX; + % Foa(t, Xy) X, dX,
= (a—=pf(t, X)) dt + o dB,.
Gornji ra¢un pokazuje da f(¢, X;) zadovoljava stohasticku diferencijalnu jed-
nadzbu . Nadalje, f(0,Xo) = Ry. Zbog jedinstvenosti rjesenja sto-

hasticke diferencijalne jednazbe (2.39)), slijedi da je f(¢t,X;) = R; za sve
t>0.



Iz Teorema slijedi da je f(f e?* dB, normalno distribuirana slu¢ajna
varijabla s ocekivanjem nula i varijancom

t
1
e ds = — (e?P' —1).
/ 35 @ =1

Slijedi da je i R; normalno distribuirana slucajna varijabla, te vrijedi

a
ER, = e P Ry+—-(1—e ",
g
o’ 26t

VarR, = — (1 —e 7).

L= g
Odavde vidimo da bez obzira kako odabrali parametre modela «a, i o, s
pozitivnom vjerojatnoséu R; moze biti manji od nule. To je lose svojstvo
predlozenog modela. Dobro svojstvo modela je da se kamatne stope vracaju
prema srednjem (mean-reverting property). U slu¢aju R, = %, ¢lan uz dt u

B
(2.39) (tzv. drift), jednak je nuli. U slucaju Ry > %, ¢lan uz dt je negativan,
te gura R; natrag prema % U slucaju R; < %, ¢lan uz dt je pozitivan, te

opet gura R; natrag prema % Uoc¢imo jos da ako je Ry = %, tada je ER; = %
za sve t > 0. Ako je Ry # %, tada je lim;_,., ER; = %
Primjer 2.26 (Cox-Ingersoll-Ross-ov (CIR) model kamatnih stopa) Neka
je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje i «, 3,0 pozitivni brojevi. Cox-
Ingersoll-Rossov model procesa kamatnih stopa R; zadan je stohastickom
diferencijalnom jednadzbom

th = (Oé — ﬁRt) dt + o/ Rt dBt . (241)

Nedostatak CIR modela je da se rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe
(2.41)) ne moze zapisati u zatvorenoj formi.

Prednost CIR modela u odnosu na Vasicekov je taj da R; nikad nije
negativan. Heuristicko objasnjenje te Cinjenice je da kada se R; priblizava
nuli, ¢lan uz dB; postaje mali (volatilnost tezi prema nuli), dok se ¢lan uz
dt priblizava a > 0. U takvoj situaciji dominantan je pozitivan drift koji R,
gura dalje od nule. Sli¢no kao i Vasicekov model, CIR model ima svojstvo
vra¢anja prema srednjem.

U CIR modelu eksplicitno se mogu izrac¢unati o¢ekivanje i varijanca. Oz-
nacimo m(t) = ER, i 4(t) = E[R?]. Pretpostavimo da je [, m(s)ds < oo.



Tada primjenom Fubinijevog teorema iz integralnog oblika jednadzbe ([2.41|)
slijedi

m(t):/t [ — BR, ds+1[—<:[/ a\/_dBt}

:at—ﬁ/m

gdje smo u zadnjem redu koristili ¢injenicu da je Itov integral I, I, =
f(f o/ RydB;, martingal pa je EI; = 0. Deriviranjem gornje jednadzbe dobi-
vamo obi¢nu linearnu diferencijalnu jednadzbu

m/(t) = a — Bm(t).
MnoZenjem gornje jednadzbe s e’ ona se svodi na
() = ae™,
iz ¢ega slijedi da je

Ptm(t) —m(0) = /t aeds = = (et —1).

Iz m(0) = Ry i gornje jednakosti sada slijedi da je
— Rt Bt
m(t) = Roe +E(1—e ).

Uoc¢imo da funkcija m zadovoljava gornju pretpostavku o integrabilnosti, pa
je primjena Fubinijevog teorema bila opravdana. Koristenjem Itove formule
za f(z) = 2? slijedi da je

d(th) = 2Rt(06 - ﬁROdt + 20'Rt \V thBt + O'Qtht.

Uz pretpostavku da je fo s)ds < oo, primjenom Fubinijevog teorema na
integralni oblik gornje Jednadzbe i koriStenja martingalnog svojstva Itovog
integrala slijedi

v(t) = ~(0) + 2/0 (am(s) — By(s))ds + 0 + 02/0 m(s)ds



odnosno
7' (t) = 2am(t) — 267(t) + o*m(t).

Rjesavanjem gornje linearne diferencijalne jednadzbe dobijemo

v(t) = e PR3+ (2a+0?) &(e’ﬁt — e W 4

B o (1 o 672&) o %(eﬂt . 672Bt)

232
iz Cega slijedi da je

OéO'2

VarR, = v(t) — m(t)* = 27

Ro(e Pt — 7291 4 (1 —2e Pt 4 7201,

0.2
B
2.5 Linearne stohasticke diferencijalne jednadzbe

Definicija 2.27 Linearna stohasticka diferencijalna jednadzba (SDJ) je sto-
hasticka jednadzba oblika

t
Xy = Yt—i—/ XqdZs
0

odnosno zapisano u diferencijalnom obliku
dXt — dYt + XtdZt, XQ - }/E), (242)
gdjesuY =(Y;:t>0)iZ = (Z;:t>0) Itovi procesi.

Primjer 2.28 Pretpostavimo da je Y; = 1 za sve ¢t. Pokazimo da proces

zadovoljava linearnu SDJ (2.42). Ozna¢imo V; = e?. Tada je po Itovo]
formuli za f(z) = €”

dV; = VidZ; + Vid(Z):.

Nadalje, uoc¢imo da je proces e~2(Dn slucéajni proces koji je funkcija obi¢nog
Riemannovog integrala (za svaki w € ). Pokaze se da jeE]
de™ 2% = _Le=2{Dq7),.

1
2

IProvijerite sami.



Primjenom Itéve formule za produktP] dobivamo

AX, = d (e 3DV;) = e HAav, 4 Vid (¢34 dvid (7390
t t

t
_ eZt_é(Z”dZt 4 %ezt—§<z>td<z>t _ %ezt—%<z>td<z>t +0
= XtdZt.

Koristenjem ovog rjeSenja, moze se pokazati da je rjeSenje jednadzbe
(2.42) za opceniti Itov proces Y

X, = £(2), {YO + /O t ﬁdn _ /0 t = (1Z)sd<Y, z>s} | (2.43)

Formulu koristimo u sljede¢em primjeru bez dokaza.

Primijenimo ovu formulu kako bismo odredili rjesenje stohasticke
diferencijalne jednadzbe kojom je definiran Vasicekov model kamatnih
stopa. Uoc¢imo da SDJ mozemo zapisati u formi

th = (Oédt + O'dBt) — 6tht,

pa vidimo da je (2.39)) linearna SDJ oblika (2.42) uz Y; = at+oB; i Z; = —ft.
Kako je E(Z); = e P i d(Y, Z); = 0, iz (2.43)) odmah slijedi da je

t
R, =e P [Yo +/ eﬁs(ads + ast)]
0

=e 'Ry + %(1 —e P + ae_ﬂt/ e’ dB,.,
0

Sto je upravo rjeSenje iz Primjera [2.25]

2Formulu navodimo u neformalnom zapisu bez dokaza: d(X -Y) =X, -dY; +dX; -
Y: + d(X,Y ).
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