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2.4 Itéva formula

U obi¢nom diferencijalnom rac¢unu vrijedi sljedeé¢e pravilo za derivaciju kom-
pozicije funkcija f i ¢g:

 Ialt) = Fat)d (),
$to mozemo pisati u obliku
df(g(t)) = f'(g(t)g'(t) dt = f'(g(t))dg(t).

Glavno pitanje u ovom poglavlju na koje ¢emo dati odgovor je kako izgleda
odgovarajuce pravilo za kompoziciju f(B;) funkcije f : R — R i Brownovog
gibanja B = (B; : t > 0). Probajmo naslutiti odgovor na ovo pitanje iz
sljedec¢eg primjera.

Primjer 2.17 Neka je f(x) = z%. Na proslom predavanje smo, koristenjem
Propozicije 2.15, pokazali da za T' > 0 vrijedi:

T
B2 = 2/ BB, + T,
0
odnosndl

F(Br) = £(B) = | PBaaBory [ w2

Gornju formulu mozemo zapisati i u diferencijalnom obliku,

df(B,) = f/(B.)dB, + % F(Bdt = f'(B)dB, + % £/(B)d(B)s.

1Uo¢ite da koristimo da je By = 0.




[z gornjeg primjera jasno je da opéenito ne vrijedi pravilo df (B;) = f'(B;) dB;.
Promatrajuci formulu ([2.24)) naslu¢ujemo da je to zbog ne-nul kvadratne var-
ijacije Brownovog gibanja. StoviSe, pokazat ¢emo da za toé¢nu formulu uistinu
trebamo pretpostaviti postojanje druge derivacije funkcije f.

Formula naziva se Itova formula za Brownovo gibanje (u integral-
nom obliku). Napomenimo da je integralni oblik formule ([2.24]) matematicki
smislen, jer je dobro deﬁnira Itov integral fOT 1/ (By) dB; koji se u njoj po-
javljuje, a integral fOT f"(By) dt shva¢amo kao obic¢an (Lebesgueov ili Rieman-
nov) integral. S druge strane, pripadni diferencijalni oblik ¢esto je pogodniji
za racunanje.

Jos jedna posljedica Primjera[2.17] je da funkcija Itovog integrala ne mora
nuzno biti Itoév integral. Neka je I = (I; : t > 0) Itov integral procesa
H e £2,([0,T] x Q) obzirom na Brownovo gibanje B i f neka funkcija. Tada
slucajni proces f(I) = (f(I;) : t > 0) ne mora biti i sam Itov integral nekog
procesa obzirom na Brownovo gibanje. Naime, uzimanjem H; = 11 f(z) = 22
kao u Primjeru dobijemo da je I; = B, i df(I;) = 2B;dB; + dt. Obzirom
da t ne mozemo prikazati kao Itov integral obzirom na Brownovo gibanje,
slijedi da proces f(I) nije [tov integral obzirom na Brownovo gibanje. Stoga
uvodimo Siru klasu slucajnih procesa, za koju ¢emo pokazati da ukljucuje i
funkcije Itovog integrala. To su Itovi procesi za koje ¢emo u daljnjem razviti
stohasticki diferencijalni racun.

Definicija 2.18 Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i neka je
F = (F : t > 0) pridruZena filtracija. 1tov proces je slucajni proces X =
(X:: t>0) oblika

t t
Xt:XOJr/ HSdBSJr/ V,ds, (2.25)
0 0

0) iV =(V,:t>0) su

gdje je Xo € R neslucajan, a« H = (Hy : t >
T] x Q) ifg|\/;|d3 < 00 g.8. za Sve

adaptirani procesi t.d. H € L2,([0,
t>0.

2Nas pristup ovdje je malo neprecizan. Naime, uo¢imo da opéenito proces (f'(By) : t >
0) nije nuzno u £2,([0,7] x Q) pa fOT 1/ (Bt) dB; nije nuzno Itov integral u smislu definicije
iz Poglavlja 2.2. No definicija Itovog integrala se moze proSiriti na Siru klasu integranada
od £2,([0,T] x Q) (tzv. lokalno ograniceni adaptirani procesi) koja obuhvaéa neprekidne

adaptirane slu¢ajne procese. U tom kontekstu je Itov integral (f/(B;) : t > 0) dobro
definiran za funkcije f € C'. Mi éemo u sklopu ovog kolegija zanemariti ovu nepreciznost.



Uocimo da je slucajni proces (B? : t > 0) iz Primjera [tov proces.
Uistinu, procesi H = (2B; : t > 0) i V = 1 zadovoljavaju uvjete iz Definicije

te je B? dan formulom (2.25)).

Napomena 2.19 (a) Jednadzbu (2.25) mozemo zapisati u diferencijalnom
obliku
dXt - thBt + ‘/;fdt

(b) Kvadratna varijacija Itovog procesa ([2.25)) jednaka je

(X), = /0 "2 ds. (2.26)

Uistinu, koristenjem do sada uspostavljenog diferencijalnog racuna za
Itov integral (u skra¢enom zapisu) dobijemo

d(X), = dX, - dX, = (HdB; + V,dt)(H,dB, + Vidt)
= H2dB, - dB, + 2H,V,dB, - dt + V2dt - dt = H,*dt.

(c) Uocimo da kvadratna varijacija [tévog procesa X u potpunosti dolazi
od ¢lana I, = fot H,dB,. Obican integral R, = fotVsds ne doprinosi
nista kvadratnoj varijaciji od X, i on sam ima kvadratnu varijaciju nula:
(R); = 0. Medutim, to ne znaci da je R deterministicki, nego samo da
je manje volatilan od I. Za male vrijednosti h > 0,

Ry = R+ Vih,

Sto daje dobru procjenu za Ry, ;. Primjetite da su u trenutku ¢ vrijednosti
R; i V; poznate. S druge strane,

Tiin = Iy + Hy(Bion — By),
Sto ne mozemo dobro predvidjeti zbog nepoznavanja prirasta By, — B;.

Sada Zelimo definirati stohasticki integral u odnosu na [tov proces X.
Definicija 2.20 Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces dan formulom ,
te neka je K = (K; : t > 0) adaptiran proces koji zadovoljava sljedece
tehnicke uvjete:

t t
E/ K2H?ds < oo i / | K Vs|ds < o0
0 0
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za sve t > 0. Stohasticki integral od K s obzirom na Itév proces X definiran
je formulom

t t t
/stXs:/ KSHSdBSJr/ KV, ds. (2.27)
0 0 0

Uoc¢imo da tehnicki uvjeti na proces K u prethodnoj definiciji osiguravaju
da je stohasticki integral od K s obzirom na X dobro definiran Itév proces

(Definicija [2.18), tj. da formula (2.27)) ima smisla.

Sljededi rezultat je Itova formula za [tove procese, koja je generalizacija
[tove formule za Brownovo gibanje. Dodatno, zbog kasnijih primjena
na Black-Scholes-Mertonov model, promatrat ¢emo funkcije f : [0,00) X
R — R te slu¢ajne procese oblika f(¢, X;) koji mogu ovisiti i o vremenskoj
komponenti kao i o vrijednosti Xj.

Teorem 2.21 (Itéva formula za Itév proces) Neka je X = (X; : t > 0)
Itov proces dan formulom i neka je f(t,x) funkcija s neprekidnim
parcijalnim derivacijama fi(t,x), fo(t,z) i fo(t,2). Tada za svaki T > 0,

T T
f(T,XT> :f(O,X0)+/ ft(t,Xt) dt+/ fx(t,Xt) dXt
0 0
1 T
+5 ] falt X))
T T
= 07X t :Xt d T 7Xt thBt
£ o>+/0 fult, X0) t+/0 £t X))

T 1 T
o[ nexgides s [ faexoma. (22s)
0 0

Prije nego prezentiramo skicu dokaza ovog rezultata, navedimo nekoliko
napomena.

Napomena 2.22 (a) Itova formula jednostavnije se pamti u diferencijal-
nom obliku:

1
df (t, Xi) = fi(t, Xp) dt + fo(t, Xi) dX; + §fm(t, Xy)dX, - dX;. (2.29)
(b) Formula ([2.28)) za Brownovo gibanje glasi
T T 1 /T
FTBr) = 10,0+ [ it Byder [ £ B dBey [ Lt B
0 0 0
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odnosno u diferencijalnom obliku
1
df(t7 Bt) = ft(ta Bt) dt + fw(ty Bt)dBt + 5fz‘x<t7 Bt) dt .

Uo¢imo da iz gornjeg izraza dobijemo Itévu formulu (2.24]) za Brownovo
gibanje kada je f € C?(R) funkcija jedne varijable.

Skica dokaza Teorema [2.21k

Formulu (2.28)) pokazat ¢emo za funkciju f € C*([0,00) x R) t.d. su funkcije
f, fis fo, fzz apsolutno omedene s konstantom M > 0, te za Itov proces X
oblika

t
X, = Xo + B, +/ Vds, (2.30)
0

gdje je V.= (V; : t > 0) adaptiran proces t.d. je |Vi| < M za sve s > 0
gotovo sigurno. Uoc¢imo da I[tov proces X ima gotovo sigurno neprekidne
trajektorije.

Prisjetimo se Taylorove formule funkcije dvaju varijabli. Neka su ¢,s > 0
iz,y€R, tada je

ftz) = f(s,y) = fils, y)(t = 8) + fa(s,y)(z —y) + %ftt(& y)(t—s)°

il 0)(t = ) =) + 3 Faals,0) (e = 4 + R(E5,2,0),
(2.31)

gdje je R funkcija ostatka takva da je

lim lim R(t, s, z,y) = 0.

t—s x—y
Fiksirajmo 7" > 0 i neka je I = {0 = ¢y < t; < ... < t, = T} particija
intervala [0, 7]. Koristeci formulu (2.31) za 2 = X, , y = Xy, t = tj41 i
s = t; dobijemo

n—1
F(T, Xr)=£0, Xo) = > [f(tjsn, Xopp) = [ (15, X))
j=0
—1 n—1
Z (£, X)) (tipr — 1) + > fulty, X)) (XL, — X))
j=0 j=0
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fm(tj’ th)(th+l - th)2
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+ fm(tj? th)<tj+1 - tj)(th+1 - th)

ftt(tJaXt )t — ) + R(Xi,, s Xojotjynsty) - (2.32)

.
o

—_

Kada pustimo ||II|] — 0, lijeva strana ostaje ista. Da bismo pokazali da
jednakost vrijedi g.s. dovoljno je naéi jedan niz particija (II)s t.d.
desna strana konvergira k desnoj strani g.s. Proucavamo $to se
dogada s ¢lanovima na desnoj strani:

e Za prvi ¢lan imam(ﬂ

T
hm Z ft t], Xt j+1 — t]> = / ft(t, Xt) dt
0

\HH—>0

gdje je na desnoj strani obi¢ni Lebesgueov (Riemannov) integral. Uo¢imo
da gornji integral ima smisla za skoro svaki w € €2 jer je funkcija
t — fi(t, X¢(w)) neprekidna.

e Drugi ¢lan, Z;:& fae(ty, X¢;) (X, — Xy,;), konvergira prema Itovom
integralu fOT fo(t, Xy) dX,. Zaista, oznacimo Hy = f,(t, X;), te Ht(”) =
Z fx(tj,Xt Jit;¢,40) (). Kako je po pretpostavci s pocetka dokaza
|fo] < M, slijedi da je H € £2,([0,T] x Q) i H™ € &. Stovise, zbog
neprekidnosti funkcije f, i gotovo sigurno neprekidnosti procesa X, po
teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da je proces H neprekidan
reda 2. Sada po Propoziciji 2.15 slijedi da je lim,_,o(H™ o B), =
(H o B);, odnosno

T
lim Z f$(tj, Xt]-)<Bt]-+1 — Btj> = /0 fm(t, Xt) dBt

[[IT]] =0 <=
7=0

3Uocite da je za w € Q lijeva strana upravo Riemannova suma funkcije t — f(t, X¢(w))
na particiji IT.



Dodatno, uo¢imo da vrijedi]

n-l tj+1 T
lim Lt Xy V.ds :/ L(t, X)) Vidt.
H%sz_;f(] “)/tj , S XV

Tvrnja sada slijedi iz (2.30]) zbrajanjem zadnjih dviju jednakosti.

e Treci ¢lan mozemo rastaviti na tri dijela,

[y

n—

n—1
1 1
5 fa:x(t]a th>(th+1 - J = 5 Z fmc t]) Xt ]+1 - Btj)2
Jj=0 Jj=
nl ti+1
+ 3 foolty, X)) (By,, — By) V.ds
§=0 4

1t ti+1 2
+5 ;fm(tj,th) (/t Vsds>

J

=51+ 53+ Ss. (2.33)

Pokazimo prvo da S; konvergira prema obi¢nom Lebesgueovom (Rie-
mannovom) integralu %fOT fuz(t, X;) dt. To je posljedica ¢injenice da
Brownovo gibanje ima ne-nul kvadratnu varijaciju. Ideja je da se
(Bij, — Btj)2 zamijeni s ;11 — t;, te tada prijede na limes. Vrijedi

1 T
(Si=3 [ fult Xyt

S <Z f:px(tj;th)(Btj+1 - mez tj7Xt ]+1 ))

- 2
+ (Z fxx(tja th)(tj-i-l - tj) - / fzx(ta Xt) dt) :
=0 0

Uoc¢imo da drugi ¢lan u sumi konvergira u 0 g.s. po definiciji Rie-
mannovog integrala. Dodatno, uz oznake AB; = By ., — By, i At; =

*Ovdje koristimo da je limy| o ZJ 0 9(t ft I h(s)ds = fOT g(t)h(t)dt za neprekidne
funkcije g i h.



tiy1 — t;, imamo
i+ R

n—1 n—1 2
E (me tj, Xy, ) AB2 — me t;, Xy, )At)
J:

n—1
= Z E fa:x tuXt fzx(tjaXt )(ABZQ - Atz)(ABJQ - At])}

1,7=0
n—1 n—1
< M? Y E[(AB? - AL)(AB — Aty)] = M) E[(AB? — At;)?]
i,j=0 i=0

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili da su za ¢ # j slucajne varijable
AB} — At; i AB? — At; nezavisne i da je E[AB?] = At;. Kako je
E[(AB? — At;)?] = 2A¢#2, tvrdnja za S; sada slijedi i7]

n—1 n—1 2
(Z Fuolts, X0 )AB} =Y~ faa(t;, th)mj)

=0 =0
n—1 n—1 i 0
<203 A2 < 22| S A = 2ar)m) T TS g
=0 =0

Sljedece, pokazimo da suma Sy konvergira prema 0 (u srednjem reda
2). To slijedi iz omedenosti funkcije f,, i procesa V te ocjene

n—1 n—1
E[s7] < M*Y ACEABY = M* Y A < miT|m)) 2 o,
Jj=0 j=0

Analognim argumentom za sumu S3 dobijemo

n—1
Sy < M®Y A2 < MPT|I|| —

7=0

|11} =0

0.

Time smo pokazali da treéi ¢lan konvergira k % fOT fua(t, Xy)dt.

2
®Uo¢imo da smo pokazali da S; L, %fOT fze(t, Xy)dt pa postoji niz particija za koji
imamo konvergenciju g.s.



e Za cetvrti ¢lan, zbog g.s. neprekidnosti procesa X imamo

lim | Z ftac(tja th)(tj-‘rl - tj)(th+1 - th)|

|[T1}[—=0

< lim Z |ftaz tJ’Xt J+1 - tj)‘thH - th’

([T} —0
n—1
< — . i ) ) ) £,
i B8, s = Xl i, 3 st X0 =)

T
0

e Za peti ¢lan slicno dobijemo
lim |Z S Sty X, ) (Ljen — )2|

< lim Z | fue(tys X))l - (41 — )2

|\n|\—>02

1 n—1
<= e h XM (e — 1
<5 limomax (e —t) ||1111|?ioj20|f”(t”’Xtﬂ>| (tjp1 — 1)

1 T
0

Sli¢nim argumentom kao na pocetku dokaza moze se pokazati da
n—1

lim Z R(th-H 5 th ) tj+17 t]) = 07

[[TT[|—0 “—
7=0

¢ime je dokaz teorema zavrsen.
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