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2.2 Itov integral za opce integrande

U ovom odjeljku govorit ¢emo o Itévom integralu za opce integrande. Cilj je
prosiriti definiciju Itovog integrala tako da definicija bude konzistentna i da
se prenose svojstva Itovog integrala za jednostavne integrande. Za prostor
op¢ih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih sluc¢ajnih procesa H =
(H; : 0 <t <T) koji zadovoljavaju sljedec¢i tehnicki uvjet:

T
E/ H}dt < <. (2.13)
0

Ovu familiju procesa ¢emo oznacavati s L£2,([0, 7] x Q). £2,([0,T] x Q) je
vektorski prostor sa skalarnim produktom

T
(H K)p2 =T U Hthdtl , H, K € £2,([0,T] x Q)
0

i pripadnom normom ||H ||iid = (H,H)2 . Uotimo da je trivijalno & C
£2,([0,T] x Q).

Glavna ideja za prosirenje definicije Itovog integrala je aproksimacija
procesa H € L£2,([0,T] x ) nizom jednostavnih procesa H™ € &p. Na
primjer, pretpostavimo da H = (H; : 0 <t < T') ima neprekidne putove[].
Odaberimo particiju II™ = {0 = £ < /" < ... < ! = ¢} intervala

[0,¢] 1 definiramo jednostavan proces H (") tako da stavimo H&”) =H

(n) zZa
t

sve u € [tgn), tﬁ)l), j=0,1,...,n — 1. Za takav jednostavan integrand po

't H,(w) su neprekidne funkcije na [0,7] za g.s. w €
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formuli (2.2) znamo izracunati fot H dB,. Sada Itév integral procesa H
obzirom na Brownovo gibanje B = (B; : t € [0,7]) mozemo definirati kao
limes integrala takvih jednostavnih integranada kada se profinjuje particija.
Kljuc¢an korak za provedbu takvog programa je sljedeca lema, koju navodimo
bez dokaza.

Lema 2.9 Za slucajni proces H € £2,([0,T] x Q) postoji niz (H™),en C Er
jednostavnih procesa takav da je

T
lim IE/ |H™ — H>dt =0, (2.14)
n—oo 0

c
odnosno H™ —% H n — oo.

Neka je (H™),en C ET niz aproksimirajuéih jednostavnih integranada

iz Leme E te oznacimo I fo Iz relacije (2.14)) jednostavno
slijedi da je niz (H™), ey Cauchyjev u Ead([O, T| x §2), odnosno da je

m,n—00

T
lim ]E/ \H™ — H™ 2 dt = 0.
0
Medutim, zbog Itdve izometrije, Teorem 2.5,
t
g / B — B"P dt =E[(1" ~ IV,
0

pa je i
lim E[(I —II™? =0, 0<t<T. (2.15)
m,n—00
To znaéi da je (I™),en Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru L?(€2, F,P),
te zato ima limes. Taj limes zovemo Itovim integralom procesa H obzirom
na Brownovo gibanje B i ozna¢avamo (H - B), = I; = fo H, dB,. Dakle,

/H dB, = (L*) lim H”)dB (2.16)

n—oo 0

Napomena 2.10 (i) Definicija Itdvog integrala za opce integrande je konzis-
tentna, odnosno poopéuje Definiciju 2.2 i ne ovisi o odabiru aproksimi-
rajuceg niza.ﬂ

2Tvrdnju provijerite sami.



(ii) Uocite daje [ H, dB, samo oznaka za sluéajnu varijablu I, € L*(Q, F,P),
tj. taj stohasticki integral nije definiran po trajektorijama Brownovog
gibanja.

(iii) Iz definicije direktno slijedi da je proces I = (I; : t € [0,T]) F-adaptiran.

Tako definiran integral nasljeduje svojstva [tovog integrala jednostavnih
integranada. Sljedeéi teorem navodi ta svojstva.

Teorem 2.11 NekajeT > 0, te nekaje H = (H; : t € [0,T]) € £L2,([0,T] x ).
Tada sluc¢ajan proces I = (I, : t € [0,T]) definiran formulom ima
sljedeca svojstva:

(a) (neprekidnost) Funkcija t — Iy je neprekidna na [0,T] g.s.,
(b) (linearnost) Za H, K € L£2,([0,T] x ) i a,b € R vrijedi

((aH +bK) - B); = a(H - B) + b(K - By,

(c) (Itova izometrija) EI? = E [} H2 du,
(d) (martingalnost) Proces I je martingal obzirom na filtraciju F.

Prije nego krenemo s dokazom gornjeg teorema, dokazat ¢emo pomocénu
propoziciju za (vremenski neprekidne) martingale.

Propozicija 2.12 (Doobova LP-nejednakost ) Neka je X = (X, : t € [0,T])
zdesna neprekidni pozitivni submartingal © p,q > 1, % + é = 1. Tada je

E

s€[0,¢]

sup Xg’] < ¢PE[XT], t > 0.
Specijalno, za zdesna neprekidni martingal X vrijedi

E | sup X?| < 4E[X?], t > 0.

s€0,t]

Dokaz: Koristimo Doobovu nejednakost za vremenski diskretne martingale.ﬁ
Neka je (7n)nen rastuéi niz t.d. {r, : n € N} = Qn[0,¢]. Tada zbog

3Vidi Teorem 1.87 u skripti Z.Vondraéek: Slucajni procesi
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neprekidnosti zdesna submartingala X slijedi da je

E|sup XP| =E| sup XP|=E|lim sup X?
s€[0,t] s€QN[0,t] N0 selr,rn}
L sup X?|. (2.17)
n—=oo SE{T1,esTn }

Kako je proces (X,, : k = 1,...,n) diskretni submartingal, iz diskretne
Doobove LP-nejednakosti slijedi da je

sup Xg’] < ¢E[XP]. (2.18)
rn}

Tvrdnja sada slijedi iz , i ¢injenice da je XP submartingal (Jensen-
ova nejednakost) pa je za svaki n € N, r,, <t i E[X? | <E[X}].

Ako je X neprekidni martingal, onda je po Jensenovoj nejednakosti X?
neprekidni submartingal, pa druga nejednakost slijedi iz prve uz p = q¢ = 2.
O

Dokaz Teorema [2.11k

(a) Neka je (H™),ecy C Er aproksimirajuci niz za H iz Leme . Kako
je I™ = (H™ . B) neprekidni martingal, Teorem 2.4, po Doobovoj LP-
nejednakosti i (2.15)) slijedi da je

E| sup [I™ — 12| < 4R[(1 — im)y2] 2moe, g

t€[0,T

Stoga, mozemo odabrati podniz (ng)ren takav da za svaki k € N i do-
gadaj

Ay = { sup |It(nk) _ ]t(nk+1)| > Q—k}
te[0,T]

vrijedi P (A4y) < 27%. Kako je >, P(A;) < oo po Borel-Cantellijevoj lemi
slijedi da je P(limyAg) = 0. Prema tome niz (I (w)), je uniformno
Cauchyjev u C([0,T]) za gotovo svaki w € . Zbog potpunosti prostora
(C([0,T)), 1] - |oo) slijedi da je (I™)); g.s. konvergentan i limes je g.s.
neprekidna funkcija. Kako niz (I™),, konvergira k I u L?, tvrdnja sada
slijedi iz jedinstvenosti g.s. limesa.
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(b)

(©)

Slijedi direktno iz linearnosti Itdévog integrala za jednostavne integrande,
Napomena 2.3(b).

Iz 1™ LNy slijedi da je limyo E[(I™)?] = E[I2]. Iz Itove izometrije
za jednostavne integrande, Teorem 2.5, sada slijedi da je

lim E { /0 t(Hﬁ”))Qdu} = R[]

n—oo

[:2
S druge strane H™ =% H pa je specijalno

t t
lim E V (H5">)2du] =" [/ Hﬁdu} :

Tvrdnja sada slijedi iz jedinstvenosti limesa.

Proces I je adaptiran i po (c) dijelu vrijedi E[|L|] < E[I2]2 < co. Os-
taje pokazati da je E[I, — I{|Fs] = 0 za sve 0 < s < t. Iz Jensenove
nejednakosti i definicije Itoévog integrala slijedi

. [(]E [It _[t(m‘]_—s])Q} <E E [(It - It(">)2 !EH
_R _(It—ff”)>2} =50,

pa postoji podniz (ng)ren t.d. je

E [[t A )

2
Kako 1™ 15 I, postoji podniz (kojeg isto oznacavamo s (ny)g) t.d.
[§nk) 22y I,. Tvrdnja sada slijedi iz martingalnosti procesa I te

E[l, — L|F]=1,—I" +E [IS(W — It("’“)|]-"s] +E [ 7 _ Itrfs} :

O

Napomena 2.13 Koristenjem Leme [2.9 moZe se takoder pokazati da je

t
<I>t:/ H?du, t € [0,T).
0

Uocite da za H € £24([0,T] x ) nuzno vrijedi da je [, H2du < co g.s.
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2.3 Racunanje Itovog integrala

Sada ¢emo koristenjem definicije [tovog integrala izvesti formulu za rac¢unanje
integrala fOT H,dBy, gdje je B = (B; : t € [0,T]) Brownovo gibanje i H €
£2,([0,T] x Q) slu¢ajan proces neprekidan u srednjem reda 2.

Za pocetak neka je 0 < a < b < T i Fy-izmjeriva omedena slucajna
varijabla. Tada je slucajni proces ({1p(t) : t € [0,7]) u klasi & pa po
definiciji vrijedi da je

T
/0 Elay(t)dB; = &(By — B,).

Ova se jednakost sada moZe progiriti i na slu¢ajne varijable £ € L*(Q).

Lema 2.14 Neka je 0 < a < b < T 1 & Fyu-izmjeriva slucajna varijabla t.d.
je E[¢?] < oo. Tada je slucajni proces {1y € L2,(10,T] x Q) 4 vrijedi

T
| €uatvis, =5, - 5. (2.19)
0

Dokaz: Za k € N definiramo & = (—k) V £ A k odrezanu slu¢ajnu varijablu.
Tada je slucajni proces {x1j,p € E7 aproksimirajuci niz za § 1[a7bﬂ odnosno

T
lim E |:/ (él[a,b] (t) — fkl[&b] (t))Zdt =0.
k—o0 0
Sada iz definicije Itovog integrala i (2.19) slijedi da je

T
/0 fl[ab( )dBt klggo/ 5k ab] dBt (L2)]}Lf§ofk(3b—3a)
=¢(By

Propozicija 2.15 Nekaje H € L£2,([0,T] x Q) slucajan proces koji je nepreki-
dan u srednjem reda 2, odnosno za koji vrijeds

limE[(H, — H;)*] =0, Vt > 0.
s—t

4Raspisite detalje sami.



Tada je
/ H,dB, = (L*) lim ZHtj (B, = By,_,),

HHH—>0
za sve nizove particija I = {0 =1ty <t < ... <t, =T} t.d. ||II|]|] = 0.

Dokaz: Za danu subdiviziju II definiramo diskretizaciju H" procesa H s

n

H'=Y"H' 14, ,0)().
7j=1

o 2
Po Lemi (2.14) znamo da je H" € L£2,([0,T] x Q). Stovise, H™ Luay gy,
Naime, po Itovoj izometriji, Teorem [2.11)c), slijedi

—E {/OT(HS — HSH)QdS}
_ i /:1 E [(H, — H,,_,)*ds]

gZ(tj—tj_l) sup  E[(H, - H,)?.

u,vE[tj—1,t5]

2

T
E / (Hy, — HMdB,
0

(2.20)

Kako je t — H; neprekidno preslikavanje u srednjem reda 2, to je uniformno
neprekidno u srednjem reda dva na intervalu [0,7]. Stoga za svaki ¢ > 0
postoji § > 0 t.d. za sve u,v € [0,T], |u—v| <4, vrijedi E[(H, — H,)?] < ¢
Prema tome, iz slijedi da je

2

T
E /(H HMdB,
0

<52t —tj_1) = €T,

za sve particije II za koje je ||II|| < . Tvrdnja sada slijedi iz Leme [2.14] jer

HdB,| = (1% lim E|[ HYB,| = li g (B _B.
{/ a 1 Hnlﬁgo {/ d } |H1T20; t;_1 (B, 1)



Napomena 2.16 Lako se pokaze da je proces H € £2,(]0,T] x Q) nepreki-
dan u srednjem reda 2 ako je preslikavanje
(s,t) — E[H H
neprekidno [’
Sada ¢emo iskoristiti Propoziciju da izracunamo integral

T
/ BdB;.
0

Uocimo da gornji integral ima smisla obzirom da je B € L2,([0,T] x Q).
Stovise, B je neprekidno preslikavanje u srednjem reda 2.|§| Za prirodan broj
n € N, definirajmo ekvidistantnu particiju I1" s korakom %, za koju je t;" =
%, 1t =0,...,n. Uz oznaku Bj(-n) =B

), 1z Propozicije 2.15| slijedi da je

4

T n—1
/0 B,dB, = lim Y B"(B}}, - B)"). (2.21)
=0
Sljedec¢i racun ¢e nam trebati za odredivanje gornjeg limesa:
1 n—1 1 n—1 n—1 1 n—1
52 (Bii =By = 5> Bly—) BiBiu+5) B
=0 =0 =0 =0
1 n n—1 1 n—1
= 52 B BiBiat5) B
k=1 j=0 =0
1 n—1 n—1
= B+ 2B =) BiBin
5=0 j=0
1 n—1
j=0

Uvrstimo u (2.21)) i dobivamo
T ‘ 1 ) 1 n—1 9
/0 BidB, = lim | 5B~ 52 [BMT - B%}

B — -T. (2.23)

1
— 1B LBy =

5Tvrdnju provijerite sami.
6Tvrdnju provjerite sami.



Uoc¢imo razliku u odnosu na obic¢ni diferencijalni rac¢un. Ako je g diferenci-
jabilna funkcija s ¢(0) = 0, tada imamo

| ataso = [ oo i = 5.

Kod Itévog integrala pojavljuje se dodatni c¢lan %T kao posljedica ne-nul
kvadratne varijacije Brownovog gibanja.

Kao posljedicu formule dobivamo da je proces B? — t martingal.
Zaista, taj slucajni proces je dva puta Itov integral f; B, dB,. Medutim,
Itov integral je martingal po Teoremu [2.11] (d).
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