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4.3.1 Maksimum i minimum Brownovog gibanja (nas-
tavak)

Razdioba maksimuma Brownovog gibanja do trenutka t, MB
t , dobivena Teo-

remom 4.20, bit će nam potrebna za određivanje cijena binarne opcije s bar-
ijerom iz Primjera 4.19. Da bi odredili cijene call opcije s barijerom iz istog
primjera, potrebna nam je zajednička razdioba slučajnog vektora (Bt,M

B
t ).

Uočite da ove rezultate nećemo koristiti direktno u Primjeru 4.19, već kao
pomoćne rezultate za određivanje razdioba odMt i (St,Mt), gdje jeMt mak-
simum do trenutka t geometrijskog Brownovog gibanja S. Korištenjem prin-
cipa refleksije, odredimo razdiobu slučajnog vektora (Bt,M

B
t ).

Teorem 4.21 Funkcija gustoće slučajnog vektora (Bt,M
B
t ) dana je s

f(Bt,MB
t )(x, y) =

2√
2πt3

(2y − x)e−
(2y−x)2

2t , x ≤ y, y ≥ 0.

Dokaz: Dokaz provodimo slično kao u Teoremu 4.20, pri čemu umjesto
vjerojatnosti P(MB

t > x,Bt ≤ x) promatramo P(MB
t > y,Bt ≤ x), obzirom

da je

f(Bt,MB
t )(x, y) = − ∂2

∂x ∂y
P(MB

t > y,Bt ≤ x).1

Stoga umjesto reflektiranog Brownovog gibanja u slučajnom vremenu Tx pro-
matramo reflektirano Brownovo gibanje u vremenu Ty (u oznaci W ). Kako

1Uočimo da je ∂2

∂x ∂yP(M
B
t > y,Bt ≤ x) = ∂2

∂x ∂y [P(Bt ≤ x) − P(MB
t ≤ y,Bt ≤ x)] =

− ∂2

∂x ∂yF(Bt,MB
t )(x, y).
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je MB
t ≥ B0 = 0 i MB

t ≥ Bt, gornju vjerojatnost računamo samo za
y ≥ 0 i x ≤ y. Kao i prije, proces W dan je formulom (4.42), gdje um-
jesto fiksnog vremena t0 imamo slučajno vrijeme Ty. Kako su W i B oboje
Brownova gibanja, uočimo da su slučajni vektori (Ty, Bt) i (TWy ,Wt) jednako
distribuirani. Kao i u dokazu Teorema 4.20, koristimo da je Ty = TWy i
BTy = y g.s. i dobivamo da je

P(MB
t > y,Bt ≤ x)

(4.41)
= P(Ty ≤ t, Bt ≤ x) = P(TWy ≤ t,Wt ≤ x)

= P(Ty ≤ t,Wt ≤ x)
(4.42)
= P(Ty ≤ t, 2BTy −Bt ≤ x)

= P(Ty ≤ t, Bt ≥ 2y − x) = P(Bt ≥ 2y − x), (4.47)

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (4.40) i nejednakost 2y − x ≥ y, iz
kojih slijedi da je {Bt ≥ 2y − x} ⊂ {Bt ≥ y} ⊂ {Ty ≤ t}. Korištenjem
distribucije Bt ∼ N(0, t) slijedi da je

P(MB
t > y,Bt ≤ x) =

∫ ∞
2y−x

1√
2πt

e−
u2

2t du.

Tvrdnja sada slijedi parcijalnim deriviranjem po x i y gornjeg izraza. 2

Napomena 4.22 Označimo smB
t = mins∈[0,t]Bs minimum Brownovog gibanja

do trenutka t. Razdiobu odmB
t i (Bt,m

B
t ) možemo dobiti direktno iz prethod-

nih rezultata. Naime, zbog činjenice da je i (−Bt : t ≥ 0) također Brownovo
gibanje, iz Teorema 4.20 slijedi da je za x < 02

P(mB
t ≥ x) = P

(
min
s∈[0,t]

Bs ≥ x

)
= P

(
min
s∈[0,t]

(−Bs) ≥ x

)
= P

(
− max

s∈[0,t]
Bs ≥ x

)
= P(MB

t ≤ −x) = P(|Bt| ≤ −x) = P(−|Bt| ≥ x),

pa je mB
t

d
= −|Bt|. Analogno se pokaže da je

P(Bt ≥ x,mB
t ≤ y) = P(Bt < −x,Mt ≥ −y), y ≤ 0, y ≤ x,

pa je

f(Bt,mBt )(x, y) =
2√
2πt3

(x− 2y)e−
(2y−x)2

2t , y ≤ x, y ≤ 0.

2mB
t ≤ B0 = 0
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4.3.2 Maksimum i minimum Brownovog gibanja s driftom

Neka je B = (Bt : t ≥ 0) Brownovo gibanje na (Ω,F ,P), T > 0 i µ ∈ R\{0}.
Brownovo gibanje s driftom B∗ definiramo kao

B∗t := Bt + µt, t ≥ 0.

Označimo M∗
t = maxs∈[0,t]B

∗
s i m∗t = mins∈[0,t]B

∗
s . Odredimo sada razdiobe

vezane uz M∗ i m∗, korištenjem rezultata iz 4.3.1. i Girsanovljevog teorema.
Označimo s P∗ vjerojatnosnu mjeru iz Girsanovljevog teorema. Tada vrijedi
da je B∗ Brownovo gibanje s obzirom na P∗ i da je

P(A) = E∗
[
eµBT+

1
2
µ2T1A

]
, A ∈ FT .

Korištenjem Teorema 4.21, ali sada za B∗ i P∗, slijedi da je za x ≤ y, y ≥ 0,

P(B∗T ≤ x,M∗
T ≤ y) = E∗

[
eµBT+

1
2
µ2T1{B∗T≤x,M∗T≤y}

]
= E∗

[
eµB

∗
T−

1
2
µ2T1{B∗T≤x,M∗T≤y}

]
=

∫ x

−∞

∫ y

x∨0
eµu−

1
2
µ2T 2√

2πT 3
(2u− v)e−

(2u−v)2
2T dv du.

Parcijalnim deriviranjem ovog izraza dobivamo funkciju gustoće slučajnog
vektora (B∗T ,M

∗
T ) s obzirom na vjerojatnost P,

f(B∗t ,M∗t )(x, y) =
∂2

∂x ∂y
P(M∗

t ≤ y,B∗t ≤ x)

=
2√

2πT 3
(2y − x)eµx−

1
2
µ2T− (2y−x)2

2T , x ≤ y, y ≥ 0.

Razdioba od M∗
T (s obzirom na P) je sada jednaka

fM∗T (y) =

∫ y

−∞

2√
2πT 3

(2y − x)eµx−
1
2
µ2T− (2y−x)2

2T dx

=
2√
2πT

e−
(y−µT )2

2T − 2µe2µyΦ

(
−y + µT√

T

)
,

FM∗T (y) = Φ

(
y − µT√

T

)
− e2µyΦ

(
−y + µT√

T

)
, y > 0. (4.48)
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Na sličan način kao u poglavlju 4.3.1 pokaže se da je3

P(m∗T > y) = Φ

(
−y − µT√

T

)
− e2µyΦ

(
y + µT√

T

)
, y < 0.

Vratimo se sada na Primjer 4.19 s prošlog sata.

Primjer 4.19 (nastavak) Odredimo cijenu u trenutku 0 binarne up-and-in
opcije s cijenom izvršenja K i barijerom b, C = K1{MT>b}, gdje je Mt =
maxs∈[0,t] Ss. Kao i prošli sat, koristimo formulu (4.24) za t = 0 (sjetimo se
F0 = {∅,Ω}),

C0 = E∗[e−rTK1{MT>b}] = e−rTKP∗ (MT > b)

= e−rTKP∗
(

max
t∈[0,T ]

S0 expσBt+(α− 1
2
σ2)t ≥ b

)
= e−rTKP∗

(
S0 expσmaxt∈[0,T ][Bt+(ασ−

σ
2 )t] ≥ b

)
= e−rTKP∗

(
max
t∈[0,T ]

[
Bt +

(α
σ
− σ

2

)
t
]
≥ 1

σ
ln

b

S0

)
= e−rTKP∗

(
max
t∈[0,T ]

[
B∗t +

( r
σ
− σ

2

)
t
]
≥ 1

σ
ln

b

S0

)
= e−rTKP∗

(
max
t∈[0,T ]

B̃t ≥
1

σ
ln

b

S0

)
,

gdje je B̃t = B∗t +
(
r
σ
− σ

2

)
t Brownovo gibanje s driftom µ = r

σ
− σ

2
s obzirom

na vjerojatnost P∗. Označimo M̃t = maxt∈[0,T ] B̃t. Sada iz (4.48) imamo da
je

P∗
(
M̃T ≥

1

σ
ln

b

S0

)
= 1− P∗

(
M̃T ≤

1

σ
ln

b

S0

)
= 1− Φ

(
1
σ

ln b
S0
− µT

√
T

)
+ e

2µ 1
σ
ln b
S0 Φ

(
−

1
σ

ln b
S0

+ µT
√
T

)

= 1− Φ

(
1
σ

ln b
S0
− ( r

σ
− σ

2
)T

√
T

)
+ e

2( r
σ
−σ

2
) 1
σ
ln b
S0 Φ

(
−

1
σ

ln b
S0

+ ( r
σ
− σ

2
)T

√
T

)

= Φ

(
−

1
σ

ln b
S0
− ( r

σ
− σ

2
)T

√
T

)
+ e

( 2r
σ2
−1) ln b

S0 Φ

(
−

1
σ

ln b
S0

+ ( r
σ
− σ

2
)T

√
T

)
3Raspišite izvod sami.
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= Φ

(
ln S0

b
+ (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
+

(
b

S0

) 2r
σ2
−1

Φ

(
ln S0

b
− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
.

Prema tome, slijedi da je

C0 = Ke−rT

[
Φ

(
ln S0

b
+ (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)
+

(
b

S0

) 2r
σ2
−1

Φ

(
ln S0

b
− (r − σ2

2
)T

σ
√
T

)]
.

Na sličan način može se odrediti cijena ove opcije u trenutku t, korišten-
jem jednakosti

MT = Mt + max
s∈[t,T ]

(Ss − St),

no za to bi trebalo dodatno promotriti razdiobu izraza

max
s∈[t,T ]

(Ss − St)
(4.38)
= St

(
max
s∈[t,T ]

eσ(B
∗
s−B∗t )+(r−σ2/2)(s−t) − 1

)
uvjetno na Ft. Uočimo da su St i Mt Ft-izmjerive slučajne varijable te da je
slučajna varijabla u zagradi u gornjem izrazu nezavisna od Ft). Analogno bi
se odredila i cijena call opcije s barijerom, ali zbog jako tehničkog računa, to
nećemo učiniti.
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