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4.3.1 Maksimum i minimum Brownovog gibanja (nas-
tavak)

Razdioba maksimuma Brownovog gibanja do trenutka ¢, M2, dobivena Teo-
remom 4.20, bit ¢e nam potrebna za odredivanje cijena binarne opcije s bar-
ijerom iz Primjera 4.19. Da bi odredili cijene call opcije s barijerom iz istog
primjera, potrebna nam je zajednicka razdioba slucajnog vektora (B;, M2).
Uocite da ove rezultate ne¢emo koristiti direktno u Primjeru 4.19, ve¢ kao
pomocne rezultate za odredivanje razdioba od M, i (S, M,), gdje je M; mak-
simum do trenutka ¢ geometrijskog Brownovog gibanja S. KoriStenjem prin-
cipa refleksije, odredimo razdiobu slu¢ajnog vektora (B;, MP).

Teorem 4.21 Funkcija gustoce slucajnog vektora (By, MP) dana je s

2
By, = 2
f(Bt,Mt )( y) \/ﬁ

Dokaz: Dokaz provodimo slicno kao u Teoremu 4.20, pri ¢emu umjesto
vjerojatnosti P(MP > x, By < z) promatramo P(M? > y, B; < x), obzirom
da je
0 B 1
Y) = — P(M;” >y, B; < ),
fompy (@ y) 920y (M >y, B; < x)

Stoga umjesto reflektiranog Brownovog gibanja u slu¢ajnom vremenu 7}, pro-
matramo reflektirano Brownovo gibanje u vremenu 7}, (u oznaci W). Kako

'Uo¢imo da je %P(Mf >y,By <z) = %[P(Bt <xz)-P(ME <y ,B; <z)] =
82

_amayF(Bt,MtB)(%y)'



je MP > By = 0i MP > B, gornju vjerojatnost racunamo samo za
y > 0ix <y Kaoiprije, proces W dan je formulom (4.42), gdje um-
jesto fiksnog vremena ¢, imamo slucajno vrijeme 7,. Kako su W i B oboje
Brownova gibanja, uo¢imo da su sluc¢ajni vektori (7}, By) i (TyW , W,) jednako
distribuirani. Kao i u dokazu Teorema 4.20, koristimo da je T, = T;’V i
Br, =y g.s. i dobivamo da je
P(MP >y, B, <2) "2V B(T, <t,B, <) =PI} <t,W, <z)
—P(T, <t,W, <) "“F P(T, <t,2Br, — B, < z)
=P(T,<t,B,>2y—z)=P(B,>2y —z), (4.47)
gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (4.40) i nejednakost 2y — x > y, iz

kojih slijedi da je {By > 2y —z} C {B; > y} C {T, < t}. Koristenjem
distribucije By ~ N(0,t) slijedi da je

< 1 u?
P(MP >y, B <:1::/ e = du.
(M y, By < ) 2ya ot
Tvrdnja sada slijedi parcijalnim deriviranjem po x i y gornjeg izraza. O

Napomena 4.22 Oznacimosm? = min,eo,] Bs minimum Brownovog gibanja

do trenutka t. Razdiobu od m? i (B;, m) mozemo dobiti direktno iz prethod-
nih rezultata. Naime, zbog ¢injenice da je i (—B; : t > 0) takoder Brownovo
gibanje, iz Teorema 4.20 slijedi da je za z <

P(mf >z)=P( min B>z ) =P min(-B,) >z ) =P —-max B, >z
s€[0,t] s€[0,t] s€[0,t]
=P(M < —2) =P(|B)| < —2) =P(~|Bi| = x),

4

pa je mP = —|B;|. Analogno se pokaze da je

P(B; > z,m{ <y)=P(B; < —x,M; > —y), y< 0,y < x,

2 (2y—=)?
(@—2y)e 7, y<w, y<O




4.3.2 Maksimum i minimum Brownovog gibanja s driftom

Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje na (2, F,P), "> 0i p € R\ {0}.
Brownovo gibanje s driftom B* definiramo kao

Oznacimo M;" = max,c[oy B; 1 m; = min,cy B;. Odredimo sada razdiobe
vezane uz M* i m*, koriStenjem rezultata iz 4.3.1. 1 Girsanovljevog teorema.

Oznacimo s P* vjerojatnosnu mjeru iz Girsanovljevog teorema. Tada vrijedi
da je B* Brownovo gibanje s obzirom na P* i da je

P@4)=4E*PwBT+%FT1A},fae‘F@.
Koristenjem Teorema 4.21, ali sada za B* i P*, slijedi da je za x <y, y > 0,
P(Br <z, My <y)=FE [Q#BTJF%“QTl{B;sx,M;Sy}}
— ]E* |:6MB}_$M2T1{B%§17M,;§ZJ}:|
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Parcijalnim deriviranjem ovog izraza dobivamo funkciju gustoce sluc¢ajnog
vektora (B}, M7) s obzirom na vjerojatnost P,

2

27 (2y2—T96)2

S

= on T3 (2y - x)ews—%u ; < Y,y > 0.
Razdioba od M7} (s obzirom na P) je sada jednaka

Y 2 r—1,2 _(211*1')2

fM;(y) = e W(Qy - x)elﬁ 2T T dx
_ 2 o D) 2P (_y + uT) |
27T \/T
y —uT > y+uT>
Fas (y) = @ T Y . Yy > 0. 4.48
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Na slican nac¢in kao u poglavlju 4.3.1 pokaze se da jdﬂ

) y —uT > (y+uT)
Pimi>y) = | — — 2P ,y<0.

Vratimo se sada na Primjer 4.19 s proslog sata.

Primjer 4.19 (nastavak) Odredimo cijenu u trenutku 0 binarne up-and-in
opcije s cijenom izvrSenja K i barijerom b, C' = Klgy,~p), gdje je M; =
maX,cp Ss- Kao i prosli sat, koristimo formulu (4.24) za t = 0 (sjetimo se

Fo= {079})7

Co =E* e Kl = e " KP* (My > b)

t€[0,T]

e T KPP (ma,x So exp"Bt+(°‘_%"2)t > b)

= ¢ "TKP* <So eXpUmaXte[O’T][Bﬁ(%_%)t] > b)

1. b
= e "TKP* (max [Bt + ( E) t] > —In —)
t€[0,T] 2 So
1
= e "TKP* | max [ ( g) t} > —lni
te[0,T) 2 o Sy
—rT * D 1 b
=e¢ " KP"| max B; > —In— | ,
te[0,T) o Sy
gdje je Et = B} + (g — %) t Brownovo gibanje s driftom y = = — 7 s obzirom
na vjerojatnost P*. Oznacimo M; = maxco,7] B,. Sada iz (4.48) imamo da
je
— 1 b —~ 1 b
P Mr>—-In—|=1-P"(Mpr < —In—
g So g SO

1 b 1 b
:1_¢<ﬂn§—uT R _ﬁn§+uT
VT

3Raspisite izvod sami.



Prema tome, slijedi da je

o In % 4 (r— 2T +(£)§5—1® In 50— (r — 2T
ovT So oVT

Na slican na¢in moze se odrediti cijena ove opcije u trenutku ¢, koristen-
jem jednakosti

CO = Ke*rT

Mp = M; + max (S5 — Sy),

s€[t,T]

no za to bi trebalo dodatno promotriti razdiobu izraza

max (S, — ;) 2V s, (max (o (Bi=BY)+(r—02/2)(s—1) _ 1)

s€ft,T) sE[t,T]

uvjetno na F;. Uo¢imo da su S; i M; Fi-izmjerive slucajne varijable te da je
sluc¢ajna varijabla u zagradi u gornjem izrazu nezavisna od JF;). Analogno bi
se odredila i cijena call opcije s barijerom, ali zbog jako tehnickog rac¢una, to
necemo uciniti.
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