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1. BROWNOVO GIBANJE

U ovom ¢emo poglavlju uvesti pojam Brownovog gibanja, odnosno sluc¢ajni proces koji ¢ini
osnovu za modeliranje kretanja cijena rizi¢nih imovina na financijskim trzistima neprekidnim
u vremenu. Ti modeli su zapravo vremenski neprekidni analogoni odgovarajuéih (diskretnih)
skaliranih Cox-Ross-Rubinsteinovih modela, gdje se cijena rizi¢ne imovine modelira preko od-
govarajuéih simetri¢nih slucajnih Setnji. Kao osnovu za tu aproksimaciju, prvo ¢emo dati

(neformalni) prikaz aproksimacije Brownovog gibanja preko skaliranih sluc¢ajnih Setnji.

1.1. Skalirana sluc¢ajna Setnja. Prisjetimo se definicije jednostavne simetri¢ne slucajne Set-
nje: neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor, te neka je (X, : n € N) niz nezavisnih Bernoulli-
jevih sluéajnih varijabli s vrijednostima 41 s parametrom p = 1/2 definiranih na tom prostoru.
Konkretno, za {2 mozemo uzeti beskona¢ni produkt {—1,1}>, za F cilindarsku o-algebru, a za
P produktnu vjerojatnost. Simetri¢na slu¢ajna Setnja je slucéajni proces M = (M,, : n € Ny)
definiran s My = 0, te
M,=> X, neN.
k=1
Podsjetimo se osnovnih svojstava jednostavne simetri¢ne sluc¢ajne Setnje M:
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e Slucajna Setnja ima nezavisne priraste. To znaci da su za svaki m € N i sve nene-

gativne cijele brojeve 0 = ko < ky < -+ <k, slucajne varijable

Mkl:Mkl_Mko7Mk2_Mk17"'7Mk _Mk

m m—1 7

nezavisne. Slu¢ajnu varijablu

'L+1

My,,, — = > X

Jj=ki+1
nazivamo prirast slucajne Setnje od trenutka k; do k;i1.
e Nadalje, ocekivanje prirasta M),
ki—i—l — kz Zaista

i1 — My, je nula, dok je varijanca tog priraste jednaka

1+1 7«+1 Z+1
Var(My,,, — = Var( E X;) E Var(X g 1=kiy1—
j=ki+1 Jj=ki+1 Jj=ki+1

Uoc¢imo da se varijanca akumulira brzinom jedan po jedinici vremena. Dakle, varijanca
prirasta kroz vremenski interval od k£ do [, k < [, bit ¢e jednaka [ — k.

e Oznacimo sa Fj, o-algebru generiranu s X, Xy, ..., X;. Primjetimo da je to o-algebra
jednaka o-algebri generiranoj s My, My, ..., M. Dakle, F = (F, : k € Ny) je prirodna
filtracija sluc¢ajne Setnje M. Simetri¢na slucajna Setnja M je martingal u odnosu na
F. Naime, za nenegativne cijele brojeve k < [ vrijedi:

E[M, | F] = E[(M; — My) + My | F]
= E[M, — My, | Fi] + E[M | F]
= E[M, — My |Fy] + My (zbog My je Fj izmjeriva)
[

= E[M, — My] + M, (zbog M; — My, nezavisna od Fy,)
= M,. (1.1)
e Kvadratna varijacija sluc¢ajne Setnje M je slucajni proces (M) = ((M) : k € N)
definiran s i
(M) = (M; — M;_,)*.
j=1

Uocimo da je svaki ¢lan u gornjoj sumi jednak 1, te je trivijalno (M), = k. Uo¢imo:kvadratna
varijacija ra¢una se po svakom putu slucéajne Setnje ((M)y je slucajna varijabla na
(Q, F,P) koja je jednaka konstanti k). S druge strane, Var(My) je takoder jednaka k,

ali se racuna usrednjenjem po svim putevima. U slu¢aju nesimetri¢ne slucajne Setnje,
PX;=1)=p, P(X;=-1)=¢:=1—p,

kvadratna varijacija u trenutku k je i dalje jednaka k, dok je Var(My) = 4pgk. Kod
racunanja kvadratne varijacije klju¢no je da vjerojatnosti prirasta ne ulaze u racun.
Ako je dan put slucajne Setnje (realizacija Setnje za dani w € ), iz tog puta mozemo

izracunati kvadratnu varijaciju (za taj put).
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Za aproksimaciju Brownovog gibanja trebamo ubrzati vrijeme i smanjiti korak slucajne Setnje.

Za fiksni n € N slucajni proces B™ = (Bt(n) :t > 0) definiran s

1 1
N Mn + —
NNV
zovemo skalirana sluc¢ajna Setnja. Uoc¢imo da je za fiskni w € Q, t — Bt(") (w) je neprekidna
funkcija te da za t € T,, := {t > 0: tn € Z} vrijedi

1
N4

Za w € Q (neprekidnu) funkciju ¢ — B™ (w) s Ry u R zovemo put (trajektorija) skalirane

B = (M — M) nt — [nt]), £ 20. (1.2)

B™ = — M,,. (1.3)

slucajne Setnje za dani w. Brownovo gibanje ¢emo neformalno konstruirati kao limes skalirane

(400) 4o vremena

slucajne setnje B™ kada n — oo. Na Slici 1. prikazana je simulacija puta od B
1. Taj put generiran je pomocu 400 realizacija simetri¢nih Bernoullijevih slu¢ajnih varijabli s

vrijednostima +1/20.

Ww& 0.4 W 0.8
-0.25

-0.75

SLIKA 1.

Promotrimo sada svojstva skalirane slu¢ajne Setnje B™:

e Skalirana slucajna Setnja ima nezavisne priraste. Zaista, neka su m € N i 0 = t5 <
i) <--- <t takvi da t; € T;,. Tada su slucajne varijable

B(") _ B(")

s Htm tm—1

B~ B, B~ B,

to

nezavisne. To je zato jer te slucajne varijable ovise o razli¢itim Bernoullijevim varija-

blama X ;. Na primjer,

nti+1
) _ pm _ L _ _ 1 .

Upotrebom formule ((1.2)), moze se pokazati nezavisnost prirasta i za opéenite 0 = ¢y <
t < < tpl]

IProvjerite tvrdnju sami za vjezbu.
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e Zat >0 je
. 1 1
E[B™] = 7 EMp + = (EMpg 11 — EMpy)(nt — [nt]) = 0.
Nadalje, za t > s takve da je t,s € T, vrijedi
1

Var(B™ — B{) = = l=t—s.

ar(B, ) - Z s

s

)

e Za t > 0 sluc¢ajna varijabla Bt(” je izmjeriva u odnosu na o-algebru

Fi=0(BM:0<u<t).

Neka su s,t € T,,, s < t. Tada je Fs = o(M, : 0 < u < ns) pa je slu¢ajna varijabla
Bt(") — B™ nezavisna od F,. Sada se na isti nacin kao i za sluéajnu Setnju dokazuje
martingalno svojstvo skalirane slucajne Setnje (Bt(") :t €T,), odnosno da za sve s < t,

s,t € T, vrijedi

E[B™ | F,] = B™.
e [zracunajmo jos i kvadratnu varijaciju skalirane slucajne Setnje (Bf”) :teT,. U
trenutku t € T, je

(B™Y, — i [Bgm_Bgn;{r:fj {%Xjr:i%:t. (1.4)

n

j=1 j=1
Teorem 1.1. (Centralni granicni teorem) Za t > 0 vrijeds
B™ L N(0,1).

n—oo
Skica dokaza:Dokaz ¢emo provesti samo za t € Q i specijalni podniz niza (Bt(n) :n € N).
Uo¢imo da za t € Q postoji niz (ny : k € N) prirodnih brojeva t.d. ny Ao xwite T,, za
sve k € N.
Oznacimo s S, = X; + ...+ X, n-tu parcijalnu sumu niza X nezavisnih jednakodistribuiranih
slu¢ajnih varijabli. Slijedi da je E[S,] = nE[X}] = 01 Var(S,) = nVar(X;) = n. Prema tome

Je

L nZktX - Syt — Syt — E[Sn,i] )
N o T Vg v/ Var(Sy,+)

Sada primjenom centralnog grani¢nog teorema na niz parcijalnih suma (.S,

: k € N) slijedi

Lkt

da je za svaki x € R

n _E n if 1 _

k—o0 k—00 A /Var(snkt) o ﬁ o V21

x 1 y2
= e 2dy=P(N(0,t) <x).
| =t a-Pon <)

O
Sada ¢emo pomocu gornjeg centralnog grani¢nog teorema pokazati da limes odgovarajuceg
skaliranog Cox-Ross-Rubinsteinovog modela vodi prema cijenama dionica koje imaju

log-normalnu distribuciju. Zbog jednostavnosti promatramo CRR model u kojem je kamatna
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stopa r = 0. Fiksirajmo vrijeme ¢ > 0. Promatrat ¢emo CRR model sa n € N promjena
cijena dionice po jedinici vremena. Tada se do trenutka ¢ € T}, cijena dionice promjeni nt
puta. Oznacimo s a,, odnosno b,, relativne promjene cijene dionice. Odaberimo te relativne

promjene cijena na sljede¢i nac¢in: neka je o > 0 konstanta, i stavimo

Znamo da uz ove parametre modela postoji jedinstvena vjerojatnost neutralna na rizik, te je

r—a, o/yn 1 by—r o/yn 1

b " 20/yn 2 T b —an 20/yn 2

Neka su sada (X : j € N) nezavisne simetri¢ne Bernoullijeve slu¢ajne varijable s

A

vrijednostima £1. Oznacimo kao i prije sa M,,; slu¢ajnu Setnju u trenutku nt:
M, = Z;L; X;. Tada je
1
Gnt = é(nt + Mnt)
broj jedinica u nizu (X; : 1 < j <nt), a
1

Dnt = §(nt — Mnt)

broj minus jedinica u nizu (X; : 1 < j < nt). Ako je Sy pocetna cijena dionice, tada je cijena
dionice S, (t) u trenutku ¢ (dakle, nakon nt koraka) jednaka

S, (t) = So(1 + b,) % (1 + ay,)Pr

%(nt—i—M"t) %(nt—Mm)
o g
=5 (14+— 1—— . 1.5
O( i \/ﬁ) ( ﬁ) (1-5)

Teorem 1.2. Kada n — oo, distribucija od S,(t) u konvergira prema distribuciji od

1
S; = Sy exp {UBt = 02t} , (1.6)

gdje je By normalna slucajna varijabla s ocekivanjem 0 v varyancom t.

Skica dokaza: Gornju tvrdnju ¢emo kao i prije pokazati za t € Q i podniz (5, (t) : k € N)
takav da je t € T, za sve k € N. Takoder, dovoljno je pokazati da distribucija od

1 o 1 o
log S,,(t) = log Sy + §(nt + M) log <1 + %) + é(nt — M,,) log (1 — ﬁ) (1.7)

konvergira prema distribuciji od
1
log Sy =log Sy + 0B, — 2 o’t.
Po Taylorovoj formuli imamo

log(14+z) =2 — %xz +O(2?)

gdje je ¢lan O(z?) reda z3. Primjenimo gornji razvoj na ([1.7)) uzimajuéi prvo x = o//n, a
zatim x = —o/y/n. Uo¢imo da je O((£o/y/n)?) = O(n=3/%). Zato je zan € N takav da je
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tel,

1 o o? 3
= — _ —3/2
log S, (t) = log Sy + 5 (nt + M) (\/ﬁ o +O(n ))

+ %(nt — M,,) (\_/_% e 0(n—3/2)>

1
= log Sy — 50275 + O(n‘l/Q) + aBt(n) + O(n_l)Bt(") .

Po Teoremu , distribucija od Bt(n’“) konvergira kada k — oo prema distribuciji od B,
(centrirana normalna slucajna varijabla s varijancom t). Nadalje, izraz O(n,;l)Bt("k) je
produkt necega $to konvergira prema normalnoj distribuciji i ¢lana O(n,;l) koji tezi prema
nuli. Zato i produkt O(n;l)Bén’“) tezi prema nuli kada k& — oo Zakljucujemo da kad k — oo,
distribucija od log S, (t) tezi prema distribuciji od log Sy + 0 B; — % o’t. O

Definicija 1.3. Za sluc¢ajnu varijablu X > 0 kazemo da ima lognormalnu distribuciju, ako

sluc¢ajna varijabla Y = log X ima normalnu distribuciju.

Ekvivalentno, ako Y ima normalnu distribuciju, tada X = ¥ ima lognormalnu distribuciju.
Pretpostavimo da je Y ~ N(u,0?). Izracunajmo funkciju gustoée slucajne varijable X = e¥:

za x>0 je

P(X<z) = P(Y <logz)

otkud slijedi da je

1.2. Brownovo gibanje. Brownovo gibanje je limes skaliranih sluc¢ajnih Setnji Bt(”) kada
n — oo, te stoga nasljeduje svojstva tih skaliranih sluc¢ajnih Setnji. To vodi na sljede¢u
definiciju:
Definicija 1.4. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Slu¢ajni proces B = (B, t > 0) je
Brownovo gibanje ako vrijedi:
(i) Putovi ¢t — By(w) su neprekidne funkcije sa Ry u R (za g.s. w € Q).
(ii) By = 0.
(ili) Zasve m e N1 0 =1ty <ty <--- <ty su prirasti

Bt1 = Bt1 - Bt07 Bt2 - Bt17 trt Btm - Btm,1
nezavisni.

(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B, — B, normalno distribuiran s o¢ekivanjem nula i

varijancom t — s.

2Uvjerite se sami u ovu tvrdnju.
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Prisjetimo se da skalirana sluc¢ajna Setnja Bgn)

ima prirodan vremenski korak 1/n, te je
linearna izmedu dva konsekutivna vremenska koraka. Brownovo gibanje nema linearnih
dijelova. Nadalje, distribucija skalirane sluc¢ajne Setnje u trenutku ¢t > 0 je pribliZzno normalna
(Teorem [1.1)), dok je distribucija Brownovog gibanja upravo normalna N (0, ¢).

Odredimo sada distribuciju slu¢ajnog vektora (By,, By, ..., By,,), 0 <ty <ty < -+ < ty,.

Uocimo da vrijedi:

100 - 0 By, By,
0O -+ 0 B, — By, B,
111 -0 B,, — By, = | By,
111 1 1] By, ~Bi.| |Buw
Buduéi da su slucajne varijable By, By, — By, ..., By,, — B, _, nezavisne i normalne, to je

(BtlaBtg_Btu"‘ ’7Btm)

normalni slu¢ajni vektor kao linearna transformacija normalnog slu¢ajnog vektora. Da bismo

, By, — B, _,) normalni slucajni vektor. Zato je i (By,, By, -

u potpunosti odredili distribuciju vektora (By,, By,, - . ., By, ), moramo izracunati

kovarijacijsku matricu (vektor o¢ekivanja je ocito nula).
Neka je 0 < s < t. Kovarijanca od B, i B; jednaka je

E[B.B| = E[B.(B,— B,)+ B
= E[BJ]-E[B, — B, + E[B]]
= 0+ VarB, =s.

(nezavisnost prirasta)

Slijedi da je kovarijacijska matrica normalnog slucajnog vektora (By,, By,,. .., B, ) jednaka

t1 11 T t1

th ta 1o to

tr ta t3 ts (1.8)
EERZERZ b |

Na taj naéin smo dokazali implikaciju (a) = (b) sljedeceg teorema’}

Teorem 1.5. (Alternativna karakterizacija Brownovog gibanja) Neka je (2, F,P)
vjerojatnosni prostor, te neka je B = (By, t > 0) slucajni proces takav da su putovi t — By(w)

neprekidni za g.s. w € Q i By = 0. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) Za svem € N 10 =1y <ty <-- <ty suprirasti

By,,By, — By,,...,B, — DB, _,

nezavisni © normalno distribuirani s ocekivanjem nula i varijancom
Var[Bti — Bti—l] = tz — tifl; 1= 1, 2, o,
(b) Za svem € N i 0=ty <ty <--+ <ty slucajni vektor (By,, By, . .

normalnu distribuciju s vektorom ocekivanja nula i kovarijacijskom matricom (@

By, ima

Osim samog slu¢ajnog procesa, bit ¢ée nam potrebna i informacija vezana uz taj proces. Zato

uvodimo pojam filtracije za Brownovo gibanje.

30brat dokazite sami za viezbu.
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Definicija 1.6. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (By, t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (F;, t > 0) o-algebri
koja zadovoljava

(i) Za sve 0 < s < t, Fs C JF; (informacija kasnije ne moze biti manja od informacije
ranije).
(ii) (Adaptiranost) Za svaki t > 0, B; je Fi-izmjeriva sluc¢ajna varijabla (informacija
dostupna u trenutku ¢ dovoljna je za racunanje Brownovog gibanja u tom trenutku).
(iii) (Nezavisnost buduéih prirasta) Za sve 0 < s < ¢, prirast B; — B nezavisan je od Fj
(svaki prirast Brownovog gibanja nakon vremena s nezavisan je od informacije

dostupne u trenutku s).

Tipi¢an primjer filtracije za Brownovo gibanje je prirodna filtracija Brownovog gibanja
definirana s F; = 0(Bs, 0 < s <t). U tom slucaju, informacija u trenutku ¢ sadrzi informaciju
o Brownovom gibanju do trenutka ¢ i nista viSe.

Sliéno kao i slu¢ajna Setnja, i Brownovo gibanje ima martingalno svojstvo. Definirajmo prvo

pojam martingala s neprekidnim vremenom.
Definicija 1.7. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, te neka je F = (F, t > 0) filtracija.
Slucajni proces M = (M, t > 0) je martingal ako vrijedi:
(i) M je F-adaptiran,
(ii) za sve t > 0, E|M;| < oo,
(ili) zasve 0 < s <t, E[M; | F;| = M gs.

Teorem 1.8. Brownovo gibanje je martingal (s obzirom na filtraciju za to Brownovo gibanje).

Dokaz. Neka je 0 < s <t. Tada je
E[B,| 7] = BB~ B, +B,|F)
= E[B; - B, | 7] + E[B; | 7]
= E[B, — Bj]+ B; (nezavisnost B; — B, od Fy)
= B;.
U

1.3. Kvadratna varijacija. Kvadratnu varijaciju skalirane slu¢ajne setnje B™ do trenutka
T izracunali smo u , te smo dobili da je jednaka T'. Prisjetimo se da je ta kvadratna
varijacija bila izrac¢unata tako da smo uzeli sve korake skalirane sluc¢ajne Setnje od 0 do T,
kvadrirali ih, te zbrojili. Kod Brownovog gibanja nemamo prirodnu veli¢inu koraka. Za dani
T > 0 mozemo odabrati veli¢inu koraka, npr. T'/n, i izracunati kvadratnu varijaciju za tu

veli¢inu koraka. Preciznije, moZzemo rac¢unati

[y

n—

2
|:B(j+1)T — BQ] .

<.
Il
o

Zanimat ¢e nas taj izraz za male veli¢ine koraka, te ¢emo zato pustiti n — co. Kao limes
dobit ¢emo opet T', duljinu vremenskog intervala na kojem racunamo kvadratnu varijaciju. To

je glavni rezultat ovog odjeljka.
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Prije nego sto definiramo kvadratnu varijaciju, pogledajmo prvo poznatiji koncept varijacije
(odn. varijacije prvog reda). Neka je f :[0,7] — R funkcija. Particija intervala [0, T] je skup
IT = {to,t1,...,t,} tocaka takvih da je 0 =ty < t;--- < t, = T. Dijametar particije II je
najveca Vehcma koraka: ||II|| := max;—o1, . n—1(t;+1 —t;). Varijacija prvog reda funkcije f
na intervalu [0, 7] definira se kao

Vr(f)= lim er 1) = £lt5)]. (19)

HHH—>0

Ako je taj limes konacan, za funkciju f kazemo da je kona¢ne varijacije na [0,7]. Slucajni

proces je konac¢ne varijacije ako su mu trajektorije P-g.s. konacne varijacije.

Napomena 1.9. (i) Primijetimo da je monotona funkcija f uvijek konac¢ne varijacije, te da
je Va(f) = |£(T) - FO)].
(ii) MoZe se pokazati da je f konacne varijacije na [0, T] ako i samo ako je f razlika dvije
neopadajuce funkcije.
(iii) Neka je f:[0,7] — R funkcija klase C! na [0, T]. Tada je

Va(f) = / ) d.

Da bismo to pokazali, uzmimo I = {0 = tq < t; < --- < t,, = T'} proizvoljnu particiju

intervala [0, 7. Po teoremu srednje vrijednosti, za svaki j = 0,1,...,n — 1, postoji
t; € (tj,tj+1) takav da je f(tj+1) — f(tj) = f/(t%f)(tj—s—l — t]) Zato je

n—1

> () — |—Z|f (b1 — 1)

§=0

Medutim, gornji izraz je Riemannova suma funkcije f’ na intervalu [0, 7]. Buduéi da je
f’ Riemann integrabilna, gornje Riemannove sume konvergiraju, kada ||II|| — 0 prema
integralu fo |f/(¢)] dt.

Sljededi rezultat povlaci da je Brownovo gibanje slu¢ajni proces beskonacne varijacije.
Propozicija 1.10. Neprekidni martingal je konacne varijacije ako 1 samo ako je konstantan.

Dokaz. < Trivijalno.

= Neka je M = (M,;,t > 0) neprekidni martingal konac¢ne varijacije. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je My = 0 (u suprotnom tvrdnju dokazujemo za
neprekidni martingal M = (My — My, t > 0)). Takoder, mozemo pretpostaviti da su i

martingal M i njegova varijacija ograni¢eni, odnosno da postoji K > 0 takav da je za sve t > 0

Naime, ako za N > 0 definirajmo vrijeme zaustavljanja Sy = inf{s > 0: V(M) > N}, tada je
zaustavljeni proces M°N takoder martinga]E]i vrijedi

| MY < Vi(MPY) < N,

4Po verziji teorema o zaustavljanom martingalu za vremenski neprekindne martingale.
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pa moZzemo umjesto martingala M promatrati zaustavljene martingale M5~ | N € NE| Neka
jet>0ill={0=ty<t; <...<t, =t} particija intervala [0,¢]. Vrijedi da je
ZE[(MM - Mti—l)Q] = Z(E[Mt%] - QE[Mtthifl] + E[Mt%_lb

i=1 i=1
n

= (B[M?] — 2B[E[M,M,_,|F, ]| + E[ME )
=1
= (M,,_, je Fy,_,-izmjeriva)

=1

S+ EDM )

= (M je martingal)
=Y (E[M{] - 2E[M_ ] +E[M]_])
i=1

=Y (B[MP] - E[M?_)) = E[M2).

i=1

Prema tome, kako je > |M;, — M,, | < V,(M), slijedi da je

E[M?] < E[sup{|M,, — M, i=1,...,n}Vy(M)] < KE[sup{|M;, — My, ,|:i=1,...,n}].

i*ll :
Kako ova nejednakost vrijedi za svaku particiju II, po teoremu o dominiranoj konvergencijiﬁ
slijedi da je

E[M?] <Kthr‘n Ef[sup{|M;, — My, ,|:i=1,...,n}|

= KE | lim sup{|M,, — M,
([T} —0

li=1,...n}| =0,
gdje zadnja jednakost slijedi iz neprekidnosti martingala M. Kako je M? > 0, slijedi da je

E[M? = 0, odnosno M; =0 g.s. za sve t > 0. O
Sada ¢emo definirati kvadratnu varijaciju funkcije f definirane na [0, 7).
Definicija 1.11. Neka je f : [0,7] — R funkcija. Kvadratna varijacija od f na intervalu
[0, T definira se kao

[f. fI(T) == lim Z!f 1) = F()

HHHHO

Za f kazemo da je kona¢ne kvadratne varijacije na [0, T] ako gornji limes postoji i konacan je.
Slucajni proces X = (X;,t > 0) je kona¢ne kvadratne varijacije ako postoji slu¢ajan proces
(X) = ((X)¢, t > 0) takav da je

n—1

(X)r=(P) lim > |X, , —X,|*. (1.10)

[[TT}]—0 “—
7=0

Proces (X) zovemo proces kvadratne varijacije od X.

5Za vjezbu dokazite: M5V je konstantan za sve N € N povladi M je konstantan proces.
61z omedenosti martingala M slijedi da je sup{|M;, — M;, ,|:i=1,...,n} <2K.
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Pretpostavimo da je f klase C' na [0,7]. Tada je kao i u dokazu Napomene (iii)

n—

—_

n—1
|f(tj1) — Z P E) P (Er = 1) < D 1 E) P (E1 — 1)
=0

<.
Il
o

Zato je

[, A(T) < lim

|[T1}[—0

I Z V[ m]

— lim |||+ lim Z\f (tj:1 — 1)

|[TT[| =0 [1T]|—

T
— i || / FOPd =0

|ITT]|—0
Ovdje smo koristili da je |f’|? neprekidna, pa stoga i integrabilna, na [0, T]. Gornji racun
pokazuje da veéina funkcija na koje smo naviknuti ima kvadratnu varijaciju nula. Stoga se
kvadratna varijacija nikada ne proucava u diferencijalnom ra¢unu. S druge strane, moze se
pokazati da putovi Brownovog gibanja nisu diferencijabilne funkcije. Preciznije, vrijedi sljedeéi
rezultat: za g.s. w € Q, funkcija ¢ — B;(w) nije diferencijabilna niti u jednoj tocki. To znaci
da niti u jednoj tocki t > 0 ne mozemo definirati %Bt. Medutim, takvo “neobi¢no” svojstvo

Brownovskih putova sugerira da bi kvadratna varijacija putova mogla biti razli¢ita od nule.

Teorem 1.12. Neka je B Brownovo gibanje. Tada je (B)r =T za sve T > 0 gotovo sigurno.

Dokaz. Za Il = {to,t1,...,t,} particiju intervala [0, 7] ozna¢imo
n—1
Qu=Y (By, —By).
=0

Pokazat ¢emo da vrijedi konvergencija u srednjem

lim E[(Qn—T)% = oﬂ (1.11)

|[T1}[—0

Poznato je da ako niz konvergira u srednjem, tada postoji podniz (particija) tako da ta]
podniz konvergira gotovo sigurno. To nam daje tvrdnju teorema.

Da bismo dokazali ([1.11]), potrebni su nam drugi i ¢etvrti moment normalne slu¢ajne varijable
X ~ N(0,1):

BT =t (1.12)
BT = o (1.13)
Slijedi:
n-t n—1
En = ZEKBtHl — B,) = Z(tj-H —t;)=T.
=0 =

"Moze se dokazati i jaca tvrdnja ETL — B )2 M T, n— oo.
e

j:(](B tj

27
T
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Nadalje,
Var [(By,,, — By,)’]
2
= E[((By. =By — (i — 1))
= E [(Bthrl - Btj>4] - Q(thrl - tj)E [<Btj+1 - Btj>2] + (thrl - tj>2
= 3(tjs1 — ;) — 2(tjy1 — ;)2 + (tj1 — t5)?
= 2t — )
Zato je
n—1 n—1
Var(Qu) = Y Var[(By,, —By)’] =) 2(tja —t;)°
j=0 j=0
n—1
< Y 2|ty — ) = 2/T|| T
j=0

Odavde slijedi da je limm o Var(Qm) = 0. Sada tvrdnja slijedi iz
Var(Qn) = E[Qn — EQu)* = E[Qu — T]*.

Napomena 1.13. Iz gornjeg dokaza se vidi da je

E[<Bt]’+1 - Btj>2] = tj+1 - tj

var[(Btj+1 - Btj)2] = 2(tj+1 - tj)2 :
Kada je t;41 — t; malo, (t;41 —t;)? je vrlo malo, pa bismo mogli rezonirati da je

(Btj+1
mogli zapisati kao

— Btj)Q, iako slucajno, s velikom vjerojatnoscu blizu svoje sredine ¢;,1 — t;. To bismo

(Bthrl — Btj)2 ~ tj—‘rl — tj .
ili mozda malo preciznije
(Btj+1 - Btj>2 ~ 1

L1 — 1
Medutim, gornji izraz ne moze biti priblizno jednak 1, buduéi da je
Vi = Btj+1 - Btj
! i1 — 1

jedini¢na normalna sluc¢ajna varijabla (bez obzira koliko blizu bili ¢; 1 ¢,44).
Uzmimo zbog jednostavnosti, t; = j7'/n. Tada je

(Bt]'+1 - Btj)2 =T- ]n_+ .
Slucajne varijable Y7, Y5, ..., Y, su nezavisne i jednako distribuirane, pa po zakonu velikih

. .. . n—1 Y]2+1 . - . . 2 - . .
brojeva slijedi da j—0 —n— konvergira prema ocekivanju EYZ , kada n — oo. To ocekivanje
n—1

je jednako 1, pa zakljutujemo da > :—(By,,, — By, )? konvergira prema T'. Dakle, iako ¢lanovi

i+
(By,,, — By,)* te sume mogu biti vrlo razliciti od svog o¢ekivanja T'/n, sumiranjem puno

takvih ¢lanova razlike se usrednje i u limesu dobivamo 7.



FINANCIJSKO MODELIRANJE 2 13
Od sada nadalje ¢emo neformalno rezultat Teorema pisati kao
dB; dBy = dt . (1.14)

Buduéi da je kvadratna varijacija Brownovog gibanja na intervalu [0, T1] jednaka T7, a na
intervalu [0, T3], T} < T, jednaka Ty, slijedi da je kvadratna varijacija Brownovog gibanja na
intervalu [T}, T3] jednaka T, — T7. Brownovo gibanje akumulira 75 — 7} jedinica kvadratne
varijacije na intervalu [17,75]. Bududi da to vrijedi za svaki vremenski interval, moZzemo
zakljuciti:

Brownovo gibanje akumulira kvadratnu varijaciju po stopi jedan po

jedinici vremena.

To pisemo neformalno kao ([1.14]) gdje na desnoj strani pretpostavljamo da pise 1 ispred dt.
Iz diskretne teorije martingala znamo da je kvadrat martingala submartingal (Jensenova
nejednakost). Sljedeci teorem, kojeg prezentiramo bez dokaza, pokazuje vaznost procesa
kvadratne varijacije i predstavlja specijalni slu¢aj Doob-Meyerove dekompozicije martingala.

Teorem 1.14. Neka je M = (M, : t > 0) neprekidni, kvadratno integrabilni martingal. Tada
je M konacne kvadratne varijacije i proces (M) je jedinstveni neprekidni, rastuci, adaptirani

slucajni proces takav da je slucajni proces M* — (M) martingal.

Definicija 1.15. Nekasu X = (X;:t>0) 1Y = (Y; : t > 0) slucajni procesi. Kazemo da su
X 1Y procesi kona¢ne kvadratne kovarijacije ako postoji slu¢ajni proces
(X,Y)=((X,Y):t>0) t.d.

(P) lim Z(th - th—l)aﬁj - Y;fj—l) = <X’ Y>t

[[TT]|—0

Slu¢ajni proces (X,Y’) zovemo kvadratna kovarijacija od X 1 Y.

Napomena 1.16. (a) Ako je proces X = (X, : t > 0) kona¢ne kvadratne varijacije tada je
(X, X) = (X).

(b) Kvadratna kovarijacija je simetri¢na, tj. (X,Y) = (Y, X).

(¢c) Akosu X = (X;:t>0)iY = (Y;: t > 0) slucajni procesi kona¢ne kvadratne kovarijacije,
onda su procesi X +Y i X —Y konacne kvadratne varijacije i Vrijediﬁ

1
(X, V) = 1 (X+Y) = (X =Y)).

(d) Za slu¢ajne procese X = (X;:t>0),Y =(Y;:t>0)iZ=(Z;:t>0) te a,f € R iz

definicije kvadratne kovarijacije direktno slijedi

(X +BY, Z)y = o X, Z), + BY, Z),
Specijalno, (aX); = a*(X);.

8Plrovjerite tvrdnju samostalno.
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(e) Neka je X = (X;:t > 0) neprekidan slu¢ajni proces i Y = (Y; : ¢ > 0) slucajni proces
konac¢ne varijacije. Tada je (X,Y); = 0. Uistinu,

(X,Y), < lim Z|th X, Y, =Y, |

||1'I||—>0

]1|

< lim max | X, — Xy, 1|Z\Yt

||TI]|—0 1<i<n

< V(YY) lim max | X, —Xt =0,

[ITT]|—0 1<i<n

pri ¢emu gornji maksimum tezi u 0 kada ||IT|| — 0 jer su trajektorije od X neprekidne g.s.

Iz Napomene [L.16{e) slijedi da je kvadratna kovarijacija funkcije f(¢) = ¢ i Brownovog gibanja
B = (B;:t>0) jednaka (B, f); = 0. Analogno, slijedi da je kvadratna varijacija od f takoder
nula. U skladu sa zapisom (|1.14)), ove dvije ¢injenice pisemo neformalno kao

dB,dt =0, dtdt=0.

Primjer 1.17. Neka su a € R i ¢ > 0 konstante. Geometrijsko Brownovo gibanje je
slucajni proces S = (S; : t > 0) definiran s

2
S, = Soexp{aBt—l— (a— %) t} )

Geometrijsko Brownovo gibanje sluzi kao model kretanja cijena dionica u
Black-Scholes-Mertonovom modelu. Parametar o ima interpretaciju volatilnosti i predstavlja
mjeru varijacije cijene dionice na financijskom trzistu. Volatilnost je povezana s log-povratima
dionice na sljedeci nac¢in. Neka su dani vremenski trenuci 0 < 7T} < T, te pretpostavimo da
opazamo geometrijsko Brownovo gibanje (“cijenu dionice”) S; za Ty <t < Ty. Odaberimo
particiju Il = {177 =ty < t; < -+ < t,,, = To} tog intervala. Promotrimo log-povrate

2

St
log 2% = 5(By,., — By) + (@ — = | (tjp1 — ;)
S, 2

i
na svakom podintervalu [¢;,?;41]. Suma kvadrata log-povrata, koja se ponekad zove

realizirana volatilnost, je

+20 (a - %2> mZ—I(Bth — By)(tjs1 — 1)) (1.15)

Pustimo ||II|| — 0. Prvi ¢lan u gornjoj sumi konvergira prema (B)p, — (B)r, = Ty — 11, dok
druga dva ¢lana konvergiraju prema nuli. Zato je limes realizirane volatilnosti jednak
o?(Ty — T). To znadi da volatilnost moZemo procijeniti pomocu formule

m—1

1 S, )2
2 tit1
o° =~ E lo .
T — 1) j:O( %675 St

J
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1.4. Markovljevo svojstvo. U ovom odjeljku pokazat ¢emo da Brownovo gibanje ima

Markovljevo svojstvo. Kao prvi korak trebamo precizno definirati Markovljevo svojstvo za
procese s neprekidnim vremenskim parametrom. Ta definicija treba formalizirati intuitivno
razumijevanje Markovljevog procesa kao onog ¢ije ponasanje u buduénosti ovisi o proslosti

samo kroz sadasnje stanje.

Definicija 1.18. Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor, te neka je F = (F; : t > 0) filtracija.
Adaptiran slucajni proces X = (X, : t > 0) je Markovljev proces, ako za sve 0 < s <t i za
sve Borel-izmjerive funkcije f : R — R postoji Borel-izmjeriva funkcija g : R — R takva da je

Rijec¢ima, uvjetno na informaciju poznatu u trenutku s, svaka funkcija pozicije procesa X u
trenutku ¢t > s je funkcija pozicije procesa X u trenutku s.
Za dokaz Markovljevog svojstva Brownovog gibanja trebat ¢e nam sljedeé¢a lema koju

navodimo bez dokaza.

Lema 1.19. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je G o-podalgebra od F.
Pretpostavimo da je slucajna varijabla X G-izmjeriva, te da je slucajna varijabla Y nezavisna
od G. Neka je h : R? — R Borelova funkcija i definirajmo

g(x) = Elh(z,Y)].

Tada je
E[n(X,Y)[G] =g(X) g.s.

Teorem 1.20. Neka je B = (B : t > 0) Brownovo gibange, te neka je F = (F; : t > 0)
filtracija za to Brownovo gibanje. Tada je B Markovljev proces.

Dokaz. Neka je 0 < s <, te neka je f : R — R Borelova funkcija. Trebamo pokazati da
postoji Borelova funkcija g : R — R takva da je

E[f(B:) [ F] = 9(Bs) g.s.

Vrijedi
E[f(By) | Fs| = E[f(Bs + (B: — By)) | Fs] = E[h(Bs, B, — Bs) | FyJ

gdje je h(z,y) = f(z+y). Uocimo da je By Fy-izmjeriva, a By — B, nezavisna od F,. Po Lemi
imamo

E[f(B) | Fi] = 9(Bs) gs.,
gdje je

9(x) = E[h(z, B; — B;)] = E[f(x + (B — By))].

To dokazuje Markovljevo svojstvo. Stovise, g moZemo toc¢no izracunati. Zaista ,
B; — B ~ N(0,t — s) otkud slijedi

w?
e =9 dw. (1.17)

1 o0
o) = s / fw)
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Napomena 1.21. (i) Prethodnim teoremom smo u stvari pohazali da je Brownovo gibanje
vremenski homogen Markovljev proces, odnosno da je za svaki a > 0 proces
(Bi4a — By : t > 0) Brownovo gibanje nezavisno s ]-"a.
(ii) Zamjenom varijabli 7 =¢ — s iy = w + = u formuli (| dobivamo

_ (=

x)2
2 dy.

g(r) = \/%

Definirajmo prijelaznu gustoéu p(7, x,y) Brownovog gibanja formulom
( ) 1 _(ygw)2
p(T,z,y) = e 2 .
Y V2T

Tada (1.17) moZemo napisati kao

- /_oo f(y)p(T,I,y) dy7

1 konacno

F(B)| ) /f v, Byy)dy

1.5. Distribucija vremena prvog prijelaza. Neka je x € R. Definirajmo vrijeme prvog
prijelaza nivoa x sa

=inf{t >0 : B, =x}.
U ovom odjeljku izracunat ¢emo distribuciju tog slu¢ajnog vremena. Vrijeme prvog prijelaza
je vrijeme zaustavljanja u smislu da za sve t > 0 vrijedi {7, <t} € F;, gdje je F = (F; : t > 0)
filtracija za Brownovo gibanje. U tom racunu trebat é¢e nam teorem o opcionalnom

zaustavljanju koji navodimo bez dokaza.

Teorem 1.22. (Teorem o opcionalnom zaustavljanju) Neka je M = (My : t > 0) martingal, te
neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je zaustavljen proces M™ = (Myn, = t > 0) opet

martingal.

Primjer 1.23. Neka je —a < 0 < b. Definiramo s 7 := inf{t > 0: B, € (—a, b)} prvo vrijeme
izlaska Brownovog gibanja B = (B; : t > 0) iz intervala (—a,b). Pokaze se (vidi npr. (1.24))
da je P(7 < 00) = 1.

(i) Odredimo razdiobu slu¢ajne varijable B.. Slu¢ajna varijabla 7 je uistinu vrijeme
zaustavljanja (obzirom na Brownovsku ﬁltraciju).ﬂ Stoga je po Teoremu m
zaustavljeni proces B” martingal. Slijedi da je

TDK

E[B,] "2% lim E[B]] = E[B]] = E[By] = 0. (1.18)

t—o0
Uoc¢imo da smo u prvoj jednakosti mogli koristiti teorem o dominiranoj konvergenciji jer
je po definiciji od 7, |Bf| < max{a,b} g.s.. S druge strane, zbog neprekidnosti
trajektorija g.s. Brownovog gibanja slijedi da je B, € {—a,b} g.s. Stoga vrijedi da je
—aP(B, = —a)+bP(B, =b) =0
P(B,=—a)+P(B, =b) =1,

9Tvrdnju provjerite sami.
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odnosno

b a
P(BT: —a) = m, P(BT:b) = a+b

(ii) Odredimo sada E[7]. Po rezultatu Teoremu znamo da je proces W = (W, : t > 0)
definiran s W, = B? — t martinga]EL pa je po Teoremu i proces W™ martingal.
Sliénim racunom kao u E slijedi da je E[W,] = 0. Stoga je

(i) b a
2 a+b v atb
Neka je o > 0. Promotrimo sljede¢i sluc¢ajni proces koji ¢e biti od fundamentalnog znacenja:

ab.

1
Z, = exp {UBt — 50215} ) (1.19)
Sljedeci rezultat je posljedica Zadatka 6 iz 2. domace zadace.

Teorem 1.24. (Eksponencijalni martingal) Neka je B = (B : t > 0) Brownovo gibanje s
filtracijom F = (F; : t > 0), te neka je o > 0. Slucajni proces Z definiran s je

martingal.

Zaustavimo eksponencijalni martingal Z u vremenu prvog prijelaza 7,. Zaustavljen proces je

po teoremu o opcionalnom zaustavljanju opet martingal pa vrijedi

1
1=2y=E[Zi,| =E {exp {UBMTI — 502(25 A TI)}:| ) (1.20)

Pretpostavimo da je x > 0. Iz neprekidnosti trajektorija Brovnog gibanja slijedi da se do

trenutka 7, Brownovo gibanje nalazi ispod razine z, odnosno, Bip,, < x. Zato je
0 < exp{oBin.,} <eo". (1.21)
Ako je 7, < oo, tada je
1 1
lim exp{—=0?(t A7)} = exp{—=0°7, }.
t—o0 2 2
S druge strane, ako je 7, = oo, tada je
lim exp{—20?(t A7)} = lim exp{—~o®} = 0
Him exp{—co 7o)} = lim expi—507t} = 0.

To mozemo zapisati na sljedeé¢i nacin:

, 1, 1,
tliglo exp {—50 (t A Tx)} = 1{r,<o0} €XP {—50 Tx} )
Nadalje, ako je 7, < 0o, tada je

tlim exp{oBir., } = exp{oB,,} = exp{oz}.

—00

Ako je 1, = 00, tada iz (1.21)) slijedi da je za sve t > 0

t—o00 t—o00

1 1
lim sup exp {O’Btm—z — 502(75 A Tx)} < 7% lim sup exp {—502(15 A TI)} =0.
Zato je

: 1 1
tlg]c[)lo exp {O’Bt/\Tz — 502(15 A Tx>} = 1{r, <00} €XP {ax - 502790} . (1.22)

1074 vjezbu dokazite ovaj rezultat direktno po definicji martingala.
HRacun provjerite sami.
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Sada mozemo pustiti ¢ — oo u formuli ([1.20)), te po teoremu o dominiranoj konvergenciji i

(11.22) dobivamo
1
1=E {1{,76@0} exp {a:c — 5027'90}1 ,

1
E [1{%@0} exp {—502@}} e 7", (1.23)

Gornja jednakost vrijedi za sve ¢ > 0. Pustimo ¢ — 0. Upotrebom teorema o monotonoj

odnosno ekvivalentno,

konvergenciji slijedi E[1{;, <o}] = 1, odnosno
P(r, <o0)=1. (1.24)

Sada kada znamo da je 7, konacan gotovo sigurno, mozemo taj uvijet maknuti iz formule
(11.23) i dobiti
1
E {exp {—502@}} =e 7. (1.25)

Iz (1.25) mozemo lagano dokazati sljedeci teorem.

Teorem 1.25. Neka je x € R. Tada je prvo vrijeme prijelaza nivoa x konacno gotovo

sigurno. Nadalje, Laplaceova transformacija distribucije od T, je
Ee @™ = ¢ 1?20 o5 (1.26)

Dokaz. Promatrajmo prvo slu¢aj > 0. Stavimo li ¢ = v/2a u (1.25)), dobivamo formulu
(1.26). Za x < 0, formula slijedi iz simetrije Brownovog gibanja. 0

Deriviramo li formulu ([1.26)) po o dobivamo

E[r,e 7] = \Li;_a elTV2e -y S0
Pustimo li a | 0 slijedi E[7,] = o0, 2 # 0.
Neka F' oznacava funkciju distribucije od 7,. Uocite da je F(t) = 0 za ¢t < 0. Formula (|1.26)
moze se zapisati kao

/ e " dF(t) = eTlTV2e S0,
0

Direktnim ra¢unanjem moze se pokazati da vrijedi sljedeca formula:

> x 22
/ e 12 e dt = e 1TV 0 >0,
0 27t3

Usporedivanjem posljednje dvije formule slijedi da je funkcija distribucije I’ apsolutno

neprekidna s funkcijom gustoce

|5L'| _ a2
2

fra(t) = Nk

Kazemo da 7, ima Lévyjevu razdiobu. Dodatno vrijedi E[r,| = —i—oo.m

12Pr0vjerite tvrdnju sami.
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2. ITOV INTEGRAL

Neka je "> 0, H = (H; : t € [0,T]) odgovaraju¢i adaptirani sluc¢ajni proces i
B = (B :t € [0,T]) Brownovo gibanje na istom vjerojatnosnom prostoru s filtracijom. Cilj

T
/ H,dB,
0

i pokazati njegova svojstva. Uoc¢imo da gornji integral ne mozemo definirati po trajektorijama

ovog poglavlja je definirati Itov integral

Brownovog gibanja (kao Lebesgue-Stieltjesov integral) jer je Brownovo gibanje neomedene
varijacije. Dodatno, diferencijalni racun koji se koristi za rac¢unanje s takvim integralima
razlikuje se od uobicajenog diferencijalnog rac¢una. Ovdje se diferencijalni racun temelji se
[tovoj formuli, koja u obzir uzima ne-nul kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja.

U financijama se [tov integral koristi za modeliranje vrijednosti portfelja. Nakon sto
razvijemo [tov racun, primjenit ¢emo ga na izvod Black-Scholes-Mertonove parcijalne
diferencijalne jednadzbe za cijenu opcije. Takoder, u primjenama u financijama H; ¢e imati
interpretaciju pozicije u financijskoj imovini u trenutku ¢, koja u principu ovisi o informaciji
dostupnoj do trenutka ¢. Odavde slijedi zahtjev na adaptiranost slu¢ajnog procesa H. S druge
strane, buduéi prirasti Brownovog gibanja nezavisni su od JF;. To znaci da je nasa pozicija u

trenutku ¢ nezavisna od buduce nesigurnosti na trzistu generirane Brownovim gibanjem B.

2.1. Itov integral za jednostavne integrande. Fiksirajmo pozitivno vrijeme 7" > 0. Neka
je B=(B;:t€[0,T]) Brownovo gibanje zajedno s Brownovskom filtracijom
F=(F:tel0,T]). Neka je H = (H; : t € [0,T]) adaptiran sluc¢ajni proces obzirom na F.
Prvi korak u definiciji It6vog integrala sastoji se u tome da se integriraju jednostavni procesi.

Definicija 2.1. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan proces

ako je
n—1
Hy = Z (bj 1[tj7tj+1)<t)v (2-1)
=0

za neku particiju IT = {0 =t; <t; <--- <t, =T} intervala [0, 7], i omedene sluc¢ajne
varijable ¢, 7 = 0,1,...,n — 1, takve da je ¢; F; -izmjeriva. S & oznac¢imo familiju svih
adaptiranih jednostavnih sluc¢ajnih procesa na [0, 7.

Rije¢ima, adaptiran sluc¢ajni proces H je jednostavan, ako postoji particija II takva da je H
konstantan na svakom intervalu particije [t;,¢;41). Kada kazemo konstantan mislimo da je
jednak jednoj slu¢ajnoj varijabli koja se ne mijenja kroz taj interval. Omedenost sluc¢ajnih
varijabli ¢; znaci da postoji M € R tako da je |¢;| < M za sve j (i g.s. sve w € Q).

Definicija 2.2. Za slucajni proces H € Ep definiran s (2.1)) definiramo slu¢ajni proces
I=(:tel0,T) s

n—1
Iy = Z 9j(Btjiint — Bijne) (2.2)

J=0

134 A b = min{a, b}
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Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B i

oznacavamo ga s
t
I :/ HydBs = (H - B);.
0

Napomena 2.3. (a) Uoc¢imo da je za t € [tx_1, k),

t k—2
| HedB. =3 6,8y B+ (B B

(b) Iz definicije procesa I lako se vidi da je on F-adaptiran. Takoder, uocimo da je
preslikavanje H — (H - B) na &r linearno.

(c¢) Razmisljajmo o vrijednosti Brownovog gibanja B; kao o jedini¢noj cijeni financijske
imovine (npr. jedne dionice) u trenutku ¢. Buduéi da B, moze biti manje od nule, takav
model je lo§, ali to ¢emo u ovom trenutku zanemariti. O vremenima tg,t1,...,t, 1
mislimo kao o trenucima trgovanja u toj imovini, a 0 ¢, ¢, , ..., ¢, , kao o pozicijama u
imovini (broj dionica) unutar intervala oblika [t;,¢;41). Uo¢imo da je tada dobitak od
takvog trgovanja u svakom trenutku ¢ dan s ;. Na proces I stoga mozemo gledati na

analogon procesa dobitka G¢(¢) u diskretnom modelu financijskog trzista.

Prvo vazno svojstvo slu¢ajnog procesa I je da od Brownovog gibanja B nasljeduje svojstvo

martingalnosti.
Teorem 2.4. Itov integral I = (I : t € [0,T]) definiran formulom (2.2)) je martingal.

Dokaz. U Napomeni ve¢ smo spomenuli kako je proces I F-adaptiran. Takoder, iz
omedenosti sluc¢ajnih varijabli ¢; (|¢;| < M za sve j) slijedi da je za svaki ¢ € 0,77,

- 2
EHItH S M E EHBt]‘+1/\t — Btj/\tH = M\/;t < 0.
Jj=0

Neka su sada 0 < s <t < T. Pretpostavimo da se s i t nalaze u razli¢itim intervalima
particije II. Slucaj kada su ta vremena u istom intervalu particije dokazuje se sliénoE] Dakle,
neka je s € [t;, t141), t € [tk trs1) za | < k. Jednakost (2.2)) moZemo napisati kao

-1
]t = Z ¢j(Btj+1 - Btj) + ¢Z(Btl+1 - Btl)
=0

k—1
+ Z ¢j(Btj+l - Btj) + qbk(Bt - Btk) : (23)
=i+

Ra¢unamo uvjetno ocekivanje svakog od ¢etiri ¢lana u formuli (2.3)), uvjetno na o-algebru Fs.

Buducdi da su sve slucajne varijable u prvom ¢lanu Fs-izmjerive, vrijedi

-1 -1
E > 6j(By,, — By) | Fo| =Y (B, — By). (2.4)
j=0 =0
Za drugi ¢lan imamo
E[¢Z<Btl+1 - Btz) |]:5] = ¢ZE[Btl+1 - Btz |]:S]
= ¢Z(Bs - Btl) . (25)

14Dokazite sami za vjezbu.
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Zbrajanjem (22.4]) i (2.5)) dobivamo I,. Dakle, preostaje pokazati da su uvjetna ocekivanja
trec¢eg i Cetvrtog ¢lana jednaka nuli. Da bismo to pokazali racunamo za j =1+ 1,...,k — 1,

E[¢;(By,,, — By,) | ]
= E[E[¢;(B,,, — By)) | F;] | F]
= E[¢;(E[By,,, | Fi,] — Bt;) | Fs
= El¢;(By;, — By)) | Fs] =0

gdje smo u zadnjem retku koristili svojstvo martingalnosti Brownovog gibanja. Zbog

linearnosti uvjetnog ocekivanja slijedi

k—1
E [Z ¢j<Btj+1 - Btj) ‘FS

i=1+1

Na isti nacin se pokaze i da je uvjetno ocekivanje ¢etvrtog ¢lana jednako nuli. U

Bududi da je Iy = 0, slijedi da je EI; = EIy = 0 za sve 0 < t < T. Specijalno, Varl; = EI?2.
Ocekivanje kvadrata Itovog integrala izracunato je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.5. (Itova izometrija) Itév integral definiran s zadovoljava

t
El} = E/ H? du . (2.6)
0

Dokaz. Fiksiramo vrijeme t > 0. Uvedimo zbog jednostavnosti sljedeé¢e oznake:
ABj = By n = Bipe 1 Aty =t At — i At Neka je ¢ € [ty, tpra). Tada je
Iy = Z;?:o ¢;AB;, te vrijedi

Z $IABF +2 > ¢ip;ABAB;.

0<i<y<k

Prvo pokazujemo da je oceklvanje ¢lanova u drugoj sumi jednako nula. Za ¢ < j je ¢;0;ADB;
JFi,-izmjerivo, dok je prirast AB; nezavisan od Fy, i EAB; = 0. Zato je

Pogledajmo sada ¢lan oblika ¢7AB?. Slucajna varijabla ¢7 je Fy -izmjeriva, dok je kvadrat
prirasta AB? nezavisan od Fy,, te EAB} = E(By,, nt — Byn)? = Atjza j =0,1,... k. Zato

je

k k
EI} = ) E[¢}AB] =) E[¢]|E[AB;]
— g

k
= ) E¢AY;. (2.7)
=0

Uocite da je H, konstantna na intervalu [t;,¢;41) 1 jednaka ¢;. Preciznije, H,(w) = ¢;(w) za
sve u € [tj,tj41), za g.s. sve w € Q. Zato je

ti41Nt
O3 AL :/ H:du, j=0,1,...,k
t

J
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Uvrstimo li u (22.7) dobivamo

k i1/t
EI? = ZE/ H?du =E
j=0 7l

t
= E/ H?du.
0

Napomena 2.6. Prethodnim teoremom pokazali smo da postoji izometrija izmedu
normiranih prostora & s produktom (H, K) = E [fOT Hthdt] i L*(Q) s produktom
(X,Y)=E[XY].

tir1 /At

k
Z/ H? du]
j=0 1

Prouc¢imo na kraju kvadratnu varijaciju Itoévog integrala I.

Teorem 2.7. Kvadratna varijacija do trenutka t Itévog integrala I definiranog formulom ([2.2))
jednaka je

t
(I, = / H? du. (2.8)
0
Dokaz. Izra¢unajmo prvo kvadratnu varijaciju [tovog integrala na intervalu [t;,¢;41) na kojem
je H, konstantan. Odaberimo particiju
tj:S()<81<"'<Sm:tj+1

i promotrimo

m—1 m—1
[‘[Si+1 - Isi]2 = [¢j<B5i+1 - B5i>]2
i=0 1=0
m—1
= Qb? (B3i+1 - Bsi)2 : (29)

[e=]

1=

Kada m — oo i korak max;—o1__m—1(8ix1 — $;) — 0, ¢lan Z?:OI(B — B,,)? tezi prema

Sit1
kvadratnoj varijaciji Brownovog gibanja na intervalu [t;,t;41], t.j., prema t;1; — t;. Prema
tome, limes od (2.9)) jednak je

) tjr1 )
¢i (i1 —t;) = H du.
tj

Zbrajanjem svih odgovarajué¢ih dijelova dobivamo formulu (2.8)). 0

Uoc¢imo da se varijanca i kvadratna varijacija Itovog integrala razlikuju. Po Teoremu (2.5,
Varl; = E fot H? du (3to je nenegativan realan broj), dok je po Teoremu , (I); = f(f HZ?du
(8to je slucajna varijabla). Ponovimo da se kvadratna varijacija ra¢una po putu (trajektoriji),

dok je varijanca usrednjenje po svim putovima.

Napomena 2.8. (o notaciji).

(a) Prisjetimo se neformalne oznake za kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja dB,dB; = dt.
Tu jednakost smo interpretirali kao tvrdnju da Brownovo gibanje akumulira kvadratnu
varijaciju brzinom jedan po jedinici vremena. Na sli¢an nacin, stohasticki integral

I, = fg H, dB, neformalno zapisujemo u obliku dI; = H; dB;. To vodi do sljedece oznake
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za (I):
dl,dl, = H} dB,dB, = H? dt . (2.10)
(b) Oznake
t
I, = / H,dB, (2.11)
0
i

imaju skoro isto znacenje. Jednakost ima precizno znacenje dano definicijom ([2.2]).
Jednakost ima neprecizno znacenje da kada se pomaknemo unaprijed u vremenu za
“vrlo malo”, promjena Itovog integrala I je H; puta promjena Brownovog gibanja u tom
malom vremenskom pomaku. Ta jednakost ima i precizno znacenje koje se dobije

integriranjem obiju strana. U tom slucaju moramo paziti na konstantu integriranja Iy:
t
I, = Io—l—/ H,dB, .
0

Kazemo da je (2.12)) diferencijalni oblik od ([2.11]), dok je (2.11)) integralni oblik od ([2.12]).

2.2. Itov integral za opée integrande. U ovom odjeljku govorit ¢emo o [tévom integralu
za opce integrande. Cilj je progiriti definiciju Itévog integrala tako da definicija bude
konzistentna i da se prenose svojstva [tovog integrala za jednostavne integrande. Za prostor
op¢ih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih slu¢ajnih procesa H = (H; : 0 <t <T)

koji zadovoljavaju sljedec¢i tehnicki uvjet:
T
E/ H? dt < oo (2.13)
0
Ovu familiju procesa ¢emo oznacavati s £2,. L2 je vektorski prostor sa skalarnim produktom
T
(H K)p2 =E [ / Hthdt} , H Kc/?
0

i pripadnom normom HHH%id = (H, H)2 . Uocimo da je trivijalno & C L2,

Glavna ideja za progirenje definicije Itovog integrala je aproksimacija procesa H € £2; nizom
jednostavnih procesa H™ € &r. Na primjer, pretpostavimo da H = (H, : 0 <t <T) ima
neprekidne putov. Odaberimo particiju 1™ = {0 = t(()n) <t <) = t} intervala

[0, i definiramo jednostavan proces H™ tako da stavimo H” = H (n) Z& SVE U € [t§-n), 1)
J

t
j=0,1,...,n— 1. Za takav jednostavan integrand po formuli (2.2) znamo izrac¢unati

fot H dB,. Sada Itov integral procesa H obzirom na Brownovo gibanje B = (B, : t € [0,T])
mozemo definirati kao limes integrala takvih jednostavnih integranada kada se profinjuje
particija. Kljucan korak za provedbu takvog programa je sljedeca lema, koju navodimo bez

dokaza.

Lema 2.9. Za slucajni proces H € L2, postoji niz (H™),en C Ep jednostavnih procesa takav
da je
T
lim ||[H™ — H[[% = lim E/ |H™ — H,>dt =0, (2.14)
n—00 ad n—00 0

£2
odnosno H™ =% H n — co.

15+ H,(w) su neprekidne funkcije na [0, 7] za g.s. w € Q
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Neka je (H™),en C Er niz aproksimirajuéih jednostavnih integranada iz Leme , te
ozna¢imo It(n) = fg HY dB,. Iz relacije (2.14) jednostavno slijedi da je niz (H™),cx
Cauchyjev u £2,, odnosno da je

0.

T T T
lim E/ \H™ — H™ ]2 dt < 2 (lim E/ |H™ — H,|?dt + lim E/ |H™ —Ht\zdt)

m,n—ro0 n—o0

Medutim, zbog Itove izometrije (Teorem primijenjen na Iov integral ((H™ — H™) . B)
koji je zbog linearnosti jednak procesu 1™ — ™) imamo da je

t
B / 2" — 5P de = B[ - 1),
0

pa je stoga
lim B[ —I™)? =0, 0<t<T. (2.15)

m,n—0o0
To znadi da je niz Itovih integrala (I!™),en u trenutku ¢ Cauchyjev niz u Hilbertovom
prostoru L*(Q, F,P) za sve t € [0,T]. Kako je L*(2, F,P) potpun, slijedi da niz (It("))neN
konvergira (u L?)i njegov limes zovemo It6vim integralom procesa H obzirom na Brownovo
gibanje B (u trenutku ¢) i oznacavamo (H - B), = I, = [ H, dB,. Dakle,

t t
/ H,dB, = (L) lim [ H™dB,. (2.16)
0

n—oo 0
Napomena 2.10. (i) Definicija Itovog integrala za opce integrande je konzistentna,
odnosno poopéuje Definiciju i ne ovisi o odabiru aproksimirajuceg nizam
(ii) Uocite da je fot H, dB, samo oznaka za sluc¢ajnu varijablu I; € L*(Q2, F,P), tj. ta]
stohasticki integral nije definiran po trajektorijama Brownovog gibanja.
(iii) Iz definicije direktno slijedi da je proces I = (I; : t € [0,7]) F-adaptiran.

Tako definiran integral nasljeduje svojstva Itdévog integrala jednostavnih integranada. Sljedeci

teorem navodi ta svojstva.
Teorem 2.11. Neka je T > 0, te neka je H = (H; : t € [0,T)) € £2,. Tada slucajan proces
I =(I;:t€]0,T]) definiran formulom ima sljedeca svojstva:

(a) (neprekidnost) Funkcija t — I; je neprekidna na [0,T] g.s.,

(b) (linearnost) Za H, K € L2, i a,b € R wvrijedi

((af +bK) - B); = a(H - B); + b(K - B)y,
(c) (Ttova izometrija) EI? = Efot H? du,

(d) (martingalnost) Proces I je martingal obzirom na filtraciju F.

Prije nego krenemo s dokazom gornjeg teorema, dokazat ¢emo pomoénu propoziciju za

(vremenski neprekidne) martingale.

Propozicija 2.12. (Doobova LP-nejednakost ) Neka je X = (X, : t € [0,T)) zdesna

neprekidni pozitivni submartingal i p,q > 1, % + % = 1. Tada je

E

sup Xf] < ¢E[X7], t > 0.

s€[0,¢]

16Tvrdnju provjerite sami.
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Specijalno, za zdesna neprekidni martingal X vrijedi

E | sup X2| <4E[X?], t > 0.

s€[0,t]

Dokaz. Koristimo Doobovu nejednakost za vremenski diskretne martingale.m Neka je (7n)nen
rastuci niz t.d. {r, : n € N} =QnN|[0,t]. Tada zbog neprekidnosti zdesna submartingala X
slijedi da je

E|sup X!'| =E| sup X!|=E|lim sup X?
s€[0,t] s€QN[0,t] =00 s {ry,...rn}
M Yim B sup  X?|. (2.17)
n—0o0 s€{r1,....,rn}

Kako je proces (X, : k = 1,...,n) diskretni submartingal, iz diskretne Doobove
LP-nejednakosti slijedi da je

E| sup X!|<¢E[XP]. (2.18)
s€{ri,..,rn}
Tvrdnja sada slijedi iz (2.17)), (2.18)) i ¢injenice da je X? submartingal (Jensenova
nejednakost) pa je za svaki n € N, r, <t 1 E[X? | < E[X]]. O

Dokaz Teorema [2.11:

(a) Neka je (H™),cn C Ep aproksimirajuéi niz za H iz Leme . Kako je I = (H™ . B)
neprekidni martingal, po Doobovoj LP-nejednakosti i (2.15)) slijedi da je

E | sup [T — I712| < 4E[I — 10m)2) 21, g,

t€[0,T]

Stoga, mozemo odabrati podniz (ng)ren takav da za svaki k € N vrijedi da je

E

sup ‘It(nk) _ ]t(nkﬂ)‘Q < 93k
t€[0,T]

Tada za dogadaje
Akz = sup |]t(7lk) - It(nk-'—l)| Z 2_k s k eN
te[0,7]

vrijedi da je nuzno P (A;) < 27%. Kako je >, P(A;) < oo po Borel-Cantellijevoj lemi
slijedi da je P(limgAy) = 0. Prema tome niz (1) (w)) je uniformno Cauchyjev u
C(]0,T)) za gotovo svaki w € 2, odnosno

P (U ﬂ { sup |I™) — 1)) < 2"“}) = 1.
m>1k>m te[0,T7]

Zbog potpunosti prostora (C([0,T]), || - ||s) slijedi da je (1)), g.s. konvergentan i limes
je g.s. neprekidna funkcija. Kako niz (I(™),, konvergira k I u L?, tvrdnja sada slijedi iz

jedinstvenosti g.s. limesa.

17Vidi Teorem 1.87 u skripti Z.Vondracek: Slucajni procesi


https://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/sp-p01.pdf
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(b) Slijedi direktno iz linearnosti Itoévog integrala za jednostavne integrande, vidi Napomenu

(b).
(¢) Iz I™ 25 1, slijedi da je limy, o E[(I™)?] = E[I2]. Iz Itove izometrije za jednostavne
integrande, Teorem [2.5] sada slijedi da je

t
lim E { / (H5">)2du] = E[I?].
n—oo 0

£2
S druge strane H™ =% I pa je specijalno

t t
lim E { / (Hé”))Qdu} =E { / Hﬁdu} :
n—oo 0 0

Tvrdnja sada slijedi iz jedinstvenosti limesa.
(d) Proces I je adaptiran i po (c) dijelu vrijedi E[|I,|] < E[I2]2 < co. Ostaje pokazati da je
E[l, — I,|Fs] =0 za sve 0 < s < t. Iz Jensenove nejednakosti i definicije Itdovog integrala

- {(E |:It —It(”)lfs]>1 <E {E {(]t —It(")>2 I.FSH
_E {(It—lf")ﬂ =0,

E [It - I}”k)jfs} ko (gs.).

slijedi

pa postoji podniz (ng)ren t.d. je

2 s.
Kako 1™ L5 I, postoji podniz (kojeg isto oznacavamo s (ny)g) t.d. Iime) 22
Tvrdnja sada slijedi iz martingalnosti procesa 1™, te

E[l, - L|F]=I—I{" +E [Ignw — I,f"’“)]]-"s} +E [ 1 _ It!]-"s] :

Napomena 2.13. Koristenjem Leme moze se takoder pokazati da je
t
I), = / H?du, t € 0,T).
Uocite da za H € L2, nuzno vrijedi da je fo H?du < 0o g.s.
2.3. Racunanje Itovog integrala. Sada ¢emo koriStenjem definicije Itdévog integrala izvesti
formulu za racunanje integrala fOT H;dBy, gdje je B = (B, :t € [0,T]) Brownovo gibanje i
H € L%, slucajan proces neprekidan u srednjem reda 2

Za pocetak neka je 0 < a < b < T i€ F,-izmjeriva omedena slucajna varijabla. Tada je
slucajni proces ({115 (t) : t € [0,T]) u klasi & pa po definiciji vrijedi da je

/ fl[ab dBt 5(Bb - Ba)~

Ova se jednakost sada moZe progiriti i na sluc¢ajne varijable £ € L?(Q).
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Lema 2.14. Neka je 0 < a <b<T i& F,-izmjeriva slucajna varijabla t.d. je E[£?] < oo
Tada je slucagni proces 1y € L2, i vrijedi

T
| €tant0as, = &5, - 5.). (2.19)
0

Dokaz. Za k € N definiramo &, = (—k) V £ A k odrezanu slu¢ajnu varijablu. Tada je slucajni
proces £ liqp € Er aproksimirajuci niz za § 1[%%@7 odnosno

T
Jin B | [ (€1n(0) - &tin(o)ar

Sada iz definicije Itovog integrala i (2.19) slijedi da je

T
/ él[a,b] (t)dBt hm / gk [a b] dBt <L2) klgn gk(Bb — Ba)
0 00

k%oo

=&(By —

Propozicija 2.15. Neka je H € L2, slucajan proces koji je neprekidan u srednjem reda 2,
odnosno za koji vrijedi

lim E[(H, — H;)?] =0, Vt > 0.

s—t
Tada je
T
?)
| map. =) m OZ Hy, (B, ~ B, )
za sve nizove particija Il ={0 =1ty <t < .. <t, =T} t.d. ||lI|| = 0.

Dokaz. Za danu subdiviziju II definiramo diskretizaciju H" procesa H s
tH = Z Ht]‘ﬂl[tj—htj)(t)-
j=1

Po Lemi znamo da je H' € £2,. Stovige, HY —> H. Naime, po [tovoj izometriji,
Teorem ( ) i Fubinijevom teoremu, slijedi

||/ H,dB, — /HHdB||L2:
:E[/OT(HS—HE)st}

n t;
= Z/t E[(H,— Hy,_,)*] ds
j=1"v%t%-1

< i(tj —t;-1) sup  E[(H,— H,)*]. (2.20)

u,vE([tj—1,t5]

2
(Hs — H"dB,

Kako je t — H; neprekidno preslikavanje u srednjem reda 2, to je uniformno neprekidno u
srednjem reda dva na intervalu [0, T]. Stoga za svaki € > 0 postoji § > 0 t.d. za sve

18Raspi§ite detalje sami.
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u,v € [0,T], |lu—v| <6, vrijedi E[(H, — H,)?] < &. Prema tome, iz (2.20) slijedi da je
/ (H, — HYdB, <th —t;) =€T,

0
za sve particije II za koje je ||IT|| < 4. Tvrdnja sada slijedi iz Leme [2.14] jer je

2
E

T n
/ H,dB, = (L*) lim H“dB lim > H, (B, —By,_,).
0

|T1]|—0 [|TT]|—0 “—
7j=1

4

Napomena 2.16. Lako se pokaZe da je proces H € L2, neprekidan u srednjem reda 2 ako je
preslikavanje
(s,t) — E[H H,]

neprekidno.ﬂ

Sada ¢emo iskoristiti Propoziciju da izra¢unamo integral

T
/ BdDB;.
0

Uoc¢imo da gornji integral ima smisla obzirom da je B € L£2,. Stovise, B je neprekidno
preslikavanje u srednjem reda 2@ Za prirodan broj n € N, definirajmo ekvidistantnu
particiju II" s korakom %, za koju je tl(-n) = %, 1 =0,...,n. Uz oznaku Ej = B,m, iz
Propozicije 2.15] slijedi da je ’

/ B,dB, = JEEOZB 1 — B;). (2.21)
0
Sljedeé¢i ra¢un ¢e nam trebati za odredivanje gornjeg limesa:
1 n—1 " " 1 n—1
DICREEIIE ) SRR SN B
5=0 g =0
1n~2 n71~~ 1n1~2
= 52 Bi=) BiBia+;) B
k=1 =0 j=0
1 n—1 " n—1 o
g §Bi + B]2 - BJB]+1
7=0 7=0
1 ~, n—1 o .
= §Bn + B;(B; — Bjt1) (2.22)
j=0

Uvrstimo u (2.21)) i dobivamo
T 1 1 n—1 9
/0 B,dB, = nh_}r{.lo 53% 3 E [B(j+1)T — B%}
B — _T. (2.23)

Tyrdnju provjerite sami.
2OTvrdnju provjerite sami.
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Uocimo razliku u odnosu na obi¢ni diferencijalni rac¢un. Ako je g diferencijabilna funkcija s
g(0) = 0, tada imamo

T T 1,
| awdst) = [ attrg 0 de = 30°).
0 0
Kod Itovog integrala pojavljuje se dodatni ¢lan %T kao posljedica ne-nul kvadratne varijacije
Brownovog gibanja.
Kao posljedicu formule (2.23)) dobivamo da je proces B? — t martingal. Zaista, taj slucajni

proces je dva puta Itov integral fg B, dB,. Medutim, Itov integral je martingal po Teoremu
2.11] (d).

2.4. Ttova formula. U obi¢nom diferencijalnom rac¢unu vrijedi sljedeé¢e pravilo za derivaciju
kompozicije funkcija f i g:

o) = Fat)d (),

Sto mozemo pisati u obliku

df(9(t)) = f'(g(t))g'(t) dt = f'(g(t))dg(t).

Glavno pitanje u ovom poglavlju na koje ¢emo dati odgovor je kako izgleda odgovarajuce
pravilo za kompoziciju f(B;) funkcije f : R — R i Brownovog gibanja B = (B; : t > 0).
Probajmo naslutiti odgovor na ovo pitanje iz sljede¢eg primjera.

Primjer 2.17. Neka je f(z) = z%. Jednakost (2.23)) daje da za sve T > 0 vrijedi:
T
B? = 2/ BB, + T,
0

odnosnd?]]
f(Br) — f(Bo) :/0 f'(By)dB; +%/0 1" (By)dt. (2.24)

Gornju formulu mozemo zapisati i u diferencijalnom obliku,
1 1
df (By) = f'(B;)dB; + if”(Bt)dt = f'(B;)dB; + §f”(Bt)d<B)t.

Iz gornjeg primjera jasno je da opcenito ne vrijedi pravilo df (B;) = f'(B;) dB;. Promatrajuci
formulu (2.24)) naslu¢ujemo da je to zbog ne-nul kvadratne varijacije Brownovog gibanja.
Stovige, pokazat ¢emo da za to¢nu formulu uistinu trebamo pretpostaviti postojanje druge
derivacije funkcije f.

Formula naziva se Itova formula za Brownovo gibanje (u integralnom obliku).
Napomenimo da je integralni oblik formule matematicki smislen, jer je dobro
deﬁnira Itov integral fOT f'(By) dB; koji se u njoj pojavljuje, a integral fOT f"(By) dt
shvacamo kao obi¢an (Lebesgueov ili Riemannov) integral. S druge strane, pripadni
diferencijalni oblik ¢esto je pogodniji za ra¢unanje.

21yocite da koristimo da je By = 0.

22Nag pristup ovdje je malo neprecizan. Naime, uo¢imo da opéenito proces (f'(By) : t > 0) nije nuzno u £2,
pa fOT f'(B:) dB; nije nuzno Itov integral u smislu definicije iz Poglavlja 2.2. No definicija Itovog integrala
se moZze progiriti na Siru klasu integranada od £2, (tzv. lokalno ograniceni adaptirani procesi) koja obuhvaca
neprekidne adaptirane slu¢ajne procese. U tom kontekstu je Itov integral (f/(B) : t > 0) dobro definiran za
funkcije f € C'. Mi ¢emo u sklopu ovog kolegija zanemariti ovu nepreciznost.
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Jos jedna posljedica Primjera je da funkcija Itovog integrala ne mora nuzno biti Itov
integral. Neka je I = (I; : t > 0) Itov integral procesa H € L2, obzirom na Brownovo gibanje

Bi f neka funkcija. Tada sluc¢ajni proces f(I) = (f(I;) : ¢ > 0) ne mora biti i sam I[tov

integral nekog procesa obzirom na Brownovo gibanje. Naime, uzimanjem H; = 11 f(z) = 2*

kao u Primjeru [2.17, dobijemo da je I, = B; i df (I;) = 2BydB; + dt. Obzirom da ¢ ne moZemo
prikazati kao Itov integral obzirom na Brownovo gibanje, slijedi da proces f(I) nije Itov
integral obzirom na Brownovo gibanje. Stoga uvodimo Siru klasu slucajnih procesa, za koju
¢emo pokazati da ukljucuje i funkcije [tovog integrala. To su Itévi procesi za koje ¢emo u

daljnjem razviti stohasticki diferencijalni racun.

Definicija 2.18. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (F;, : t > 0)
pridruzena filtracija. Itov proces je sluc¢ajni proces X = (X; : ¢ > 0) oblika

t t
Xt:X0+/ HSdB5+/ V,ds, (2.25)
0 0

gdje je Xo € R, a H = (H; :t>0)1V = (V; : t > 0) su adaptirani procesi t.d. H € L3, i
f(f |Vilds < 0o g.s. za sve t > 0.

Uo¢imo da je slucajni proces (B? : t > 0) iz Primjera [tov proces. Uistinu, procesi
H = (2B;:t>0)1V =1 zadovoljavaju uvjete iz Definicije te je B? dan formulom (2.25)).

Napomena 2.19. (a) Jednadzbu (2.25) moZemo zapisati u diferencijalnom obliku

dXt == thBt + ‘/;dt
(b) Kvadratna varijacija Itovog procesa ([2.25)) jednaka je

(X)) = /Ot H%ds. (2.26)

Uistinu, koristenjem do sada uspostavljenog diferencijalnog rac¢una za Itdv integral (u

skrac¢enom zapisu) dobijemo
d(X), = dX,-dX, = (HdB, + V,dt)(H,dB, + V,dt)
= H?dB, - dB, + 2H,V,dB, - dt + V2dt - dt = H2dt.
(c¢) Uocimo da kvadratna varijacija Itovog procesa X u potpunosti dolazi od ¢lana
I, = fg H,dB,. Obican integral R, = fot V, ds ne doprinosi nista kvadratnoj varijaciji od

X, i on sam ima kvadratnu varijaciju nula: (R); = 0. Medutim, to ne znaci da je R

deterministicki, nego samo da je manje volatilan od I. Za male vrijednosti h > 0,
Riyn = Ry + Vih,

sto daje dobru procjenu za R;.j,. Primjetite da su u trenutku ¢ vrijednosti R; i V;
poznate. S druge strane,

Livw = I + Hy(Byyn — By),

Sto ne mozemo dobro predvidjeti zbog nepoznavanja prirasta By, — Bs.

Sada zelimo definirati stohasticki integral u odnosu na Itév proces X.



FINANCIJSKO MODELIRANJE 2 31

Definicija 2.20. Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces dan formulom ([2.25)), te neka je
K = (K, : t > 0) adaptiran proces koji zadovoljava sljedece tehnicke uvjete:

t t
E/ K?H?ds < oo i / | K V| ds < o0
0 0
za sve t > 0. Stohasticki integral od K s obzirom na Itév proces X definiran je formulom

t t t
/stxs:/ KSHSdBSJr/ KV, ds. (2.27)
0 0 0

Uocimo da tehnicki uvjeti na proces K u prethodnoj definiciji osiguravaju da je stohasticki
integral od K s obzirom na X dobro definiran It6v proces (Definicija , tj. da formula
(2.27) ima smisla.

Sljededi rezultat je Itova formula za Itove procese, koja je generalizacija Itove formule
za Brownovo gibanje. Dodatno, zbog kasnijih primjena na Black-Scholes-Mertonov model,
promatrat ¢emo funkcije f : [0,00) x R — R te sluc¢ajne procese oblika f(t, X;) koji mogu

ovisiti i o vremenskoj komponenti kao i o vrijednosti X;.

Teorem 2.21. (Itéva formula za Itov proces) Neka je X = (X;: t > 0) Itov proces dan
formulom i neka je f(t,x) funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama fi(t, ),
fo(t,x) i fou(t,x). Tada za svaki T > 0,

T T
(T, Xr) = £(0,X0) + / filt, X0 di + / £.(t, X,) dX,
0 0
T
+%/0 Jua(t, X3) d(X )y
T T
(0, Xo) + /0 £t X)) dt + /O £t X)) H, dB,

T 1 T
+/ fx(t,Xt)thtﬂLi/ fea(t, X ) HE dt . (2.28)
0 0

Prije nego prezentiramo skicu dokaza ovog rezultata, navedimo nekoliko napomena.

Napomena 2.22. (a) Itova formula jednostavnije se pamti u diferencijalnom obliku:
1
(b) Formula ([2.28) za Brownovo gibanje glasi
T T 1 (T
0 0 0
odnosno u diferencijalnom obliku
1
df(t7 Bt) = ft(t7 Bt) dt + f$(ta Bt)dBt + §fx$(t7 Bt) dt .

Uoc¢imo da iz gornjeg izraza dobijemo Itovu formulu ([2.24)) za Brownovo gibanje kada je
f € C*(R) funkcija jedne varijable.

Skica dokaza Teorema[2.21:
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Formulu (2.28) pokazat ¢emo za funkciju f € C?([0,00) x R) t.d. su funkcije f, fi, fo, fox
apsolutno omedene s konstantom M > 0, te za [tov proces X oblika

t
X, = Xo+ B, + / V,ds, (2.30)
0

gdje je V.= (V; : t > 0) adaptiran proces t.d. je |V| < M za sve s > 0 gotovo sigurno.
Uoc¢imo da Itov proces X ima gotovo sigurno neprekidne trajektorije.

Prisjetimo se Taylorove formule funkcije dvaju varijabli. Neka su t,s > 01 x,y € R, tada je
1
f(t2) = f(s,9) = fils,9)(t = )+ fals,9)(@ = y) + S fuls,y)(t = )°

1
+ fu(s,9)(t = 8)(x = 9) + S fea(s,9) (@ = 9)* + R(t,5,2,y), (2.31)
gdje je R funkcija ostatka takva da je
lim lim R(t, s, z,y) = 0.

t—=s =y
Fiksirajmo 7' > 0 i neka je II = {0 = tq < t; < ... < t,, = T'} particija intervala [0, T.
Koristeci formulu (2.31) za v = X, ,, y = X;,, t = ;41 i s = t; dobijemo

—_

n—

f(T7 XT>_f(07 XO) = [f(tj-i-l’ th+1) - f(tj’ th)]
=0
n—1 n—1
= Z ft(tjv th)(tj-i-l - tj) + Z fz(tj7 th)(th+1 - th)
j=0 Jj=0

i
L

f:r:v(tjv th ) (th+1 - th )2

<
Il
o

+
N | —
]

i
L

+ ftl(tjv th)(tj-‘rl - tj)(th-H - th)

—_
o

+ §ftt<tja th)(tj+1 - t])2 + R(th+17th ) tj-i-l) t]) : (232)

Kada pustimo ||II|| — 0, lijeva strana ostaje ista. Da bismo pokazali da jednakost (2.28)
vrijedi g.s. dovoljno je naci jedan niz particija (I;), t.d. desna strana (2.32)) konvergira k
desnoj strani ([2.28]) g.s. Proucavamo §to se dogada s ¢lanovima na desnoj strani:

e Za prvi ¢lan imamd™
11} —=0

n—1 T
lim, S Alty Xt — ) = [ Al X0dr,
=0 0

gdje je na desnoj strani obi¢ni Lebesgueov (Riemannov) integral. Uo¢imo da gornji integral
ima smisla za skoro svaki w € 2 jer je funkcija t — f(¢, X;(w)) neprekidna.

e Drugi ¢lan, Z?:_ol fe(ty, X)) (Xy, ., — Xi,), konvergira prema Itovom integralu
fOT fo(t, X¢) dX;. Zaista, oznacimo

n—1
Hy=fo(t, X)), H" =" folty, Xo) 1y, 0,0 ().
j=0

ZUocite da je za w € Q lijeva strana upravo Riemannova suma funkcije ¢ — f(t, X (w)) na particiji II.
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Kako je po pretpostavci s pocetka dokaza |f,| < M, slijedi da je H € £2,1 H™ € &;p.
Stovige, zbog neprekidnosti funkcije f, i gotovo sigurno neprekidnosti procesa X, po
teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da je proces H neprekidan u srednjem reda 2,

odnosno

ELI%E[(fx(S?XS) - f:v(uXt))z} = E[lim(fm(‘S?Xs) - fx(tht))2]

s—t

= B[(£(t.m X,) — (1. X))’ = 0.
Sada po Propoziciji 2.15 slijedi da je
lim (H™ o B), = (H o B),,

n—o0

odnosno

n—1 T
lim Zfz(tja th)(Btj+1 - Btj) - / fr(tv Xt) dBt
=0 0

|[T1}[—=0

Dodatno, uo¢imo da Vrijediﬁ

|[T1}[—0

n—1 tit1 T
lim fo(tj,xtj)/ v;,ds:/ fo(t, X)) Vidl.
]ZO tj 0

Tvrdnja sada slijedi iz (2.30]) zbrajanjem zadnjih dviju jednakosti.

e Treci ¢lan mozemo rastaviti na tri dijela,

—_
3
|
—

n—

fxm(t_ja th)(thJrl - th)2 = fIZE(t‘ﬂ th)(Btj+1 - Btj)2

N | —
<
I
=}
=S,
Il
<}

n—1
1
+ 5 mex(tijtj) (/
7=0
= i+ Ss + Ss. (2.33)

Pokazimo prvo da S; konvergira prema obi¢nom Lebesgueovom (Riemannovom) integralu
% fOT fue(t, Xy) dt. To je posljedica ¢injenice da Brownovo gibanje ima ne-nul kvadratnu

varijaciju. Ideja je da se (By,,, — By,)* zamijeni s ;.1 — ;, te tada prijede na limes. Vrijedi

1 T
(Sl - 5/0 fx:C(taXt) dt)2

n—1 n—1 2
< (Z fmc(tja th)(Bth - Btj)Q - Z fx:c(tja th)<tj+l - tj))
j=0 Jj=0

n—1 T 2
+ (Z Joa(ty, X)) (tj1 — 1) —/ Jea(t, X4) dt) :
§=0 0

**0vdje koristimo da je im0 Z?:_ol 9(t;) f;tfl h(s)ds = fOTg(t)h(t)dt za neprekidne funkcije g i h.
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Uoc¢imo da drugi ¢lan u sumi konvergira u 0 g.s. po definiciji Riemannovog integrala.

Dodatno, uz oznake AB; = By, | — By, i At; = tj1 — t;, imamo

j+1

1 n—1 2

(Z wa(ty, X0 )ABY = fualty, Xo) ) At )

J J=0
n—1
= Z fwx thtl fzx(tﬁXt])(ABQ Atl)(ABJQ - Atj)]

— n—1
§=0 1=0

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili da su za i # j slucajne varijable AB? — At; i
AB} — At; nezavisne i da je E[AB?] = At;. Kako je

E [(AB? — At;)?] = E[AB}] — 2A4E[AB?] + At; = 2At7,
tvrdnja za S; sada slijedi izF_B]

n—1 n—1 2
(Z fxx(tja XtJ)ABJZ - Z fmx(tj7 th)Atj>

j=0 j=0
n—1 n—1 - 0
< ZMQZAtQ < 202 |HHZAt — ong?| || 7 120 g,

Sljedece, pokazimo da suma Sy konvergira prema 0 (u srednjem reda 2). To slijedi iz

omedenosti funkcije f,, i procesa V' te ocjene

n—1 n—1
B[S} < M* Y ACE[ABY] = MY A < MAT ]2 = o,
j:() j:()

Analognim argumentom za sumu S3 dobijemo
n—1
Sy < M®Y A2 < MAT|I||

7=0

|[TT}[—=0

0.

Time smo pokazali da treéi ¢lan konvergira k % fOT fuz(t, Xy)dt.
e Za cCetvrti ¢lan, zbog g.s. neprekidnosti procesa X imamo

n—1

lim | Z Jro (g, Xa, ) (a1 — 45)(Xeyyy — X3))

|[T1}[—0

< lim Z ’fta: t]aXt J+1 - tj)‘thH - thl
= |\1111|\Igo 0k 1|Xt’“+1 - X, I |n\|a02|fm i Xup)|(E41 = 15)

T
=0 / |ftx(t7Xt)|dt =0.
0

2
2Uocimo da smo pokazali da Sy L, % fOT fza(t, X,y)dt pa postoji niz particija za koji imamo konvergenciju g.s.
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e Za peti ¢lan slicno dobijemo

lim ’Z Sty Xo) (L — 5)°
< lim Z|ftt (L5, Xi,)| - (tj1 — 1)

1
< - lim |[IIf|- 1 (tj, X))
< dm |- fm ertt X)) (b =)

1 T
0
Slicnim argumentom kao na pocetku dokaza moze se pokazati da
n—1
||1111|fgo Z R(th+1 ) th NIESE tj) =0,
7=0
¢ime je dokaz teorema zavrsen. 0

Primjer 2.23. (Generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje) Neka je B = (B, : t > 0)
Brownovo gibanje, neka je F = (F; : t > 0) pridruzena filtracija, te neka su o = (o : ¢ > 0) i
o = (o, : t > 0) adaptirani procesi t.d. o € L2 i fo las|ds < oo za svaki t > 0. Definiramo

t t 1
X, = / osdBs + / (as ——0 ) ds, (2.34)
0 0 2

odnosno u diferencijalnom obliku

[tév proces

1
dXt IO'tdBt—f— <Oét— §Ut) dt.
Vrijedi
dX,dX, = 0?dB,dB, = o’ dt.

Neka je Sy > 0 realan broj i f(z) = Spe*. Definiramo proces S = (S; : t > 0) kao S; = f(X3).
Kako je f'(z) = f"(z) = S(0)e” iz Itove formule dobivamo

! 1 1
dS; = df (X;) = f(Xy) dXy + 5 J(Xy) dX; dX,
1
:%J%&+§&Jw&¢&
1
- St dXt + 5 St dXt dXt

= OétSt dt + O'tSt dBt 3 (235)

odnosno zapisano u integralnom obliku

t 1 t
Sy = / o Ssds + —/ astst.
0 2 /o

Iz jednadzbe (2.35)) vidimo da cijena imovine S; ima trenutnu srednju stopu povrata oy i
volatilnost o;. I trenutna srednja stopa povrata i volatilnost mogu se mijenjati kroz vrijeme.
Proces S zovemo generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje i predstavlja

najopcenitiji model kretanja cijena financijske imovine koje je neprekidno, pozitivno, i ima
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jedan izvor nesigurnosti (Brownovo gibanje B). Usprkos tome §to model pokre¢e Brownovo
gibanje, distribucija od S ne mora biti log-normalna. U slu¢aju konstantnih nesluc¢ajnih o i o,
gornji model svodi se na geometrijsko Brownovo gibanje i log-normalnu razdiobu.
Pretpostavimo da su « i o konstantni i neslucajni. Tada iz formule slijedi

1
S; = Spexp {aBt + (a ~5 02) t} , (2.36)

a diferencijalni oblik (2.35) na

dSt = OéSt dt + O'St dBt .
Pretpostavimo na trenutak da je a = 0. Tada S; zadovoljava dS; = 05; dB;. 1z desne strane
vidi se da je u tom slucaju

1
S; = Spexp {aBt —3 azt}

martingal (vidi i Zad 6). U opéem slu¢aju konstantnog «, iz (2.36|) imamo
1
S; = Spexp {aBt —3 02t} e

Bududi da je zbog martingalnosti Eexp{oB; — 3 0t} = 1, dobivamo da je ES, = ESye*. To
znaci da je srednja stopa povrata od S jednaka «.

Za nekonstantnu volatilnost ¢ na isti nacin zakljucujemo da je
t 1 t
S, = Spexp {/ 05 dB, — 3 / o’ ds} (2.37)
0 0

Sljedeci rezultat daje nam neke dovoljne uvjete pod kojima S; ima log-normalnu razdiobu.

martingal.

Teorem 2.24. (Itov integral za deterministicki integrand) Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo
gibanje, te neka je f: [0, oo> — R neslucajna funkcija vremena t.d. fg f2(s)ds < 0o za svaki

t > 0. Definiramo I; = fo s)dBs. Tada je za svaki t > 0 slucajna varijabla I; normalno
distribuirana s ocekivanjem 0 @ varyancom fo s)ds.

Dokaz. Uo¢imo da je Itdv integral I = (I, : t > 0) dobro definiran s obzirom na to da je

f € L2,. Pri tome funkciju f promatramo kao funkciju f : [0,00) x 2 — R definiranu kao
f(t,w) := f(t). Stoga je proces I martingal za koji je Iy = 0, pa odmah slijedi da je
EIl, = Ely = 0. Varijanca od [; izra¢unata je u Teoremu 2.11 (c):

Varl; = EI? = / f2(s)ds = / f2(s)

jer je f neslucajna funkcija.

Preostaje dokazati da je I; normalno distribuirana. To ¢emo pokazati ra¢unanjem funkcije
izvodnice momenata sluéajne varijable I;, Ee**, u € R. Stavimo u formulu (2.37) o, = uf(s)
i Sp = 1. Slijedi da je proces

exp{/otuﬂ ag.— 5 [ (wr)ra y

martingal koji je u trenutku ¢t = 0 jednak 1. Slijedi

E [exp{/otuf( )dB, —1/0<uf( s))2d H ~1. (2.38)



FINANCIJSKO MODELIRANJE 2 37

Gornju formulu mozemo napisati u obliku
1 t
E {exp {u]t - §u2/ 2(s) ds}} =1,
0

1 t
Ec"/t :exp{éuz/ f2(s)ds}, ueR.
0

Na desnoj strani je funkcija izvodnica momenata normalno distribuirane sluc¢ajne varijable s

odnosno,

o¢ekivanjem 0 i varijancom fot f2(s)ds. O



	1. Brownovo gibanje
	1.1. Skalirana slucajna šetnja
	1.2. Brownovo gibanje
	1.3. Kvadratna varijacija
	1.4. Markovljevo svojstvo
	1.5. Distribucija vremena prvog prijelaza

	2. Itôv integral
	2.1. Itôv integral za jednostavne integrande
	2.2. Itôv integral za opce integrande
	2.3. Racunanje Itôvog integrala
	2.4. Itôva formula


