Domacéa zadaca iz Financijskog modeliranja 2

Zadatak 1. Neka je (B;);>0 Brownovo gibanje.
(a) Odredite razdiobu sluc¢ajne varijable X = By 4+ By + Bs.

(b) Neka je Y ~ N(0,0?). Izracunajte funkciju izvodnicu momenata slu¢ajne varijable Y,
te E[Y3] i E[Y?]. Neka je Z ~ N(u,0?). Odredite funkciju izvodnicu momenata za Z.

(c) Neka je W = f01 BZ2dt. Dokazite da je W slucajna varijabla i izracunajte Var(W).

Zadatak 2. Neka je B = (B;);>o Brownovo gibanje. Je li proces X = (X;);>o takoder
Brownovo gibanje, gdje je:

(a) Xt = \/LEBCh t Z 07 c> 0.

Zadatak 3. Neka su BY) = (Bt(l))tzo i B® = (Bt(Q))tZO nezavisna Brownova gibanja. Za koje
vrijednosti parametara «, 8 € R je proces W,

W, =aBY + 8BP?, t >0
Brownovo gibanje? Objasnite

Zadatak 4. Neka je B = (B;);>0 Brownovo gibanje. Dokazite da je proces X = (Xi)o<t<r
Gaussovski (odnosno da je (Xt,, Xt,,. .., X, ) normalno distribuiran slu¢ajni vektor za sve
meNIQ <t <ty<...<ty), odredite mu kovarijacijsku funkciju (y(s,t) = Cov(Xs, X3)),
te funkciju gustoce slu¢ajnog vektora (X, X;), 0 < s < t, gdje je

(a) Xt:Bt—tBl,OStS 1.
(b) X, = e 2B, t > 0.

Zadatak 5. Neka je (B;);>o Brownovo gibanje. Dokazite da je proces X = (X;);>o definiran
s

t
Xt_Bf’—S/ Byds, t >0,
0
martingal obzirom na prirodnu filtraciju za B.

Zadatak 6. Neka je (B;)i>o Brownovo gibanje i a,b € R. Dokazite da je slu¢ajni proces
X = X; : t > 0 definiran s X; = exp(aB; + bt), t > 0 martingal ako i samo ako je a® + 2b = 0.



Zadatak 7.
(a) Odredite 1-varijaciju and 2-varijaciju funkcije f(t) = t.

(b) Pokazite da je kvadratna kovarijacija dvaju nezavisnih Brownovih gibanja konacna i
jednaka 0.

Zadatak 8. Neka je (B;);>0 Brownovo gibanje i Il = {0 =ty < t; < ... < t, = T’} proizvoljna
subdivizija intervala [0, 7).
(a) Pokazite da vrijedi

; BtQj—l(BtJ By, = gB% 3 Z(Btj - Btjfl)?) - ; By, (B — Btjfl)Q'

j=1

(b) Koristenjem (a) dijela i Propozicije 2.15 odredite Itov integral

T
Iy = / B2dB;.
0

Dodatno, provjerite da integrand u integralu I zadovoljava uvjete Propozicije 2.15.

(c) Oznacimo s t} = % sredinu intervala [t;,¢;41], te definiramo
n—1
Qu=> (B — By)"
=0
Odredite E[Qn], Var(Qn) i (P) lim Qn.

(11| =0

(d) Stratonovicev integral Brownovog gibanja B obzirom na samog sebe definira se kao

[[11}[—=0

n—1
SIy = lim Y B (By,, — B).
7=0

Koristenjem (c) dijela i izraza za Itov integral fOT B,dB,; odredite SIr.

Zadatak 9. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje. Odredite varijancu slu¢ajne
varijable X ako je

(a) X = fol e'(sin(By) + cos(By))dB,
(b) X = [ sh(B,)dB,
Zadatak 10. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje i X = (X; : t > 0) slu¢ajan proces

definiran s X; = (1 + %Bt)?’. Primjenom Itove formule dokazite da proces X zadovoljava
stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dX, = 1X° + X}PdB,, X, =1.



Zadatak 11. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje. Primjenom Itove formule dokazite
da je sluc¢ajan proces X = (X; : t > 0), definiran s X; = e2 cos B;, martingal obzirom na
Brownovsku filtraciju.

1. a) X ~ N(0,14), b) gy (A) =T E[V3] =0, E[V4] = 304, 05 (A) = e 5| () Var(W) = L.
2. a)da, b)da, c¢)ne, d)da, e)ne, f)da.

3.
4
5

a’?+p3%2=1.

. a) y(s,t) = min{s, t} (1 — max{s,t}), b) v(s,t) = 3 (min{st}—max{st})
. ¢) Neka (2, F,P) v.p. Prvo pokaZite da vrijedi: E[fot Xqds|G] = fg E[X;|G]ds, za svaku o-algebru

gcCF.

7.
8.

a) Vi(f) =, b) VP (f) = 0.
b) Ir = 3B} — [ Budt, ¢) E[Qu) = L, Var(Qn) = 137 o(tj41 — t)% (P) lim Qn = Z, d)

SIp = 1B2.

9.

(a) <52, (b) 2



