FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Drugi kolokvij — 30. lipnja 2023.

Zadatak 1. Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P).

(a) (3 boda) Odredite E(X;) za Itov proces X = (X; : ¢ > 0) dan Cox-Ingersoll-Rossovom stohastickom
diferencijalnom jednadzbom

dXt = (CK — ﬁXt)dt + o XtdBt, XO =z > 0.
(b) (3 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(¢) (2 boda) Dokazite da je mjera P* na (€, F) iz Girsanovljevog teorema vjerojatnosna i ekvivalentna s
P|z,.. Sve tvrdnje obrazlozite.

(d) (4 boda) Primjenom Girsanovljevog teorema odredite

B[(B+ et o).

Rjesengje.
(a) Iz integralnog obliha stohasticke diferencijalne jednadzbe primjenom Fubinijevog teorema i ¢injenice
da je ocekivanje Itovog integrala jednako nula dobivamo

m(t): =E[X,| == +/U (o — Bm(s))ds

odnosno m/(t) = a — fm(t). MnoZenjem s e slijedi da je
(eP'm(t)) = ae
odnosno m(t) = § + CePt. Uvrstavanjem pocetnog uvjeta m(0) = x slijedi da je
«

m(t) 5

(1 — e + zePt,

(b) Teorem 4.4
(c) Kako je proces (Z; : t € [0, T]) martingal slijedi da je E[Z7] = E[Zy] = 1. Stoga je
P*(Q) =E[Zr] = 1.
Kako je ujedno i P(Zr > 0) = 1, slijedi da je
P(A) >0 < P*(A)=E[Zr14] >0, A€ Fr
pa vjerojatnost P* ekvivalentna s P na Fr.
(d) Ideja je eliminirati eksponencijalni ¢lan pod ocekivanjem i to tako da definiramo vjerojatnosnu mjeru
P(A)=E [ef(f e tdBu—j Jg e s A} L Ae F.
Uo¢imo da je po Girsanovljevom teoremu proces B = <§5~ s € [0,t]) definiran s B, = Bt—f(; e Sds =
B; + et — 1 Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost P. Slijedi da je
E [(Bt +e7)?. elo efsdBS] = e Joe iR [(B:+e7")?] = eil=¢E [(ét - 1)2]
)

— 40 (BB} - 2B[B] + 1) = (¢ + 1)ei™),

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je B, XN (0,1).
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Drugi kolokvij — 30. lipnja 2023.

Zadatak 2. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s cijenom dionice u trenutku 0 < ¢ < T jednakom
S; 1 konstantnim parametrima: srednjom stopom povrata «, volatilnoséu o > 0 i kamatnom stopom r > 0.

(a) (4 boda) Definirajte pojmove ekvivalentne martingalne mjere i arbitraze.
(b) (3 boda) Odredite stohasticku diferencijalnu jednadzbu za diskontiranu cijenu dionice u ovom modelu.

(c) (3 boda) Obrazlozite dopusta li ovaj model arbitrazu. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazlozite.

Rjesenge.
(a) Definicija 4.8 i odjeljak iznad nje.
(b) Lema 3.1, primjenom Itéve formule dokazujemo da vrijedi

d§t = (O{ — T)gtdt ‘I— UgtdBt.

(c) Definiramo B} = B; + ¢=*t. Uo¢imo da je tada

dgt = O'gtdB:

Kako je po Girsanovljevom teoremu proces B* = (B; : t € [0,7]) Brownovo gibanje obzirom na
vjerojatnost

—r a—r)2
P*(A>:E e o BT_(%Q) TlA , AE.FT

slijedi da je S P*-martingal (jer je Itov integral). Kako je P* ~ P slijedi da je P* ekvivalentna
martingalna mjera na trzistu. Stoga po 1. fundamentalnom teoremu odredivanja cijena, model
trzista ne dopusta arbitrazu.
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Drugi kolokvij — 30. lipnja 2023.

Zadatak 3. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s cijenom dionice u trenutku 0 < ¢ < T jednakom
S; 1 konstantnim parametrima: srednjom stopom povrata «, volatilnoséu o > 0 i kamatnom stopom r > 0.

(a) (4 boda) Odredite razdiobu slu¢ajne varijable In (‘Z—f) obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru
na trzistu. Obrazlozite zaSto je ta sluc¢ajna varijabla nezavisna od S;.

(b) (6 bodova) Dokazite da je vrijednost europske call-opcije s dospijeéem T > 0 i cijenom izvrSenja
K > 0 u trenutku 0 < ¢ < T dana s c(t, S;), gdje je

c(t,z) = x®(d (T —t,x)) — e "TIVKD(d_(T —t,z)),

te du(r,7) = ;= log £ + (r & 30?) 7].

(c¢) (4 boda) Pretpostavimo da je « = 0.2,0 = 0.3, te da je godiSnja kamatna stopa na trzistu novca je 5
%. Odredite gamu europske call-opcije s dospije¢em 15 mjeseci i cijenom izvrSenja 410 kn u trenutku
t =1 godina ako je S; = 400. Mozete koristiti da je ¢, (t,z) = ®(d (T — t, z)).

Rjesenge.
(a) Iz jednakosti (4.32) izvedemo jednakost (4.36) iz koje slijedi da je

S 2
1n§T =o(By — B)+ (r— 5)(T — 1),
t

gdje je B* proces iz Zadatka 2 c¢). Kako je B} — B} 2 N(0,T —t) slijedi da je

S *
o % N((r = )T —1).0%(T 1)),
t
Nezavisnost slijedi iz &injenice da su Bi — Bf i B nezavisne slucajne varijable te je In%Z = f(T —

St
By — B) i S = Soel B0, pri gemu je f(5,2) = 0w+ (r = 5)s.

(b) Raspis sa str. 66-67.
(c¢) Uocimo prvo da je

o (T—1,5)2/2

zo\/2m(T —t)’

Parametri modela su a = 0.2, 0 = 0.3, S; =400, r = 0.05, T = % =1.251 K =410 pa je

Ft = sz(t, St> = N(d+(T - t, St)>d/+(T - t, St) =

2

I+ (r+ 5)(T —1) _ 90 4 (0.05+ 42)0.25

do — 410 ~ —0.1563.
i ovVT —t 0.3v/0.25
. o3 /2 N
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Zadatak 4. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (2, 7, P).
(a) (4 boda) Neka je M = max,ejoy Bs. Dokazite da vrijedi

PMP >uz,B,<z)=P(B,>x), x>0.
(b) (2 boda) Neka je 1 € R. Koristenjem izraza

T — ut 9 x + ut
<) = oy |
P(£3§(35+”8)—x) @( 7 ) e <I>( N ),x>0

izvedite formulu za P(ming<s<¢(Bs + ps) > z), x < 0.

(c) Cijena dionice modelirana je geometrijskim Brownovim gibanjem s parametrima o« € R i o > 0.
Pocetna cijena dionice je Sy > 0, a godiSnja kamatna stopa je r > 0.

(b1) (4 boda) Odredite cijenu up-and-in binarne opcije s cijenom izvrSenja K, barijerom b i dospije¢em
4 mjeseca.

(b2) (4 boda) Izracunajte vjerojatnost da vrijednost opcije pod (b1l) bude nula u trenutku dospijeca.

Rjesenge.
(a) Vidi (4.44) iz dokaza Teorema 4.17.
(b) Iz simetrije Brownovog gibanja slijedi

P(Orgslgt(Bs + us) > x) =P(— ggg;{t(—Bs — ps) > x)

= P(éﬁﬁé(_Bs — pus) < —x)
= P(Org?%(t(Bs —ns) < —x)

(c1) Trazi se cijena sluc¢ajnog zahtjeva
C=K- ]-{ max S;>b} o
0<t<T

gdje je T' = 14—2 = % . Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera uz koju je

a—7T

Brownovo gibanje. Tada je cijena slu¢ajnog zahtjeva C' dana s
Vb — E*[e—rTC] — E*[Ke—rTl{ nax St>b}]
o<t<T T

= Ke""P*(max S; > b) = Ke”""P*(max (Bf + (£ — %)t) > 1 1n

0<t<T 0<t<T

S

&l
N—

— —rTPp* * >
Ke™" P*(max (B; + pt) 2 x),



pa koriste¢i formulu za funkciju distribucije maksimuma Brownovog gibanja s driftom dobije se

_ _ —x+p-T x+p-T
— rT P * < — rT x 2ux o
Vo=Ke ™ (1-P (org%}%(Bt +ut) < x)) = Ke [CD (—\/T ) + e P ( —7 )|

iyl iy =r_c¢
zaa:—glnsol,u—g 5

(c2) Trazimo

0<t<T 0<t<T
— a_¢o 11,0
_Polgtag)g“Bt—i_(U 3)t) < slng)
=P B t) <
(Orgg;( +ut) <),
gdje je
a o 11 b
=———= i z=—-ln—
a o 2 o Sy

Koristeéi formulu za funkciju distribucije maksimuma Brownovog gibanja s driftom dobijemo

x—p-T 2 r+p-T
< = — | —e# S
P(Org%}%(Bt-l-ut) <) <I>( Nk ) e <I>< T )
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