FINANCIJSKO MODELIRANJE 2
Prvi kolokvij — 4. svibnja 2023.

Zadatak 1.

(a)
(b)

(c)

(d)

(3 boda) Definirajte Brownovo gibanje B = (By, t > 0).

(6 bodova) Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje. Koji su od sljedeé¢ih slu¢ajnih procesa
Brownova gibanja

(b].) Xt - 2(Bt/4+1 - Bl), t Z O, <b2) }/;5 = _Bt+2 - BQ, t Z O?
Svoje tvrdnje obrazlozZite.

(3 boda) Neka je B = {B; :t > 0} Brownovo gibanje. Dokazite da je slu¢ajni proces {B? —t:t >0}
martingal obzirom na prirodnu filtraciju za B. Svaki korak detaljno obrazlozite.

(4 boda) Neka je a > 017 =inf{t > 0: |B;| = a}. Odredite razdiobu slu¢ajne varijable B, i E[7].

Rjesenge.

(a)

Slu¢ajni proces B = {B; : t > 0} definiran na vjerojatnosnom prostoru (£2, P, F) s vrijednostima u R
je Brownovo gibanje ako vrijedi
(i) Bp =0 P-gs.;
(ii) zasven e NiO0 =ty <t; <...<t<nsu prirasti
B, — By, B, — By,,..., By, — By, _,

nezavisne sluc¢ajne varijable;

(iii) za sve 0 < s <t prirast B; — B ima normalnu razdiobu s o¢ekivanjem 0 i varijancom ¢ — s, tj.
By — By ~ N(0,t — s);

(iv) trajektorije slu¢ajnog procesa B su P-g.s. neprekidne funkcije.

(bl) Da. Dovoljno je dokazati da je X gaussovski proces s neprekidnim trajektorijama, funkcijom

ocekivanja m(t) = 0 i kovarijacijskom funkcijom ~(s,t) = s A t. Neprekidnost trajektorija slijedi iz
neprekidnosti trajektorija Brownovog gibanja B. Dokazimo da je X gaussovski. Neka je n € N i

0 <t <...<t, Tada je za slucajni vektor (Xy,,...,X;,) normalan kao linearna transformacija
normalnog slu¢ajnog vektora (Bj, ja11 — By, jat1s - - - Bi, jap1 — B1) koja je dana s

(2 0 0 o] [ Bty jat1 — By | [ X, ]

2 2 00 Biyjav1 — By jagt Xty

2 2 2 0| | Bt,_1/a+1 — Bty yja11 Xt s

_2 2 2 2_ L Btn/4+1 - Btn71/4+1 i | th i

Funkcija ocekivanja je EX; = 2E[B, 411 — B1] = 0, a kovarijacijska funkcija je
E[X,X;] = 4E[B;111Bijs+1 — Bsjar1B1 — Byjai Bi + Bi] =
=4(s/4+ )N ([{t/A+1) = (s/A+ 1) AL = (t/A+1) A1+ 1] =sAt.
Dakle, XX je Brownovo gibanje.

(b2) Ne, jer je npr.
Var(Y;) = Var(—(Bii2 — B2) — 2Bs) = Var(—(Byioa — Bs)) + 4Var(By) =t +2—2+4-2 # t.



(c¢) Koristenjem Itove formule lako slijedi da je
t
Bf—t:2/ B.dB;
0
odnosno da je promatrani proces Itdv integral, pa samim time i martingal. Alternativno, moze se
pokazati po definicji gdje je kljucni korak pokazati da vrijedi
E[B} — t|F,] = E[(B; — By)* + 2Bs(B; — B;) + B2 — t|F] = E[(B, — B;)*] + 2B,E[B, — B,]| + B> — t
=B s,
pri cemu smo koristili ¢injenicu da je B; — Bg nezavisno od F, i B, Fg-izmjerivo.

(d) Vidi Primjer 1.25 s predavanja.
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Prvi kolokvij — 4. svibnja 2023.

Zadatak 2. Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje.
(a) (4 boda) Izvedite izraz za kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja.

(b) (4 boda) Pokazite da je

2n—1 1
: 2 P22 2
i 3 )= [ e
j:

Rjesenge.
(a) Vidi Teorem 1.14 s predavanja.

(b) Uocimo da je po definicji lijeva strana izraza jednaka (B?%)1, odnosno kvadratnoj varijaciji procesa B>
u trenutku 1 (vidimo da je s {s& : j = 0,...,2"} dana jedna subdivizija intervala [0,1]). Lako se
pokaZe (npr. primjenom Itove formule) da je B? Itov proces oblika

d(B?) = 2B,dB, + dt,

pa je njegova kvadratna varijacija jednaka kvadratnoj varijaciji [tévog integrala 2 fot B,dB,, odnosno

(BY), — /0 2B, dt.
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Zadatak 3. Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju F = {F; : t > 0} i neka je
T > 0.

(a) (4 boda) Definirajte jednostavni sluc¢ajni proces H = {H; : 0 < t < T'} te pripadni It6v integral u
odnosu na Brownovo gibanje BB.

(b) (4 boda) Dokazite da za jednostavni proces H = {H,; : 0 <t < T'} vrijedi Itova izometrija.

(c) (4 boda) Detaljno obrazlozite kako se gornja definicija Itdovog integrala proSiri na opce integrande,
odnosno F-adaptirane slu¢ajne procese H = {H,; : 0 <t < T'} za koje je E [fOT H}? dt} < 00.

Rjesenge.
(a) Slucajni proces H = {H; : 0 <t < T} je jednostavan ako je

qu]l 1[t31t()70§t§T7

gdiejen e N,0=1, <t <...<t, =T je particija segmenta [0,T], a ¢; su F; -izmjerive omedene
slucajne varijable za j € {0,...,n — 1}.

[tov integral slucajnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B je slucajni proces (H e B) =
{(H e B); : t > 0} definiran s

(He Bt—Z@ 1(Bint, = Bint,_,), 0<t < T
7j=1
(b) Vrijedi

2
E

([ nan)

<_Z $j-1(B, — Btj_n)

= > El¢j1¢x1(By, — By,_,)(By, — By, )]

jk=1
Za 1l < j <k <n je, zbog nezavisnosti prirasta,
E[¢j_1¢k_1(Btj - Btj—l)(Btk - Btk—l)] = E[E[¢j—1¢k—1(Btj - Btj—l)(Btk - Btk_1)|]:tk—1]]
- E[(b]'*l(bk*l(Btj - Btj71>:\E[Btlc - Btk—ll'akfl]] =0.

TV
=E|[Bi, — B, _,]=0

Zbog simetrije, isto vrijedi za 1 < k < 7 < n. Stoga je

([ nan)

= El¢} (B, ~ B,,.) ZE% (El(B, — B, )17,
j=1

TV
E[(Bt Btj71)2]:tj7tj,1

:E{/OTHfds}.

=E

> @3t —tio)
j=1




(c) Neka je (H™),en C &p niz aproksimirajuéih jednostavnih integranada iz leme s predavanja, te oz-
nacimo It(n) = fot H dB,. 1z leme s predavanja vezane uz egzistenciju aproksimirajuéeg niza jednos-
tavno slijedi da je niz (H™),cy Cauchyjev u £2, odnosno da je

m,n—o0 n—oo

T T T
lim E/ \H™ — H™ 2 dt < 2 <1im E/ |H™ — H,)?dt + lim E/ |H™ —Ht|2dt> —0.

Medutim, zbog Itéve izometrije (primijenjene na I6v integral ((H™ — H™). B) koji je zbog linearnosti
jednak procesu 1™ — ™) imamo da je

t
B [ a0~ B0OP @ =B - 1),
0

pa je stoga

mlir_rg@E[([fn) —I'™? =0, 0<t<T. (1)
To znac¢i da je niz Itovih integrala (It(n))neN u trenutku ¢ Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru
L*(Q, F,P) zasve t € [0,T]. Kako je L*(Q, F,P) potpun, slijedi da niz (It(n))neN konvergira (u L?)i
njegov limes zovemo It6vim integralom procesa H obzirom na Brownovo gibanje B (u trenutku ) i
oznacavamo (H - B), = I, = [} H,dB,. Dakle,

t t
/ H,dB, = (L*) lim | H™dB,. (2)
0

n—o0 0
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Zadatak 4.
(a) (3 boda) Definirajte Itov proces.
(b) (3 boda) Zapisite Itovu formulu za Itov proces.

(c) Neka je B={B; :t > 0} Brownovo gibanje, f € L*(R), te X = {X; : t > 0} Itov proces definiran s

Xt:/otf(s)st—%/Otf(s)st, t>0.

(cl) (2 boda) Odredite E[X}] i Var(X;).

(c2) (3 boda) Je li sluéajni proces Y = {Y; : t > 0} definiran s Y; = eX* martingal? Svoju tvrdnju
dokazite.

(c3) (3 boda) Neka je f(t) = e'1j,100)(t). Odredite ¢emu je jednak

2m—1

. 1 )
Jm D sy g — X0
7=0

271

Rjesenge.
(a) Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju F = {F; : t > 0}. Slucajni

proces X = {X; : t > 0} je Itov proces ako postoje F-adaptirani sluc¢ajni procesi V= {V; : ¢t > 0} i
H ={H;:t> 0} takvi da je

t t
/|Vs|ds<ooP—g.s. i E[/ HZ%ds
0 0

t t
Xt:XO—I—/ V;ds—i—/ HydBs; za t>0.
0 0

<o zasve t>0

(b) Ako je f € C?([0,00) x R) i X Tt6v proces, onda vrijedi

1 ta2f

5 ; w(S,XS) d<X>S .

Lo Lo
f(t, X)) = (0, Xo) +/ —f(s,Xs)ds—i-/ —f<S,XS)dXS +
0 375 0 81‘
(c) (cl) Kako je Itov integral martingal, vrijedi

Bpx) - 5| f(s) |- | Sods = [ s as

Nadalje koristenjem Itove izometrije slijedi

(/ ' £s) dBS)Q

Var(X,) = Var < /0 ") st> _E

- / (s s




(c2) Koristeci Itovu formulu dobijemo da je
dY; = YidX, + 1Vid(X), = Y (t)dB,,

odakle vidimo da je Y Itov integral, pa samim time i martingal.

(¢3) Analogno kao u dokazu Itove formule, to¢nije izraza za ¢lan (2.33), slijedi da je

‘ 1 - 1 1 B 1 1 ) B 1
tim 3 (X = X = | macon= [ 5w [ o
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