FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Drugi kolokvij — 28. lipnja 2021.

Zadatak 1. Promatramo model financijskog trzista s dvije financijske imovine: novac i dionica. Cijena
dionice modelira se adaptiranim slu¢ajnim procesom S = (S; : t > 0), a novac se ukamacuje po kamatnoj
stopi r = (r; : t > 0), koja je takoder adaptiran slu¢ajni proces. Neka je T > 01 ¢ = ((¢?,¢}) : t € [0,T])
portfelj .

(a) (2 boda) Definirajte samofinancirajuci portfelj.

(b) (4 lioda) Dokazite da je portfelj ¢ samofinancirajuci ako i samo ako diskontirana vrijednost portfelja
o, Vo = (Vf’ :t €[0,T]), zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dvy = ¢1dS,,
gdje je (S : t € [0, 7)) diskontirana vrijednost dionice.

(c) Neka je S; = at + 0By, gdje je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje (u R),a € Rio > 0.
Pretpostavimo da je r; = 0 za sve t > 0. Provjerite jesu li sljede¢i portfelji samofinancirajuéi:

(c1) (2 boda) ¢ = ((—25% + 0%t,S;), t € 10,T]),
(c2) (2 boda) ¢ = ((fot S, ds, —t) RS [0,T]>.

(d) (2 boda) Iskazite karakterizaciju dostiznog slu¢ajnog zahtjeva C' s dospije¢em u vremenu 7.

Rjesenge.
(a) Portfelj ¢ je samofinancirajuci ako je adaptiran, vrijedi
T T
/ y¢$|dt+/ o2 dt < 00 P —gs.
0 0
te . .
Vﬁ=V0¢+/ ngdRer/ ¢LdS, P—gs, 0<t<T.
0 0
(b) Propozicija 4.7

(c1) Vrijednost portfelja je
VP =252 4 0%+ S? = —5? 4+ 0%t

pa iz Itove formule slijedi da je
AV = —25,dS, — % -2d(S); + o dt = —28,dS, — o* dt + o* dt
= —28,dS; # S,dS; = $;dS; .
Kako su diskontni fakto D, = 1 za sve t, iz (b) dijela zadatka slijedi da portfelj nije samofinancirajuéi.
(c2) Vrijednost portfelja je
‘/;¢:/tSsds—tSt.
Koristeci Itovu formulu (za f(t,z) = tx) dobiV[;mo

dV,? = S, dt — (S, dt + t dS, + 0)

Dakle, portfelj je samofinancirajuéi.
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Zadatak 2. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s konstantnim parametrima: srednjom stopom
povrata «a, volatilnoséu ¢ > 0 i kamatnom stopom r > 0. Vrijednost europske call-opcije s dospije¢em
T > 0 i cijenom izvrSenja K > 0 u trenutku 0 < ¢t < T je dana s c¢(¢t,5;), gdje je S; cijena dionice u
trenutku 0 <t < T, a c € C1%(]0,00) x [0,0)).

(a) (3 boda) Napisite Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za c(t, x), te vrijed-
nost od ¢(T, z) .

(b) (3 boda) Napisite formulu za rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe iz (a).

(c) (3 boda) Pretpostavimo da je a = 0.2,0 = 0.3 1 Sy = 400. Godisnja kamatna stopa na trzistu novca
je 5 %. Odredite cijenu u t = 0 europske call-opcije s dospijeéem 15 mjeseci i cijenom izvrSenja 410

kn.

(d) (4 boda) Pretpostavimo da na trzistu postoje call i put opcija te forward ugovor s cijenama c(t, S;),
p(t,S;) 1 f(t,S;). Delte call i put opcija su redom -0.5 i 0.6, dok su game redom 0.01 i 0.02. Delta i
gama forward ugovora su -0.1 i 0.01. Investitor je upravo prodao 10 put opcija kada je cijena dionice
bila 100 kn. Zeledi se zastiti od obveza, zeli formirati portfelj koji ¢e se sastojati od call opcija i
forward ugovora. Koliko call opcija i forward ugovora investitor treba imati u portfelju tako da on
bude delta i gama neutralan?

Rjesenge.

(a) Jednadzba (3.5) uz ¢(T,z) = (v — K) .

(b) Jednadzba (3.11).

(c) Parametri modela su a = 0.2, 0 = 0.3, Sp = 400, r = 0.05, T = }—g =1.251 K =410. Traz se

(0, Sp) = ¢(0,400) = 400®(d, ) — 410e” P 1Hd(d_),

gdje su

LB T g+ 005+ %F)12
+= -

oVT 0.3v/1.25
d_=d, — oVT ~ 0.28042 — 0.3v/1.25 = —0.05499 .

~ 0.28042

Stoga je ¢(0,Sy) ~ 400 ®(0.28) —410e~9051-25 §(—0.05) ~ 59.205.

=0.6103 =1-0.5199

(d) Neka je a broj call opcija i # broj forward ugovora. Vrijednost novog portfelja je tada g(¢, S;), gdje je
g(t,z) = =10p(t, z) + ac(t, z) + Bf (¢, z).

Vrijednost « i 5 ¢emo dobiti iz uvjete da delta i gama novog portfelja moraju biti jednaki nula:

0=2A, = —10A, + aA. + BAy,
0 g

T, = —10T, + ol + AT}y, ,



odnosno

0=-10-0.6 — 0.5 — 0.13
0=—10-0.02 + 0.0l + 0.013,

tj.

ba+ = —60
a+ =20

s rjeSenjem o = —20 i § = 40. Dakle, treba prodati 20 call opcija i kupiti 40 forward ugovora.
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Zadatak 3.

(a) (2 boda) Iskazite Lévyjevu karakterizaciju Brownovog gibanja.

(b) (3 boda) Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i sgn(z) = 19,00y () — 1(—s0,0y(z), z € R. Dokazite
da je slucajni proces X = (X; : ¢t > 0) definiran s

t
X, = / sgn(Bs)dBs, t >0
0

Brownovo gibanje.
(c¢) (3 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(d) (2 boda) Neka je B = (B; : t € [0,T]) Brownovo gibanje na (2, F,F,P), © = (6, : t € [0,7T)])
F-adaptiran proces i Z = (Z; : t € [0,T]) proces Radon-Nikodymove derivacije za ekvivalentnu
martingalnu mjeru P* iz Girsanovljevog teorema (obzirom na P). Za 0 < s < t odredite

E*[B,Z; | F.).

(e) (4 boda) Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s konstantnim parametrima: srednjom stopom
povrata «, volatilnoséu o > 0 i kamatnom stopom r > 0. Pomoc¢u Girsanovljevog teorema pronadite
ekvivalentnu martingalnu mjeru u ovom modelu (argumentirajte zasto je to martingalna mjera).

Rjesenge.
(a) Teorem 4.3.

(b) Koristimo Lévyjevu karakterizaciju Brownovog gibanja: X je martingal kao Itov integral, Xy =0 i

(X)) = /Ot sgn(B,)*d(B), = /Ot ds=t.

(c) Teorem 4.4.

(d) Kako je P*(A) = E[Zr14] za A € Fr, slijedi da za sve s < t 1 F-uzmjerivu sluc¢ajnu varijablu Y
vrijedi
E*[Y|F,] = Z;'E[Y Z,| F.].
Slijedi da je
E*[B;Z; '\ F,| = Z;'E[B:Z; ' Z,|F,| = Z;'E[B,|F,) = B Z; ",

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je B martingal obzirom na P.



(e) U ovom modelu su cijena dionice S; i vrijednost novca R; modelirane s

dS; = aSydt + 0SidB;, Sp >0
th == TRt dt, RO =1 (tJ Rt = €Tt) .

Tada je
dS; = —re ™S, dt + e7"tdS, = —re "t S, dt + e (aS; dt + 0.5, dBy)

= oz—rgtdt—i-agtdBt:US't udt‘i‘dBt .
o

Koriste¢i Girsanovljev teorem s

dobije se da je uz

sluc¢ajni proces
a—r

t
B::Bt‘i‘/GSdS:Bt—i— t, OStST
0

Brownovo gibanje u odnosu na vjerojatnosnu mjeru

P*(A) = E[Zr14] = / T3 T qp, A e Fr
A

Tada je
t
St:SO‘i‘O'/SSdB;, OStST
0

pa je {S’t : 0 <t < T} P*martingal kao It6v integral, ¢ime smo pronasli ekvivalentnu martingalnu
mjeru.
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Zadatak 4.
(a) (3 boda) Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje. Izra¢unajte VarX , gdje je X = max B, .

(b) Cijena dionice modelirana je geometrijskim Brownovim gibanjem s parametrima o = 0.1 i 0 = 0.2.
Pocetna cijena dionice je 300 kn, a kamatna stopa je 5%.

(b1) (4 boda) Izra¢unajte vjerojatnost da unutar pola godine cijena dionice neée pasti ispod 280 kn.
(b2) (4 boda) Odredite cijenu down-and-out opcije s cijenom izvrienja 100 kn, barijerom 280 kn i
dospije¢em 9 mjeseci.

Napomena: Za B = (B : t > 0) Brownovo gibanje na (2, F,P) i u € R vrijedi

T — put o T+ ut
< = — et —
P((%Iglsa%{t(Bs—i-/LS)_I) <I>( 7 > e CIJ( N , x>0

) —x + pt 9 T+ ut
>p) =& [ — ) 2w
P(oréligt(Bs +ps) >x) =7 ( 7i ) et P ( i ) , ¢ < 0.

Rjesenge.
(a) Vrijedi X £ |By| pa je VarX = EB? — (E|B;|)?. Ragunamo

e © 2 oy (2
E|B;| = T dr =2 x—dx:\/i<—e2> =4/—.
Bil= [ S =2 [ ety T
Dakle, VarX =1 — % :
(b1) Trazimo
02
P( min S, > 280) = P( min_Spe?P %)t > 280)
0<t<0.5 0<t<0.5
a o 1 280
=P( min (B + (3 —35)t) 2 7In 7))
— 1 >
Pl (e wt) 2 2),
gdje je
a o 1 1 2 1. 280 280 14
= 5=5 = =04 i r=-IT- =5l =5
F= e 7972710 5 ' S 300 T M5

Koristeéi formulu za funkciju distribucije minimuma Brownovog gibanja s driftom dobijemo

) —x+pu-0.5 9 T+ pu-0.5
> ) = o P ) L L2 Z o7 Y
P B+ > ) =@ (ZEE2) - e (T

pa je

—51 0.4-0.5 (5] 0.4-0.5
P( mln St > 280) = ® < ni+ > _ p2045mit g ( ni + )
0<i< \/0.5 \/0.5

1 4
~ ®(0.77) — (—> ®(—0.20) = 0.4602.
—— ——

=0.7794 =1-0.5793



(b2) Trazi se cijena sluc¢ajnog zahtjeva
C=K- 1{ min S;>b} s
0<t<T

gdje je K =100, b=2801T = % = 0.75. Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera uz koju je

a—7T
B::Bt—F

Brownovo gibanje. Tada je cijena slucajnog zahtjeva C' dana s
Vo =E*e7"Cl = E*[K €_TT1{OggTseb}]
= Ke’TTP*(OI;ignT Sy >b) = Ke*TTP*(OIQ?T(B; +(L—2)t) >
— Ke‘TTP*(OrgntignT(Bt* + pt) > x),

9 I
—
=

&l
N—

gdje je
r o 1 1 3 1 b 280 14
T 2 2 015 i z=-ln— =5l —5ln-—.
=721 10 20 TS, T2 M s00 T P T

Koristeéi formulu za funkciju distribucije minimuma Brownovog gibanja s driftom dobije se

* . * _x+MT 2 l’—l—[LT
S =@ (8T ) e (B2
P (ogng(Bt + pt) > x) @( T ) e (ID( o5 :

Dakle,

Vo = 1006005075 [CD (—5ln% +0.15 - 0.75) 2015 g (5111% +0.15 - 0.75>]
V0.75 V0.75

0
14 1.5
~ 96.31944 @(0.53) — (—) @(—0.27) = 33.42251 .
—— 15 —_——
=0.7019 =1-0.6064
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