FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Prvi kolokvij — 26. travnja 2021.

Zadatak 1.
(a) (2 boda) Definirajte Brownovo gibanje B = (By, t > 0).

(b) (5 bodova) Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje. Jesu li sluc¢ajni procesi X = (X, t > 0),
Y = (Y, t >0)

1
Xt — (t+ ].)BPFL1 - tBl, Y;g — %BtQ

takoder Brownova gibanja? Svoje tvrdnje detaljno obrazlozite.

(¢) (2 boda) Je li Brownovo gibanje sluc¢ajan proces kona¢ne varijacije? Svoju tvrdnju obrazloZite.

(d) (4 boda) Za Brownovo gibanje B = (B, t > 0) i subdiviziju I ={0=t; <t; < ... <t,_1 <t, =1}
intervala [0, 1] definiramo

n—1
QI*'I = Z(Bti+1 - Btf)(Btf - Bti)v
=0
gdje je t7 = " Odredite (P) lim Q.

[[11}[—0

Rjesenge.
(a) Definicija 1.4

(b) Proces X je Brownovo gibanje i to ¢emo pokazati koriStenjem karakterizacije iz Teorema 1.5. Uoc¢imo
prvo da je, kao kompozicija g.s. neprekisnih funkcija, funkcija t — X; g.s. neprekidna te je Xg = By =
0. Nadalje, za t; <ty < --- < t, slucajni vektor (Xy,,..., X;,) je oblika

B ]
X, hel 0 - 0 -t A
X, 0 0 - to+1 —t,| [P
Kako je (B 4 ... ’Btii’ Bj) normalan slucajni vektor, slijedi da je i vektor (Xy,, ..., X;,) normalno
t1+1 tn+1
distribuiran. Ostaje pokazati E[X;X,] = s At. Za s < ¢ imamo
E[X, X, = (t+ 1)(s + DE[B . B_.] = s(t + )E[B__Bi] — (s + DE[B_-, Bi] + stE[B]
S t S
=(t+1 1)—— —s(t+1)—— -1 1)—— t=s.
(t+1)(s+ )s—l—l S<+)t+1 (S+)S+1+S s
Proces Y nije Brownovo gibanje jer za s < t je E[Y,Y;] = \/LEE[BI&/QBSQ] = % # s.

(c) Brownovo gibanje je slu¢ajni proces beskonacne varijacije, jer martingal s g.s. neprekidnim trajektori-
jama, a po Propoziciji 1.10. neprekidni martingal je konacne varijacije ako i samo ako je konstantan.



(d) Kao i u racunu kvadratne varijacije za Brownovo gibanje, pokazat ¢emo da Q}; konvergira u L?. Kako
je, zbog nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja

i+1 41

po linearnosti o¢ekivanja slijedi E[Qf;] = 0. Nadalje,
(Q*H)2 = Z(Bti+1 - Bt:)(Btf - Bti)(Btj+1 - Bt;)(Bt; - Btj)'
2
Kao i prije, iz nezavisnosti prirasta slijedi za i # j
E[(Bt,., — Bi:)(Bi: — B,)(Bt;,, — Bi:)(Bi: — By))]
=E[B;,,, — B|E[B;s — B]E[B;, ., — Bt;]E[Bt; —B] =0,

i+l

odnosno za i = j

E[(Bti+1 - Btf)Q(Btf - Bti)Q] = E[(Bti+1 - Btf)Q]E[(Btf - Bti)2] = (ti-‘rl - t*)(t’f - ti)‘

7 7

Stoga po linearnosti oc¢ekivanja, uvrstavanjem ¢ = % dobivamo
5SS IR [T] g0
E[(Q)] = (tip1 =t —t) ==Y (tisr — )2 < 05 (g — t) = =1 05 0.
QR = St = )0 =) = 3 D (s —8* < EL S (o =1 = 1

Slijedi Q% = 0, kada |[II|| — 0.
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Prvi kolokvij — 26. travnja 2021.

Zadatak 2. Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje.

(a) (4 boda) Dokazite da je za ¢ > 0 slucajni proces Z = (Z;, t > 0) definiran s

02
Zy=e"PT >0
martingal obzirom na Brownovsku filtraciju.

(b) (4boda) Neka je 7, = inf{¢t > 0 : B; > z} prvo vrijeme prelaska iznas/ispod razine z € R. Koristenjem
tvrdnje pod (a) dokazite da je

E [e_%‘#”} =e " zreR.

(c) (4 boda) Neka je f :[0,00) — R neprekidna funkcija. Cemu je jednaka distribucija slu¢ajna varijable
I, = fot f(s)dB,? Odredite razdiobu slucajne varijable e ™' By + fol e *B,ds.

Rjesenge.

(a) Proces Z je ocito adaptiran, te je zbog B; ~ N(0,t), E[exp{cB; — "72 |=1.Za0<s<tje

E[Z, | F,| =E [exp{a(Bt — By)} - exp {UBS — %0223} fs]

Bs Fs—izm)]

= oxp {08, ~ 3o | ElexplolB - )17

Bi—Bs nez od Fs

exp {O'BS — %a%} Elexp{c (B, — By)}]

BN (0t—s 1 1
B Ber0179) exp{oBs — §a2t + 502(15 —35)} = Z,.

(b) Ra¢un nakon Teorema 1.24

(¢) Po Teoremu 2.24 je I, ~ N(0, [ f?(s)ds). Uocimo da po Itovoj formuli za f(t,2) = e~'x (fu(t,z) =
e_ta fxm(t7x) = 07 ft(t,l‘) == —G_tl‘) imamo,

t t
e 'B, = / e *dBy — / e °Bgds.
0 0
1 1 1 1
e B +/ e *Byds = / e *dBy ~ N (O,/ e *ds = =(1 — 62)) )
0 0 0 2

Stoga je
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Zadatak 3. Neka je B = (B, t > 0) Brownovo gibanje.

(a) (2 boda) Definirajte jednostavni proces i Itdv integral jednostavnog procesa obzirom na Brownovo
gibanje.

(b) (4 boda) Detaljno obrazlozite kako se gornja definicija Itdovog integrala progiri na opée integrande (iz
prostora L£2,).

(c) (3 boda) Dokazite da je Itov integral jednostavnog procesa obzirom na Brownovo gibanje martingal
obzirm na Brownovsku filtraciju.

(d) (4 boda) Odredite varijancu slucajne varijable X = (L?) lim 3% e # (B — B;). Svoje tvrdnje

n—oo n n
detaljno obrazlozite.

) Definicije 2.1 1 2.2
) Konstrukcija nakon Leme 2.9

(c) Teorem 2.4
)

Uoc¢imo da je po Propoziciji 2.15

=

n—

1
(L?) lim eB%(Bm—Bj)z/ eP+dB,,
" 0

n—oo - n

<
Il
o

pri ¢emu smo propoziciju mogli primijeniti jer je funkcija
(t,s) s E[ePteBs] = B[P B ]E[?P:] = p(t=5) 25 _ L (t+35)

neprekidna (vidi Napomenu 2.6). Takoder (ePt,t > 0) € £2,([0,1]) jer je

1 1 1 0?1
E/ e*P ds = / Ele?%)ds = / e* ds = :
0 0 0 2

Kako je f(f eP+dB, Ttov integral, pa s toga i martingal, slijedi da je E[X] = 0 i po Itévoj izometriji je

! e?—1
Var(X) = E[X?] = E/ P ds = 5
0
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Zadatak 4.

a) (2 boda) Definirajte [tov proces.

(
(b

)

3 boda) Zapisite Itovu formulu za Itov proces.
)
)

d

) (
) (
(c) (2 boda) Definirajte generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje S = (S, ¢t > 0).
(d) (2 boda) Cemu je jednaka kvadratna varijacija procesa (In Sy, ¢ > 0)?

) (

(e

3 boda) Dokazite da generalizirano geometrijsko Brownovo gibanje S zadovoljava stohasticku difer-
encijalnu jednadzbu

dSt = OétStdt + UtStdBt.
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