FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Provjera znanja — 18. lipnja 2020.

Zadatak 1.

(a) (4 boda) Definirajte Brownovo gibanje B = (B; : ¢t > 0).

(b) (6 bodova) Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i ¢, > 0. Ispitajte je li slu¢ajni proces
X=(X,:t>0),

_[B. t<to
" \2B, - B, t>ty

takoder Brownovo gibanje. Dovoljno je sve tvrdnje koje ovise o n € N dokazati za specijalni slucaj
n=2.

(c) (3 boda) Definirajte kvadratnu varijaciju (X),; slu¢ajnog procesa X = (X; :t > 0).

(d) (6 bodova) Izvedite izraz za kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja.

2
(e) (6 bodova) Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje, a € R i X, = e?%~7*. Dokazite da je slu¢ajni
proces X = (X; : t > 0) martingal.

a20'2

Napomena: Neka je Y ~ N(0,0?). Tada je E[Y*4] =30 i E[e?] =2 .

Rjesenge.
(a) Slucajni proces B = (By, t > 0) je Brownovo gibanje ako vrijedi:
(i) Putovi t — B;(w) su neprekidne funkcije sa R, u R (za g.s. w € Q).
(i) By = 0.
(i) Zasve m e Ni0 <t} <--- <t su prirasti

By,,By, — By,,...,B,,, — By,

nezavisni.
(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B; — B normalno distribuiran s o¢ekivanjem nula i varijancom t — s.
(b) Proces X je Brownovo gibanje. Pokazimo direktno koristenjem definicije. Po definiciji je X, = 0.

Proces X ima neprekidne trajektorije g.s. za t < ty (jer je B Brownovo gibanje) i t > tq (B je
Brownovo gibanje i preslikavanje x — 2B;,(w) — z je neprekidno za svaki w € §2). Kako je

hm Xt = Bto = Xt07

tlto

g.s. neprekidnost trajektorija od X slijedi iz g.s. neprekidnosti trajektorija od B. Nadalje, za t < £, je
X; = By ~ N(0,t), azat >ty je X; ~ N(u,0?) (linearna kombinacija normalnih slu¢ajnih varijabli),
gdje je

p=2E[B,] — E[B] =0

02 = Var(By, — By + By,) " 2" Var(B,, — By) + Var(By,) ‘2%t —to+ty =t



(e)

Konacno, neka je m € Ni0 < t; < --- < t,. Ako je t,, < ty nezavisnost prirasta od X slijedi iz
nezavisnosti prirasta od B. Pretpostavimo sada da je t,, > to i neka je tx < tg a tp1 > to. Tada je
(UZ to = 0)

th‘ - Xtifl = Bti - Bti717 i<k
th-u - th = 2Blﬁo - Btk+1 - Btk = _(Btk+1 - Bto) + (Bto - Btk)
th. — Xti—l = _(Btl — Bti—l)’ k +1<1 S m.

Kako su prlrastl Btl, Btz — Bt17 e Btk — Btk717 Bto — Btk, Btk+1 — Bto, Btk+2 — Btk+17 ce Btm — Btm,1
nezavisni, slijedi nezavisnost prirasta X;,, Xy, — X¢y, ..., X, — Xt .-

Tvrdnja (b) se slicno moze provjeriti i koristenjem karakterizacije Brownovog gibanja kao Gaussovskog
procesa.

Neka je Il = {0 =ty < t; < ... < t, = T} particija intervala [0,7] i ||II|| = max{|t; — t;—1| : i =
1,...,n}. Ozna¢imo Qu = Z;:ol | X¢,,, — Xy, |>. Kvadratna varijacija od X na intervalu [0, 7] definira
se kao

|[11}[—0

Neka je B = (B;, t > 0) je Brownovo gibanje. Iz linearnosti ocekivanja i By,,, — B;, ~ N(0,t;41 — ;)
slijedi da je

n—1 n—1
E[Qu] = ) E[(Bi,., - = (tjs1— 1)) =
j=0 Jj=0

S druge strane

Var [(Bthrl - Btj)Q]

= E [<(Btj+1 By, ) Tl ))2}

= E [(Btj-H - Btj) } - Q(tj-‘rl - tj)E [(Btj+1 - Btj)2j| + (tj-‘rl - tj>2
= 3ty — )" = 20t — 1) + (L — 1)

= 2tjp —t;)°

Sada zbog nezavisnosti prirasta imamo da je

n—1 n—1
Var(Qu) = Y Var[(By,, —B,)"] =) 2(tj1 —t;)°
g —~

IN

Z2IIH|I g1 — ) = 2| T

Odavde slijedi da je limm o E[(Qn — T)?| = limym—o Var(Qu) = 0 pa specijalno Qn B
Vidi Teorem 1.27.
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Zadatak 2. Neka je B = (B;);>0 Brownovo gibanje.
(a) (6 bodova) Definirajte jednostavan sluc¢ajni proces H = (H; : 0 <t < T)iItov integral I, = fot HqdBs.

(b) (5 bodova) Odredite varijancu slu¢ajne varijable Z = fol B2dB;.

d

)
(c)
(d) (4 bodova) Koristenjem Itovog diferencijalnog ra¢una odredite kvadratnu varijaciju Itévog procesa.

)

( )
(4 bodova) Definirajte Itov proces.
( )
( )

6 bodova) Neka je X; = (t + B;)?. Pokazite da je slucajni proces X = (X; : t > 0) Itov proces.

(e

Rjesengje.

(a) Definicija 2.1 1 Definicija 2.2

(b) Itov integral I = (fOT B2dBy)r>o je martingal pa je E(Z) = E[I1] = E[Ip] = 0. Iz Itove izometrije
slijedi da je

1 ooopl 1
Var(Z) = E[Z?] = E[[]] = E { / det} Fubini / E[B}|dt = / 3t*dt = 1.
0 0 0

(c) Definicija 2.18

(d) Napomena 2.19(b)

(e) Koristimo Itovu formulu za Brownovo gibanje B i funkciju f(¢,z) = (t + z)?. Slijedi da je

1
dXt == df(t, Bt) - fx<t, Bt)dBt + ft(t, Bt)dt + §fxz(t7 Bt)dBtdBt
Kako je
¢ 4
E [/ 4(s + BS)st] = 5753 +2t? < o0
0

slijedi da je H € £2,. Nadalje, kako su trajektorije Brownovog gibanja g.s. neprekidne na [0, t], slijedi
da je f; |V;|dt < oo g.s.. Slijedi da je X Itov proces.
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Zadatak 3.

(a) Cijena S = (S; : t > 0) dionice u Black-Scholes-Mertonovom modelu dana je stohastickom diferenci-
jalnom jednadzbom
dSt = OéSt dt + O'St dBt s

gdje su @ > 0 i o > 0 konstantni parametri, a B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom
prostoru (€2, F,P). Kamatna stopa na trzistu novca je r > 0.

(al) (5 bodova) Napisite stohasti¢ku diferencijalnu jednadzbu za vrijednost X = (X; : ¢t > 0) portfelja
koji u trenutku ¢ ima A; jedinica dionice.

(a2) (8 bodova) Neka je X; vrijednost replicirajuceg portfelja call opcije ¢(t, S;) u trenutku ¢. Dokazite
da je At = Cm(t7 St>

(a3) (4 boda) Napisite izraz za c(t, z).

(b) (8 bodova) Investitor je prodao 10 put opcija na dionicu. Delta put opcije jednak je -0.6, a gama je
jednak 0.05. Investitor se Zeli zastititi od proizaslih obveza i to tako da formira portfelj koji ¢e biti
i delta i gama neutralan. Na trzistu postoji call opcija na dionicu kojoj je delta jednak 0.4, a gama
0.02. Odredite koliko dionica te koliko call opcija investitor treba imati u portfelju da bi portfelj bio
delta i gama neutralan?

Napomena: Funkcija g € C*?({0, 00) x (0, 00)) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu ako vrijedi

rg(t,x) = gi(t, x) + rag.(t,z) + 30°2% 9.0 (t, ), t,x > 0.

Rjesenge.
(a) Vidi relaciju (3.2), Propoziciju 3.2 i formulu (3.11)

(b) Neka su p(t,S;), c(t,S;) i S; redom vrijednosti put opcije, call opcije i dionice u trenutku ¢. Zelimo
odrediti a,b € R t.d.

10p(t, S) = ac(t, Sy) + bS;y (g.s.), odnosno 10p(t, x) = ac(t, x) + bz, V.
Kako je
10p,(t,x) = acy(t,z) + b i 10p.. (¢, ) = acy,(t, x),
dobivamo sustav

—6=04a+b
0.5 = 0.02a,

odnosno a =251 b = —16.
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Zadatak 4.
(a) (4 boda) Iskazite Lévyjevu karakterizaciju Brownovog gibanja.
(b) (4 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(c) (5 bodova) Dokazite da su procesi Z = (Z; : t € [0,T]) i B*Z = (B} Z, : t € [0,T]) iz Girsanovljevog
teorema martingali s obzirom na vjerojatnost P.

(d) (5 bodova) Dokazite da je mjera P* iz Girsanovljevog teorema vjerojatnosna mjera (na istom izm-
jerivom prostoru kao i P), te da je ekvivalentna s P.

(e) (7 bodova) Nalazimo se u Black-Scholes-Mertonovom modelu s parametrima o = 0.04, ¢ = 0.16,
r=0.031.5, = 300. Odredite cijenu binarne up-and-in opcije s cijenom izvrsenja K = 30, dospije¢em
3 mjeseca i barijerom b = 320, odnosno C' = 30 - 1{max{s,:t[0,3/12]}>320}-

Napomena: P (maxo<;<r (B + pt) < z) =P <%‘F’;—T> — 2P (%}#) , > 0.
Rjesenge.

(a) Teorem 4.4
(b-d) Teorem 4.5

(e) Cijenu opcije odredujemo koristenjem ekvivalentne martingalne mjere P* i Girsanovljevog teorema,
tocnije Cinjenice da je B* P*-Brownovo gibanje.

Cy = E*[e70:033/1230) . 1 {max{s¢:tc[0,3/12])>320} ]

— 30e70033/12ppx ( max Spexp{oB; + (a — 0?/2)t} > 320)
t€[0,3/12]

320
— 30e0033/12p* By — o2t} > —— 22
‘ pax, 1B+ (r/o = a/2)t} > G in a5

Rjesenje sada dobivamo primjenom formule iz napomene (na B* i P*) vz p =r/o — o /2, T = 3/12
1 7., 320
In ===

10= 536 M 300
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