FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Drugi kolokvij — 21. lipnja 2019.

Zadatak 1. Neka je S = (S; : t > 0) cijena dionice u generaliziranom Black-Scholes-Mertonovom modelu,
gdje su srednja stopa povrata o = (o : t > 0), volatilnost o = (0 : t > 0) i kamatna stopa r = (r; : t > 0)
pozitivni adaptirani sluc¢ajni procesi.

(a) (3 boda) Izvedite stohasticku diferencijalnu jednadzbu za diskontiranu cijenu dionice S = (S, : ¢ > 0).
(b) (2 boda) Definirajte samofinancirajuci portfelj ¢ = ((¢?,¢;) : t € [0,T)), T > 0.

(c) (4 boda) Neka je (g(t,S;) : t € [0,T1]), cijena neke opcije s dospije¢em T' > 0, pri ¢emu g € C2((0,T) x
(0,00)) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu diferencijalnu jednadzbu. Odredite jedan replicirajuci
portfelj ¢ = ((¢?,¢;) : t € [0,T]) za tu opciju i dokaZite da je rije¢ o replicirajuc¢em portfelju.

(d) (4 boda) Neka je Sy = 100. Odredite samofinancirajuci portfelj ¢ ako je ¢} = 1 i poetna vrijednost
portfelja V0¢ = 30.

Rjesengje.
(a) Neka je D, =e~ Jorsds § S, = D,S,. Koristenjem Itove formule dobivamo

dS, = —ryDyS,dt + DydS, + dD - dS, = —r,DyS;dt + o, Dy S,dt + 0,D,S,dB, = (cy — 1) S,dt + 0,5,d B,

(b) Adaptirani sluc¢ajni proces ¢ je samofinancirajuci portfelj ako je

T T
/ 60t + / 6}2dt < oo
0 0

i vrijednost portfelja Vt‘z’ zadovoljava SDJ-u

AV = ¢YdR, + ¢LdS;.

(c) Pokazimo da je portfelj ¢ = ((R;*(g(t, S;) —%(t, St)St), %(t, St)) : t € [0,T]) samofinancirajuci. Kako
je Vi = ¢YR, + 1S, slijedi da je

AV, =dg(t,S,) = a(tS)dtJra (t,S,)dS, + L0% 99 t,8,)02S2dt
=ag\t, o) = ot t o oL T 550 t)0¢ Oy
0 0 1 9% dg Jdg
(ai(t S) +rStag (t,S,) + §W<t S)o 283) dt —r Sta (t, St)dt—i—aSta (t, S:)dB,
stijdba T'g(t, St) TSta (t St)dt + O'St 8 (t St)dBt

ox
=re"t@pdt + ¢, dS; = ¢YdR; + ¢, dS;

oz

(d) Po karakterizaciji samofinancirajuc¢eg portfelja vrijedi
17¢ & ' 153 L= 1 0 1
V; - % + ¢tdSt = 30 + 5(5,5 - So) = Dt(—QORt + §St> == Dt(¢t Rt + ¢t St>
0

pa slijedi da je ¢Y = —20.
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Drugi kolokvij — 21. lipnja 2019.

Zadatak 2. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model financijskog trzista s fiksnim parametrima
a,r,0,5 > 0.

(a) (3 boda) Zapisite cijenu europske call opcije s cijenom izvrienja K i dospije¢em T" > 0 te odredite
cijenu pripadne europske put opcije.

(b) (3 boda) Odredite deltu call opcije iz (a) dijela.

(c) (3 boda) Neka je « = 0.15, 0 = 0.2, r = 0.05 1 Sy = 200. Portfelj se sastoji od 2.5 jedinica call
opcije s cijenom izvrSenja 205 i dospije¢em 4 mjeseca. Izracunajte koliko jedinica dionice moramo
dodati/oduzeti tom portfelju da bi on postao A-neutralan u trenutku ¢ = 0.

(d) (3 boda) Obrazlozite §to znaci da je portfelj A-neutralan i I-neutralan.

Rjesengje.

(a) Cijena europske call opcije u trenutku ¢ jednaka je c(t, S;) gdje je

c(t,z) = x®(dy) — Ke " T90(d_), dy =

Neka je ¢(t,S;) cijena forwad ugovora, odnosno p(t,S;) cijena europske put opcije u trenutku ¢. Iz
call-put pariteta slijedi

p(t,z) = c(t,x)—g(t,x) = 2®(d)—Ke " T Dd(d_)— (z — Ke_T(T_t)) = Ke " T Dd(—d_)—zd(—d,).

(b) A = 25(4,50) = B(dy) + 2 fion(d) 2 — K@ fyo(d) 2 = (d,)
(c) Dodajmo z jedinica dionice u portfelj, tada je cijena portfelja dana s £(t,S;) gdje je
E(t,x) = 2.5¢(t, x) + zx.
Kako je portfelj A-neutralan, iz (b) dijela slijedi da je

In200 4 (0.05402%) 4
U trenutku t =0 je d; = 2°°+< 2 )12 = —0.01177 pa je z = —2.5®(—0.01177).

4
02¢/35
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Drugi kolokvij — 21. lipnja 2019.

Zadatak 3.

(a) (4 boda) Neka je M = (M; : t > 0) neprekidni martingal na (2, F,P) obzirom na filtraciju F = (F; :
t > 0) takav da je My =01 (M), = t. Dokazite da je M Brownovo gibanje.
Napomena: Dovoljno je pokazati nezavisnost dvaju prirasta.

(b) (3 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(c) Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) i o = (ay : t > 0)
adaptiran proces obzirom na Brownovsku filtraciju. Dan je Bachelierov model financijskog trzista,
gdje je diskontirana cijena dionice modelirana s

dgt = O{tdt + O'dBt,
za parametar ¢ > 0, pocetnu cijenu dionice Sy > 0 i kamatnu stopu r > 0.

(c1) (3 boda) Odredite ekvivalentnu martingalnu mjeru P* na (€2, F) i dokazite da je to vjerojatnosna
mjera ekvivalentna s IP.

(c2) (3 boda) Odredite cijenu put opcije s cijenom izvrsenja K i vremenom dospijeca T.

Rjesenge.
(a) Vidi predavanja.
(b) Vidi predavanja.
(c1) Definiramo proces 0 = (6, : t € [0,T]) s 0, = %,
P*(A) = E[Zrla], A€ Fr, Zp=e Jo dbimzlooidt,
Tada je po Girsanovljevom teoremu, S je P*-martingal, jer je
dS, = o (0,dt + dB,).
Za dokaz da je P* vjerojatnosna mjera ekvivalentna s P, pogledajte predavanja.

(c2) Koristenjem (cl) dijela slijedi

T
E e (K — Sr)y] = E*[e ™ (K — Sy — eTT/ adt —eToBr), ] =E* (e ™K — Sy — 0 B}),]
0

2(e7""K—50) . 1 2
= e K—Sy—ox e 2T
/—oo ( 0 ) V 27TT
2 T _
= (e - syoid) - L% g K S

Vor o T
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Zadatak 4. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).

(a) (4 boda) Koristenjem principa refleksije odredite funkciju gustoce sluc¢ajne varijable m; = H%in) B;.
s€(0,t

(b) Nalazimo se u Black-Scholes-Mertonovom modelu s parametrima o = 0.15, ¢ = 0.2, r = 0.05 i
Sp = 200.

(b1) (4 boda) Odredite cijenu binarne down-and-in opcije s cijenom izvrsenja K = 150, dospijecem 4
mjeseca 1 barijerom b = 160.

(b2) (4 boda) Izracunajte vjerojatnost da opcija pod (b1) bude aktivirana i isplacena.

Napomena: P (m[(i)r%](Bs + ps) < x) =0 (‘”\7’;) + e d (&\/Zﬁ)? peR xeR t>0.
se|0,

Rjesenge.
(a) Neka je T, =inft > 0: B, <z i neka je

BTI _(Bt_BTz)a t>1T,
Wt =
B.. L<T,

Za z < 0 slijedi

Pimy <z)=P(my <z,B; <z)+P(my <a,By >2)=P(B; < x2)+P(T, <t,B; > )

DB, < @)+ P(TVY < t,W, > 2) = P(B, < 2) + P(T, < t,2By, — B, > )
=P(B, <) +P(T, <t,B, < 1) =2P(B, < 1z) =P(—|B,| < 2)

pa je

2 a2
fm(x) = —=e€" 2, x <0.
it

(b1) Cijena slucajnog zahtjeva C' = 150 - 14, <160}, Mt = Srerg)ri) Sy, jednaka je
Co = E*[e” *PY 2150 - 14, 1, <160] = €0 2150P* (myjr2 < 160).

Neka je p =r/o — /2. Kako je

* : oBf+(r—a? * : * 1 €z
P <t€?&llr}-3) S()e By +( /2)t S a’,‘) =P (temln (Bt + ('I"/O‘ - U/Q)t) S gln(go)> =
- +

slijedi

Co = 147.52 (®(—2.019) + 0.71D(—1.84)) .



(b2) Neka je p = a/o — 0/2. Ra¢unamo

. oBi+(a—a?/2)t < — : _
P (tEI(I(},llr;S) Soe < 160> P (t min (B + (/o — 0/2)t)

= ®(—2.31) + 0.234®(—1.56)



