
FINANCIJSKO MODELIRANJE 2
Drugi kolokvij – 21. lipnja 2019.

Zadatak 1. Neka je S = (St : t ≥ 0) cijena dionice u generaliziranom Black-Scholes-Mertonovom modelu,
gdje su srednja stopa povrata α = (αt : t ≥ 0), volatilnost σ = (σt : t ≥ 0) i kamatna stopa r = (rt : t ≥ 0)
pozitivni adaptirani slučajni procesi.

(a) (3 boda) Izvedite stohastičku diferencijalnu jednadžbu za diskontiranu cijenu dionice S̃ = (S̃t : t ≥ 0).

(b) (2 boda) Definirajte samofinancirajući portfelj φ = ((φ0
t , φ

1
t ) : t ∈ [0, T ]), T > 0.

(c) (4 boda) Neka je (g(t, St) : t ∈ [0, T ]), cijena neke opcije s dospijećem T > 0, pri čemu g ∈ C1,2((0, T )×
(0,∞)) zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu diferencijalnu jednadžbu. Odredite jedan replicirajući
portfelj φ = ((φ0

t , φ
1
t ) : t ∈ [0, T ]) za tu opciju i dokažite da je riječ o replicirajućem portfelju.

(d) (4 boda) Neka je S0 = 100. Odredite samofinancirajući portfelj φ ako je φ1
t = 1

2
i početna vrijednost

portfelja V φ
0 = 30.

Rješenje.

(a) Neka je Dt = e−
∫ t
0 rsds i S̃t = DtSt. Korištenjem Itove formule dobivamo

dS̃t = −rtDtStdt+DtdSt + dDt · dSt = −rtDtStdt+ αtDtStdt+ σtDtStdBt = (αt − rt)S̃tdt+ σtS̃tdBt

(b) Adaptirani slučajni proces φ je samofinancirajući portfelj ako je∫ T

0

|φ0
t |dt+

∫ T

0

|φ1
t |2dt <∞

i vrijednost portfelja V φ
t zadovoljava SDJ-u

dV φ
t = φ0

tdRt + φ1
tdSt.

(c) Pokažimo da je portfelj φ = ((R−1t (g(t, St)− ∂g
∂x

(t, St)St),
∂g
∂x

(t, St)) : t ∈ [0, T ]) samofinancirajući. Kako
je V φ

t = φ0
tRt + φ1

tSt slijedi da je

dV φ
t = dg(t, St) =

∂g

∂t
(t, St)dt+

∂g

∂x
(t, St)dSt +

1

2

∂2g

∂x2
(t, St)σ

2
tS

2
t dt

=

(
∂g

∂t
(t, St) + rSt

∂g

∂x
(t, St) +

1

2

∂2g

∂x2
(t, St)σ

2S2
t

)
dt− rSt

∂g

∂x
(t, St)dt+ σSt

∂g

∂x
(t, St)dBt

BSMjdba
= rg(t, St)− rSt

∂g

∂x
(t, St)dt+ σSt

∂g

∂x
(t, St)dBt

= rertφ0
tdt+ φ1

tdSt = φ0
tdRt + φ1

tdSt

(d) Po karakterizaciji samofinancirajućeg portfelja vrijedi

Ṽ φ
t = V φ

0 +

∫ t

0

φ1
tdS̃t = 30 +

1

2
(S̃t − S0) = Dt(−20Rt +

1

2
St) = Dt(φ

0
tRt + φ1

tSt)

pa slijedi da je φ0
t = −20.
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Zadatak 2. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model financijskog tržišta s fiksnim parametrima
α, r, σ, S0 > 0.

(a) (3 boda) Zapišite cijenu europske call opcije s cijenom izvršenja K i dospijećem T > 0 te odredite
cijenu pripadne europske put opcije.

(b) (3 boda) Odredite deltu call opcije iz (a) dijela.

(c) (3 boda) Neka je α = 0.15, σ = 0.2, r = 0.05 i S0 = 200. Portfelj se sastoji od 2.5 jedinica call
opcije s cijenom izvršenja 205 i dospijećem 4 mjeseca. Izračunajte koliko jedinica dionice moramo
dodati/oduzeti tom portfelju da bi on postao ∆-neutralan u trenutku t = 0.

(d) (3 boda) Obrazložite što znači da je portfelj ∆-neutralan i Γ-neutralan.

Rješenje.

(a) Cijena europske call opcije u trenutku t jednaka je c(t, St) gdje je

c(t, x) = xΦ(d+)−Ke−r(T−t)Φ(d−), d± =
ln x
K
+
(
r±σ

2

2

)
(T−t)

σ
√
T−t .

Neka je g(t, St) cijena forwad ugovora, odnosno p(t, St) cijena europske put opcije u trenutku t. Iz
call-put pariteta slijedi

p(t, x) = c(t, x)−g(t, x) = xΦ(d+)−Ke−r(T−t)Φ(d−)−
(
x−Ke−r(T−t)

)
= Ke−r(T−t)Φ(−d−)−xΦ(−d+).

(b) ∆ = ∂c
∂x

(t, St) = Φ(d+) + xfN(0,1)(d+)∂d+
∂x
−Ke−r(T−t)fN(0,1)(d−)∂d−

∂x
= Φ(d+)

(c) Dodajmo z jedinica dionice u portfelj, tada je cijena portfelja dana s ξ(t, St) gdje je

ξ(t, x) = 2.5c(t, x) + zx.

Kako je portfelj ∆-neutralan, iz (b) dijela slijedi da je

0 =
∂ξ

∂x
(t, St) = 2.5Φ(d+) + z ⇒ z = −2.5Φ(d+).

U trenutku t = 0 je d+ =
ln 200

205
+
(
0.05± 0.22

2

)
4
12

0.2
√

4
12

= −0.01177 pa je z = −2.5Φ(−0.01177).
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Zadatak 3.

(a) (4 boda) Neka je M = (Mt : t ≥ 0) neprekidni martingal na (Ω,F ,P) obzirom na filtraciju F = (Ft :
t ≥ 0) takav da je M0 = 0 i 〈M〉t = t. Dokažite da je M Brownovo gibanje.
Napomena: Dovoljno je pokazati nezavisnost dvaju prirasta.

(b) (3 boda) Iskažite Girsanovljev teorem.

(c) Neka je B = (Bt : t ≥ 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) i α = (αt : t ≥ 0)
adaptiran proces obzirom na Brownovsku filtraciju. Dan je Bachelierov model financijskog tržišta,
gdje je diskontirana cijena dionice modelirana s

dS̃t = αtdt+ σdBt,

za parametar σ > 0, početnu cijenu dionice S0 > 0 i kamatnu stopu r ≥ 0.

(c1) (3 boda) Odredite ekvivalentnu martingalnu mjeru P∗ na (Ω,F) i dokažite da je to vjerojatnosna
mjera ekvivalentna s P.

(c2) (3 boda) Odredite cijenu put opcije s cijenom izvršenja K i vremenom dospijeća T .

Rješenje.

(a) Vidi predavanja.

(b) Vidi predavanja.

(c1) Definiramo proces θ = (θt : t ∈ [0, T ]) s θt = αt
σ
,

P∗(A) = E[ZT1A], A ∈ FT , ZT = e−
∫ T
0 θtdBt− 1

2

∫ T
0 θ2t dt.

Tada je po Girsanovljevom teoremu, S̃ je P∗-martingal, jer je

dS̃t = σ(θtdt+ dBt).

Za dokaz da je P∗ vjerojatnosna mjera ekvivalentna s P, pogledajte predavanja.

(c2) Korištenjem (c1) dijela slijedi

E∗[e−rT (K − ST )+] = E∗[e−rT (K − S0 − erT
∫ T

0

αtdt− erTσBT )+] = E∗[(e−rTK − S0 − σB∗T )+]

=

∫ 1
σ
(e−rTK−S0)

−∞
(e−rTK − S0 − σx)

1√
2πT

e−
x2

2T

= (Ke−rT − S0)Φ(d)− σ
√
T√

2π
e−

d2

2 , d =
Ke−rT − S0

σ
√
T

.
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Zadatak 4. Neka je B = (Bt : t ≥ 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P).

(a) (4 boda) Korištenjem principa refleksije odredite funkciju gustoće slučajne varijable mt = min
s∈(0,t)

Bs.

(b) Nalazimo se u Black-Scholes-Mertonovom modelu s parametrima α = 0.15, σ = 0.2, r = 0.05 i
S0 = 200.

(b1) (4 boda) Odredite cijenu binarne down-and-in opcije s cijenom izvršenja K = 150, dospijećem 4
mjeseca i barijerom b = 160.

(b2) (4 boda) Izračunajte vjerojatnost da opcija pod (b1) bude aktivirana i isplaćena.

Napomena: P
(

min
s∈[0,t]

(Bs + µs) ≤ x

)
= Φ

(
x−µt√

t

)
+ e2µxΦ

(
x+µt√

t

)
, µ ∈ R, x ∈ R, t > 0.

Rješenje.

(a) Neka je Tx = inf t ≥ 0 : Bt ≤ x i neka je

Wt =

{
BTx − (Bt −BTx), t > Tx

Bt, t ≤ Tx.

Za x < 0 slijedi

P(mt ≤ x) = P(mt ≤ x,Bt ≤ x) + P(mt ≤ x,Bt > x) = P(Bt ≤ x) + P(Tx ≤ t, Bt > x)

pr.refl.
= P(Bt ≤ x) + P(TWx ≤ t,Wt > x) = P(Bt ≤ x) + P(Tx ≤ t, 2BTx −Bt > x)

= P(Bt ≤ x) + P(Tx ≤ t, Bt < x) = 2P(Bt ≤ x) = P(−|Bt| ≤ x)

pa je

fmt(x) =

√
2√
πt
e−

x2

2t , x < 0.

(b1) Cijena slučajnog zahtjeva C = 150 · 1{m4/12≤160}, mt = min
s∈(0,t)

St, jednaka je

C0 = E∗[e−0.05·4/12150 · 1{m4/12≤160}] = e−0.05·4/12150P∗(m4/12 ≤ 160).

Neka je µ = r/σ − σ/2. Kako je

P∗
(

min
t∈(0,1/3)

S0e
σB∗

t+(r−σ2/2)t ≤ x

)
= P∗

(
min

t∈(0,1/3)
(B∗t + (r/σ − σ/2)t) ≤ 1

σ
ln(

x

S0

)

)
=

= Φ

(
1
σ
ln( x

S0
)− µt
√
t

)
+ e

2µ 1
σ

ln( x
S0

)
Φ

(
1
σ
ln( x

S0
) + µt
√
t

)
,

slijedi

C0 = 147.52 (Φ(−2.019) + 0.71Φ(−1.84)) .



(b2) Neka je µ = α/σ − σ/2. Računamo

P
(

min
t∈(0,1/3)

S0e
σBt+(α−σ2/2)t ≤ 160

)
= P

(
min

t∈(0,1/3)
(Bt + (α/σ − σ/2)t) ≤ 1

σ
ln(

160

S0

)

)
=

= Φ

(
1
σ
ln(160

S0
)− µt
√
t

)
+ e

2µ 1
σ

ln( 160
S0

)
Φ

(
1
σ
ln(160

S0
) + µt
√
t

)
= Φ(−2.31) + 0.234Φ(−1.56)


