FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Prvi kolokvij — 26. travnja 2019.

Zadatak 1.
(a) (4 boda) Definirajte Brownovo gibanje B = (B;):>0 1 iskazite jednu karakterizaciju Brownovog gibanja.

(b) (4 boda) Neka je B = (B;)t>0 Brownovo gibanje. Ispitajte (i dokazite) jesu li slu¢ajni procesi X =
(Xt)izo 1Y = (Yi)izo,
Xt = %1841‘/7 }/t = Bt _tBh t> 07

takoder Brownova gibanja.

(c) (4 boda) Iskazite i dokaZite teorem o kvadratnoj varijaciji Brownovog gibanja.
(d) (3 boda) Neka su B = (Bt(l))tzo i B® = (Bt@))tzo sva nezavisna Brownova gibanja. Odredite
kvadratnu varijaciju slucajnog procesa X = (Bt(l) + QB§2))t20.

Napomena: Za Z ~ N(0,c?%) vrijedi E[Z%] = 307

Rjesenje.
(a) Definicija 1.4 i Teorem 1.6 s predavanja.

(b) Koristimo definiciju ili karakterizaciju. Proces X je Brownovo gibanje jer
o Xy= %Bo =0
e Nezavisnos prirasta slijedi iz nezavisnosti prirasta za B jer je Xy — X¢ = f (B4(t+h) — By),
t,h>01i f(z) = 5.
o Xyin — Xy = S (Bysn) — Ba) ~ N(0, § - 4h)
e Neprekidnost trajektorija (g.s.) slijedi iz neprekidnosti trajektorija za B i neprekidnosti funkcije

f.

Proces Y nije Brownovo gibanje jer
Var(V;) = Var(B; — By — (t—1)B;) = Var(B; — By) + (t —1)*Var(By) = (t = 1)+ (t = 1) = t(t —1) # t.
(c¢) Teorem 1.14 s predavanja.

(d) Uoc¢imo kako iz linearnosti kvadratne kovarijacije slijedi

(X), = (BW 42B®@ BW 1 2B, = (BW), + 4(BW B®), + 4(B?),
=t + 0+ 4t = 5t,
gdje (B, B?)), = 0 slijedi iz
E | (BY - BY)(BE - B2

j=1

=S E[B) - B |E[BY - BY | =0

j=1

pa po éebiéevljevoj nejednakosti slijedi

n

@) lim > (B = B )(B - B,
j=1

) = 0.
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Zadatak 2. Neka je B = (B;);>0 Brownovo gibanje.
(a) Neka je sluc¢ajni proces X = (X;);>0 definiran s

t
Xt = tBt - / BSdS, t Z 0.
0
(al) (3 boda) Je li proces X martingal obzirom na prirodnu filtraciju za B? Svoju tvrdnju dokazite.
(a2) (3 boda) Odredite Var(X;).

(b) (2 boda) Neka su a,b € R. DokaZite: ako je proces Y = (B2 — at®);>¢ martingal (obzirom na prirodnu
filtraciju za B) tada je a = b= 1.

(c) Nekaje T, =inf{t >0: By =z} 1S =Ty NT_s.

(cl) (2 boda) Dokazite da je S vrijeme zaustavljanja (obzirom na prirodnu filtraciju za B).
(c2) (3 boda) Izvedite izraz za E[S].

Rjesengje.
(al) Neka je F prirodna filtracija za Brownovo gibanje. Proces X je martingal jer vrijedi:

— X, je Fi-izmjeriva jer je B, F;-izmjeriva slucajna varijabla za s < t.
— E[|Xy|] < tE[|By]] +f0 [|Bs|]ds < oo, jer je E[|By|] < E[B?] = s.
— Neka je s < t. Kako je By — B, nezavisna od F; i By Fs-izmjeriva, vrijedi

X, — X4 = BB~ B+ (1~ 9847 - B | [ Buaufz)]
— (E[B, — BJ] + (t — 5)B, — /tE (B du

t
:0+(t—s)B5—/ Bydu = (t — s)Bs — (t — s)Bs = 0.

(a2) Kako je X martingal, E[X;] = E[X,] = 0 pa slijedi Var(X;) = E[X?]. Nadalje, koristenjem Fubini-
jevog teorema
E[X{] = t°E[B}] - 2tE U BB, ds} +E U / B.B dsdu]

:t3—2t/ [B; B ds+2// [B.Bs] dsdu
—t3—2t/ 5d8+2//sdst——
0 o Jo 3

(b) Kako je X martingal slijedi da je E[Y;] = E[Y;] za svaki t > 0, §to povlaci da je E[B?] — at® = 0, t;.
at’ =t, za svaki t > 0, odnosno a = b = 1.

(c1) B je martingal s neprekidnim trajektorijama pa je

{S>t}= [ {B.€(-25)} € F.

Qos<t

(c2) Vidi rac¢un iz Zad 1.20 s predavanja, E[S] = —10.
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Zadatak 3.
(a) (3 boda) Definirajte Itov integral za opce integrande i navedite definiciju opéeg integranda H € L£2,.
(b) (3 boda) Detaljno pojasnite zasto je gornja definicija Itovog integrala dobra.

(c) (3 boda) Pokazite da je fot e2 sin B,dB, dobro definiran Itév integral i odredite ga.

Rjesenge.
(a) Vidi poglavlje 2.2. s predavanja.
(b) Vidi poglavlje 2.2. s predavanja.

(c) Uotimo da je slucajni proces (ezsinB; : ¢ > 0) u klasi £2, jer je adaptiran obzirom na prirodnu

filtraciju za B i vrijedi
t t
E {/ essin2Bsds} < / efds=¢e' —1 < .
0 0

t S 1 t S 1 t S
/ e2 sin B,dB, = —e7 cos B, +1+ 5/ e2 cos Byds — 5/ e2 cos B,dB, = —e7 cos B, + 1.
0 0 0

Iz Itove formule vrijedi
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Zadatak 4.
(a) (2 boda) Definirajte Itov proces.
(b) (3 boda) Iskazite Itovu formulu za Itov proces X i f € C*([0,00) x R).
(c) (2 boda) Definirajte Cox-Ingersoll-Rossov model R = (R;);>o kamatnih stopa s parametrima a, 8,0 > 0.
(d) (3 boda) Neka je m(t) = E[R;] i v(t) = E[R?]. Dokazite da funkcije m i v zadovoljavaju sljede¢u
diferencijalnu jednadzbu
Y(t) = 20+ 0%)m(t) - 267(1).

(e) (3 boda) Rijesite stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dXt - tXtdBt7 X() - 1

Rjesengje.
(a) Definicija 2.13 s predavanja.
(b) Teorem 2.15 s predavanja.

(c¢) R je proces dan stohastickom diferencijalnom jednadzbom dR; = (o — SR;)dt + o/ R;dB; uz pocetni
uvjet Ry.

(d) Iz Itove formule za Itov proces slijedi da je
t t o
R? — R} = / 2R (a0 — BRy + 0*)ds + 20/ R2dB,.
0 0
Kako je zadnji ¢lan s desne strane (Itov integral) martingal, djelovanjem s ocekivanjem slijedi da je
t
A1) — (0) = / 2am(s) — B(s) + o®m(s))ds + 20 - 0,
0

pa deriviranjem ove jednakosti dobivamo trazenu diferencijalnu jednadzbu.

(e) Uo¢imo da je rije¢ o homogenoj linearnoj stohastickoj diferencijalnoj jednadzbi oblika
t
X, =1 —|—/ X,dZ,,
0

gdje je dZ; = tdB,. 1z Itove formule vrijedi da je Z; = fot sdB. Takoder
d<Z>t - dthZt - thBtdBt - t2dt

paje (Z); = % Slijedi da je rjesenje dano formulom

Xt = S(Z)t = €Zt_%<Z>t = €fot SdBS_%.



