FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Drugi kolokvij — 1. srpnja 2022.

Zadatak 1. Promatramo model financijskog trzista bez arbitraze s dvije financijske imovine: novac
i dionica. Cijena dionice modelira se adaptiranim slu¢ajnim procesom S = (S; : ¢ > 0), a novac se

v

ukamacuje po kamatnoj stopi r = (r; : t > 0), koja je takoder adaptiran sluc¢ajni proces. Neka je T' > 0
vrijeme dospijec¢a svih sluc¢ajnih zahtjeva.
(a) (2 boda) Definirajte dostizan slucajni zahtjev.
(b) (2 boda) Iskazite karakterizaciju dostiznog sluc¢ajnog zahtjeva C.
(c) (2 boda) Pod kojim uvjetima je Black-Scholes-Mertonov model potpun? ObrazloZite!
(d) Neka je S; = So+ at + 0By, gdje je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje (u R), a,Sp € Rio > 0.
Pretpostavimo da je r;, =0 zasve t > 0.

(d1) (3 boda) Pokazite da je promatrani model bez arbitraze.
(d2) (4 boda) Odredite cijenu call opcije C' = (S — K)4 u trenutku ¢ = 0.

Rjesenge.
(a) str. 60 iz skripte
(b) Proporzicija 4.12
(c) str. 64 iz skripte
)

(d) 2. domaca zadaca
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Zadatak 2. Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s konstantnim parametrima: srednjom stopom
povrata «, volatilnoséu ¢ > 0 i kamatnom stopom r > 0. Vrijednost europske call-opcije s dospije¢em
T > 0 i cijenom izvrSenja K > 0 u trenutku 0 < ¢t < T je dana s c¢(¢,5;), gdje je S; cijena dionice u
trenutku 0 <t < T, a c € C"*([0,00) x [0,00)).

(a) (3 boda) Napisite formulu za c(¢, x).

(b) (3 boda) Koristenjem formule pod (a) odredite cijenu europske put opcije s istom cijenom izvrsenja
i vremenom dospijeca.

(c) (3 boda) Pretpostavimo da je « = 0.2,0 = 0.31 .Sy = 400. Godi$nja kamatna stopa na trzistu novca
je 5 %. Odredite poziciju u dionici A; u trenutku ¢t = 0 portfelja koji replicira europsku call-opciju
s dospije¢em 15 mjeseci i cijenom izvrSenja 410 kn.

(d) (4 boda) Investitor posjeduje jednu call opciju na dionicu i prodao je jednu put opciju na istu dionicu
s istom cijenom izvrSenja i vremenom dospijeca. Koliko dionica mora dodati u taj portfelj kako bi
svoje ulaganje ucinio delta neutralnim? Je li taj delta neutralni portfelj ujedno i gama neutralan?
Svoje odgovore detaljno obrazlozite.

Rjesenge.
(a) Jednadzba (3.11).
(b) Izvod (3.20).

(c) Parametri modela su a = 0.2, 0 = 0.3, Sop = 400, r = 0.05, T' = % =1.251 K = 410. Po propoziciji
3.22 slijedi da je
Ay = c,(0,5) = ®(dy),
gdje je

S ()T 4 (0.05+ 22)1.25

de = _
- o T 0.3v/1.25
Stoga je Ag ~ (0.28) = 0.6103.

~ 0.28042.

(d) Neka je a broj dionica koje moramo dodati da bi portfelj bio delta neutralan. Vrijednost novog
portfelja je tada g(t,S;), gdje je

g(t,z) = —p(t,z) + c(t,x) + ax.

Trazimo da je
0=A,=—-A, +A. +q,

no iz call-put pariteta znamo da je

pt,z) =c(t,x) —x + Ke " T7Y
tj.

A, =A,—1.
Slijedi @ = 1. Uoc¢imo da iz call-put pariteta slijedi da je I'. =I', pa je
I'y=-I'y+1I.=0,

odnosno novi portfelj je ujedno i gama neutralan.
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Zadatak 3.

(a) (3 boda) Neka je B = (B; : t > 0) Brownovo gibanje. Odredite E[X?] za [tov proces X = (X; : t > 0)
dan stohastickom diferencijalnom jednadzbom

dXt - Xtdt —|— dBt, XU — O

(b) (3 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(c) (6 bodova) Dokazite Girsanovljev teorem.

Rjesenge.
(a) Koristenjem Itéve formule dobivamo
1
dX? = 2X,dX, + 5 - 2dt = (2X7 + 1)dt + 2X,dB;.

Sada je
a(t) : = B[X?] = /OtE[QXf + 1]ds + 2E Uot 2Xsst} = /Ot(za(s) + 1)ds,

odnosno m/(t) = (2m(t) + 1)dt. Rjesavanjem ove diferencijalne jednadzbe dobivamo m(t) = “5—,
pri ¢emu iz pocetnog uvjeta dobivamo ¢ = 1.

(b - ¢) Teorem 4.4
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Zadatak 4. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (2, 7, P).

(a) (4 boda) Izracunajte E[X?], gdje je X = max B, 10 <a<b.

(b) Cijena dionice modelirana je geometrijskim Brownovim gibanjem s parametrima o« = 0.1 1 ¢ = 0.2.
Pocetna cijena dionice je 300 kn, a kamatna stopa je 5%.

(b1) (4 boda) Odredite cijenu up-and-out opcije s cijenom izvrsenja 300 kn, barijerom 320 kn i dospi-
jeCem 6 mjeseci.

(b2) (4 boda) Izrac¢unajte vjerojatnost da vrijednost opcije pod (b1l) bude nula u trenutku dospijeca.
Napomena: Za B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje na (2, F,P) i u € R vrijedi
T — put 9 T+ ut
< _ _ 2ux _
P(Orr<18a§t(Bs—|—us)_x) @( 7 ) e @( N , x>0

) —x + pt 9 T+ pt
>a) =& [ — ) 2w
P(oréligt(Bs +pus) >x) =7 ( 7 ) et P ( i ) , ¢ < 0.

Rjesenge.

(a) Za X = max,<i<p(By — B,) vrijedi X = X+BiX 4% |By—a| (jer je proces (B — B, : t > a)
Brownovo gibanje). Kako je (B; — B, : t > a) nezavisan od B, slijedi da su i slu¢ajne varijable X i
B, nezavisne. Stoga je
E[X? = E[X? + E[B?] + 2E[X|E[B,] = E[B? ,| + E[B]=b—a+a = .

——
=0

(b1) Trazi se cijena slu¢ajnog zahtjeva
C=K- ]-{ max_S¢<b} »
0<t<T

gdje je K =300,0=3201T = % = 0.5. Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera uz koju je

a—7T

Brownovo gibanje. Tada je cijena slu¢ajnog zahtjeva C' dana s

VE) _ E*[e—rTC] _ E*[Ke_TTl{OgafTStSb}]

= Ke_’"TP*(Orgta;% Sy <b) = Ke_TTP*(Orgg%(Bf +(E-9))<ilnd)
= Ke_’"TP*(Orgtzg(T(B: +ut) <),
gdje je
Hzg—%:i—%:;—ozo.w i xz%ln%z&n%z&ni—g.



Koristeéi formulu za funkciju distribucije minimuma Brownovog gibanja s driftom dobije se

N N x—p-T 9 r+p-T
<p) =0 (LA ) L (TR R
P (org%XT(Bt + ut) < x) <I>< Nis ) e @( Nii

Dakle,

V0.5 V0.5

~ 292.59 [@(0.35) - G—g)m@(—os@‘)l .

Vo = 30000505 [@ (5ln 2—0.15- 0.5> RETREINTIN <_5ln 2+0.15- 0.5)}

(b2) Trazimo

02
P( max_S; > 320) = P( max_Spe?PrH @3 > 390)

0<1<0.5 0<t<0.5
= P(max (B + (5 = $)t) = ;In )
= P( max (B +ut) = z),
gdje je
u:g—%:%—l—lozgzOA i xz%ln%zﬂn%zf)lni—g.

Koristeéi formulu za funkciju distribucije minimuma Brownovog gibanja s driftom dobijemo

. x—p-0.5 speg [T+ 105
P(Ogg&(thLut)Zx)—l @(—\/ﬁ >+6 o Y

pa je

5Ini—04-05 , 5Inl6 1 04.05
P( min S, >280)=1-® ( i ) 4 20450 g (_ ng )
0<t<0.5 \/ﬁ 55

16\*
~ ®(—0.1735) — (E) $(0.739)..
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