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SAZETAK. Ovo su materijali za kolegij Financijsko modeliranje 1. Citatelje koji uode greske
bilo kakve prirode molimo da na njih ukazu putem maila. Isto vrijedi i za sve komentare i

sugestije koje bi mogle poboljsati izlaganje sadrzaja.

SADRZAJ

[_Uvod

1.

Cilj kolegijal

2.

Osnovni elementi financijskog trzistaj

3.

Osnovne ideje odredivanja cijene opcijal

D

Jednoperiodni modeli u diskretnom vremenul

[2.1.  Opis modela: imovine, porttelji 1 arbitrazal

[2.2. Nepostojanje arbitraze 1 martingalna mjeral

[2.3. Izvedene vrijednosnice]

[2.4. Potpuni modeli trzistal

[2.5.  Rizik 1 povrat|

[3.  Viseperiodni modeli u diskretnom vremenu - dinamicki modeli|

[3.1.  Opis modela: imovine, strategije 1 arbitrazal

[3.2.  Martingali 1 moguc¢nost arbitraze|

[3.3.  Potpuni modeli trzistal

3.4, CRR modell

[4. Problem optimalnog zaustavljanja 1 americke opcije|
[4.1. Uvod u americke opcije

[4.2.  Vrijeme zaustavljanjal

[4.3. Snellov omotac¢ 1 optimalno zaustavljanje

[4.4. Primjena na americke opcije|

[4.5.  Americka put opcija u CRR modelul

1. UvoD

© g W N = e

12
16
16
20
20
26
30
33
41
41
43
44
23
56

1.1. Cilj kolegija. Osnovni cilj kolegija je uvesti modele financijskog trzista u diskretnom

vremenu, te objasniti vjerojatnosne metode za precizan matematicki opis i razumijevanje tih

modela. Kolegij je podijeljen u 3 glavna dijela:

Posljednja izmjena: 20. sijecnja 2021.
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(i) Jednoperiodni modeli
Opisujemo opéeniti jednoperiodni model financijskog trzista (u kojem se promatra evo-
lucija trzista u jednom vremenskom trenutku). Uvodimo osnovne pojmove: financij-
ska imovina, portfelj, arbitraza, martingalna mjera, potpunost trzista, povrat i rizik.
Dokazujemo fundamentalne teoreme financijskih trzista koji daju vezu izmedu arbi-
traZe/potpunosti i martingalne mjere. Promatramo izvedene vrijednosnice, te odredi-
vanje nearbitrazne cijene ipripadnog replicirajuceg portfelja.

(ii) Dinamicki diskretni modeli
Rezultate i pojmove iz prvog poglavlja generaliziramo na modele trzista koji promatraju
evoluciju trzista kroz kona¢no mnogo vremenskih trenutaka. Podsje¢amo se osnovnih
rezultata iz teorije martingala, te promatramo osnovni viseperiodni model financijskih
trzista zvan Cox-Ross-Rubinsteinov model.

(iii) Problem optimalnog zaustavljanja i americke opcije
Podsje¢amo se teorije (diskretnih) supermartingala, uvodimo vremena zaustavljanja
i Snellov omota¢ slu¢ajnog procesa, specijalno Markovljevog lanca. Primjenjujemo
matematicku teoriju na problem odredivanja nearbitraznih cijena americkih opcija u

CRR modelu.

Predavanja prate skriptu Z.Vondracek: Financijsko modeliranje. Osnovnu literaturu za kolegij
¢ine sljedece publikacije:

e W. A. Baxter, A. Rennie, Financial Calculus, Cambridge University Press, 1996.

e D. Lamberton, B. Lapeyre, Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance,
Chapmann & Hall, 1996.

e M. Musiela, M. Rutkowski, Martingale Methods in Financial Modelling, Springer, 1997.

e S. R. Pliska, Introduction to Mathematical Finance: Discrete Time Models, Blackwell
Publishers, 1997.

e S. Shreve, Stochastic Calculus for Finance I: The Binomial Asset Pricing Model, Sprin-
ger, 2004.

1.2. Osnovni elementi financijskog trzista. Financijska trzista opcéenito su kompleksna,
no mi ¢emo usklopu ovog kolegija promatrati osnovi model koji se u nacelu sastoji od dvije
vrste financijskih imovina - rizi¢nu i nerizi¢nu.

Kao rizi¢nu imovinu uzet ¢emo dionicu. ZasSto rizi¢na? Zato $to cijena dionice neprestano
fluktuira, uglavnom na nepredvidiv nac¢in. Stoga ulaganje u dionice u sebi nosi rizik.

Pod nerizi¢nom imovinom smatrat ¢emo financijski instrument koji donosi siguran, pre-
uloZzenim uz fiksnu kamatnu stopu.

Zasto investitori ulazu u riziénu imovinu? Zato $to ocekuju veéi povrat nego kod nerizi¢ne
imovine, te su stoga spremni preuzeti rizik.

Osim dionica i novca u banci, promatrat ¢emo i opcije, odnosno izvedene vrijednosne papire
(izvedenice, engl. derivative securities, derivatives). Otkud ime izvedeni vrijednosni papiri?
Zato $to je njihova vrijednost, odn. cijena, izvedena iz vrijednosnice na koju su napisani. Na
primjer, vrijednost opcije na dionicu izvedena je iz vrijednosti dionice (3to ne znaci da ne ovisi

i o drugim faktorima).
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Sto je u stvari opcija? Opcija je ugovor koji vlasniku ugovora daje pravo, ali ne i obavezu,
kupiti ili prodati neku imovinu do odredenog datuma (ili na odredeni datum) po unaprijed
dogovorenoj cijeni. Osnovno svojstvo opcije je da vlasnik opcije ne mora kupiti (odn. prodati)
imovinu. U ugovoru sudjeluju dvije strane - prodavatelj (pisac) opcije, t.j. osoba koja izdaje
opciju, te kupac opcije, t.j. osoba koja postaje vlasnik opcije.

Uobic¢ajeniji ugovor izmedu dvije strane je tzv. forward ugovor. Po tom ugovoru se jedna od
strana obavezuje prodati (ili kupiti) od druge strane neku imovinu po unaprijed dogovorenoj
cijeni. U ovom slucaju stranka je obavezna na prodaju (ili kupnju) i ne moze odustati od

ugovora. Dakle, za razliku od opcije, kod forwarda ne postoji opcija odustajanja.

Primjer 1.1. Cijena jedne dionice Krasa KRAS na dan 5.10.2020. iznosila je Sy = 605.00 Kn.
Call opcija (opcija poziva) s danom dospijeca 5.1.2021. (engl. maturity) i cijenom izvrsenja
K = 610.00 Kn (engl. strike price, exercise price) je ugovor koji kupcu opcije daje pravo na
kupnju (od pisca opcije) jedne dionice KRAS-a na dan 5.1.2021. po cijeni od K = 610.00 Kn.
Put opcija (opcija ponude) s danom dospijeca 5.1.2021. 1 cijenom izvrsenja K = 610.00 Kn je
ugovor koji kupcu opcije daje pravo na prodaju (piscu opcije) jedne dionice KRAS-a na dan
5.1.2021. po cijeni od K = 610.00 Kn. Neka je St cijena jedne dionice Krasa na dan dospijeca
5.1.2021.

Pozicija kupca (odn. vlasnika) call opcije na dan dospijeca 5.1.2021.

e ako je cijena Sy > K = 610.00, na primjer, S = 620.00 Kn, vlasnik opcije ¢e iskoristit
svoje pravo i kupiti (od pisca) jednu dionicu Krasa za 610.00 Kn, te je istog trenutka
prodati na trzistu za trzisnu cijenu od St = 620.00 Kn. Na taj nacin ¢e kupac ostvariti
profit od S — K = 620.00 — 610.00 = 10.00 Kn.

e ako je cijena S < K = 610.00 Kn, na primjer, S = 600.00 Kn, vlasnik opcije ne
koristi svoje pravo, jer na trzistu dionicu moze kupiti jeftinije od cijene dospijeca.

e vrijednost opcije na dan dospijeca jednaka je max(Sy — K,0) = max(10,0).

Pozicija pisca call opcije na dan dospijeca 5.1.2021. je suprotna od kupceve:

e ako je cijena St > K = 610.00, na primjer, Sy = 620.00 Kn, pisac opcije mora prodati
dionicu Krasa za K = 610.00 kn, dok je trziSna vrijednost S = 620.00 Kn, te prema
tome gubi 10.00 Kn.

e ako je cijena St < K = 610.00 Kn, kupac ne koristi ugovor, te pisac ne gubi nista.

e vrijednost opcije na dan dospijeca jednaka je —max(Sr — K,0) = —max(10,0).
Zakljucak: buduci da vlasnik opcije moze samo dobiti ugovorom, a pisac opcije samo izgubiti,
jasno je da pisac mora od kupca traziti premiju za pravo koje opcija daje. Ta premija je cijena
opcije koju kupac mora platiti piscu na dan izdavanja opcije.

Osnovno pitanje: kolika je pravedna (racionalna) cijena opcije?

1.3. Osnovne ideje odredivanja cijene opcija. Sada ¢emo na vrlo jednostavnom modelu
objasniti osnovnu ideju odredivanja pravedne cijene opcija. Da bismo to mogli uc¢initi, uvodimo
sljedece pretpostavke o financijskom trzistu (tzv. trziste bez trenja):

e sve stranke imaju isti pristup relevantnim informacijama,
e ne postoje troskovi transakcija (trgovanje je besplatno),
e sva financijska imovina je beskonac¢no dijeljiva i likvidna,

e kamatna stopa jednaka je za posudivanje i ulaganje.
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Vratimo se na Primjer [[.1} Sy = 605.00, K = 610.00, 7" = 3 mjeseca. Pretpostavimo da je
kamatna stopa za 3 mjeseca fiksna i iznosi 1%. To znaci da jedna kuna uloZena danas za tri
mjeseca daje 1.01 Kn. Stavimo r» = 0.01. Da bismo mogli odrediti cijenu call opcije, moramo
na neki nac¢in modelirati slu¢ajno kretanje cijene dionice Krasa. Predlazemo najjednostavniji
moguci model, za koji je jasno da nije realan. Bez obzira na to, model je ilustrativan i poucan,
a pokazat ¢emo tokom kolegija da se moze poop¢iti tako da zadrzi jednostavno svojstvo, ali
postaje puno realniji.

Pretpostavke: nakon tri mjeseca, 7' = 3, cijena jedne dionice Krasa moze porasti i iznosit ¢e
S9 = 620.00 Kn, ili moZe pasti i iznosit ¢e S = 600.00 Kn. Reéi ¢emo da se dogodio elementarni
dogadaj w; ako je cijena jednaka S9, odnosno da se dogodio ws ako je cijena jednaka S?. Prostor
elementarnih dogadaja je Q2 = {wy,ws}. Cijena dionice nakon tri mjeseca St je slucajna i vrijedi

Sr(wr) = 87 = 620.00,
Sr(ws) = S% = 600.00.

ST(OJl) = Sg

So

ST(LUQ) = Sd

Dakle, Sy : © — R, je slucajna varijabla. Naravno, u trenutku ¢ = 0 (t.j. sada), ne znamo
da li ¢e se dogoditi wy ili wy (odnosno koje je pravo stanje svijeta).
[zracunajmo vrijednost C7r call opcije u trenutku 7". Uoc¢imo da ta vrijednost ovisi o tome

da li se dogodio wy ili wy. Dakle, Cr : 2 — R je slucajna varijabla i vrijedi:

Cr(wy) = Sp(wy) — K = 57— K = 620.00 — 610.00 = 10.00,

Cr(ws) =0.
Uoc¢imo da mozemo pisati Cp = max(Sy — K,0) = (Spr — K)*. Takoder, Cr koji smo gore
izracunali je vrijednost opcije u kunama nakon tri mjeseca. Zbog vremenske vrijednosti novca,

sadasnja vrijednost opcije nakon tri mjeseca je (14 7)~'Cr. Tu vrijednost zvat ¢emo diskonti-

rana vrijednost. Dakle

1 1
C . %10=99
T O = oo ’
1
C —0.
1+7r T(w2)

Jedna od mogucih ideja odredivanja cijene opcija je izra¢unati oc¢ekivanje njezine diskontirane
vrijednosti. Za racunanje oc¢ekivanja potrebno je odrediti vjerojatnosti elementarnih dogadaja.
Postoje dva nacina kako se to moze uciniti. Jedan je statisticki, po kojem se vjerojatnosti
procjenjuju iz povijesnih podataka. Takvu vjerojatnost mozemo zvati objektivnom. Drugi
nacin odredivanja vjerojatnosti je subjektivan, po kojem investitori procjenjuju vjerojatnosti

na subjektivan nac¢in (koristenjem informacija unutar i izvan trzista). Na primjer, na trzistu
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na kojem se o¢ekuje pad cijena dionica (bear market), subjektivna procjena vjerojatnosti moze
izgledati ovako:
P({w}) =0.2 P({w2}) =0.8.

Uz takvu vjerojatnost, ocekivanje diskontirane vrijednosti opcije bilo bi

E|l- L | —02x -+ x 10 + 0.8 x L 0=198
T+ 5777 101 C7 101 o

Dakle, investitoru koji predvida pad trzista (uz subjektivnu procjenu vjerojatnosti kao gore),
opcija vrijedi 1.91 Kn (odnosno, toliko je spreman platiti za nju). Na trzistu na kojem se
o¢ekuje rast cijena dionica (bull market), subjektivna procjena vjerojatnosti moze izgledati
ovako:

P({w}) =08  P{w})=02.

Uz takvu vjerojatnost, oc¢ekivanje diskontirane vrijednosti opcije bilo bi

1+7r 1.01

odnosno ¢etiri puta vige. Jasno je da ¢e se na takav nacin dvije strane u ugovoru koje imaju

1 1 1
El OT}:O.8><—><10+0.2><1—01><0:7.92,

suprotna ocekivanja o trzistu tesko dogovoriti o cijeni opcije. Medutim, za izgradnju pouzdanog
modela financijskog trzista, mora biti zagarantirana jedinstvenost cijene izvedenih vrijednos-
nica. To se moZe posti¢i primjenom replicirajuéeg portfelja.

Objasnimo detaljno $to je to replicirajuci portfelj. Pretpostavimo da investitor moze trgovati
sa dvije financijske imovine - dionicama Krasa i novcem u banci (t.j., moze uloziti novac u banku
ili ga posuditi iz banke). Oznac¢imo sa ¢' broj dionica Krasa koje investitor posjeduje (ili kupi)
u trenutku ¢ = 0 (zbog pretpostavke o beskonac¢noj djeljivosti ¢! moze biti proizvoljan realan
broj). Neka je ¢° iznos novca koji investitor u trenutku ¢ = 0 ima u banci (¢ moze biti
negativan - novac posuden iz banke). Ureden par ¢ = (¢°, ¢') € R? zovemo portfelj u trenutku
t = 0. Kolika je vrijednost Vy(¢) takvog portfelja ¢7 O¢cito je

Vo(¢) = ¢° 4+ ¢' Sy = ¢° + 605¢" .

Kolika je vrijednost Vir(¢) portfelja ¢ u trenutku ¢ = 77 Buduéi da je cijena dionice Krasa
slucajna, to ¢e i vrijednost portfelja biti slu¢ajna varijabla, Vr(¢) : Q@ — R. Vrijedi:

Vr(¢) = ¢°(1+7) + ¢'Sr.
Preciznije
Vr(¢)(w1) = ¢°(1 4+ 1) + ¢*Sp(wi) = 1.01¢° + 620.00¢"
V() (wa) = ¢°(1 +7) + ¢Sy (ws) = 1.01¢° 4 600.00¢" .

Kazemo da portfelj ¢ replicira call opciju ako vrijedi Vy(¢) = Cr, t.j., vrijednost portfelja

jednaka je vrijednosti call opcije.

Pitanje: da li postoji repliciraju¢i portfelj za nasu call opciju? Odgovor je pozitivan $to
se lako i vidi. Zaista, repliciraju¢i portfelj ¢ mora zadovoljavati sljedeée dvije jednakosti:
Vr(¢)(wy) = Cr(wi) i Vr(¢)(w2) = Cr(ws). To mozemo napisati kao

1.01¢° + 620.00¢" = 10.00,
1.01¢" 4 600.00¢" = 0.
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To je sustav dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice, ¢' i ¢'. Rjesavanjem slijedi:
1
#° = —297.03, o = 3= 0.5.
Dakle, portfelj ¢ = (—297.03,0.5) replicira call opciju, odnosno portfelj ¢ i call opcija imaju
jednaku vrijednost u trenutku ¢t = T'. Prema tome, portfelj ¢ i call opcija moraju imati jednaku
vrijednost i u trenutku ¢ = 0. Kolika je vrijednost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 07 Racunamo:

Vo) = ¢° + ¢'Sy = —297.03 + 605 x 0.5 = 5.47 .

Medutim, to znaci da je i vrijednost call opcije u trenutku ¢t = 0 jednaka upravo Cy = 5.47.

Pogledajmo malo detaljnije princip na kojem se zasniva odredivanje cijene opcije pomocu
replicirajuceg portfelja.

Pretpostavimo da je pisac uspio prodati razmatranu opciju za iznos Cy > 5.47, na primjer za
Co = 7.00 Kn. Za 5.47 Kn odmah kupi portfelj ¢ = (—297.03,0.5), t.j., iz banke posudi 297.03
Kn, i kupi 0.5 dionica Krasa po cijeni od 605.00 Kn (uocite da mu za to treba 0.5 x 605.00 =
302.50 Kn. Medutim, 302.50=297.03+4-5.47). Razliku od 7.00-5.47=1.53 Kn stavi u banku uz
kamatu 1% (ili u dzep). U vremenu T vrijednost portfelja Vi (¢) = Cr, te je pisac u stanju to¢no
pokriti obavezu iz ugovora. U meduvremenu, 1.53 Kn u banci naraslo je na 1.53 x 1.01 = 1.55
Kn. Na taj nacin je pisac opcije ostvario nerizican profit od 1.55 Kn.

Obratno, pretpostavimo da je kupac uspio kupiti opciju za iznos Cy < 5.47, na primjer, za
Co = 4 Kn. Istog trenutka kupac prodaje portfelj ¢ = (—297.03,0.5) za 5.47 Kn (to znaci
da posudi 0.5 dionica Krasa (“short sell”), odmah ih proda za 302.50 Kn, a 297.03 Kn ulozi u
banku). Razliku od 5.47-4.00=1.47 Kn ulozi u banku uz kamatu od 1% (ili stavi u dzep). U
trenutku 7', vrijednost opcije koju posjeduje Cr jednaka je vrijednosti portfelja Vir(¢) kojeg
je prodao. Stoga ima dovoljan iznos da otkupi natrag portfelj ¢ (to znaéi da izvadi novce iz
banke, kupi 0.6 dionica KraSa bilo po cijeni na koju ima pravo po ugovoru, bilo po trzisnoj
cijeni, te vrati 0.6 dionica Krasa). Time je na nuli, osim 1.47 Kn u banci koje su narasle na
1.47 x 1.01 = 1.485 Kn, Sto je nerizican profit.

Iz gornjeg razmatranja se vidi da jedina cijena opcije koja niti piscu niti kupcu ne omogu-
¢ava nerizican profit mora biti jednaka 5.47 Kn. Portfelj koji donosi nerizi¢an profit naziva
se arbitraza (ili moguénost arbitraze). Ekonomski je opravdano pretpostaviti da na trzistu
ne postoje moguénosti arbitraze. Slijedi da je nepostojanje arbitraze na financijskom trzistu
ekonomski princip pomoc¢u kojeg smo odredili cijenu opcije. Sto onda vjerojatnost radi u ovoj
pri¢i? Uloga vjerojatnosti ima tehnicki karakter. Objasnimo to malo detaljnije.

Pokusajmo naci vjerojatnost P* na Q = {wy,ws}, P*({w1}) = p*, P*({wq}) = 1 — p*, takvu
da je ocekivana (uz vjerojatnost P*) diskontirana vrijednost dionice u trenutku 7' jednaka
sadasnjoj vrijednosti Sy. Dakle, zahtijevamo

* 1 _
B {1+7“ST} =%,

tJ.,

1 1
" % 620. 1—p*)— .00 = 605.00.
P gy % 62000+ (1= )75 % 600.00 = 605.00

Rjesavanjem slijedi p* = 0.554. Uocimo da je E*[Sy] = (1 + 1)Sy, t.j., upravo onoliko koliko

bismo imali u trenutku 7" da smo novac ulozili u nerizi¢nu imovinu (dakle u banku). Stoga
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vjerojatnost P* zovemo vjerojatnost neutralna na rizik - ocekivani (uz P*) povrat na dionicu
jednak je nerizi¢nom povratu od 1%.
Kakve to veze ima sa cijenom opcije? Izra¢unajmo oc¢ekivanu (uz P*) diskontiranu vrijednost

opcije u trenutku ¢t =T

1 1 1
E' Ol = p'—— %10+ (1 — p*)—— x 0 = 5.47.
[1—1—7’ T} Pygp 10+ (=g X

Medutim, to je upravo cijena opcije Cy koju smo gore dobili konstrukcijom replicirajuc¢eg portfe-
lja. U kolegiju ¢emo pokazati da to nije slu¢ajno, te zasto rac¢unanje ocekivanja (uz vjerojatnost
neutralnu na rizik) diskontirane vrijednosti opcije daje cijenu opcije u trenutku ¢ = 0. Uocite

da je drugi postupak brzi i jednostavniji.

2. JEDNOPERIODNI MODELI U DISKRETNOM VREMENU

2.1. Opis modela: imovine, portfelji i arbitraza. U ovom poglavlju ¢emo pretpostavljati
da se imovinom na financijskom trzistu moze trgovati u dva vremenska trenutka: ¢ = 0 (sadas-
njost) i £ = 1 (neko fiksno vrijeme u buduc¢nosti). Izmedu ta dva trenutka imamo jedan period
otkud ime modelu.

Promatramo financijsko trziste s d+1 financijskom imovinom (to mogu biti dionice, obveznice,
valuta ili novac). Koristimo sljedece oznake:

e Si= cijena (vrijednost) i-te financijske imovine u trenutku ¢t = 0, ¢ = 0,1,...,d.
Pretpostavit ¢éemo da nam je ta cijena poznata (u svim trenutcima), te da je S > 0
za sve 1.

e Si= cijena i-te imovine u trenutku ¢t = 1, i = 0,1,...,d. Pretpostavljamo da je S}
nenegativna slu¢ajna varijabla za sve i (u trenutku ¢ = 0 ta cijena nam je nepoznata
zbog slucajnih fluktuacija).

e Vektor Sy = (S?, S}, ..., S%) nazivamo sustav cijena u trenutku ¢, t = 0,1. Uo¢imo,
u trenutku t = 0 je Sy € Rﬁlfl vektor nenegativnih brojeva, dok je S; nenegativni

sluc¢ajni vektor.

Vjerojatnosni prostor: Kada govorimo o slu¢ajnim varijablama pretpostavljamo da u
pozadini postoji neki vjerojatnosni prostor. Neka je to (2, F, P). Prisjetimo se da je Q prostor
elementarnih dogadaja w. O elementarnim dogadajima w € () razmisljamo kao o moguéim
stanjima svijeta u buducnosti ¢ = 1, ili kao o moguéim scenarijima. Ukoliko je stvarno stanje
svijeta jednako w, tada je cijena i-te imovine u trenutku ¢ = 1 jednaka S}(w) € R,. U ovom
poglavlju ¢emo zbog jednostavnosti pretpostaviti da je prostor elementarnih dogadaja konacan,

tj. da se moze dogoditi najvise konacno razli¢itih scenarija. Dakle,
QO ={w,ws,...,wk} zaneki K € N.

Za o-algebru dogadaja F ¢emo za sada uzeti partitivni skup P(€2), ali to opéenito nije nuzno.
Uz tu konvenciju, svako preslikavanje sa {2 u R je slucajna varijabla. Za vjerojatnost P na
(Q, F) pretpostavljamo da zadovoljava uvjet P({w}) > 0 za sve w € €, tj. da su svi scenariji
zaista mogudi.

Pretpostavit ¢emo da nase financijsko trziste sadrzi jednu nerizicnu imovinu i specifirat ¢emo

da je to imovina s indeksom 0. Preciznije, pretpostavljamo da vrijedi:

So=11 S{=1+r,
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gdje je r € R konstanta. Financijski je opravdano zahtijevati » > 0, dok je matematicki
dovoljno r > —1. Za ostale imovine pretpostavljamo da su rizicne, tj. dasuza+=1,2,...,d,
Si (nekonstantne) slucajne varijable.

Definicija 2.1. Portfelj je vektor ¢ = (¢°, ¢, ..., ¢%) € R, gdje ¢’ predstavlja broj jedinica
i-te financijske imovine koju investitor posjeduje u trenutku ¢ = 0. Vrijednost portfelja ¢ u
trenutku ¢ = 0, 1 jednaka je

d
Vi(g) =D ¢'Si=0¢-5;,
i=0
gdje - oznacava skalarni produkt u R4+,

Uo¢imo par napomena vezanih uz Definiciju [2.1}

e Primijetimo da definicija portfelja dozvoljava da je ¢* < 0. Na primjer, ako je ¢° < 0
znaci da smo iz banke posudili |¢°| novéanih jedinica. Pretpostavka ¢ < 0 za neki
1=1,2,...,d, odgovara short sale imovine 1.

e Uocimo da je V(¢) € R realan broj. S druge strane Vi (¢) =¢-.S; je funkcija slucéajnog

vektora S7, stoga je vrijednost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 1 slucajna varijabla.

Pretpostavimo da smo u trenutku ¢ = 0 konstruirali portfelj ¢ ¢ija je vrijednost V5(¢) = 0. Na
primjer, iz banke smo posudili izvjestan iznos noveca ¢ < 0, te za taj iznos kupili neke dionice.
U trenutku ¢ = 1 pokazat ¢e se koje je stvarno stanje svijeta w € Q = {wy,wo,...,wk}.
Pretpostavimo da za svaki w € Q vrijedi ¢ - S1(w) > 0, te da postoji barem jedan w’ takav da
je ¢ - S1(w') > 0. To znadi da uz ulog jednak nuli (vrijednost portfelja ¢ u t = 0), sigurno ne
mozemo izgubiti, te uz barem jedan scenarij ostvarujemo strogo pozitivnu dobit. Takav portfelj

zove se arbitraza.

Definicija 2.2. Portfelj ¢ naziva se arbitraza (ili mogucénost arbitraze), ako vrijedi ¢- Sy = 0,
alije ¢~ S1 > 0 P-g.s. i Plg- S, > 0] > 0.

Intuitivno, arbitraza je portfelj koji nije izlozen riziku gubitka, i s pozitivnom vjerojatnoséu
donosi pozitivan profit. Postojanje arbitraze na trzistu ukazuje na neefikasnost trzista. U

realnom zivotu na trzistu je teSko pronaé¢i moguénost arbitraze.

Napomena 2.3. U paragrafu prije definicije, arbitraza je definirana bez pozivanja na vjero-
jatnost P. Na koji nac¢in vjerojatnost P ulazi u definiciju arbitraze? Jednostavno se vidi da je

to samo kroz ¢injenicu da je P({w}) > 0 za svaki w € Q.

Uvjet ekvivalentan nepostojanju arbitraze moze se iskazati na sljedeé¢i nacin: svaka investi-
cija u rizicnu imovinu koja s pozitivnom vjerojatnoséu donosi bolji rezultat nego investicija u

nerizi¢nu imovinu izloZena je riziku. Matematicki se to iskazuje ovako:

Lema 2.4. Sljedeci uvjeti su ekvivalentni:

(a) Model trzista dopusta arbitrazu.
(b) Postoji vektor (¢!, ..., ¢%) € RY takav da je
d d d

d
D ¢St =(141)) ¢S Pys. i P> ¢'Si>(1471)) ¢'Si| >0,
=1

i=1 i=1 i=1
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Dokaz. (a)=(b): Neka je ¢ arbitraza. Tada je 0 = ¢ - So = ¢° + S| ¢*Si. Slijedi,

d d d
DS —(141)) ¢S =) ¢S+ (141" =0¢-S".
=1 =1 =1

Buduéi da je ¢ - S P-g.s. nenegativno i strogo pozitivno s pozitivhom vjerojatnoséu, isto mora
vrijediti i za lijevu stranu 3¢ ¢*S% — (14 7) 320, ¢'Si.

(b)=(a): Neka je (¢',...,¢%) kao u pretpostavci (b). Definiramo ¢° := — 3¢ | ¢S4, Tvrdimo
da je portfelj ¢ = (¢°, ¢', ..., ¢%) arbitraza. Po definiciji je ¢Sy = ¢°+ 3¢, ¢'Si = 0. Nadalje,
¢-S1=(1+r)¢°+ Z?zl ¢'St = —(1+7) 2?21 @' Sh + Z?:l 'St sto je P-g.s. nenegativno i
strogo pozitivno s pozitivnom vjerojatnoscéu. 0

2.2. Nepostojanje arbitraze i martingalna mjera. U prethodnom odjeljku uveli smo po-
jam arbitraze pomoc¢u ekonomskog uvjeta - neriziCan profit nije mogué, te smo komentirali
da je na stvarnim financijskom trzistima tesko pronaé¢i moguénost arbitraze. Zato ¢emo na-
dalje modelirati samo trzista koja ne dopustaju arbitrazu. Kako mozemo provjeriti da model
financijskog trzista ne dopusta arbitrazu? Po definiciji bismo trebali provjeriti da niti jedan
portfelj nije arbitraza. To nije tako jednostavno, te ¢emo u ovom odjeljku dati operativniji

uvjet nepostojanja arbitraze. Taj uvjet baziran je na egzistenciji tzv. martingalne mjere:

Definicija 2.5. Vjerojatnosna mjera P* na ({2, F) naziva se martingalna mjera ili mjera
neutralna na rizik, ako vrijedi
St =E* {%} i=0,1,...,d. (2.1)
Primijetimo da je St/(1+r) diskontirana vrijednost i-te financijske imovine u t = 1. Definicija
kaze da je o¢ekivanje te diskontirane vrijednosti po martingalnoj mjeri P* jednako cijeni imovine
u trenutku ¢ = 0. Na formulu mozemo gledati kao na formulu odredivanja cijene imovine -
cijena je ocCekivanje diskontirane vrijednosti, ali ne uz objektivnu mjeru P, nego uz martingalnu
mjeru P*. U sljede¢em poglavlju objasnit ¢emo naziv martingalna mjera. Zasto P* zovemo
mjerom neutralnom na rizik vidimo ovako: diskontirana vrijednost neriziéne imovine S° u
t = 1 jednaka je SY/(1 +r) = 1, te je formula trivijalno ispunjena. Uz P* ocekivana
vrijednost rizicne imovine jednaka je ocekivanoj vrijednosti nerizicne imovine. Dakle, ta mjera
je neutralna na rizik, za razliku od objektivne mjere P uz koju diskontirana rizi¢na imovina
ima vece ocekivanje od nerizi¢ne (ako veé preuzimamo rizik, o¢ekujemo veci povrat).
Podsjetimo se, za vjerojatnost P* kazemo da je ekvivalentna s P i pisemo P* ~ P, ako, za
svaki A € F
P (A)=0 < P(A) =0.
Uocimo da na diskretnom vjerojatnosnom prostoru €2 na kojem je P({w}) > 0 za sve w € €,
vrijedi P* &~ P ako i samo ako je P*({w}) > 0 za sve w € Q.

Uvedimo familiju svih martingalnih mjera ekvivalentnih s P:
P :={P* : P* je martingalna mjera i P* ~ P}.

Sljedec¢i osnovni rezultat je najjednostavniji oblik tzv. fundamentalnog teorema odrediva-
nja cijena imovine.
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Teorem 2.6. Model trzista ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je P # (0 (tj. ako i samo ako
postoji ekvivalentna martingalna mjera).

Dokaz. < Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera P*. Neka je ¢ € R!
portfelj takav da je ¢ -S; > 0 P-g.s. i P[¢-S; > 0] > 0. Pokazimo da je tada nuzno Vy(¢) > 0,
tj. da portfelj ¢ ne moze biti arbitraza.
Bududi da je P* = P, vrijedi
¢-51>0P-gs. i Pp-S; >0] >0.

Slijedi da je E*[¢ - S1] > 0. Uoc¢imo da je po pretpostavci

95 = B [1+r}_E [1+r]’

otkud

Vo(@) = - So = Zczfsz ZE*{f+;}=E*[f+;}>O.
=0

O

Dokaz drugog smjera je nesto slozeniji, i trebat ¢e nam sljede¢i pomoc¢ni rezultati iz linearne
algebre.

Lema 2.7. (a) Neka je C C R"™ zatvoren i konveksan skup takav da 0 ¢ C. Tada postoje

linearan funkcional € : R™ — R i« > 0 takvi da je £(x) > « za sve x € C. Specijalno,
hiperravnina {x : &{(x) = 0} ne presijeca C.

(b) (teorem separacije) Neka je K C R"™ kompaktan i konveksan, te neka je V- C R™
vektorski potprostor takav da je KNV = (. Tada postoji linearan funkcional £ : R" —
R takav da vrijedi £(x) >0 za svex € K, i £(x) =0 za sve x € V.

Dokaz. (a) Neka je r > 0 takav da za zatvorenu kuglu radiju r oko ishodista vrijedi B(0,r)NC #

. Norma ||| : B(0,7) " C — R je neprekidna funkcija i postize minimum u zq € B(0,r) N C.
Specijalno, ||z|| > ||zo|| za svaki x € C. Bududéi da je C konveksan, za svaki s € [0, 1] vrijedi

o+ s(x —xo) =sx+ (1 —s)zg € C.
Stoga je ||xo + s(x — xo)|| > [|zo||, odnosno za sve s € [0, 1] vrijedi
s%||z — xo|* + 2520 - (7 — 20) > 0.

Odavde slijedi g - & > ||2o]]? za sve # € C. Definiramo &(z) := x¢ - x i a = ||zg|*.
(b) Definiramo skup C:= K -V ={z € R" : v =y — 2,y € K,z € V}. Tada je C konveksan
i zatvoren. Po (a) postoje linearan funkcional £ i a > 0 takvi da je {(z) > a za sve z € C. To

znaci da za sve y € K iz € V vrijedi

Ely—2)=E&(y) —&(2) > a

Fiksirajmo y € K. Tada je £(z) < &(y) — a za sve z € V. Buduéi da je V' vektorski prostor, to
povlac¢i £(z) =0 za sve z € V. Slijedi {(y) > a >0 zasvey € K. O

Primijetimo, nadalje, da se skup svih slu¢ajnih varijabli na = {w,...,wx} moze iden-
tificirati s vektorskim prostorom RX. Zaista, ako je X slucajna varijabla na 2, moZemo je
identificirati s K-torkom (X (w1),..., X(wg)) € RE.
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Dokaz. (nastavak dokaza Teorema

= Neka je V := {Vi(¢) : ¢ portfelj takav da je Vo(¢) = 0}. Tada je V vektorski potprostor
prostora svih slu¢ajnih varijabli na €, te ga shvac¢amo kao vektorski potprostor od R¥. Neka
je, nadalje, I' skup svih pozitivnih slu¢ajnih varijabli na Q (X je pozitivna ako je X (w) > 0 za
sve w € i postoji ' takav da je X (w') > 0). Primijetimo da je I" konveksan podskup od R¥.
Iz pretpostavke da trziste ne dopusta arbitrazu slijedi da je VNI = (. Zaista, ako je ¢ portfelj
takav da je Vi(¢) € VNT, tada je ¢ arbitraza. Definirajmo K :={X €T : }° . X(w)=1}.
Tada je K C I" konveksan i kompaktan skup za koji vrijedi K N}V = (0. Po teoremu separacije
(Lema [2.7] (b)), postoji A = (A(w) : w € Q) takav da vrijedi:

(1) Dpea Mw)X(w) > 0zasve X € K,
(i) > eq Mw)Vi(¢)(w) = 0 za svaki portfelj ¢ takav da je Vi(¢) = 0.

Iz svojstva (i) slijedi da je A(w) > 0 za sve w € Q (zaista, dovoljno je uzeti X tako da je
X(w) =11 X(w') =0 za sve ostale w’). Definiramo vjerojatnost P* formulom:
) AW
P*({w}) S AW
Zbog A(w) > 0 za sve w € Q slijedi P* = P. Ostaje pokazati da je P* martingalna mjera. Neka
je o = (¢°,¢1,0,...,0) portfelj takav da je 0 = Vy(¢) = ¢ - Sy = ¢° + ¢*Si. Uocimo da je tada
Sy =—¢°/o". Po (11) imamo

0 = ) Mw)(¢-S)w)

weN
= D AMw) ("1 +7) +¢'S} (W)
weN
= (147D Aw)+¢' Y AMw)S} (w)

we weN

Podijelimo sa ) .o A(w’). Slijedi:
0=¢"(1+7)+¢" > P ({w})S](w).

weN
Odavde dobivamo
LS Sl = -2 = 8}

- ¢

1+7r e q§1
odnosno - g

EY 1 _ 1.
1+ r} K

Na isti na¢in odabirom odgovarajuéeg portfelja pokaze se da je

Si ]l
E|—|=85,i=1,...,d.
{1—FT_ 0> ? ) I

Dakle, P* € P. O
U dokazu smo uveli linearni prostor V := {Vi(¢) : ¢ portfelj takav da je Vo(¢) = 0}. Neka
je
W= {Vi(9) : ¢ portfelj}
linearni prostor svih isplata koje se mogu generirati pomoc¢u nekog portfelja. Uo¢imo da je V C

W. Slucajne varijable iz W nazivat ¢emo dostiznim isplatama. Definirajmo preslikavanje
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7 : W — R na sljedeéi nacin: za W = ¢ - S; € W neka je

(W) :=E* LYJ —E* ﬁfﬂ . (2.2)

Ovdje je E* o¢ekivanje s obzirom na P* € P. Realan broj 7(W) zovemo cijena od W. Uo¢imo
da je 7 linearan funkcional na potprostoru W: ako su Wy, Wy € W, te a1, a0 € R, tada je

7T(O./1W1 + Oéng) = OéﬂT(Wl) + Oéz?T(Wg) .
Primijetimo nadalje da ako je W = ¢ - 51, tada je #(W) = ¢ - Sy. Zaista, to slijedi iz

1+7r 147

[ S
d

= > ¢'S;,
=0

gdje zadnja jednakost slijedi iz . Specijalno, cijena od W ne ovisi o portfelju koji generira
W (u principu moze biti vise takvih portfelja). Stovise, cijena m(W) ne ovisi o martingalnoj
mjeri P* po kojoj se ra¢una ocekivanje.

Uocimo da su S € W. Zaista, dovoljno je izabrati portfelj ¢ takav da je ¢' = 1, te ¢/ = 0
za sve j # 1. U tom slucaju imamo da je cijena od S! jednaka
15—;—17“} =5o-

2.3. Izvedene vrijednosnice. Na stvarnim financijskim trzistima se uz primarne financijske

wwﬁzw{

imovine jo$ trzi i vrijednosnicama ¢ija isplata ovisi (najéeS¢e na nelinearan nacin) o primar-

d

nim imovinama S°, S',..., 59 Takve vrijednosnice nazivaju se izvedenim vrijednosnicama,

opcijama ili slu¢ajnim zahtjevima.

Definicija 2.8. Sluéajni zahtjev (contingent claim) je sluc¢ajna varijabla C' na vjerojatnos-

nom prostoru (2, F, P) takva da je
0<C<o0 P-—gs.

Slucajni zahtjev C zove se izvedenica (derivative) primarnih imovina S°, St, ... S? ako je C
funkcija od S}, odnosno ako postoji (Borelova) funkcija f : R4 — [0, 00) takva da je

C = (S0, 8L,....5%.

Primjer 2.9. U forward ugovoru jedan agent pristaje prodati drugom agentu neku financijsku
imovinu u trenutku ¢ = 1 po cijeni K koja je specificirana u trenutku 0. Prema tome, vlasnik
forward ugovora na i-tu financijsku imovinu dobiva razliku izmedu stvarne trzisne cijene Si i
dostavne cijene (delivery price) K u slu¢aju da je Si > K. Obratno, ako je Si < K, tada
vlasnik forward ugovora gubi iznos K — S;. Prema tome, forward ugovor odgovara slu¢ajnoj
isplati

oV =95 — K.
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Primjer 2.10. Call i put opcija su standardni primjeri izvedenica na trzistu. Call opcija na
i-tu imovinu je ugovor koji vlasniku daje pravo, ali ne obavezu, na kupovinu ¢-te imovine u
trenutku 1 za fiksnu cijenu K, koja se naziva cijena izvrSenja. To odgovara sluc¢ajnoj isplati

oblika
Si— K akoje Si > K,
0 inace.

C«call _ (Si _ K)+ — {

Obratno, put opcija daje pravo, ali ne obavezu, na prodaju imovine u trenutku 1 po cijeni
izvrSenja K. To odgovara sluc¢ajnoj isplati oblika

K — 8! akoje K > Si,
0 inace .

CPUt = (K — Si)t = {

Call i put opcija s istom cijenom izvrsenja K povezani su relacijom
Ccall . Cput _ Sz - K
=St .
Pretpostavimo da su u promatranom modelu trzista C°! i CPU dostizne isplate. Tada mo-
7emo promatrati cijene 7(C) i 7(CPY) tih opcija, dane jednadzbom (2.2)). Iz linearnosti
funkcionala cijene 7 i iz gornje relacije slijedi da je

K
147"

r(Cely — p(CPuty = §i — (2.3)

Ta jednakost naziva se call - put paritet.

Primjer 2.11. Podsjetimo se, s VW smo oznacili familiju svih dostiznih isplata na trzistu i
ustvrdili smo da je cijena i-te dionice S¢ dostiZna isplata. Uo¢imo da, uz klasi¢ne call i put
opcije na jednu od dionica, ima smisla promatrati opcije na vrijednost W = ¢ -5 € W
portfelja nekoliko rizi¢nih imovina. Takve opcije se ponekad nazivaju kosare (basket option).
Na primjer, koSara moze biti oblika (W — K)*.

Sada nam je cilj odrediti cijenu slucajnog zahtjeva C' uz fundamentalnu pretpostavku da
model trzista ne dopusta arbitrazu. Uoc¢imo da na slucajni zahtjev C' mozemo gledati kao
na novi financijski instrument na trzistu koji se u trenutku ¢ = 0 prodaje za neku cijenu 7¢.

Preciznije, na C' gledamo kao na d + 2-gu imovinu S+ za koju vrijedi
Sitt = xC 1 Sitt = (. (2.4)

Zelimo odrediti cijenu 7€ tog novog instrumenta tako da na trziste ne uvodimo arbitrazu.
Drugim rije¢ima, Zelimo da model trzista koji se sastoji od d 4+ 1 primarne imovine i slucaj-
nog zahtjeva C' i dalje bude bez arbitraze. Pri tome implicitno pretpostavljamo da uvodenje
slucajnog zahtijeva C' na trziste kao nove imovine ne utjece na cijenu postojec¢ih primarnih

1movina.

Definicija 2.12. Realni broj 7 > 0 zove se ne-arbitraZna cijena (arbitrage-free price)
slucajnog zahtjeva C' ako je model trziSta proSiren pomocu (2.4) bez arbitraze. Skup svih

ne-arbitraznih cijena od C' oznacava se sa [1(C'). Donju i gornju medu od II(C') ozna¢avamo sa
m(C) ;== infII(C) i «"(C):=supll(C).

Sljedeéi rezultat opravdava definiciju cijene 7 relacijom ([2.2)).
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Teorem 2.13. Pretpostavimo da je skup P ekvivalentnih martingalnih mjera za originalno

trziste neprazan. Tada su ne-arbitrazne cijene slucajnog zahtjeva C' dane s

ey [ ] v er). .

Nadalje, slijedi da su donja i gornja ograda od I1(C) dane s
C C
HC) = inf E* 7 (C) = E* :
HO= i E 75| 0= e [
Dokaz. Pokazimo prvo inkluziju II(C) c {E* [l—i-r] : P* e P}. Neka je 7¢ € II(C) ne-
arbitrazna cijena od C' i imovina S?! odredena s . Kako prosireni model trzista koji

se sastoji od imovina S, ...., S¢, S9! i dalje ne dopuéta arbitrazu, mozemo na njega primijeniti
Teorem (2.6)). Prema tome, postoji ekvivalentna martingalna mjera P na prosirenom modelu

trzista, tj. vrijedi

i _ Si o
SO—E[1+T} zai=0,1,...,d (2.6)
~[ C
c _
™ =E L—I—T] . (2.7)

Iz ( . je ocito P ujedno i ekvivalentna martmgalna mjera na pocetnom trzistu, odnosno
P € P. Prema tome, iz - 2.7) slijedi da je 7¢ sadrzana u desnoj strani od .

Obratno, neka je
L+r

za neki P* € P. Tada je po definiciji martingalne mjere, P* ujedno i martingalna mjera za
prosireno trziste (zadovoljava i ) Sada po Teoremu slijedi da na prosirenom
trzistu ne postoji arbitraza, §to znaci da je 7¢ € II(C). Kona¢no, formule za 7+(C) i 7'(C)
slijede direktno iz . 0

Neka je C' € W dostizan sluc¢ajni zahtjev, odnosno
C>0iC=Vi(p)=¢-5

za neki portfelj ¢. Svaki takav portfelj ¢ zove se replicirajuéi portfelj za C'. Uoc¢imo da je C

izvedenica, obzirom da ju moZemo prikazati kao (linearnu) funkciju osnovnih imovina,

C:f(sgasllavsf)v f($) =¢- .

Stoga, diskusija na kraju prethodnog potpoglavlja i prethodni teorem povlace da je nearbi-
trazna cijena dostiznog slu¢ajnog zahtjeva C' jednaka upravo cijeni repliciranja Vo(¢) = ¢ - Sp.
Podsjetimo se, cijena 7(C) = ¢ - Sy je jedinstvena, odnosno ne ovisi o odabiru replicirajuceg
portfelja.

Teorem 2.14. Pretpostavimo da model trzista ne dopusSta arbitrazu, te neka je C slucajan
zahtjev.
(a) Ako je C dostizan, C € W, tada se skup I1(C) ne-arbitraznih cijena od C' sastoji od
jedinstvenog elementa Vyo(¢) = ¢ - So, gdje je ¢ bilo koji replicirajuci portfelj za C.
(b) Ako C nije dostizan, tada je 7+(C) < n'(C) i vrijedi

I(C) = (7(C), 7'(C)).
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Dokaz. (a) Pretpostavimo da je ¢ replicirajuci portfelj za C, te neka je P* € P. Tada je

[ C

Podsjetimo se, ta jednakost nam govori sljedece:
e Ako je 1 € R4 neki drugi replicirajuéi portfelj za C, tada gornja formula vrijedi i za
1. Specijalno, ¢ - Sop = ¥ - Sy, Sto znadi da lijeva strana u gornjoj jednakosti ne ovisi o
repliciraju¢em portfelju.
e Bududi da lijeva strana u gornjoj formuli ne ovisi o P*, to ta formula vrijedi za sve
P* € P. To znaci da se skup na desnoj strani jednakosti Teorema sastoji od
samo jednog elementa. Dakle, II(C) = {¢ - Sp}.

(b) Primijetimo da je skup P ekvivalentih martingalnih mjera konveksan: ako su P}, P5 € P i
A € [0,1], tada je P* := AP} + (1 — A\)P3 € P[] Zbog

C C C
E* = )\EI |—— 1-—NE; | ——
[1+r] A 1[1+r}+( A 2{14—7"}

ey (o< ] per)

konveksan. Jasno je da je II(C') omeden i neprazan. Neprazan, konveksan i omeden podskup

slijedi da je skup

od R je nuzno interval. Preostaje, stoga, pokazati da je to otvoren interval. Neka je 7w € II(C).
Tvrdimo da postoje 7 i 7 u II(C) takvi da je 7 < m < 7. Neka je P* € P takva da je

.| C
m=E [1+r] .

Po pretpostavi C' nije dostizan, te je stoga {C'} NW = ). Po teoremu separacije (Lema [2.7] (b))
postoji linearan funkcional ¢ : R — R takav da je

EW)=0zasve WeW, &©C)>0. (2.8)
Funkcional € je oblika (&, &, ...,&kx) € RX. Bez smanjena opéenitosti moZemo pretpostaviti
da je
. . .
&l < 5 min{P*({w;}), 7 =1,2,..., K} (2.9)

(zaista, pomnozimo li £ pozitivnom konstantom, ([2.8) ostaje istinito). Primijetimo takoder da
je zbog 1 € W, Zfil & =¢(1)=0.
Definirajmo mjeru P na (€2, F) formulom:
P({w;}) =P ({w}) +&, j=12... K.
Iz (2.9) slijedi da je P({w,}) > 0 za sve j = 1,2,..., K. Nadalje,

K

Z P({w}) = Y (P*({w}) +&)

J=1

K
= 1+) §=1.
j=1

ITvrdnju dokazite za vjezbu sami.
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Dakle, P je vjerojatnosna mjera za koju vrijedi P~P* ~P.
Pokazimo da je P € P.Neka je Z slucajna varijabla na 2. Tada je

ZZWJ ({w;}) = "’Zéj (wj) =E*[Z] +£(2). (2.10)

Specijalno vrijedi E[W] = E*[W] za sve W € W. Uzimanjem W = Si i = 0,1,...,d,
zaklju¢ujemo da je P e P, t.J., P je ekvivalentna martingalna mjera. Primjenimo 1 sa

Z = C. Slijedi:
. E*
gl O _EI+EC) | C ]
1+7r 1+7r 1+7r
To znaci da je 7 ne-arbitrazna cijena strogo veca od .

Definirajmo sada mjeru P na (Q, F) formulom:

P({U)]}) = P*({w]}> _gja ]: 1725"'7[('
Na isti nacin kao gore provjeri se da je P € P, te da je
ﬁ:ﬁ)[ C }:E[C]—S(C)<E*[L]:W,
147 147

odnosno 7 je ne-arbitrazna cijena strogo manja od 7. 0

2.4. Potpuni modeli trzista. Najjednostavniji modeli trzista bez arbitraze su oni u kojima

su svi sluc¢ajni zahtjevi dostizni.
Definicija 2.15. Model trzista bez arbitraze je potpun ako je svaki sluc¢ajni zahtjev dostizan.

Teorem 2.16. Model trzista bez arbitraZe je potpun ako i samo postoji jedinstvena ekvivalentna

martingalna mjera, t.j. ako je |P| = 1. U tom slucaju nuzno vrijedi K < d+ 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je model potpun. Tada je za svaki A € F, indikator 1, dostizan
slucajan zahtjev. Tada je po Teoremu [2.14] P*[A] = E*[14] neovisno o P* € P (jer je II(14)
jednoclan skup). Specijalno, uz A = {w}, P*({w}) je jednako za sve P* € P, za sve w € 2. Ali
to je moguce samo ako P sadrzi jedinstven element.

Obratno, pretpostavimo da je P = {P*}. Neka je C slucajan zahtjev. Po Teoremu , C
ima jedinstvenu ne-arbitraznu cijenu danu sa E*[C//(1 + r)]. Sada iz Teorema (b) slijedi
da je C dostizan (u suprotnom bi II(C') bio otvoren interval §to je u suprotnosti s ¢injenicom
da je II(C) tocka).

Sada dokazujemo da je K < d+1. Slu¢ajni zahtjev je slucajna varijablana Q = {wy, ..., wg}.
Slucajne varijable na € tvore vektorski prostor koji identificiramo s R¥. Budu¢i da je svaki
sluc¢ajni zahtjev dostizan, to je vektorski prostor sluc¢ajnih zahtjeva jednak vektorskom prostoru
W svih dostiznih isplata. Svaka dostiZna isplata generirana je nekim portfeljom ¢ € R4
Preslikavanje koje portfelju ¢ pridruzuje dostiznu isplatu ¢ - S; je linearno preslikavanje na koje
gledamo kao na preslikavanje sa R4*! na RX. Po pretpostavci da je svaki slucajni zahtjev
dostizan, to preslikavanje je surjekcija. Stoga je dimenzija vektorskog prostora portfelja veca
ili jednaka dimenziji vektorskog prostora slucajnih zahtjeva. Dakle, d +1 > K. 0

2.5. Rizik i povrat.
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Definicija 2.17. Neka je W € W dostizna isplata takva da je w(W) # 0. Tada se povrat od

W definira kao
W —n(W)

R(W) := 7

Izra¢unajmo povrat nerizi¢ne imovine S°:

Sy —m(SY)  (14+r)—-1
G 1 B

sto je kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu. Nadalje ra¢unamo ocekivani povrat rizi¢nih imovina

R(SY)

r,

uz P* - mjeru neutralnu na rizik:

etnsh) - o [T

m(S1)
_ B[]
= 14r)—1=r,

gdje predzadnja jednakost slijedi iz . Ovaj racun daje jos jedno objaSnjenje naziva mjera
neutralna na rizik. Primijetimo da bi oc¢ekivani povrat rizicne imovine uz objektivnu mjeru P
trebao biti vec¢i od r - povrata na nerizi¢nu imovinu.

Pretpostavimo sada da je dostizna isplata W € W linearna kombinacija W = >, oy, W,
(ne-nul) dostiznih isplata Wy, k = 1,2,... n. Zelimo izracunati povrat od W. Prvo uo¢imo da
je m(W) =371, apm(Wy,) zbog linearnosti od 7. Zato je
W —m(W)

(W)

D1 Wi — 300 (W)
(W)
_ i ak(Wk — W(Wk))
(W)

RW) =

k=1

. u akﬂ'(Wk) Wk — W(Wk)
> m(W) (W)

p
= Y BR(W),
p

gdje smo uveli koeficijente

OékT('(Wk) _ ak7T<Wk)
n(W) X (W)

Koeficijente (3 interpretiramo kao omjer koji je investiran u Wj.

ﬁk: ,k:1,2,...,n.

Specijalan slu¢aj gornje formule dobijemo u slucaju kada je n = d +1 i Wy = S¥, odnosno
za dostiznu isplatu W = ¢ - S = Z?:o ¢'Si. Tada je
d

ROV) =3 75 RIS
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Neka je P* neka ekvivalentna martingalna mjera. Definiramo slu¢ajnu varijablu L formulom

Pr({w})
Lw):=—=——=-, wenN.
P({w})
Slucajna varijabla L naziva se state price density. Primijetimo da vrijedi sljede¢a jednostavna
formula: neka je Z sluc¢ajna varijabla na 2. Tada je

= Z(@)P ({w}) ZZ P({w}) = E[LZ]. (2.11)

Jednostavna posljedica je formula E[L] = E*[1] = 1. Pomoc¢u formule (2.11]) ra¢unamo kovari-
jancu sluc¢ajnih varijabli R(W) i L:

Cov(L, R(W)) = E[LR(W)] - E[LIE[R(W)]
= ER(W)] - E[R(W)]
= r—E[RW)].

Formulirajmo gornja razmatranja u sljede¢u propoziciju:

Propozicija 2.18. Pretpostavimo da je P* neka ekvivalentna martingalna mjera, te neka je
W €W dostizna isplata takva da je m(W) # 0. Tada vrijedi sljedece:

E'lRW)] = r
E[R(W)] = r— Cou(L, R(W)).
O

Primjer 2.19. Najjednostavniji model koji smo veé¢ susreli ima samo dva elementarna doga-
daja: Q = {wy,wy}. Vjerojatnost P na (Q2,P(Q2)) dana je s P({w;1}) = p € (0,1). Pretpostav-

ljamo da trziste ima jednu rizi¢nu imovinu, te da vrijedi
St(wy) = S3(1+0b),  SHwy) =Si(14a),
gdje je —1 < a < b.
SHwy) = S§(1+0)

So

1_p 1 1
Shwn) = SE(1 + a)

Za nerizi¢nu imovinu vrijedi Sy = 1, SY = 1 +r, gdje je r > 0 kamatna stopa na trzistu.
Neka je P* druga vjerojatnosna mjera na (2, P(Q2)) i p* = P*({w1}) € (0,1). Tada je P* € P

ako i samo ako je
So(1+7) =E[S] = S(1+b)p" + So (1 + a)(1 = p"),

odnosno
l+r=>1+bp"+(1+a)(l—-p").
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Jedinstveno rjeSenje gornje jednadzbe je
. Tr—a
P=y T

Stoga, da bi dodatno P* bila vjerojatnosna mjera ekvivalentna s P nuzno je i dovoljno da vrijedi

p*E(O,1)<:>0<%<1<:>a<r<b. (2.12)

Uoc¢imo da je uz taj uvjet ekvivalentna martingalna mjera i jedinstvena. Dakle, po Teoremu
2.16) model trzista je potpun.

Promotrimo sada neki slucajni zahtjev C' : Q@ — R,. Kako je uz trziste potpuno,
slijedi da je C' dostizan. Tada za svaki replicirajuéi portfelj ¢ = (¢°, ¢') za C vrijedi

Cw) =¢"S)(w) +¢'Si(w) = °(L+7) + ¢'Sj(w), weQ.

Uo¢imo da iz gornje relacije dobivamo sustav od dvije jednadzbe (za w = wy 1 w = ws) s dvije
nepoznanice, ¢° i ¢'. RjeSenje sustava dano je s

40 — Clwz)(1+b) — C(wi)(1 +a) Clws) — Clwn)
(b—a)(1+7r) Sib—a)

Po Teoremu [2.14] slijedi da je jedinstvena ne-arbitrazna cijena slu¢ajnog zahtjeva C' dana s

m(C) = Vio(¢) =¢-So=¢" + ¢'S;
C(w2)(14+b) — C(wy)(1 +a) N C(ws) — Clwr)
(b—a)(1+7) b—a
Cw2)(b—71)+ C(w)(r —a)
(I1+7)(b—a) '

Primijetimo da smo gornjim rac¢unom dali i drugi dokaz potpunosti trzista. Naime, za proizvo-

Pt = (2.13)

ljan slucajni zahtjev C' smo nasli replicirajuci portfelj odreden s (2.13)). Time smo pokazali da
je svaki slucajni zahtjev dostizan.
Uoc¢imo da smo jedinstvenu ne-arbitraznu cijenu mogli odrediti i pomoc¢u ekvivalentne mar-

tingalne mjere P*:

C 1 _ C<w1) * C(w2> (1 _p)*

) = E [1+r 147 147
Clw)r—a Clw2)b—r
l+rb—a 14rb—a’
Neka je sada C' = (S} — K)T call-opcija sa cijenom izvrienja K € [Si(1 + a), Sa(1 + b)].
Slijedi da je cijena te call opcije jednaka
Sl +b)—Kr—a  Sj(14+0b)-K (1_ 1—|—a>
1+ b—a b—a 1+r)

Uocimo da cijena opcije ne ovisi o p, te da je rastuca funkcija kamatne stope r. S druge strane,

(S} — K)1) (2.14)

ocekivanje (uz vjerojatnost P) diskontirane vrijednosti opcije jednako je

E{ C }:Sg(ler)—K'

147 1+r

Sto je padajuca funkcija od r, i rastuca funkcija od p.
Sada ¢emo ilustrirati kako opcije mogu modificirati rizik financijske pozicije. Pretpostavimo
da je S§ = 100, Sj(wy) = 120 (t.j. b = 0.2), S{(w2) = 90 (a = —0.1), te r = 0.03. Povrati na
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riziénu imovinu iznose
R(S])(w1) = +20% ili  R(S})(w2) = —10%.

Pogledajmo sada call opciju C' = (S} — K)T sa cijenom izvrienja K = 100. Po formuli (2.14)),
cijena te opcije je

120 — 100 0.13
= ~ 841.
=" 03 8
Stoga je povrat
_ (S8 —K)* —7(C)
R(C) = o)
na pocetnu investiciju 7(C') ~ 8.41 jednak
_20—-7(C) _
R(C)(wy) = oy~ +138%,
0—n(C)
= —~ -1 )
R(C)(ws) 0 00%

U usporedbi sa +20% 1 -10%, to je izuzetno velik porast moguénosti ostvarivanja profita i rizika.
To se ponekad zove efekt poluge (leverage effect).

Pretpostavimo da investitor u trenutku ¢ = 0 posjeduje jednu dionicu, te Zeli smanjiti rizik
od potencijalnog pada njene cijene. To moze uciniti tako da kupi odreden broj, oznac¢imo ga
s 1, put opcija (s cijenom izvrSenja K = 100) na tu dionicu. Tada je njegova nova pozicija u
trenutku £ = 1 jednaka

C = (K —SHt + 5}
Odredimo cijenu sluc¢ajnog zahtjeva C , odnosno takvog portfelja. Cijena put opcije u trenutku
t = 0 je po put call paritetu jednaka

K
m(CP) = m(CM) — S+ ——— ~ 550,

+r
Stoga je 71‘(5) ~ 5.501¢) + 100. Izracunajmo povrat na C:

~ 0+ 120 — 5.50¢ — 100 20 — 5.50
R(C)(wn) ~ v 100 _ v

5.50¢) + 100 ~ 5.50¢) + 100"

R() () 104 + 90 — 5.50¢) — 100 4.50¢) — 10
wy) ~ = :

2 5.50¢) + 100 5.50¢) + 100

Za 1 =1 (jedna put opcija) dobijemo:

R(C)(w) ~ +13.7%, i R(C)(ws) ~ —5.2%.
Za 1 = 2 (dvije put opcije) dobijemo:

R(O)(wy) ~ +8.1%, i R(C)(ws)~ —0.9%.

3. VISEPERIODNI MODELI U DISKRETNOM VREMENU - DINAMICKI MODELI

3.1. Opis modela: imovine, strategije i arbitraza. U ovom poglavlju prosirujemo model iz
prethodnog poglavlja na kona¢no mnogo vremenskih perioda. Financijskom imovinom trzi se u
trenucima t = 0,1,...,7T. Kao i do sada, financijski model gradit ¢emo na diskretnom vjerojat-

nosnom prostoru (2, F, P), gdje je prostor elementarnih dogadaja konac¢an - Q = {wy, ... ,wk}.
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Za o-algebru F uzimamo partitivni skup od Q: F = P(Q). I dalje pretpostavljamo da su svi
elementarni dogadaji moguéi: P({w}) > 0 za sve w € Q.

Uz vjerojatnosni prostor (€2, F,P) dan nam je i neopadajuéi niz o-algebri sadrzanih u F:
Fo CFy C -+ C Fp C F. Takvu familiju o-algebri F = {Fy, Fi,..., Fr} zovemo filtracija.
O o-algebri F; mislimo kao o informaciji o stanju svijeta koja nam je dostupna u trenutku ¢.
Kako vrijeme prolazi, informacija se pove¢ava otkud uvjet o neopadajucoj familiji. Nadalje
¢emo pretpostaviti da je Fy trivijalna o- algebra, Fy = {0, Q}, t.j., u trenutku ¢ = 0 nemamo
nikakvu informaciju o moguéem stanju svijeta. Takoder ¢emo pretpostaviti da je Fr = F, t.j.,
na kraju imamo potpunu informaciju.

Kao i u prethodnom poglavlju, financijsko trziste sastoji se od d + 1 financijske imovine. Ci-
jenu i-te financijske imovine u trenutku ¢ = 0, 1,...,7T ozna¢avamo sa S¢. Dakle, gornji indeks
oznacava o kojoj se imovini radi, dok donji indeks pokazuje vremenski trenutak. Cijene finan-
cijskih imovina opéenito su slucajne, te ¢emo stoga pretpostaviti da su S slucajne varijable.
Prirodno je pretpostaviti da cijena S ovisi samo o dogadajima koji su se dogodili do trenutka
t, odnosno o informaciji do trenutka t. Matematicki to formuliramo tako da ¢emo pretpostaviti

da je slucajna varijabla S} izmjeriva u odnosu na o-algebru F;. To znadi da za sve € R vrijedi
{Si<a}ter

(ekvivalentno, {S; < z} € F, {S} > =} € F, {S; > x} € F,). Dakle, hoce li cijena od
S® u trenutku ¢ biti veéa (manja) od z ovisi samo o dogadajima do trenutka ¢. Oznacimo
s S; == (SP, S}, ..., 5% vektor cijena svih imovina u trenutku ¢. Tada je S; : Q — R4*!

Fi-izmjeriv slucajni vektor.

Definicija 3.1. Slucajni proces X = (X;, t =0,1,...,T) je adaptiran u odnosu na filtraciju
F=(F,t=0,1,...,T) ako jezasvakit = 0,1, ..., T, sluajna varijabla (vektor) X; izmjeriva

u odnosu na o-algebru F;.

Kao i u prvom poglavlju pretpostavljamo da je 0-ta financijska imovina nerizi¢na (npr., novac

u banci). Stavljamo S§ = 1, te zbog jednostavnosti SY = (1 + r)* (ukamacivanje po stopi r).

Napomena 3.2. Pojam nerizi¢ne imovine moze se poop¢iti, tako da SP ne bude nuzno degene-
rirana slu¢ajna varijabla. Opéenito mozemo pretpostaviti da je 0-ta imovina lokalno nerizi¢na.
To znaci da u trenutku ¢ — 1 znamo njenu vrijednost u trenutku ¢, t = 1,2,...,T. Formalno,
to znaci da je SP JF;_;-izmjeriva.

Uvedimo oznaku f3; := 1/SP. Koeficijent 3; interpretiramo kao diskontni faktor od vremena
t do vremena 0: ako u trenutku ¢ = 0 ulozimo u banku £; kuna, u trenutku ¢ imat ¢emo toc¢no
1 kunu. Imovine indeksirane s i = 1,2, ..., d su rizicne.

Nakon $§to smo uveli financijski model, objasnimo kako se u modelu trguje. U sluc¢aju jed-
noperiodnog modela, u trenutku ¢ = 0 investirali bismo u financijske imovine tako da stvorimo
portfelj ¢ = (¢°, @', ..., ¢?). Prisjetimo se, ¢' oznacava broj jedinica i-te imovine. Oznacimo
sada ¢ sa ¢: ¢ = (@), 01, ...,¢¢). U trenutku ¢t = 1, dopusteno nam je rebalansirati portfel;j i
zamijeniti ga nekim drugim portfeljom koji oznac¢imo s ¢ = (69, @3, ..., ¢%). O Eemu ée ovisiti
taj novi portfelj? O cijenama financijskih imovina u trenutku ¢ = 1. Buduéi da su te cijene
slucajne, i to tako da su JF; izmjerive, to ¢e opcenito i portfelj ¢, biti Fi-izmjeriv sluc¢ajni vektor

u R4, U trenutku ¢t = 2 saznamo nove cijene S5, te rebalansiramo portfelj, itd.
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Definicija 3.3. Slucajni proces X = (X;,t=0,1,...,T) je predvidiv u odnosu na filtraciju
F=(F,t=0,1,...,T) ako je za svaki t = 1,...,T, slu¢ajna varijabla (vektor) X; izmjeriva
u odnosu na c-algebru F;_1, te ako je X izmjeriva u odnosu na Fy.

Definicija 3.4. Strategija trgovanja (ili dinamicki portfelj) je predvidiv slucajni proces
¢ = (Y, 0t,...,0%),t =1,2,...,T) s vrijednostima u R*"!. Vrijednost portfelja u trenutku
t=1,2,...,T je slucajna varijabla

d
Vi(¢) == ¢+ Si=>_ #iS;.
=0

Primijetimo da je Vi(¢) izmjeriva u odnosu na F;. Dakle, V(¢) = (Vi(¢), t =1,2,...,T) je
adaptiran sluc¢ajni proces.

0 1 2 t-1 t
[ A ) \ A
[ A U A A

¢1 -+ So " P2 - 51 Gt - Si-1 " Pri1+ St
¢1- 51 b - S

Po definiciji je vrijednost portfelja u trenutku ¢ jednaka vrijednosti nakon $to se saznaju cijene
imovina u trenutku ¢, a prije rebalansa portfelja. Primijetimo da nismo definirali vrijednost
portfelja ¢ u trenutku ¢t = 0. Po definiciji stavljamo Vi (¢) := ¢1 - Sp. Ta definicija nije formalno
u skladu s definicijom od Vi(¢) za t = 1,2,...,T. Alternativno, mozemo definirati portfelj u
trenutku ¢ = 0 formulom ¢y = ¢;. Tada moZzemo staviti Vy(¢p) = ¢o - Sy $to je u skladu s
definicijom od Vi(¢) za t = 1,2,...,T. Od sada nadalje koristimo konvenciju da je ¢g = ¢;.

Osim stvarnih vrijednosti financijskih imovina i portfelja zanimat ¢e nas i njihove diskontirane
vrijednosti (t.j., svedene na sadasnju vrijednost). Kao i do sada, diskontirane vrijednosti ¢emo

uvijek oznacavati tildom ™ :

~ ; 1 )
Sy =[S, = ——=5].
t Bt t (1 i T’)t t
Uoc¢imo da je §? = 1. Diskontirana vrijednost portfelja u trenutku t = 1,2,....7T je slucajna
varijabla
V(@) == BiVi(@) = ¢ - St
Definicija 3.5. Strategija ¢ je samofinancirajuca ako za svet =0,1,...,T — 1 vrijedi
Gr - St = Pri1 - St (3.1)
Gornju definiciju interpretiramo na sljede¢i nacin:
e u trenutku ¢ saznamo cijene S, S} ..., S% i vrijednost portfelja (strategije) postaje
G - St;

e prilagodavamo svoju financijsku poziciju tako da biramo novi portfelj ¢;.1 i to tako
da sredstva za kupovinu tog novog portfelja mogu doéi samo iz vrijednosti portfelja ¢;
koja je Vi(¢) = ¢ - Si;

e dakle, vrijednost (u trenutku t) novog portfelja ¢;.1, koja je ¢ - .Sy, mora biti jednaka
vrijednosti starog portfelja ¢; koja je ¢y - S;.
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Napomena 3.6. Jednakost (3.1)) ekvivalentna je sa

¢t+1 : (St+1 - St) - ¢t+1 : St+1 - Cbt - S,
odnosno
Gri1 - (See1 — St) = Visa (@) — Vi) . (3.2)

Desna strana je razlika vrijednosti portfelja ¢ u trenucima t + 1 i . Lijeva strana je dobitak
(gubitak) ostvaren promjenom cijena od trenutka ¢ do trenutka ¢+ 1. Dakle, strategija je samo-
financirajuca ako i samo ako je dobitak (gubitak) ostvaren samo promjenom cijena financijskih

imovina (a ne, npr., dodatnim investiranjem ili povla¢enjem novca iz portfelja - konzumacija).

Uvedimo oznaku za razliku cijena financijskih imovina u trenucima ¢t — 1 i ¢:
A‘S’t = St - St—lv t= 172a"'7Ta

te za ukupni dobitak (gubitak) do trenutka ¢:

t

Gi(¢) == ¢;-AS;.

J=1

Tada je G(¢) = (G(¢), t = 1,2,...,T) adaptiran slu¢ajni proces koji zovemo proces dobitka.

Propozicija 3.7. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Strategija ¢ je samofinancirajuca.
(i) Za svet =1,2,...,T vrijedi
Vi(@) = Vo(9) + Gi(o) -
(i) Za svet =1,2,...,T vrijedi

Vil0) = Vo(6) + Gi(@) = Vol@) + D 5 - AS;

Dokaz. 1z Napomene , ¢ je samofinancirajuca ako i samo ako vrijedi jednakost .

(D)= (ii) Va(9) = Vo(@) + 351 (Vi(0) = Vi-a(9)) = Vo(o) + X5, 6 - AS;.

()= (i) Iz Vi(6) = V(&) +3_, 6;-AS, zasve t = 1,2, ... T, slijedi Vi(é) —Vi-1(6) = 6-AS.
(i)<(iil) Vrijedi ¢y - Sy = @41 - Sy ako 1 samo ako je ¢y - Sy = @1 - Si. Sada je dokaz isti kao
dokaz ekvivalencije (i) i (ii). O

Propozicija 3.8. Za svaki predvidiv proces ((¢},...,¢%),0 <t < T) i za svaku Fy-izmjerivu
slucajnu varijablu Vi postoji jedinstven predvidiv proces (¢2,0 < t < T) takav da je strategija
= (¢°, 0, ..., 8% samofinancirajuca i vrijedi Vo(¢) = V.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ samofinancirajuca i vrijedi Vo(¢) = V. Tada iz Propozicije
i jednakosti AS? =1—1=0 slijedi

Vo) = Vot ;- AS
j=1

t
= Vo+ > (61AS] + - ¢IASY).

Jj=1
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S druge strane vrijedi
V() = &1 + &y + -+ 0pS)

Iz te dvije jednakosti slijedi da je ¢? jedinstveno odreden formulom

t
0 = Vot D (#AS] +: - ¢JAS]) — 415 — - — ¢S]
j=1
t—1 _ N N N
= W+ Z(QS;AS; + ¢?AS}1) — 1S = = ¢S

j=1
Definiramo 1i ¢?, ¢ = 1,...,T, gornjom formulom, (i dodatno ¢ = ¢?), odmah se vidi da je
strategija ¢ samofinancirajuca, te da je proces (¢?,0 <t < T') predvidiv. 0]

Gornja propozicija nam omogucava da samofinancirajuce strategije zadajemo predvidim ni-
zom slucajnih vektora ((¢},...,¢%), 0 <t < T). Za danu pocetnu vrijednost portfelja Vp, taj

predvidiv niz na jedinstven nacin definira samofinancirajucu strategiju.

Definicija 3.9. Strategija ¢ je dopustiva, ako je ¢ samofinancirajuca i vrijedi V;(¢) > 0 za
svet=0,1,...,T.

Uoc¢imo da za t € {0,1,...,T}, te i € {0,1,...,d} moze vrijediti ¢! < 0. U slucaju ¢? < 0
u trenutku ¢ smo “kratki” nultu financijsku imovinu (t.j., duzni smo banci novac), dok ¢! <
0,7 =1,2...,d, znai da smo “kratki” za i-tu financijsku imovinu (short selling of stock).
Medutim, bez obzira na takvu moguc¢nost, vrijednost portfelja (dopustive strategije) u svakom
trenutku ¢ mora biti nenegativna, odnosno investitor u svakom trenutku ¢ mora mod¢i isplatiti

svoje eventualne dugove.

Definicija 3.10. Dopustiva strategija ¢ je arbitraza (arbitrazna strategija), ako je
Vo(¢) =0 1 P(Vp(e) >0) > 0.

Uoc¢imo da iz dopustivosti od ¢ imamo Vy(¢) > 0. Interpretacija arbitraZe ista je kao i u
jednoperiodnom modelu: bez rizika od gubitka, arbitrazna strategija s pozitivnom vjerojatnoséu
donosi pozitivan profit.

Kao i u prethodnom poglavlju, ekonomski razlozi nalazu nam da promatramo samo modele
financijskih trzista koji ne dopustaju arbitrazu. Za financijsko trziste kazemo da ne dopu-
Sta arbitrazu ako niti jedna dopustiva strategija nije arbitraza. To mozemo izreé¢i na sljededi

ekvivalentan nacin: neka je I' konveksni konus svih pozitivnih varijabli,
F'={X:Q—10,00):3 €Q, X()>0}

Ako trziste ne dopusta arbitrazu, za svaku dopustivu strategiju ¢ za koju je Vo(¢) = 0 vrijedi
17T(¢) ¢ I'. Zaista, kada bi za dopustivu strategiju ¢ vrijedilo Vp(¢) = 0 i VT(@ e I', tada bi
bilo i Vr(¢) € T', §to znaci da je ¢ arbitraza. Naravno, vrijedi i obrat: ako za svaku dopustivu
strategiju ¢ takvu da je Vy(¢) = 0 vrijedi Vi (¢) ¢ T, tada trziste ne dopusta arbitrazu. Uoc¢imo,
takoder, da je V() ¢ T' ekvivalentno s Vi (¢) ¢ T

Pojam arbitraze mozemo definirati i za samofinancirajuce strategije koje nisu nuzno dopus-
tive: kazemo da je samofinancirajuca strategija ¢ arbitraza, ako je Vo(¢) = 0, Vr(¢) > 01

P(Vr(¢) > 0) > 0. Jasno je da ako niti jedna samofinancirajuca strategija nije arbitraza, tada
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niti jedna dopustiva strategija nije arbitraza. Postavlja se pitanje da li vrijedi i obrat. Naime,
ako trziste ne dopusta arbitrazu (t.j., niti jedna dopustiva strategija nije arbitraza), da li se
moze dogoditi da postoji samofinancirajuca strategija koja je arbitraza. Da bismo odgovorili

na to pitanje, prisjetimo se prvo procesa dobitka G, odnosno procesa diskontiranog dobitka G-

Gi(®) = > ¢;-AS,
j=1

d t
= 22 0jAs).

i=1 j=1

Uoc¢imo da zbog Agf = 0, vrijednosti ¢? nisu bitne za vrijednost od G.

Lema 3.11. Ako tr#iste ne dopusta arbitrazu, tada za svaki predvidiv proces (¢, ..., ¢%) =
Gr(¢) ¢ T

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, t.j., éT(gb) € I'. Tada ne moze biti ét(gb) > 0 za sve t =
0,1,...,T — 1, jer bi tada (nadopunjena) strategija ¢ (koju dobijemo iz Propozicije bila
arbitraza. Dakle, postoji s € {1,...,T — 1} takav da G4(¢) nije nenegativan. Definiramo

to = max{s : P(G4(¢) < 0) > 0}.

Znamo da mora biti tg < T — 1, i vrijedi P(Gy(¢) < 0) > 0,1 Go(¢) > 0zaty < s < T.
Definirajmo novu strategiju ¢ na sljedeé¢i nacin:

0 J <to
Vi = 1.~ p; 3>t
(Gro(9)<0)Pi T = to-

Po strategiji ¢ do (uklju¢ivo) trenutka ¢, uopcée ne trgujemo, a od trenutka ¢, nadalje ne
trgujemo za one w za koje je ét0(¢) (w) > 0, dok za w koje je ét0(¢) (w) < 0 slijedimo strategiju
¢. Bududi da je éto(qﬁ) Fi,-izmjeriva i ¢ je predvidiv, dobivamo da je i slucajni niz 1 takoder
predvidiv.
Izracunajmo diskontirani proces dobitka é(dj) za strategiju ©. Ako je j < ty, tada je ocito
Gi(¥) =0 (jer ¢ =0, k=0,...,5). Za j > to imamo
J
Gi(¥) = Y _(UAS+ -+ U{AS)
k=1
J
= ) (WAS -+ YA
k=to+1
j ~ ~
= LG, <0 D (OASL+---+¢lAS])
k=to+1
J _ B to _ _
= L e | SU(GRASE 4+ GfASH) — S (0hAS! + -+ 9fASY
k=1 k=1

1(ét0(¢>)<0)(éa‘(¢) — Gy (9)).

Zakljucujemo da je
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¢ 0 J<tp
G.(1h) = ~
) { L <0 (@) = Gio(9)), to<j<T.

Slijedi da je éj(w) >0, zasve j€{0,1,...,T}, te
Gr(¥) = L@, ¢)<0) (Gr(9) — Gy (9)) > 0

na {éto (¢) < 0}. Dakle, ¥ je dopustiva strategija koja je arbitraza. Kontradikicija. O

Pretpostavimo sada da je ¢ samoﬁnancirajuéa strategija za koju je Vp(¢) = 0. Tada je
Vr(¢) = Gr(¢) i po Lemi u Vir(¢) ¢ I. Zato vrijedi i Vp(¢) ¢ T'. Dakle, niti jedna

samofinancirajuca strategija ne moze biti arbitraza.

3.2. Martingali i moguénost arbitraze. U ovom odjeljku podsjetit éemo se na fundamen-
talne pojmove uvjetnog ocekivanja i martingala. Kao i do sada, promatramo konacan vjerojat-
nosni prostor (£, F,P), gdje je F = P (), te vrijedi P({w}) > 0 za svaki w € 2. Dodatno, na
izmjerivom prostoru (£2, F) imamo i filtraciju F = (F,, t =0,1,...,T).
Podsjetimo se definicije uvjetne vjerojatnosti i uvjetnog ocekivanja s obzirom na dogadaj
pozitivne vjerojatnosti. Neka je A € F, P(A) > 0. Tada definiramo uvjetnu vjerojatnost
4 F —[0,1] formulom
P(BNA)
P(A)
Uvjetno ocekivanje slu¢ajne varijable X : 2 — R u odnosu na dogadaj A, je oc¢ekivanje od X

P, (B) = P(B|A) =

s obzirom na (uvjetnu) vjerojatnost P 4:
E[X]A] = =) X(wPa{w}).
we

Jednostavno se vidi da je
E[X14]

P(A)
Podjsetimo se sada definicije uvjetnog ocekivanja s obzirom na o-podalgebru od F.

E[X|A] =

Definicija 3.12. Neka je G g-algebra sadrzana u F. Uvjetno ocekivanje od X s obzirom
na G je G-izmjeriva slucajna varijabla E[X|G] t.d. je

E[14E[X[G]] = E[14X] (3.3)
zasve A €.
Napomena 3.13. Pokaze se da je gornja definicija dobra, odnosno da je sluc¢ajna varijable
za koju vrijedi jednakost (3.3)) g.s. jedinstvena. Drugim rije¢ima, ako za G-izmjerivu slucajnu
varijablu Y vrijedi
E[1.Y] = E[14X]
za sve A € G tada je Y = E[X|G] g.s

Promotrimo vezu uvjetnih ocekivanja obzirom na dogadaj i obzirom na o-algebru. Ako je

o-algebra G odredena atomima Ai, Ao, ..., A, tada je

E[X|0](w ZE X[ AL, ZE1£X1A (@).

Jj=1
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Drugim rije¢ima, ako je w € A;, tada je E[X|G](w) = E[X|A4;].
Napomena 3.14. Podsjetimo se osnovnih svojstava uvjetnog ocekivanja:
(i) Ako je X G-izmjeriva slucajna varijabla, tada je E[X|G] =
(i) E[E[X|G]) = BLX).
(iii) Ako je Y G-izmjeriva sluc¢ajna varijabla, tada vrijedi E[Y X |G] = YE[X|G].
(iv) Uvjetno oc¢ekivanje je linearno: za slucajne varijable X;, X, i realne brojeve aj,as
vrijedi E[a1 X7 + a2 X5|G] = a1 E[X1|G] + aoE[X5|G].
(v) Uvjetno ocekivanje je nenegativno: X > 0 = E[X|G] >
(vi) [E[X]|G]| < E[|X]|g].
(vii) Ako je C G C F, tada je E[E[X|G]|| = E[X]].
(viii) Ako je X nezavisna s G, tada je E[X|G] = E[X].
(ix)

Podsjetimo se definicije martingala:

E[(E[X]|F] — X)?] = min{E[(Y — X)?], Y je G-izmjeriva} .

Definicija 3.15. Adaptiran slu¢ajni proces M = (M;, 0 <t <T) je
(a) martingal, ako je E[M; 4| F] =M, t=0,1,....,T -1,
(b) supermartingal, ako je E[M;|F] < M;, t=0,1,..., T -1,
(c) submartingal, ako je E[M; | F] > M;, t=0,1,...,T—1 .

Definicija se prosiruje na visedimenzionalan slu¢aj: niz M = (M, ,0 < t < T) sluc¢ajnih
vektora u R? je martingal, ako su sve komponente martingali. Uoc¢imo da ako je M = (M;, 0 <
t < T) martingal, tada je najbolji procjenitelj sluc¢ajne varijable M;,; (neposredna buduénost)

uz danu informaciju (o proslosti i sadasnjosti) F; upravo trenutna vrijednost procesa M.

Napomena 3.16. Navedimo neka od osnovnih svojstava martingala (sli¢na svojstva vrijede i
za super(sub)martingale):
(i) Sluéajni proces M = (M;, 0 <t < T) je martingal ako i samo akozasve 0 < s <t < T
vrijedi E[M;|Fs] = M.
(i) Slu¢ajni proces M = (M;, 0 <t < T) je martingal ako i samo ako za sve 0 < ¢ < T
vrijedi E[Mp|F] = M,
(iii) Akoje M = (M, 0 <t <T)martingal, tada je E[M;] = E[M,) zasvet € {0,1,...,T}.
(iv) Linearna kombinacija kona¢no mnogo martingala opet je martingal.

Kako pomoéu danog martingala M moZzemo konstruirati nove martingale? Vrlo koristan
postupak kojim to ¢inimo zove se martingalna transformacija. Prije definicije uvedimo oznaku
AM,; := M, — M, 1 za martingalnu razliku. Uo¢imo odmah da je E[AM,|F; 1] = 0 zbog
definicije martingala.

Definicija 3.17. Neka je M = (M,;, 0 < ¢ < T) martingal, te neka je H = (H;, 0 <t <T)
predvidiv niz slucajnih varijabli. Definiramo niz X = (X;, ¢ =0,1,...,7T) slu¢ajnih varijabli
na sljedeci nacin:

Xo = HoMoy,

X; = HoMy+ HAM, +---+ HAM,, 1<t<T.

Niz X naziva se martingalna transformacija. Ponekad ¢emo slucajni proces X oznacavati
kao HoM = ((Ho M);,0<t<T).
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Propozicija 3.18. Martingalna transformacija X je martingal. Nadalje, ako je slucajni proces
M supermartingal, te ako je H menegativan, tada je i martingalna transformacija X takoder
supermartingal.

Dokaz. Buduéi da je X; linearna kombinacija F;-izmjerivih sluc¢ajnih varijabli, to je i sama
Fi-izmjeriva. Nadalje vrijedi:
E[Xi1 — Xi| ] = E[HpAMe|F]
— Ht+1E[AMt+1|ft]
= 0’
gdje je za drugu jednakost iskoriStena €injenica da je Hyyi Fi-izmjeriva i Napomena [3.16] (iii).

Tvrdnja za supermartingal slijedi iz istog ra¢una zbog Hyy1 > 01 E[AM,1]|F;] <0. O

Financijska interpretacija martingalne transformacije je sljedeca: pretpostavimo da su di-
skontirane cijene (S;, 0 < ¢t < T) financijskih imovina martingali. Ako je ¢ samofinancirajuca
strategija, tada je po Propoziciji (iii)

Vi(9) = Vo(9) + > 6;AS;.

Dakle, diskontirane vrijednosti portfelja su martingalna transformacija ¢ o S , te takoder tvore
martingal. Specijalno je E[Vi(¢)] = E[Vy(¢)], zasve 0 <t < T.
Sljedeca tvrdnja pokazuje da se martingalnost slu¢ajnog procesa moze karakterizirati pomocu

svih martingalnih transformacija.

Propozicija 3.19. Adaptiran niz slucajnih varijabli M = (M, 0 < t < T') je martingal ako i
samo ako za svaki predvidiv niz slucagnih varijabli H = (Hy, 1 <t < T) vrijedi

E =0.

T
Z H,AM,
t=1

Dokaz. Neka je M martingal i neka je H = (H;, 1 <t < T') predvidiv niz sluc¢ajnih varijabli.
Stavimo Hy = 0. Tada je martingalna transformacija X = H oM takoder martingal. Specijalno
vrijedi E[X7] = E[X,]. Medutim, zbog Hy = 0 imamo X, = 0. Dakle, 0 = E[X7| =
E[XL, HAM,)

Obratno: fiksirajmo j € {0,...,7 — 1}, odaberimo A € F;, i definirajmo niz slucajnih varijabli
H = (H;,1<t<T) na sljede¢i nadin:

0 t#j+1,
1y t=j+1.

Ht:

Tada je H = (H;, 1 <t < T) predvidiv niz, pa po pretpostavci vrijedi E[Zthl H,AM,;] = 0.
Medutim,
T
> HAM, = Hjpy(Mjpq — My) = 14(Mjy — M) .
t=1
Slijedi da je
E[14M;] = E[1aM;1].
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Budud¢i da je A € F; bio proizvoljan, iz Napomene slijedi da je
E[M; | Fj] = M;.
Kako je 7 bio proizvoljan, slijedi da je M martingal. 0

Sada ¢emo pojam martingala upotrijebiti za karakterizaciju financijskog trzista bez arbitraze.

Prvo nam treba definicija martingalne mjere u dinamickom modelu trzista.

Definicija 3.20. Vjerojatnosna mjera P* na (2, F) naziva se martingalna mjera ili mjera
neutralna na rizik, ako za sve t € {0,1,...,T — 1} vrijedi

E S |F] =S5, i=0,1,...,d.

Rijec¢ima, P* je martingalna mjera ako su diskontirane cijene financijskih imovina martingali
u odnosu na P*. Vjerojatnosna mjera P* na (02, F) naziva se ekvivalentna martingalna

mjera, ako je martingalna mjera i vrijedi P* =~ P.

Napomena 3.21. Pokazimo da je martingalna mjera iz prethodne definicije uistinu generali-
zacija martingalne mjere za jednoperiodni model iz Definicije 2.5l Podsjetimo se da je uvjetno
oCekivanje u odnosu na trivijalnu o-algebru Fy = {0, Q} zapravo ocekivanje. Uoc¢imo da uvjet
za t = 0 iz gornje definicije daje

* Si *[ Qi *[ Qi oi i .
E LJ:T}:E[Sl]:E[SIIFo]zsoz S i=0,1,....d.

Uoc¢imo da to znaci da je P* martingalna mjera i u smislu Definicije [2.5]

Sljededi rezultat je fundamentalni teorem odredivanja cijena imovine u kontekstu dinamickih
modela trzista.

Teorem 3.22. Model financijskog trzista ne dopusta arbitrazu ako i samo ako postoji ekviva-

lentna martingalna mjera.

Dokaz. <= Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera P*. Tada je niz (S‘; , 0<Z
t <T) P*-martingal. Neka je ¢ = (¢, , 0 <t < T') dopustiva (ili samofinancirajuca) strategija
takva da je Vy(¢) = 0. Tada je slucajni proces diskontiranih vrijednosti strategije

V() = Vol@) + 3 6,15

martingalna transformacija, pa po Propoziciji i sam P*-martingal. Slijedi E* [XN/T(qb)] =
E*[Vo(¢)]. Zbog Vo(¢) = 0 slijedi E*[Vir(¢)] = 0, a zbog dopustivosti je Vi(¢) = BrVir(¢) > 0.
Bududi da je P*({w}) > 0 za sve w, iz E*[Vi(¢)] = 01 Vi(¢) > 0 slijedi da je Vi (¢) = 0. Tada
je 1 Vr(¢) =0, pa je i P[Vp(¢) > 0] = 0. Dakle, dopustiva strategija ¢ nije arbitraza.

= Obratno, pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu. Neka je

V = {Gr(¢), ¢ predvidiv proces u R}

Tada je V vektorski prostor slucajnih varijabli na 2 i mozemo ga shvatiti kao vektorski potpros-
tor kona¢nodimenzionalnog prostora R, gdje je kao i prije K = |Q|. Po Lemi , ynT = 0.
Definirajmo K := {X €T : }  _,X(w) = 1}. Tada je K C I' konveksan i kompaktan skup
za koji vrijedi K NV = (). Po teoremu separacije (Lema (b)), postoji A = (AN(w) : w e Q)
takav da vrijedi:



30 FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

(1) Dpea Mw)X(w) > 0zasve X € K,
(i) > en AMw)Gr(d)(w) = 0 za svaki predvidiv ¢.
Iz svojstva (i) slijedi da je A(w) > 0 za sve w € ) (zaista, dovoljno je uzeti X tako da je
X(w) =11 X (w") =0 za sve ostale w’). Definiramo vjerojatnost P* formulom:
Aw)
P {w}) = =——.
Zw’eﬁ A(CU/)

Zbog A(w) > 0 za sve w € Q slijedi P* &~ P. Za proizvoljni predvidiv proces ¢ s vrijednostima
u R vrijedi

>0 AS| = EGr(9)]
= ZGT W) P*({w})
weN
— Zweﬂ E;GT (w)
= 0,

gdje zadnja jednakost izlazi iz (ii). Specijalno, za i € {1,2,...,d}, stavimo ¢} = 0, t =
0,1,...,7T, j #i. Tada je

T ~

> _0iAS]

j=1
za svaki (1-dim) predvidiv proces (¢!, 1 < t < T). Po Propoziciji slijedi da je S P*-
martingal. O

3.3. Potpuni modeli trzista.

Definicija 3.23. Slucajni zahtjev s dospije¢em T je Fr-izmjeriva slu¢ajna varijabla C' na
vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) takva da je

0<C<oxx P-—gs

Slucajni zahtjev C's dospije¢em T zove se izvedenica (derivative) primarnih imovina S°, S, ...

ako je C' funkcija sluc¢ajnih vektora Sy, Ss, ..., Sr.

Primjer 3.24. Europska call opcija (na financijsku imovinu ¢) s dospije¢em 7' i cijenom
izvrSenja K definirana je s C' = (S% — K)T. Dakle,

O St—K, SL>K

0, SH< K.

Europska put opcija (na financijsku imovinu 7) s dospije¢em 7' i cijenom izvrsSenja K defini-
rana je s C' = (K — Si)™.
U gornja dva primjera C je funkcija od S, pa je prema tome izvedenica. Opéenito, C' moze
ovisiti o svim cijenama financijske imovine ¢ do trenutka 7.
Azijska call opcija (na financijsku imovinu 7) s dospije¢em T'. Neka je

T

—i 1

T = 1
T'+14

Sd
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srednja vrijednost diskontiranih cijena i-te imovine. Azijska call opcija (na i-tu imovinu) s
cijenom izvrsenja K je slucajni zahtjev C' = (A, — K)*.
Definicija 3.25. Slucajni zahtjev C je dostiZzan ako postoji dopustiva strategija ¢ takva da
je V(@) = C. Kazemo da strategija ¢ replicira C.

Napomena 3.26. Pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu. Ako je C' sluc¢ajni zahtjev
takav da je Vr(¢) = C za neku samofinancirajucu strategiju, tada je C' dostizan slu¢ajni zahtjev.
Dovoljno je provjeriti da je u tom sluc¢aju ¢ dopustiva strategija, t.j., Vi(¢) > 0,t=0,1,...,T.
Taj uvjet je ekvivalentan uvjetu V;(¢) > 0,¢t =0,1,...,T. Neka je P* ekvivalentna martingalna
mjera. Tada je (Vi(¢),0 <t <T) P*-martingal, pa je

Vi(9) = E"Ve(o) | Fi] = E*[3:C | Fi] 2 0,
zbog Br > 01 C > 0.

Definicija 3.27. Model trzista bez arbitraze je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostizan.

Zahtjev na potpunost trzista je ekonomski restriktivan i ¢esto nema ekonomsko opravdanje,
za razliku od zahtjeva na nepostojanje arbitraze. Osnovni rezultat o potpunosti trzista je
sljedeci:

Teorem 3.28. Model trzista bez arbitraze je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena ekviva-
lentna martingalna mjera.

Dokaz. = Dokaz je analogan dokazu za jednoperiodni model. Pretpostavimo da je model
trzista bez arbitraze potpun. Neka je C' proizvoljan slucajni zahtjev. Po pretpostavci postoji
dopustiva strategija ¢ koja replicira C', C' = Vr(¢). Specijalno vrijedi

T
BrC = Vr(g) = Vo(o) + Y ¢ - AS;.

Jj=1

Pretpostavimo da su P, i P, dvije ekvivalentne martingalne mjere. Tada je proces (\Z(¢) ,0<

t <T') martingal u donosu na Py i P5. Specijalno, to znaéi da je (zbog Fy trivijalna)

E\[Vr(0)] = Ei[Vo(0)] = Vo(e),
Ex[Vi(9)] = Ea[Va(d)] = Va(9),
otkud B[V (¢)] = Eo[Vir(¢)]. Slijedi E1[87C] = Ey[8rC]. Bududi da je fr = 1/(1 + )T

deterministicki, dobivamo

E,[C] = Ey[C].
Ta jednakost vrijedi za svaku nenegativnu Fp-izmjerivu slu¢ajnu varijablu C'. Bududi da je po
pretpostavci Fr = F, slijedi Py = P; (zaista, dovoljno je za C uzeti 1y).
< Pretpostavimo sada da je trziste bez arbitraze, ali nepotpuno. To znaci da postoji sluc¢ajni
zahtjev C' koji nije dostizan. Definiramo

T
Vi={Us+ Y o+ AS, : Uy je Fo izmjeriva, ((¢y,....¢7): 1<t <T) je predvidiv} .
t=1
Uocimo da za dani d-dimenzionalni predvidiv proces ((¢}, ..., ¢%) : 1 <t < T) postoji predvidiv
proces (¢ : 1 <t < T) takav da je strategija ¢ = ((¢¥, @1, ...,¢%) : 1 <t < T) samofinanci-
rajuca (Propozicija . Zbog ASY = 0, te bududi da je Uy konstanta (Fy je trivijalna), slijedi
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da je
V = {Vir(¢) : ¢ samofinancirajuca} .
Buduéi da po pretpostavci C' nije dostizan zahtjev, zbog Napomene [3.26] ne mozZe se dostici
niti samofinancirajucom strategijom. Slijedi: C/S% ¢ V. To znaéi da je V pravi podskup skupa
svih slucajnih varijabli. Jednostavno se provjeri da je V vektorski podprostor.
Neka je P* neka ekvivalentna martingalna mjera. Na prostoru svih sluc¢ajnih varijabli defi-

niramo skalarni produkt
(X,)Y) =E*[XY], X Y:Q—->R.

Buducdi da je % pravi podprostor, postoji slu¢ajna varijabla X # 0 ortogonalna na ]7, X eVt
Definiramo

Pl = (L4 gt ) P(e))

gdje je || X||lse = sup,eq | X(W)|. Uotimo dajel € V (Uy =1, ¢ = 0), paje X L 1, tj,
0=FE*[X] =) cqX(w)P*({w}). Slijedi:

weN weN

Ocito je 1+2II)§H) > 0, paje P*({w}) > 0 zasvew € Q. Dakle, P** je vjerojatnost ekvivalentna
s P* i P* £ P* (zbog X #0).
Neka je ¢ = ((¢f,...,¢%) : 1 <t < T) predvidiv proces. Ra¢unamo
T

T
E**[Z by - Agt} — E*[Z &y - AS’;] +
t=1 t=1

T
1 ~
S EXY 6 AS =0
2[| X | oo | Lo ™ d

Prvi sumand je nula, jer je (5’;) P*-martingal, a drugi je nula, jer je X L V. Po Propoziciji m
slijedi da je (S; : 0 < ¢ < T) martingal u donosu na P**. Dakle, P** je martingalna mjera.

Buducdi da je razlicita od P*, martingalna mjera nije jedinstvena. 0

Pretpostavimo sada da je trzisSte bez arbitraze i potpuno. Neka je P* jedinstvena ekvivalentna
martingalna mjera. Cilj nam je odrediti cijenu proizvoljnog sluc¢ajnog zahtjeva C.

Neka je C' > 0 proizvoljna Fr-izmjeriva slucajna varijabla, te neka je ¢ dopustiva strategija
koja replicira C: Vr(¢) = C. Niz (‘Z((ﬁ) : 0<t<T)je P*-martingal, pa je

Vi) = B0 = B | |

Opcenitije,
Vi(¢) = E*[Vr(9) | F] = E* {S%u—}} t=0,1,...,T,
otkud
Vi(¢) = SJE” [5%|}—t} t=0,1,...,T. (3.4)

Dakle, u trenutku ¢ je vrijednost V;(¢) dopustive strategije ¢ koja replicira C' potpuno odredena
s C.
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Prirodno je V;(¢) zvati cijenom slucajnog zahtjeva u trenutku ¢. To je bogatstvo potrebno u

trenutku ¢ za repliciranje zahtjeva C slijedeci strategiju ¢. Specijalno, u trenutku t = 0,
Co =Vo(¢) = E” [S_C(;} .
T

Pretpostavimo da investitor u trenutku ¢ = 0 proda sluc¢ajni zahtjev C' za cijenu Cy =
E*[C/SY], te dobiveni iznos Cy = Vy(¢) ulozi u replicirajuéi portfelj ¢. Bududi da je ¢ sa-
mofinancirajuci, investitor moze slijediti ¢ bez dodatnog ulaganja. Dakle, u svakom daljnjem
vremenskom trenutku ¢, redistribucija imovina po dinamickom portfelju ¢ je besplatna. U tre-
nutku 7', vrijednost portfelja jednaka je Vr(¢). Medutim , Vy(¢) = C, §to znaci da je iznos
V(o) upravo dovoljan za pokri¢e obaveze dospijele po slu¢ajnom zahtjevu C'. Drugim rijecima,
dinamicki portfelj ¢ je savrSena zastita (engl. hedge) za slucajni zahtjev C.

Uocite da nam je do sada za razvoj teorije bila potrebna samo egzistencija replicirajuéeg
portfelja ¢. Za prakti¢ne potrebe hedginga, vazno je izracunati taj portfelj. To ¢emo kasnije
nauciti za slu¢aj Cox-Ross-Rubinsteinovog (ili binomnog) modela.

Ponovimo jos jednom da za ra¢unanje cijene slu¢ajnog zahtjeva (opcije) moramo znati samo
vjerojatnost P*, t.j., ekvivalentnu martingalnu mjeru. Vjerojatnost P, koja moze biti objek-
tivna vjerojatnost (statisticki ustanovljena) ili bilo koja subjektivna vjerojatnost, potpuno je
irelevantna za racunanje cijena opcija. Cijena slucajnog zahtjeva jednaka je vrijednosti

portfelja koji replicira taj slucajni zahtjev.

3.4. CRR model. U ovom odjeljku ¢emo detaljno prouciti Cox-Ross-Rubinsteinov model
(CRR model), za koji ¢emo kasnije pokazati da je u stvari diskretna verzija Black-Scholesovog
modela, najpoznatijeg (vremenski neprekidnog) modela financijskog trzista.

CRR model je u stvari viseperiodna generalizacija binomnog modela iz Primjera Pret-
postavke modela su sljedece:

e na financijskom trzistu imamo jednu rizi¢nu financijsku imovinu (dionica), ¢ija je cijena
jednaka S; u trenutku ¢, 0 < t < T, te je relativna promjena cijene izmedu dva trenutka
jednaka ili a ili b, gdje je —1 < a < b (nezavisno od vremena ¢ i trenutne cijene dionice);

e takoder imamo jednu nerizi¢nu imovinu s fiksnim povratom r > 0 u jednom vremen-
skom trenutku: SY = (14+7),, 0<t<T.

Konstruirajmo vjerojatnosni prostor. Uo¢imo da se u svakom trenutku ¢ slucajnost manifestira
samo u tome je li relativna promjena cijene jednaka a ili b. Oznac¢imo €y := {a, b}, te neka je
P, vjerojatnost na (21, P(€;)) dana s P1({b}) = p, P1({a}) =1 —p, 0 < p < 1. Za prostor
elementarnih dogadaja €2 uzet ¢emo Kartezijev produkt skupa €,

Q=0 ={a,b}" ={(w1,...,wr): w; €{a,b}, t=1,...,T}.

Za vjerojatnost P na (€2, P(Q)) uzimamo produktnu vjerojatnost P7. Dakle, P = PT.
Na primjer, za T = 3, P({(b,b,a)}) = p*(1 — p) i elementarni dogadaj w = (b, b, a) odgovara

grani sljede¢eg binomnog stabla oznacenoj crvenom bojom:
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So(1+0)3

Sg(1+a)(1+0b)?

So(1+a)*(1+b)

So(l + CL)3
Na vjerojatnosnom prostoru (2, P(€2), P) definiramo niz slucajnih varijabli X;, Xs,... X7
(relativna promjena cijene dionice) na sljede¢i nacin:
Xi(w) =wy, w=(wi,ws,...,wr).

Uoc¢imo da su to nezavisne slucajne varijable (jer je rije¢ o projekcijama na produktnom vjero-

jatnosnom prostoru), s distribucijom
P(X;=a)=1-p, P(X;=0b)=p.
Neka je Sy € Ry dano. Niz sluéajnih varijabli S = (S; : ¢t =0,1,...,T) definiramo sa
Sy =8.1014+Xy), t=12,...,T.

Uoc¢imo da je

Sy — S
Pt Pl X;.
St-1
Prema tome, niz S = (S; : t =0,1,...,7T) moZemo interpretirati kao niz cijena dionice kod koje

je u svakom trenutku ¢ relativna promjena cijene (t.j., povrat) jednaka ili a ili b. Te relativne
promjene modelirane su slu¢ajnim varijablama X;, t = 1,2,...,T. Diskontirane cijene dionice
definirane su kao i do sada: S, = B:Sy = S /S = S; /(1 + 1)t

Jo§ preostaje definirati filtraciju F = (F; : ¢t = 0,1,...,7) na (Q,P(Q)). Po definiciji je
Fo = {0,Q}. Dostupna informacija u trenutku ¢ su cijene dionice do (ukljucivo) trenutka t.
Dakle, imamo informaciju o Sy, Si,...,S5;. Uoc¢imo da je ta informacija jednaka informaciji
koju mozemo dobiti pomoc¢u Xi,..., X;. To je jasno: iz relativnih promjena cijena mozemo
rekonstruirati cijene dionice, i obratno, iz cijena dionice moZzemo izra¢unati relativne promjene.
Matematicki se informacija dana s Si,...,S; opisuje o-algebrom F; := o(Sy,...,S;). To je
najmanja o-algebra na () takva da su sve sluc¢ajne varijable S, ..., S; izmjerive. Alternativno,
zbog jednake informacije sadrzane u nizu Xy, ..., Xy, vrijedi F; = o(Xy,..., Xy).

Primjer 3.29. Neka je T' = 3. Izracunajmo eksplicitno filtraciju tako da izra¢unamo atome
odgovarajucih o-algebri F;. Vrijedi:

Fi = o({(a,a,a),(a,a,b),(a,ba),(a,bb)},{(ba,a), (b a,b),(bb,a) (bbb},

Fo = o({(a,a,a),(a,a,0)},{(a,b,a),(a,b,0)},{(b,a,a), (b, a,b)},{(b,b,a), (b,0,0)}) ,

Fs = o({(a,a,a)},{(a,a,0)},{(a,b,a)},{(a,b,0)},{(b,a,a)},{(ba,b)},{(b,b,a)}, {(b,0,0)}) -
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Zelimo odrediti pod kojim uvjetima na parametre modela (a, b, r, p) ovaj model trzista ne
dopusta arbitrazu, odnosno kada je model potpun. Sljedeé¢i rezultat kljuc¢an je za ovu analizu:

Lema 3.30. Neka je P vjerojatnost na (Q, F) ekvivalentna s P.
(a) Niz diskontiranih cijena (§t 2 t=0,1,...,T) je P-martingal ako i samo ako vrijedi
E[X,|Fi]=r, t=12....T.

(b) Neka je zadovoljen uvjet (a). Tada vrijedi a < r < b i sluéagne varijable Xy, Xo, ..., Xr
su nezavisne i jednako distribuirane (u odnosu na P).

Dokaz. (a) Fiksirajmo t € {1,2,...,T}. Kako je S,_1 Fi_1-izmjeriva slucajna varijabla, vrijedi

ekvivalencija

S
! |]-"t_1] =1.

t—1

E[gtu:t—l] = §t—1 — B

Nadalje, kako je

S, 1 [ 8 1 .
- | = E = —E[l+ X, | Fe
| Fi 1] 117 {Stlu:t 1} 17 1+ X, | Fial,
slijedi da je

B[S, | Fiii] =51 <= E[l+X,|Fi]=1+r < B[X,|F_]=r

(b) Kako je X, € {a,b} i P ~ P vrijedi P(X, = a) > 01 P(X, = b) > 0. Dodatno, po
pretpostavci (a) imamo da je B[X; | Fi_i] = r.

Pretpostavimo da ne vrijedi r € (a,b). Tada jeilir <a <bilia < b <r. U prvom slu¢aju
je tada P(X, > r) =11 P(X, > r) > 0 otkud slijedi E[X, | F,_;] > r, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom. Slucaj a < b < r na isti na¢in daje kontradikciju.

Nadalje, odredimo uvjetnu razdiobu slucajne varijable X; uvjetno na F;_;. Zelimo odrediti
p:=P[X, = b| F,_1] (nofimo P[X; = a| F,_1] = 1 — p). Kako je
r=E[X,| Fi_1] = aP[X, = a| Fi1] + bP[X, = b| Fi_1] = a(1 — p) + bp,
slijedi da je
r—a

b—a

Uoc¢imo da je zbog pokazanog a < r < b nuzno 0 < p < 1, pa je gornje rjesenje dobro.

A~

p:

Sada iz gornje uvjetne razdiobe mozemo odrediti razdiobu od X; obzirom na vjerojatnosnu

mjeru P: Iz gornje dvije jednakosti prvo ¢itamo da je
PIX, = ] = Bl (x,0)] = BIE[1(x,—0) | Fis] = BIP[X, = a| Fooa]] = B[L — ] = 1~ .,
i sliéno, P[X, = b] = p. To pokazuje jednaku distribuiranost slucajnih varijabli X1, X,, ..., Xr
(obzirom na f’) Nadalje, iz gornje jednakosti slijedi da je
].S[Xt =Z | «Ft—l] = ].S[Xt = .CE]

za x € {a,b}, pa zaklju¢ujemo da je X; nezavisna od c-algebre F;_1, t = 1,2,...,T. Buduéi
da je F;_1 generirana s X1,..., X; 1, slijedi da je X; nezavisnas X;,..., X; 1, t=1,2,...,T.
Odavde se vidi nezavisnost slu¢ajnih varijabli X, Xs,..., X7 (u odnosu na 15) O
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Uoc¢imo da je uz pretpostavke gornje leme, X; nezavisna od F;_; (u odnosu na 15), pa je
uvjetno ocekivanje E[X, | F;,_1] ustvari jednako o¢ekivanju E[X;] = (1 — p)a + pb. Gornjom
lemom takoder smo pokazali da je uvjet a < r < b nuzan za nepostojanje arbitraze u CRR

modelu - ako trziste ne dopusta arbitrazu, tada postoji ekvivalentna martingalna mjera P*, pa

po Lemi 3.30] (b) slijedi da je a < r < b.
Lema 3.31. Ako trziste ne dopusta arbitrazu, tada je r € (a,b).

Gornju lemu mozemo jednostavno objasniti i ekonomskim argumentom. Pretpostavimo da
r & (a,b), i na primjer, r < a < b. Tada je Sp(w) > So(1 + a)” > So(1 + )T za sve w € Q, te
postoji ' takav da je Sy(w’) > So(1 + r)T. Dakle, posudimo li iz banke Sy kuna i investiramo
u jednu dionicu rizi¢ne imovine (te ¢ekamo da dode vrijeme T'), ne mozemo imati manje od
So(1+7)7 koliko smo u trenutku 7" duzni banci, a s pozitivnom vjerojatnoséu ¢emo imati strogo
viSe od tog iznosa.

Sada Zelimo pokazati obrat Leme [B.31] t.j., da je uvjet r € (a,b) dovoljan za nepostojanje
arbitraze na trzistu. To ¢emo dokazati tako da, uz pretpostavku a < r < b, konstruiramo
ekvivalentnu martingalnu mjeru P*. Oznacimo p* := P*(X; = b). Uz P* je proces diskontiranih
cijena (5’,5 :t=0,1,...,T) martingal, pa po Lemi tada vrijedi E*[X;] = r, odnosno

r=E[Xi] = (1-pa+ph,

otkud dobivamo
=% e (0,1)
p b . a ) .

Neka je P} vijerojatnost na (Q1,P(Q1)) dana s Pi({b}) = p*, te neka je P* := (P1)T. Vje-
rojatnost P* ekvivalentna je vjerojatnosti P (jer je p* € (0,1) i P*(w) = [[_, Pi({w:}) > 0

za sve w € (). gtoviée, sluc¢ajne varijable X7, X5, ..., X7 su nezavisne u odnosu na P*. Na-
dalje, kako je E*[X;|F,_1] = E*[Xy] = (1 — p*)a + p*b = r, iz Leme [3.30] (a) slijedi da je
(S; : t=0,1,...,7) martingal u odnosu na P*. Dakle, ovako konstruirana vjerojatnost P* je

ekvivalentna martingalna mjera. Na taj nacin smo dokazali prvi dio sljedec¢e propozicije.

Propozicija 3.32. (a) CRR model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je a < r < b.
(b) Ako je a < r < b, tada je CRR model potpun.

Dokaz. (b) Neka su P* i P dvije ekvivalentne martingalne mjere. Po Lemi m (b), slucajne
varijable Xi, Xy, ..., X7 su tada nezavisne, jednako distribuirane (i po P* i po 13), te vrijedi

P'(X,=a)=1—p"=P(X,=qa), P(X,=b)=p"=P(X,=0).

Zbog
P*({<w17...,WT)}) = P*<X1:w1,...,XT:wT)
= P*<X1 :wl) "P*(XT—WT),
i slicno
P({(wh 7WT)}) = ]‘5<X1 = Wi, '7XT_WT>
= P(Xl —wl) p(XT —wT),
slijedi
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za sve (wy,...,wr) € Q (ovdje su wi,...,w, € {a,b}). Zato je P* = P, sto znadi da je
martingalna mjera jedinstvena. Po Teoremu [3.28| trziste je potpuno. U
Oznacimo sa Cy (odnosno B;), t = 0,1,...,T, vrijednost call opcije (odnosno put opcije)

na jednu dionicu sa cijenom izvrSenja K i datumom dospije¢a T'. Te vrijednosti su na dan
dospijeca jednake
CT:(ST—K>+, PT:(K_ST)+

Nadalje, neka je P* jedinstvena martingalna mjera. Tada po formuli (3.4) imamo

G = SYE [%IE] = (1+r) TE((Sr — K)* | F] (3.5)
T
0 * Pr —(T—t) = +
T

Vrijednosti C} i P zadovoljavaju sljedeéi call-put paritet:
Co— P = (L+1) T E"((Sp — K)* — (K - Sr)" | F
= (L+r) " E Sy — K | F]
(1+7) " TDE Sy | F] - K1 +7r)"T
= St— (1+T) (T—t)

Uoc¢imo da je formulom (3.5 dan izraz za cijenu call opcije pomoc¢u oc¢ekivanja u odnosu na
ekvivalentnu martingalnu mjeru P*. Sada ¢emo to ocekivanje eksplicitno izracunati.

Propozicija 3.33. Neka je c:{0,1,...,T} x R — R definirana formulom

T—t

c(t,x) == (1+7)" "Dy (Tj_ t) (1= p) () (21 + a) (1 + 677 —K)" . (3.7)

=0
Tada vrijedi Cy = c(t, Sy) za svaki t € {0,1,...,T}. Specijalno, u trenutku t = 0 cijena call
opcije je
T
Co=1¢(0,5)=0+r)" Z( ) N ()T (Se(1+ay 1+ )77 — K. (3.8)

J=

Dokaz. Zbog S; = S;—1(1 + X;) vrijedi da je Sy = S; H
po formuli (3.5

i1 (1+X5),t=0,1,...,T. Stoga je

Cr = (1+1) COB(S; [[ (1+X) - K)* | A

1=t+1
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Rac¢unamo
T
E((S, J] 0+ X)) - K)"|S, = 1]
i=t+1
T
= Bz [] 0 +X) - K)"|S =2
i=t+1
T
= E*[(x H (1+ X;) — K)"] (zbog nezavisnosti X;,7 >t +1, i S;)
i=t+1
T—t
= E'[(z H(l + X;) — K)] (zbog X; su njd uz P*)
i=1
T—t

r—t *\j (s \T—t—j j T—t—j +
= ()P i R

j:
gdje zadnja jednakost slijedi iz distribucije (uz P*) sluc¢ajnih varijabli X;. Tvrdnja propozicije
slijedi direktno iz gornjih rac¢una. 0

Budu¢i da je model koji promatramo potpun, call opcija se moze replicirati. Sada ¢emo
eksplicitno izracunati replicirajucu strategiju ¢ = ((¢?, ¢1); 0 <t < T). Slijedimo li strategiju
¢, vrijednost portfelja u trenutku ¢t € {1,...,T} jednaka je ¢?(1 + r)" + ¢}S;. S druge strane,
buduéi da strategija replicira call opciju, vrijednost replicirajuc¢eg portfelja u trenutku ¢ jednaka
je vrijednosti opcije Cy = ¢(t, S;) u trenutku ¢t € {1,...,T}. Dakle vrijedi

G (L+7)" + S =c(t,Sy).
PomnoZzimo gornju jednakost indikatorom 1(x,—,. Slijedi
PP (1 + 1) L (xy=a) + Ot Sil(x1=a) = c(t, 1)1 (x1=a) -
Uvrstimo S; 1(x,=q) = Si—1(1 + Xy) Lx,=a) = Si—1(1 + a) 1(x,=) u gornju jednadzbu. Slijedi
(14 1)L (xrma) + LSt (14 @) Lix,—a) = c(t, S (1 + a)) 1(x,—a) -

[zracunajmo uvjetno ocekivanje u odnosu na F;_; u gornjoj formuli, te iskoristimo da su ¢V,

qﬁ% i S;_1 izmjerive u odnosu na F;_1, te da je X; nezavisna s F;_;. Dobivamo
(1 +7r)PHX; = a) + ¢} Si1(1 + a)P*(Xy = a) = c(t, S;_1(1 +a))P*(X; = a).

Podijelimo s P*(X; = a) i dobivamo

oP(1+7) + ¢, S (1 +a) =c(t,S;1(1+a)).
Na isti nac¢in mozemo dobiti jednakost

oY1+ 1) + ¢} Si1(1+b) = c(t,S;1(1+)).
Oduzmimo prvu jednakost od druge. Slijedi:

1 Si—1(1+0) — (1 +a)) =c(t,Si—1(1 4+ b)) —c(t, S;_1(1 +a)),

OTHOSHo (t,S;—1(1+0b)) —c(t, Si—1(1 +a))
1 clt, 011 c(t, St—1 a
o, = = A(t, S
! Si—1(b—a) (t, 1)
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gdjeje A: {1,...,T} x R — R definirano formulom

Altz) = c(t,z(1+ l;)()b—_cg, z(l+a)) . (3.9)

Izraz A(t, x) zovemo delta opcije.

Kako ra¢unamo replicirajuéu strategiju call opcije? U trenutku ¢ = 0 vrijednost opcije
jednaka je Cy. Izrac¢unamo ¢; = A(1,Sp) $to moZemo, jer nam je Sy poznato u trenutku
t = 0. Vrijednost od ¢! izra¢unamo iz jednakosti ¢\ + ¢1Sy = Cp. Rije¢ima, u trenutku t = 0
raspolazemo iznosom Cp. Dio ¢1Sy tog iznosa ulozimo u dionice, a ostatak stavimo u banku
(ili posudimo iz banke u slu¢aju ¢1Sy > Cj). U trenutku ¢ = 1 sazna se cijena dionice S;.
[zracunamo A(2,5)) $to je ¢i. Rebalansiramo portfelj tako da sadrzi ¢3 dionica u vrijednosti
$3S1. Razlika ostaje u novcu. Preciznije, vrijedi

Vi(¢) = ¢(1+71) + 6151 = @1 +7) + $,51

otkud izra¢unamo

1
o= = (V4(6) — 63S)).

Na isti na¢in ra¢unamo repliciraju¢i portfelj u ostalim vremenskim trenucima.

Primjer 3.34. U Primjeru ve¢ smo vidjeli neke druge tipove opcija u dinamicki modelima
trzista, gdje isplata ovisi o svim cijenama dionice do trenutka 7. Pogledajmo jos nekoliko
primjera takvih opcija u CRR modelu (imamo samo jednu dionicu na trzistu):

(i) Azijske opcije - neka je
T

1
Ar =z S

=0
srednja vrijednost cijena dionica do trenutka T'. Uz azijsku call opciju (A — K)* i azijsku
put opciju (K — A7)*, na trzistu se trguje i modificiranim call/put azijskim opcijama ¢ije
su isplate (St — Ar)™, odnosno (Ar — Sr)¥;

(ii) Lookback opcije - ozna¢imo

m =min{S; : t € [0, T}, M = max{S;: t € [0,T]}.

Lookback call opcija je isplata C' = Sy — m, a lookback put opcija jednaka je C' =
M — Sr. MoZzemo promatrati i modificirate call/put lookback opcije: C' = (K — m)* i
C=(M-K)*.

(iii) Opcije s barijerama su opcije koje aktiviraju ili prestanu vrijediti ako cijena dionice
prijede neki unaprijed zadani prag B (barijera). Razlikujemo sljedeca Cetiri tipa opcija
s barijerom: down-and-in (C = lyn<pyX), down-and-out (C = lynspyX), up-and-in
(C = lyu>mX), up-and-out (C = liyepyX). Ovdje X oznacava tip isplate, pa ¢emo
tako da X = (Sr — K)™* promatrati odgovarajucu call opciju s barijerom.

(iv) Digitalna (binarna) opcija isplacuje fiksni iznos ) ukoliko je cijena dionice u trenutku
T veca od cijene izvrSenja K, C' = Qlyg, >k}

Zadatak 3.35. Promatramo CRR model s parametrima a = —0.2, b =025, r =0.117T = 3.
Pocetna cijena dionice je Sy = 100. Odredite cijenu call opcije s cijenom izvrSenja K = 120 te

pripadni replicirajuéi portfelj.
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RjeSenje:
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4. PROBLEM OPTIMALNOG ZAUSTAVLJANJA I AMERICKE OPCIJE

4.1. Uvod u americke opcije. Kao i u prethodnom poglavlju, promatramo dinamicki dis-
kretni model financijskog trzista. Osnovna razlika americkih opcija u odnosu na opcije koje
smo do sada promatrali (europske opcije) je ta da se pravo na kupnju (prodaju) moze ostvariti

i u trenucima prije dospijeca opcije.

Primjer 4.1. Americka call opcija s dospije¢em T i cijenom izvrSenja K je ugovor koji
vlasniku opcije daje pravo kupiti dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku do
datuma dospijeca T. Americka put opcija s dospije¢em T' i cijenom izvrSenja K je ugovor
koji vlasniku opcije daje pravo prodati dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku
do datuma dospijeca T'.

Pretpostavimo da je americka call opcija napisana na prvu financijsku imovinu, te da je cijena
izvrSenja jednaka K. U trenutku ¢ = 1, unutarnja vrijednost tog americkog calla jednaka je
(S — K)*, u trenutku ¢ = 2 vrijednost je (Si — K)7, i tako dalje do trenutka ¢t = T kada joj je
vrijednost (St — K)*. Stavimo Z; := (S} — K)*,t=0,1,...,T. Tada na americku call opciju

mozemo gledati kao na adaptiran niz slu¢ajnih varijabli (7, : t =0,1,...,T).
Prethodni primjer nas vodi na definiciju ameri¢kog slu¢ajnog zahtjeva (opcije).

Definicija 4.2. Americki sluéajni zahtjev je adaptiran niz sluc¢ajnih varijabli Z = (Z; :
t=0,1,...,7).

Ozna¢imo s U = (Uy : t = 0,1,...,T), cijenu (vrijednost) americkog slu¢ajnog zahtjeva
Z = (Z : t =0,1,...,7). Uo¢imo da je U; opcenito slucajna varijabla. Kako mozemo
odrediti cijenu U,?

e Uoc¢imo da je u trenutku 7" vrijednost (cijena) americkog slu¢ajnog zahtjeva Z jednaka
to¢no unutarnjoj vrijednosti,

Ur = Zr.

e Promotrimo trenutak 7' — 1. U tom trenutku vlasnik americke opcije je moze odmah
iskoristiti i dobiti iznos Zr_1, ili je moze iskoristiti u trenutku 7', te dobiti iznos Zy. U
trenutku 7' — 1 iznos Z7 je nepoznat, ali znamo izra¢unati njegovu vrijednost (cijenu).
To je vrijednost (u trenutku 7' — 1) opcije koja u trenutku 7" vrijedi Z7. Ta vrijednost

je po formuli (3.4) jednaka
= Z
Sy B Zyp | Fr_a] = Sy E* [S—g ‘}—Tll )
T

Racionalni investitor odlucit ¢e se u trenutku 7" — 1 za vec¢u od te dvije vrijednosti.

Zato je
UT_1 = max <ZT_1, Sg“—l E* [ET | JtT—l])

Z
= max (ZT—ly Sr_1 E* [S_g |]:T_1D
T

U
= maXx (ZTh S’%fl :E>I< |:S—g |.FT1:|> .
T

Primijetimo da je Ur_; Fr_i-izmjeriva sluc¢ajna varijabla koja je vrijednost americke
opcije Z u trenutku 7" — 1.
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e Pomaknimo se jedan vremenski trenutak unatrag i promotrimo Sto se dogada u t =
T — 2. Investitor moze odmah iskoristiti opciju i dobiti iznos Zr_o, ili je ne iskoristiti.
Ako ne iskoristi opciju, u trenutku 7" — 1 ona ¢e vrijediti Ur_;. Vrijednost (u trenutku
T — 2) opcije Ur_1 s dospije¢em T — 1 po formuli (3.4 jednaka je

Ur—1

S) LB {_
T—2 S%fl

el
Slijedi da je

UT,Q = Imax (ZTQ, S%_Q E* |:UT ! ’fT 2:|> .

SY
e Indukcijom unatrag dobivamo da je za svet =1,...,T,
0 * Ut
Ut—l — max Zt—lu Stfl E @ | -E—l . (41)
t
Za slucaj SY = (1 +r)!, formula (4.1]) prelazi u
1
U1 = max (Zt—h 1+ E*[Ut | ]:t—l]) .

Neka je fjt := U,;/S? diskontirana cijena americke opcije. Za razliku od europskog slu¢ajnog
zahtjeva, diskontirana cijena americkog slu¢ajnog zahtjeva nije nuzno P*-martingal, ve¢ samo

P*-supermartingal.

Propozicija 4.3. Niz ((715 : 0 <t <T) je P*-supermartingal. To je najmangji P* supermar-
tingal koji dominira niz (Zy - 0 <t <T).

Dokaz. 1z jednakosti (4.1)) slijedi
Ut—l Zt—l Ut
e 2l g | 2 F
e (G 517 )

Utfl = max(z,l, E*[ﬁt | ftfl]) .

tJ.,

Odavde ¢itamo:
U_ > Zi Jgt=1,...T (ﬁ dominira Z), i
ﬁt_l > E* [[7,5 | Fial, t=1,...T ((7 je supermartingal) .

Dakle, (fjt : 0 <t <T)je P*-supermartingal koji dominira niz (Z 0<t<T).
Sada pokazujemo daje (Ut : 0 <t < T)najmanji supermartingal kOJl dominira niz (Zt 0L
t < T) Neka je (X; : t =0, 1, ..., T) supermartingal koji dominira Z,X,>Z,,t=0,1,....T.
Zbog ZT = UT vrijedi XT > UT Pretpostavimo da vrijedi X; > Ut Tada je
X1 > E*[Xt ‘ -thl] > E*[Ut ‘ Ft—l] , 1
Xi0 > Zi.
Slijedi
Xy > max(Z,_, E* U | Fioi]) = Up—r .
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Sljedece pitanje na koje zelimo dati odgovor je pitanje optimalnog vremena za koristenje
americke opcije. Prvo se podsjetimo nekih pojmova iz teorije slucajnih procesa, kao Sto su

vrijeme zaustavljanja i zaustavljeni proces.

4.2. Vrijeme zaustavljanja. Kao i u prethodnom poglavlju, neka je (€2, F, P) diskretni vje-
rojatnosni prostor, te neka je P({w}) > 0 za sve w € Q. Pretpostavit ¢emo da je F = P(f2).
Neka je, nadalje, dana filtracija F = (F;, 0 < ¢t < T). Ne pretpostavljamo da nuzno vrijedi
Fo = {0,Q}, niti Fr = F.

Definicija 4.4. Slu¢ajna varijabla 7 : Q — {0,1,...,T} zove se vrijeme zaustavljanja ako
za svaki t € {0,1,...,T} vrijedi
{T S t} € .Ft .

Uocite da je po definiciji sluéajna varijabla 7 vrijeme zaustavljanja, ako dogadaj {r < t}
ovisi samo o informaciji dostupnoj do trenutka ¢. Drugim rije¢ima, u trenutku ¢ znamo da li se
vrijeme 7 veé¢ dogodilo ili ne. Jednostavno se vidi da je uvjet iz definicije ekvivalentan sljede¢em
uvjetu: za svaki t € {0,1,...,T} vrijedi

(r=ty={r<t]\{r<t—-1}eF.

Neka je X = (X, 0 <t < T) slucajni proces adaptiran u odnosu na filtraciju F = (F;, 0 <
t < T), te neka je 7 vrijeme zaustavljanja. Slu€ajni proces zaustavljen u vremenu 7, u
oznaci X™ = (X7, 0 <t <T) definiran je formulom

X[ (w) = Xrwyne(w),
odnosno preciznije, na skupu {7 = s} vrijedi

. X, akojes <t
X[ = i
X; akojes>t

Uocimo da je uvijek X7 = X, 1 X] = X,.

Propozicija 4.5. Neka je X = (X, 0 <t < T) slucajni proces adaptiran u odnosu na filtraciju
F=(F,0<t<T), te neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je zaustavljen proces X7 =
(X7 ,0<t<T) takoder adaptiran. Ako je X martingal (odnosno supermartingal), tada je i

X7 takoder martingal (odnosno supermartingal).
Dokaz. Za dokaz adaptiranosti primijetimo prvo da za Borelov skup A C R vrijedi
{Xs€e A,r=s} € F;
(kao presjek dva dogadaja iz Fy), te
{X, e Air>t}eF
(kao presjek dva dogadaja iz F;). Zato je
(X7 e A} = UL {XTcAT=s5}
= U_{X,eA4,1=s} U UST:tH{Xt €A T=s}
= U_{X,eAr=sju{X; e A r>t}eF

po gore pokazanom.
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Definirajmo proces ¢ = (¢;, 1 <t < T') formulom

O = 1{t§'r}a

(dakle, ¢ je jednak 1 do vremena 7, a nakon toga je nula). Uo¢imo da je {t < 7} = {7 < t}¢ =
{r <t—1}° € Fi_1 (zbog 7 vrijeme zaustavljanja). To znaci da je sluc¢ajni proces ¢ predvidiv.
Nadalje, za 1 <t < T vrijedi

t t
XO + Z ¢S(XS - Xs—l) = XO + Z 1(3§T)(Xs - Xs—l)
s=1 s=1
tAT

= Xo+ ) (X, —X,4)

s=1

= Xt/\T = XtT .
Dakle, zaustavljen proces X7 je martingalna transformacija procesa X pomocu predvidivog
procesa ¢. Sada tvrdnja slijedi iz Propozicije [3.18] O
4.3. Snellov omota¢ i optimalno zaustavljanje. Neka je Z = (Z,, 0 < t < T) adaptiran
slu¢ajni proces. Definiramo slu¢ajni proces U = (U, 0 < ¢t < T') na sljedeci naéin:
UT = ZT7
Ut = maX(Zt,E[Ut+1|.7:t]) OStST—l

Po Proporziciji .3, U je najmanji supermartingal koji dominira proces Z. Slucajni proces
U= (U, 0<t<T)zovemo Snellov omota¢ od Z = (Z;,0<t <T).

Uoc¢imo da je Uy > Z; za sve t i u slu¢aju stroge nejednakosti vrijedi U; = E[U;11 | F]. To
sugerira da se pogodnim zaustavljanjem procesa U moze dobiti martingal.

Propozicija 4.6. Slucajna varijabla definirana formulom
7o :=min{t > 0,U, = Z;}
je vrijeme zaustavljanja. Zaustavljen proces U™ = (Uipr, , 0 < t < T) je martingal.

Dokaz. Zbog Ur = Zr slijedi da je 1y dobro definiran i 79 € {0, 1,...,T}. Nadalje, {7p = 0} =
{UOIZO}E.F(),&Z&t21

{ngt}:{U0>Zo}ﬂ"‘ﬁ{Ut,1>Zt,1}m{Ut:Zt}EE.

Dakle, 7 je vrijeme zaustavljanja.
ZapiSimo zaustavljen proces kao u dokazu Propozicije [4.5}

t
UP = Uiney = Ug + Y $;AT;
j=1
gdje je ¢; = 1(7>j}. Slijedi da je za sve t € {0,1,...,T — 1}
UtTil - UtTO = ¢t+1(Ut+1 - Ut) = 1{t+1§m}(Ut+1 - Ut) .

Po definiciji je Uy = max(Z;, E[Upy1 | Fi]), te na skupu {t + 1 < 79} vrijedi U; > Z;. Dakle,
U= E[Ut+1 | E]? pa slijedi

ULy = U = 1y1<iy (Ugr — ElUpa | F) -
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Izrac¢unajmo uvjetno ocekivanje obje strane:
E[UY —UP Rl = Ellghicn) (U — E[U | F]) | F]
= Lyt B0 — E[U | F]|F]
= lpr1<n) (B0 F] — E[U | F]) =0
gdje druga jednakost slijedi zbog {t + 1 < 79} = {79 < t}¢ € F;. Dakle, E[UY, — U | F] =0
zasvet e {0,1,...,T —1}. O
Oznacimo sa T; p familiju svih vremena zaustavljanja koja primaju vrijednosti u skupu {t, t+
1,...,T}. Uocimo da zbog € konac¢an skup slijedi da je i 7y takoder konacan skup.

Korolar 4.7. Vrijeme zaustavljanja 1y zadovoljava

UO = E[ZTO ‘FO] = sup E[Zg‘fo] .

GG%,T

Dokaz. Buduéi da je U™ martingal, vrijedi
Uo = U’ = E[UP | Fo] = E[Uy, | Fo] = E[Zy, | Fo] -
S druge strane, za sve o € Ty r, iz Propozicije slijedi da je U supermartingal. Dakle,
Up > E[UZ | Fo| = E[U, | Fo] > E[Z, | Fo] -
O

Ukoliko o sluéajnom procesu Z mislimo kao o dobitku (Z, je dobitak u trenutku ¢), tada nam
Korolar kaze da vrijeme zaustavljanja 7y maksimizira ocekivani dobitak uz dano Fy. Ako
je Fo ={0,Q}, tada je

Up=E|[Z,] = sup E[Z,].

UE%,T
Napomena 4.8. Poopc¢enje Korolara daje
U =E[Z,|F] = sup E[Z,|F],
0'67;,’1"

gdje je 7 :=min{j > t, U; = Z;}.

Definicija 4.9. Vrijeme zaustavljanja 7 je optimalno za slu¢ajni proces Z = (Z;, 0 <t <T)
ako vrijedi

E[Z; | Fo] = sup E[Z,|Fo].

o€To,T
Po Korolaru [£.7] 79 je optimalno vrijeme zaustavljanja za Z. Sljede¢i rezultat nam daje
karakterizaciju optimalnih vremena zaustavljanja.
Teorem 4.10. Vrijeme zaustavljanja T je optimalno ako © samo ako vrijedi:
Z.=U. i U jemartingal. (4.2)
Napomena 4.11. Zbog 7 = min{t > 0, U; = Z,}, slijedi da je 75 najmanje optimalno vrijeme.
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi ([£.2). Tada je Uy = E[U,|Fy| = E[Z, | Fo]. Medutim, po

Korolaru [4.7]
Up = sup E[Z,|F].

o€To, T
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Dakle, 7 je optimalno vrijeme zaustavljanja.

Obratno, pretpostavimo da je 7 optimalno. Tada je

Uy = sup E[Z,|F] (po Korolaru[d.7)

0'67—011"

E[Z, | Fo] (zbog T optimalno)
E[U; | Fo]
Uy (zbog U supermartingal)

IA

VAN

Dakle, E[U, | Fo] = E[Z, | Fo], pa zbog U, > Z,, slijedi U, = Z,. Nadalje,
E[U; | %ol = Uy = E[U] | Fo] = E[E[U7 | F] | Fo] = E[Ur | Fo] = E[U- | Fol,

gdje nejednakosti vrijede zbog U supermartingal. Buduéi da su lijeva i desna strana gore
jednake, imamo jednakost

E[U] | Fo] = E[E[Ur [ ]| Fol
Buduéi da je U7 > E[UZ | F;] (zbog U™ supermartingal), iz gornje jednakosti uvjetnih ocekivanja
ta dva izraza slijedi U] = E[U] | F;]. Medutim, to znaci da je U™ martingal. O

Sada zelimo karakterizirati najvece optimalno vrijeme zaustavljanja. U karakterizaciji tog
optimalnog vremena koristit ¢éemo se vrlo vaznom dekompozicijom supermartingala. Prvo nam

je potrebna definicija neopadajuceg procesa.

Definicija 4.12. Sluéajni proces A = (A;,0 < t < T) je neopadajuci ako za sve t €
{0,1,...,T — 1} vrijedi A; < Ayyr.

Propozicija 4.13. (Doobova dekompozicija) Neka je U = (Uy, 0 < t < T) supermartingal.
Tada postoje martingal M = (M;, 0 < t < T) i neopadajuci, predvidiv proces A = (A;, 0 <
t<T), Ay =0, takvi da vrijedi U = M — A. Nadalje, gornja dekompozicija je jedinstvena.

Dokaz. Definiramo Ay = 01 My = Uy, te induktivno za t € {0,1,...,7 — 1}

My = M+ Uy — E[Up | F (4.3)

Ay = A+ U —-E[Ug | F].
Tada je

E[My1 | Ft] = My + E[Ups1 | Fe] — E[Up | F] = My,
Sto znaci da je M = (M, 0 <t < T) martingal. Nadalje, zbog E[U;,1 | F;] < Uy, slijedi da je
A1 > Ay 1z definicije je vidljivo da je Ayyq izmjeriva u odnosu na F;. Dakle, A = (4;, 0 <
t <T) je neopadajuci predvidiv proces sa Ay = 0.
Ocito je Uy = My — Ap. Pretpostavimo U; = M; — A;. Tada je
Mpyr — Aepr = (M4 Uppr — E[Uiia | F]) — (A + Up — E[Up | F])
= My +Uppr — A — U = Uy .

Time smo dokazali i dekompoziciju.
Jedinstvenost: Pretpostavimo dasu U =M — A = M’ — A" dvije dekompozicije. Tada je

Mt—Mt,:At—A;, t:(),l,...,T.
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Zbog Ay = 0 = Aj slijedi My = M|. Pretpostavimo A; = Aj}, otkud odmah dobivamo M; = Mj.
Zato je
0=M, — M =E[Mp — M{, | F] =E[Aep — A [ F] = Ao — Ay
gdje zadnja jednakost slijedi iz predvidivosti procesa A i A’. Dakle, A1 = Aj ;. O
Neka je Z = (Z;, 0 <t < T) slucajni proces, te neka je U = (U;, 0 <t < T') njegov Snellov

omota¢. Najvece optimalno vrijeme zaustavljanja procesa Z moze se karakterizirati pomocu

neopadajuceg procesa A iz Doobove dekompozicije supermartingala U.

Propozicija 4.14. Najvece optimalno vrijeme slucajnog procesa Z dano je formulom

T ako je Ar =0
Tmax — .
min{t > 0, A1 #0} ako Ar #0.

Dokaz. Buduéi da je A predvidividajezat <T

{Tmax < t} - {At+1 7& 0}7

Tmax j€ vrijeme zaustavljanja. Uoc¢imo da vrijedi A; = 0 za sve t < Tay. Zato iz Uy = M, — A,
za sve t slijedi U™ = M™ax Bududi da je M martingal, to je i M ™= martingal, pa je U™
takoder martingal. Po Teoremu je stoga za optimalnost vremena 7., dovoljno pokazati
dajeU, . =2 Vrijedi

max Tmax *
T—

U = l{Tmax:t}Ut + 1{TmaX:T} UT

Tmax

—_

~

=0
1

S

= Liran=ty Max(Zy, E[Up 1 | F]) + Lirpu=1y 21 -

t=

o

Primijetimo da na dogadaju {7max = t} vrijedi A, = 01 A;4; > 0. Stoga je na tom dogadaju
U, = M, — A, = M,, te nadalje,

E[Ut+1 |]:t] = E[Mt+1 — A |]:t] =M — Ay <M =Uy.

Zbog gornje nejednakosti i definicije Uy = max(Z;, E[Uyy1 | F]), slijedi da je U, = Z; na doga-
daju {mmax = t}. Dakle

~
L

UTmax ]‘{Tmax:t} Zt + ]‘{Tmax:T} ZT = ZTmax .

t

Il
o

Preostaje pokazati da je Tax najveée optimalno vrijeme zaustavljanja. Pretpostavimo da je
7 vrijeme zaustavljanja takvo da je P(7 > Tyax) > 0. Za w € Q takav da je 7(w) > Tax(w)
vrijedi A,(w) > 0. Zato je i P(A, > 0) > 0 otkud slijedi da je E[A;] > 0. Sada imamo

E[U,] = EM,] — E[A;] < E[M,] = E[M,] = E[Uy],
Sto znaci da U™ nije martingal. Po Teoremu [4.10, 7 nije optimalno vrijeme. U

Zadatak 4.15. Vrtimo Kolo srece oznaceno brojevima 1,2,...,50 i to najvise T' € N puta. U
svakom trenutku ¢ € {1,2,..., T} moZemo stati i uzeti iznos koji smo dobili u tom trenutku.

Odredimo optimalno vrijeme zaustavljanja za T = 4.
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Rjesenje: Oznac¢imo s Z = (Z; : 0 < t < T) proces dobitka u ovoj igri. Uoc¢imo da su
sluc¢ajne varijable Z, ..., Zr nezavisne i da je

ZOIO, ZtNU(l,,5O), tzl,T
Neka je F prirodna filtracija procesa Z. Iz Teorema m (odnosno Napomene [4.11)) slijedi da

je optimalno vrijeme zaustavljanja za ovu igru odredeno Snellovim omotacem za proces Z.

Prisjetimo se, Snellov omota¢ za Z je sluc¢ajni proces U = (U; : 0 <t < T') odreden s
UT = ZTv
Ut = maX(Zt, E[Ut+1 |Ft]> = maX(Zt, E[Ut+1]) 0 S t S T—1.

Pokaze se da vrijedi rekurzija

51 EU, — 1) [EU, EU, -1
E[Ut] — E[maX{Zt,EUt+1}] _ o ([ t+1—| )|— t+1_| + ( t+1—‘ EU,,,.
2 100 50
Sada rekurzivno racunamo EU; za t =1,...,4:
14+...4+50 50-51
ElU)l=RFZ, = = = 25.5
& ! 50 2. 50
51 ([25.5] —1)[25.5] = [25.5] —1
E =K Z3,E = — — -25.5 = 31.
[Us] [max{Zs, EU, }] 5 100 + 50 5.5 =31.75
E[Us] = E[max{Zy,EU3}| = ... = 35.265

Odredimo Snellov omotag:
Uy =24
Us = max{Z3,25.5}
Uy = max{Zs,31.75}
Uy = max{Zy,35.265}
Up = max{Zy, 37.5855} = 37.5855.

Jedno optimalno vrijeme zaustavljanja je 7o = min{t : U; = Z;}, odnosno

(

7, > 36
7, < 35, Zy > 32
7, <35, Zy <31, Z3 > 26

T0 =

B~ w N

[ 4, inace

Opisimo sada optimalnu strategiju igre:
e Vrtimo kolo 1. put - ukoliko smo na kolu dobili broj vedi ili jednak 36, stanemo, u
protivnom vrtimo dalje;
e Vrtimo kolo 2. put - ukoliko smo na kolu dobili broj veéi ili jednak 32, stanemo, u
protivnom vrtimo dalje;
e Vrtimo kolo 3. put - ukoliko smo na kolu dobili broj vedi ili jednak 26, stanemo, u
protivnom je nas konac¢ni dobitak broj dobiven u 4. vrtnji.

Iz Korolara znamo da je optimalni o¢ekivani dobitak jednak EZ,, = Uy = 37.5855. O
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Na kraju ovog odjeljka izra¢unat ¢emo Snellov omotac¢ u slu¢aju kada je proces Z funkcija
Markovljevog lanca. Prvo ¢emo se podsjetiti definicije Markovljevog lanca X = (X;, 0 <t < T)
na filtriranom vjerojatnosnom prostoru (2, F,F,P) gdje je F = (F;, 0 < t < T) filtracija.
Pretpostavit ¢emo da X prima vrijednosti u prebrojivom skupu F, te da je P neka prijelazna

matrica.

Definicija 4.16. Slucajni proces X = (X;, 0 < ¢t < T) s vrijednostima u F je homogen
Markovljev lanac u odnosu na filtraciju F = (F;, 0 <t < T) s prijelaznom matricom P, ako
je X adaptiran u odnosu na F, te ako za svaku funkciju f : E — R vrijedi

E[f(Xi1) | R =Pf(Xy), =zasvete{0,1,...,7—1}. (4.4)
Ovdje je Pf : E — R funkcija definirana s

Pf(z) =Y P(x,y)f(y).

yerR

Pretpostavimo da je filtracija F prirodna filtracija procesa X. Tada su dogadaji u JF; generi-
rani atomima {Xo = x¢, X1 = x1,...,X;1 = 241, Xy = 24}, X0, 21, ..., 2 € E. Za specijalnu
funkciju f oblika f = 1(,3, 2 € £, iz formule i definicije uvjetnog ocekivanja slijedi

E[1 (X)) | Xo =20, .-, Xem1 = 241, Xi = ) Lixg=s0,.... Xs 1 =201, Xe =1}
= B[l (X)) [F) (xo=20, X1 =01, Xt 1 =211, Xr=a}
= Pl (Xo)lXo=ro.X1=01,. X1 1=2/1,X1=2:} -
To znaci da na dogadaju {Xo = zo, X1 = x1,..., X4 1 = 1, Xy = 2} vrijedi
E[1i (X)) | Xo =20, Xy =21, ., Xoo1 = 21, Xy = 1) = Pl (Xy)
Bududi da je
Pliy(z) =Y Pla,y)l(y) = Pz, 2),

yel
slijedi da je na dogadaju {Xo = xo, X1 =21,..., X1 =241, Xy = 24}

P[XtJrl =z | XO = l’o,Xl = T1y... ,Xt,1 = .I'tfl,Xt = .fCt] = P(Xt, Z) = P(.I't, Z) .
To znadi da za sve zg, x1, ..., T, 2 € E vrijedi
P[Xt+1 =z | XO = x07X1 =T1,. .. 7Xt71 = xtfluXt - xt] = P(ﬂjt, Z) )

So je klasi¢na definicija Markovljevog svojstva.

Propozicija 4.17. Neka je Z = (Z;, 0 <t < T) adaptiran slucajni proces definiran formulom
Zt = 1/1(@ Xt) )

gdje je X = (X;,0 <t < T) homogen Markovljev lanac s vrijednostima u E i prijelaznom
matricom P, a1 :{0,1,...,T} x E — R funkcija. Tada je Snellov omotac¢ U procesa Z dan
formulom

Ut == U(t, Xt) s
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gdje jeu:{0,1,...., T} x E = R funkcija definirana sa
w(T,x) = (T, z),
u(t,x) = max(y(t,z), Pu(t+1,z)), t=0,1,...,T—1.

Dokaz. Stavimo V; :=u(t, X;), t =0,1,...,T. Tada je
Vi = u(T, X7) = (T, X7) = Zr |
tezat<T —1,
Vi = u(t,X;) = max(¢(t, Xy), Pu(t + 1, X;))
= max(Z;, E[u(t + 1, X;11) | Fi])
= max(Z;, B[V | F]).

U drugoj jednakosti koristili smo formulu (4.4)) za funkciju f(-) = u(t +1,-). Zbog Ur = Zy =
Vr, indukcijom slijedi Uy =V, t < T — 1. [

Zadatak 4.18. Igramo Kolo srece s poljima 100, 500, 1000 i bankrot i vrtimo kolo najvise T' = 3
puta. U svakom trenutku mozemo stati i uzeti ukupni iznos koji smo dobili do tada. U sluc¢aju
da dobijemo polje bankrot, gubimo osvojeni iznos i igra prestaje. Odredimo optimalno vrijeme

zaustavljanja za ovu igru.

Primjer 4.19. na razgovor za posao prijavilo se N € N kandidata. Njihove kvalifikacije
odredene su realnim brojevima a; > as > ... > ay, od najbolje do najlosije. Kandidati bivaju
intervjuirani redom, na sluc¢ajan nacin, stoga su poslodavcu su njihove kvalifikacije nepoznate.
Poslodavac mora za vrijeme intervjua s kandidatom odluciti hoce li zaposliti tog kandidata.
Ukoliko mu ne ponudi posao, mora izabrati novog zaposlenika iz skupa preostalih (do tad
neintervjuiranih) kandidata. Odredimo optimalnu strategiju odabira najboljeg kandidata.
Oznacimo s Y; kvalifikaciju ¢-tog intervjuiranog kandidata. Obzirom da je kvalifikacija i-tog
intervjuiranog kandidata nepoznata poslodavcu, Y; je slu¢ajna varijabla. Uo¢imo da je sluc¢ajni
vektor (Y71, ..., Yy) zapravo jedna sluc¢ajna permutacija skupa {as, ...,ay}. Tako mu je kvalifika-
cija i-tog intervjuiranog kandidata nepoznata, poslodavac moze na temelju intervjua usporediti
i-tog intervjuiranog kandidata s prethodno intervjuiranim kandidatima (odnosno odrediti rang
od Y; s obzirom na Yj, ..., Y; 1). Oznacimo s X; rang i-tog intervjuiranog kandidata s obzirom

na prethodno intervjuirane kandidate,

Xi=) Ly
k=1

Uoc¢imo da ¢e najbolji kandidat u i-tom krugu intervjua imati rang 1, a najlosiji rang i. Cilj
nam je odrediti optimalno vrijeme zaustavljanja 7 s obzirom na proces rangova X, koje ¢e

maksimizirati vjerojatnost odabira najboljeg kandidata za posao, odnosno maksimizirati
P(YT = Cll).

Uoc¢imo da su, zbog slucajnog rasporeda kandidata, slucajne varijable X, ..., Xy nezavisne i
da je
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Slu¢ajni proces X = (X; : 1 < i < N) je nehomogen Markovljev lanac na skupu stanja
E ={1,...,N} s prijelaznom matricom P; gdje je

Loze{l,...,i—1}, ye{l,... i}

pi<x7 y) = . .
0, inace

Za funkciju f: {0,1,.... N} x E—=Rixe{l,...,i—1},i€{0,1,..., N} definiramo

Pi(i,a) = Y fGwpi(e) = 32 10.R):

yekE
Uoc¢imo da za i < N slu¢ajna varijabla Y; nije F; = o{Xj,..., X;}-izmjeriva, obzirom da
vrijednost Y; ne mozemo odrediti na temelju vektora (Xi,...,X;). Definirajmo proces Z =

(Z; - 0 <1 <T) kao funkeciju Markovljevog lanca X
Zi = 77[}(2, Xz) = P(}/z = CL1|X7;) = P(Y; = a1|X1, Ce 7Xi)7

pri ¢emu je

~, x=1
(i, x) =~
0, inace.
Uistinu,
S0.1) PYi=a,X;=1) PYi=a)) ~ i
7 = e — = =
’ P(X, = 1) PX,=1) 1 N
Vi, ) =PYi=a1,X;=2) <P(Y;=0a,X; >1)=0, x # 1.
Neka je 7 slu¢ajno vrijeme zaustavljanja za proces X. Tada je {r = k} € o{X1,..., X}} 1
vrijedi

N N
P(Y,=a)=) PYi=a,7=k =) Elpu)lim]
k=1 k=1

N

=Y EE[Ly—lp=r X1, Xi]
N

== Z E[l{T:k}E[l{Yk:al}lea cee 7Xk?H

=Y Eloiy(k, X)) = E[(r, X,)] = E[Z,].

Stoga je optimalno vrijeme zaustavljanja za na$ problem upravo optimalno vrijeme zaustav-
ljanja za proces Z. Po Korolaru [£.7] znamo da je jedno optimalno vrijeme zaustavljanja o.
Koristimo Propoziciju da odredimo Snellov omota¢ U za Z, U; = u(i, X;) gdje je

U(N,l’) = ¢(N7x)a
w(i,x) = max (¢ (i, x), Pu(i+ 1,x))

i+1

1
= max <w(i,x),2u(i+1,k)z,+—1> , i=0,1,...,N—1.

k=1
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Tada vrijedi da je
P(Y,, = a1) = Uy = u(0, Xo) = max(¢)(0, Xo), Pu(1, Xp)) = max(0, Pu(1,0)) = u(1,1).

Odredimo sada u(i, x):

e u(N,1)=9¢(N,1) =% =1, u(N,z) =¢(N,z) =0,z € {2,...,N};

e u(N —1,1) = max(¢)(N — 1,1), Pu(N, 1)) = max(¥, u(N, 1) - &) = max(554, &)
Uotimo u(N —1,1) = ¢ (N —1,1) = =L ako je 7= < 1, u suprotnom je u(N —1,1) =
~ > (N —1,1)

u(N —1,2) = max(¢(N — 1,z), Pu(N,z)) = max(0,u(N,1) - &) =

e Ako je 75 <1 (N —12> 1) imamo:

2|~
Vv
=
=
!
\.)—‘
3

u(N —2,1) = max(¢)(N —2,1), Pu(N —1,1))

(N_Q,(u(N—1,1)+...+U(N_1’N_1))';)
—max (Y2 (T -2y ) )
(
(

N-2N-2/ 1 L]
N = N \N-1 N-=2
iu(N —2,2) =222

22 (5 + ) > (N =2,2), > 1.
Uocimo u(N — 2,1) = ¢(N — 2,1) = Y22 ako je 5 + v < 1, u suprotnom je
w(N —2,1) > (N —2,1).
u(N-2,2) = max(¢(N-2,z), Pu(N—-1,2)) = max (0, %2 (75 + v53)) = 5~ (75 +

N—2 N
Ako je ﬁ > 1 onda je za sve x

e Ovaj postupak ima smisla provoditi dok god je u(m, 1) = ¢)(m, 1), odnosno do trenutka

m kad je
N-1 -1
1 1
-<1 —.
2 pSi< X g
k=m k=m—1
Tada je za sve n > m
n
1) = 1)=—
u(n, 1) = ¥(n,1) = 2,
n 1 1
=—|(—+...+- 1
u(n, ) N(N—1+ —l—n>>z/1(n,:c),:c> ,

te je

m—1 1 1
u(m—l,l): N (N_1++m>>¢(m,1),

m—1 1 1
u(lm—1,z) = I (N_l—i—...—l—m) >(m,x), x> 1.

e Uoc¢imo da je u(m — 1,-) konstantna funkcija, pa jezan < misve x € {1,...,n}

m—1 1 1
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Kako je 7o = min{n : U, = Z,} = min{n : u(n, X,,) = ¥(n, X,)} i
U, > Z,zan<m
U,=2,akkon>milX, =1,
slijedi da je 79 = min{n > m : X,, = 1}. Prema tome pobjednicka strategija je propustiti
prvih m — 1 kandidata i onda ponuditi posao prvom sljede¢em kandidatu koji bude najbolje

rangiran u odnosu na prethodno intervjuirane kandidate. Time maksimiziramo vjerojatnost

odabira najboljeg kandidata koja je jednaka

1/ 1 1 1
P(Ym:al):uu,l)sz (N_1+...+m>~g~368% (za veliki N).

4.4. Primjena na americke opcije. U ovom odjeljku vra¢amo se na model potpunog trzista
bez arbitraze kakav smo promatrali u odjeljku . Preciznije, dan je (konacan), filtrirani
vjerojatnosni prostor (Q, F,F, P), te d+1 financijska imovina ¢ije su cijene S* = (S¢, 0 <t < T)
adaptirani sluc¢ajni procesi. Buduéi da je trziSte bez arbitraze i potpuno, postoji jedinstvena
ekvivalentna martingalna mjera koju oznacavamo s P*. To znac¢i da su diskontirane cijene
financijskih imovina St = (§;, 0<t<T),i=1,2,...,d, martingali s obzirom na P*.

Neka je Z = (Z;, 0 < t < T) americka opcija. Podsjetimo se, vrijednost americke opcije
dana je slu¢ajnim nizom U = (U;, 0 <t < T') izra¢unatim u odjeljku :

UT:ZTa
U, = max (Zt,SfE* [UHI mD L t=0,1,....T.

Iz defnicije procesa U slijedi da je U, > Z;. Vrijednost Z; zovemo unutarnja vrijednost
opcije (engl. intrinsic value), dok razliku U, — Z; zovemo vremenska vrijednost opcije
(engl. time value). Dakle, vrijednost americke opcije u trenutku ¢ jednaka je zbroju unutarnje
vrijednosti i vremenske vrijednosti.
Niz U = (U;, 0 < t < T) diskontiranih cijena opcije definiran formulom U, = U,/S? zadovo-

ljava

Ur = Zr,

U, = max(Zy, E*[Upr | F)), t=0,1,....T.
Dakle, slucajni proces U= (ﬁt, 0 <t <T) je Snellov omotaé¢ slu¢ajnog procesa Z = (Z, 0<
t <T) (s obzirom na vjerojatnost P*). Iz Napomene |4.8| slijedi

U, = sup E*[Z,|F],

0'67;7T
otkud imamo P
U =S sup E* {S_g | .7-}} : (4.5)
o€Ty,T o

Primjenimo Doobovu dekompoziciju na P*-supermartingal U. Vrijedi U=M —Z, gdje je M
P*-martingal, a A je neopadajuéi predvidiv proces. Buduéi da je trziste potpuno slijedi da je
slucaJm zahtjev S MT dostizan, pa postOJl samoﬁnanmrajuca strategija ¢ takva da je Vp(¢) =
SY MT, odnosno nakon diskontiranja, Vy(¢) = My. Buduéi da je sluéajni niz (Vi(¢),0<t<T)
P*-martingal (vidi dokaz Teorema [3.22)), vrijedi

Vi(¢) = E*[Vi(¢) | F] = E [Mr | F] = M, .
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Dakle, martingal M jednak je procesu diskontiranih vrijednosti portfelja ¢ koji replicira slu¢ajni
zahtjev S% Mr. Specijalno imamo U, = Vt(gb) — Ay, otkud slijedi

Up = Vi(9) — As, (4.6)

gdje smo definirali A; := S?Zt. Gornja formula kaze da je cijena U; americke opcije jednaka
vrijednosti (nekog) portfelja minus nesto nenegativno.

Promotrimo detaljnije $to nam kaze formula s pozicije pisca opcije. Pisac opcije prodaje
americku opciju Z = (Z;, 0 <t < T') u trenutku ¢t = 0 za njenu vrijednost Uy. 1z prvo
slijedi da je Uy = V(¢) za neki portfelj ¢. Pisac opcije kupuje u trenutku ¢t = 0 samofinancira-
juéi portfelj ¢ po cijeni Uy (upravo za koliko je prodao americku opciju Z). U svakom daljnjem
trenutku pisac slijedi strategiju ¢, $to mu u trenutku ¢ vrijedi V;(¢). Iz formule vidimo
da je Vi(¢) > Uy, a s druge strane, U; > Z;. Dakle, Vi(¢) > Z;, zasve t € {0,1,...,T}. To
znaci da pisac opcije u svakom trenutku ¢ moze pokriti obvezu koja izlazi iz americke opcije
Z. Stovise, ako kupac opcije odluéi iskoristiti opciju u trenutku ¢ u kojem je Z; < Vi(o), pisac
opcije ostvaruje profit od V;(¢) — Z; > 0. O¢ito je da takav trenutak ¢ ne bi smio biti optimalan
za iskoristiti opciju, jer bismo u protivnom imali arbitrazu.

Pronadimo sada optimalno vrijeme za iskoristiti opciju. To ée biti vrijeme zaustavljanja
iz skupa svih vremena zaustavljanja 7pr. Za kupca opcije besmisleno je iskoristiti opciju u
trenutku t u kojem je U; > Z;, jer je tada vrijednost opcije U; ve¢a od njene unutarnje vrijednosti
Z,; (8to znaci da je bolje prodati opciju za U; nego ju iskoristiti i dobiti Z; - vremenska vrijednost
opcije veca je od nule). Dakle, optimalno vrijeme 7 mora zadovoljavati U, = Z,. Najmanje
takvo vrijeme je

T():Inin{tz(), Ut:Zt}'

S druge strane, nema smisla iskoristiti opciju nakon vremena
Tmax = min{t >0, A,y # 0} = min{t >0, A4y #0}.

Zaista, ako kupac opcije iskoristi opciju u trenutku 7. (uocimo da je tada U, . = Z,... -
vidi Propoziciju i njen dokaz), tada ¢e dobiti iznos U, koji je jednak V. . (¢) (zbog
A = 0). Za tu vrijednost kupac opcije moze kupiti portfelj ¢, te slijedivsi tu strategiju ¢,
generira bogatstvo koje je u trenucima Ty + 1, Timax + 2, ..., T striktno veée nego vrijednost
opcije u tim trenucima: Vi(¢) = Uy + Ay > Uy, t = Tiax + 1, Tmax + 2, - .., T Dakle, iskoristenje

opcije nakon trenutka 7,., generira manju vrijednost nego iskoristenje opcije u trenutku 7.y 1

Tmax

slijedenje strategije ¢.

Dakle, drugi uvjet na optimalno vrijeme za iskoristiti opcuu je T < Tmax. Dakle, za optimalno
vrljeme 7 vrijedi 79 < 7 < Tyax, te AT = 0. Iz U=M— A dobivamo U™ = MT, $to znaci
da je Ur P*-martingal. Usporedimo li s Teoremom . vidimo da su optimalna vremena za
iskoristiti opciju optimalna vremena zaustavljanja za slucaJm niz Z = (Zt 0<t<T).

Vratimo se jo$ jednom na poziciju pisca opcije koji se 8titi prateéi strategiju ¢. Ako kupac
iskoristi opciju u trenutku ¢ koje nije optimalno, tada je ili U, > Z,, ili A, > 0. U prvom
slu¢aju pisac ima profit V,(¢) — Z, = =U,+ A, — Z, >0 (zbog U, > Z,), a u drugom
slucaju profit je opet V,(¢) — Z, = U, + Ay, — Z, > 0 (ovaj put zbog A, > 0).

Rezimirajmo gornja razmatranja u sljede¢em teoremu.
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Teorem 4.20. Neka je Z = (Z;,0 < t < T) americka opcija. Vrijeme zaustavljanja T
optimalno je za iskoristiti opciju Z ako @ samo ako vrijedi:

Z.=U. i Ur je P*-martingal.

Promotrimo sada detaljnije vezu izmedu americke opcije Z = (Z;, 0 < t < T') i europske
opcije dane sluc¢ajnim zahtjevom C' = Zp.

Propozicija 4.21. Neka je Uy vrijednost u trenutku t americke opcije Z = (Zy, 0 <t < T),
te neka je Cy vrijednost u trenutku t europske opcije dane slucajnim zahtjevom C = Zr. Tada
vrigedi Uy > Cy za svet = 0,1,...,T. Nadalje, ako je Cy > Z; za svaki t, tada je U, = Cy za
svet=0,1,...,T.

Dokaz. Buduéi da je diskontirani proces U P*-supermartingal, vrijedi
U, > E*[Ur | Fi| = B*[Zr | F)) = B*[Cr | F] = C,

sto dokazuje prvu tvrdnju.

Pretpostavimo da je C; > Z; za svaki . Slijedi da je C > Z t.]. C dominira Z. Bududi
da je C = (C’t, 0 <t <T) P*martingal, to je C ujedno i P*—supermartmgal Medutim, U je
Snellov omotaé¢ niza Z dakle najmanji P*-supermartingal koji dominira Z. Zato j je U< C’ sto
dokazuje i drugu tvrdnju. O

Promotrimo sada americku call opciju na prvu financijsku imovinu sa cijenom izvrsenja K.
Tada je Z; = (S} — K)*, t = 0,1,...,T. Neka je, kao i do sada, C; vrijednost u trenutku ¢
europske call opcije (St — K)T, te neka je Uy vrijednost u trenutku ¢ americke opcije. Vrijedi

Ci = (L+r)"E[(Sp - K)*| A
= E'[(S; - K(1+7) )" |F]
> E[Sp—K(1+7)"|F]
= SI—KQ1+n)T

PomnoZzimo obje strane s S? = (1 + r)t. Slijedi
C,>8 — K1 +r) T >g! -

uz strogu nejednakost za t = 0,1,...,7 — 1. Zbog C; > 0, dobivamo C; > (S} — K)* = Z,.
Iz Propozicije slijedi da je Cy = U; za sve t = 0,1,...,T. Dakle, americka call opcija
vrijedi jednako kao i europska call opcija.

Napomena 4.22. Isti racun za put opciju Z; := (K — S})* daje

Pt > K(l + T’)iTth — Stl
i ne mozemo zakljuciti P, > K — S}. Opcenito, americka put opcija vrijedi vise od europske
put opcije.

Izracunajmo, na kraju, optimalno vrijeme za iskoristiti americku call opciju. Iz U; = C;
slijedi U; = C}, te je stoga U P*-martingal. Zbog U = V(¢) — A slijedi A = 0, odnosno
Ay =0,t=0,1,...,T. To znaci da je Tuax = T, odnosno optimalno je ¢ekati do dana dospijeca

americke call opcije.
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Neka je sada 7 proizvoljno optimalno vrijeme za americku call opciju. Po Teoremu je
tada U, = Z,, odnosno zbog U = C,

C.=7,=(S!-K)".
Pokazali smo da je C; > S} — K zasve t € {0,1,...,T — 1}, te Cr = (St — K)T. Zato je
C,>S'—-K
uz strogu nejednakost za 7 < T — 1. Prema tome, za 7 < T — 1 imamo
(S!—-K)"=C,>8S - K,

Sto je moguée samo u sludaju S! — K < 0. Slijedi da je C; = (S} — K)* = 0. Odavde je
jednostavno pokazati da je tada i Cy =0 za sve t > 7.
Zakljuc¢ujemo da ako je 7 optimalno vrijeme za iskoristiti americku call opciju da je tada ili

7 =T ili je u trenutku 7 vrijednost americke (i europske) call opcije jednaka nuli.

4.5. Americka put opcija u CRR modelu. U ovom odjeljku Zelimo izra¢unati vrijednost
americke put opcije u Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu. To je model opisan u odjeljku [3.4] te
ovdje koristimo notaciju uvedenu u tom odjeljku. Podsjetimo se, sluc¢ajni povrati modelirani su
nizom nezavisnih slu¢ajnih varijabli (X; : 1 <t <T) s vrijednostima a ili b. Vrijednost rizi¢ne
imovine u trenutku ¢ jednaka je S; = S;_1(1+X;). Nerizi¢na imovina dana jes SY = (1+7) gdje
je r kamatna stopa. Uz uvjet a < r < b model ne dopusta arbitrazu i potpun je. Jedinstvena

r—a
b—a’

Primijetimo da je (S; : 0 < ¢t < T) Markovljev lanac u odnosu na prirodnu filtraciju
Fi=0(Sy,...,S;) =0(Xy,...,X;). Prostor stanja tog lanca je £ = {Sy(1 + a)'(1 +b)7 : 0 <
i,7 < T}, a prijelazna matrica () dana je s

Q(r,x(1+a))=1-p", Q(z,x(1+b))=p° ,x€E.

martingalna mjera P* dana je s P*(X; = b) = p*, P*(X; = a) = 1 — p*, gdje je p* =

Neka je cijena izvrSenja americke put opcije jednaka K. Tada je americka put opcija sluc¢ajni
niz Z = (Z; : 0 <t <T)gdjeje Z; == (K—S5)". Definiramo li funkciju ¢ : {0,1,..., T} xR —
Rsay(t,z) = (K—x)*", tada je Z; = 9(t,S;) zasve t = 0,1,...,T. Dakle, americka put opcija
je funkcija Markovljevog lanca (S; : 0 < ¢ < T'). Oznacimo vrijednost te opcije u trenutku
t=0,1,...,T sa P, odnosno P, = U, iz odjeljka [4.1] U istom odjeljku smo odredili vrijednost
americke opcije Z = (Z; : 0 <t <T):

PT:ZT7

_H:mw(&¢$3{ﬁ“Uﬂ),t:QL”wT
t+1

Diskontirajmo Z i P: Z, = (1+7)"Z, P, = (14 r)"'P,. Tada je P Snellov omotaé (uz P*)
od Z. Stavimo
Ot x) =1 +r)"W(t,z) =1 +r) (K —2)".
Tada je Z, = (14+7r) (K —S)" = @Z(t, Sy). Dakle, Z je funkcija Markovljevog lanca S, pa je
Snellov omotaé od Z po Propoziciji m jednak

ﬁt = U(t, St),
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gdjejeu:{0,1,..., T} x E — R funkcija definirana sa
u(Tyz) = $(T,),
u(t,z) = max(¥(t,z),Qut+1,z)), t=0,1,....T—1.
Kako je P, = (1 +7)'P, = (1 + r)tu(t, S;), definiramo funkciju pay : {0,1,..., 7} x E — R

sa
Pam(t, ) = (1 +7)'ult, ).
Na taj nac¢in je dokazana prva tvrdnja sljedece propozicije.
Propozicija 4.23. Za svet =0,1,...,T imamo
Pt - pam(ta St) .
Nadalje, za funkciju p ., vrijeds
Pam(T,z) = (K —2)", (4.7)
ft+1,2)
am t) - K - +7 —’
T (e
gdje je f:{0,1,..., T} x R — R funkcija definirana formulom

ft,z) = (1 =p)pam(t, 2(1 + a)) + ppan(t, (1 4 ). (4.9)

), 0<t<T, (4.8)

Dokaz. Preostaje dokazati da p., ima gornji oblik. Po definiciji, pam(t, ) = (1 + r)'u(t, ).
Zato je pam(T,z) = (1 + r)'u(T,z) = (T, x) = (K — z)*. Nadalje,
Qu(t+1,z)

= Qz,z(l+a)u(t+1,2(1+a)) +Q(x,z(1 +0b)u(t +1,2(1+ 1))
(I=pult+1L2(1+a))+p ult+1,2(1+D))
= (L4+7)" (1 = p) pam(t + Lz(1 +a)) +p" pam(t + 1, 2(1 + 1))
(47" ft+1,2).
Slijedi

Pam(t,z) = (1+7)u(t,z)
= max((1+ )t z), (1+r)Qu(t+1,z))

Qu(
s ey LE11).

O

Odredimo sada hedging portfelj ¢ = (¢ = (¢, 61),0 < t < T) za americku put opcuu
Prisjetimo se da je ¢ portfelj koji replicira sluc¢ajni zahtjev My = (1 +r)7 MT, gdje je M =
(M;,0 <t <T) P*martingal iz Doobove dekompozicije P* supermartingal P

P=M-A.

[zra¢unajmo proces M = (M;,0 <t < T) gdje je My = (1 + T)t]\Z. Zbog My = Py, imamo
My = Py. Nadalje (vidi (4.3))),

JEH = ]\Z‘FﬁtH —E*[—ﬁt-ﬂ | Fi -
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MnoZenjem s (1 4 r)"*! dobivamo
My =1 +71)My+ Py — E' [P | F .-
Kako je Piy1 = pam(t + 1, S141), zbog Markovljevog svojstva imamo
E*pam(t + 1, 5041) | Fi] = E* [pam(t + 1, Si(1 + Xp1)) | 7
=(1—=p)pam(t+1,5(14a))+p pam(t+1,5(1+0)).
Slijedi da je
Mygr = (1+7)My+ pam(t + 1, Sp41) (4.10)
—[(1=p) pam(t + 1, S(1 + a)) + " pam(t + 1, Si(1 +0))]
S druge strane, bududi da ¢ replicira Mrp,
My = ¢ (L4+7)" 4+ 641 Sepa
Izjednacavanjem s dobivamo
Gpr(1+7)" 4+ by Sepr = (L4 7) My + pam(t + 1, Sp11)
—[(1=p) pam(t + 1, Se(1 + a)) + p* pam(t + 1, Se(1 +0))].

Mnozimo s 1(x,,,=q), ra¢unamo uvjetno ocekivanje E*[- | ;] i kratimo s P*(X;1, = a) (vidi
slican rac¢un za replicirajuci portfelj europske call opcije na kraju drugog poglavlja). Slijedi:

P2 (141 4 or ST+ a) = (1+7) My + pam(t + 1, S(1 +a))
—[(1=p ) pam(t+ 1, 5:(1 +a)) + p* pam(t + 1, 5:(1 4+ 0))] .
Na isti na¢in dobijemo
(L +7)H o 1 Si(L+b) = (1+7) My + pam(t + 1, S:(1 + b))
(1 =p) pam(t + 1, 5(1 + @) + P pam(t + 1, 5:(1 +0))] .
Oduzimanjem slijedi
Gri15:(b — @) = pam(t + 1, S4(1 + b)) = pam(t +1,5,(1 + a)) ,
otkud

ol = Pam(t+ 1,5, (1 +0b)) — pam(t + 1, S:(1 + a))
1 St(b—a) ’
Definiramo funkciju A : {1,..., 7T} x R — R formulom

_ pam(tvx(l + b)) _pam(t>$(1 + a)) )

Alt, ) 20— a)

(4.11)

Tada vrijedi ¢y, = A(t + 1, S;) i funkeiju A zovemo delta opcije. Na taj na¢in smo dokazali
sljede¢u propoziciju:

Propozicija 4.24. Hedging portfelj za americku put opciju dan je s

§b%+1 - A(t + 17 St) )

Mg — At +1,5:)S44
O — oy tot=0,1,..., T —1.
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Zadatak 4.25. Nalazimo se u CRR modelu s parametrima a = —0.2, b = 0.25, r = 0.1,
Sp=10011T = 3.

(a) Odredite cijene americke put opcije s cijenom izvrsenja K = 90 u svim trenutcima.

(b) Odredite hedging portfelj za tu opciju na dogadaju {(b,a,a)}.

(¢) Odredite optimalno vrijeme za iskoristiti tu opciju.
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