
FINANCIJSKO MODELIRANJE
Prvi kolokvij � 29. studenog 2021.

Zadatak 1. Promatramo model �nancijskog trºi²ta s jednim vremenskim periodom, tri elementarna
doga�aja, Ω = {ω1, ω2, ω3} i tri �nancijske imovine. Nerizi£na imovina ima �ksni povrat r > 0 (kamatna
stopa), a rizi£ne imovine se modeliraju na sljede¢i na£in:

S1
0 = 45, S1

1(ω1) = 60, S1
1(ω2) = 60, S1

1(ω3) = 40,

S2
0 = 90, S2

1(ω1) = 120, S2
1(ω2) = 80, S2

1(ω3) = 80.

(a) (3 boda) Za koje sve vrijednosti kamatne stope r trºi²te ne dopu²ta arbitraºu? Obrazloºite.

(b) (3 boda) Neka je ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2) portfelj gdje je ϕ0 pozicija u nerizi£noj imovini, a ϕi pozicija u i-toj
rizi£noj imovini Si, i = 1, 2. Za koje vrijednosti kamatne stope r > 0 je portfelj ϕ = (45, 1,−1)
arbitraºa? Svoju tvrdnju detaljno obrazloºite.

(c) (2 boda) Odredite, ako postoji, jedan dostiºan slu£ajni zahtjev te pripadni repliciraju¢i portfelj (uz
r = 0.01). U suprotnom, detaljno obrazloºite za²to takav zahtjev ne postoji.

(d) (5 boda) Pretpostavimo da je r = 0.01 te da se na trºi²tu trguje samo nerizi£nom imovinom i rizi£nom
imovinom S1. Odredite skup nearbitraºnih cijena slu£ajnog zahtjeva C = (S1

1 − 50)+. Je li zahtjev C
dostiºan? Obrazloºite.

Rje²enje.

(a) Trºi²te ne dopu²ta arbitraºu akko postoji ekvivalentna martingalna mjera P∗. Ozna£imo p∗i =
P∗({ωi}), i = 1, 2, 3. Za martingalnu mjeru P∗ vrijedi

E∗[Sj
1] = Sj

0(1 + r), j = 1, 2,

²to daje sustav

60p∗1 + 60p∗2 + 40p∗3 = 45(1 + r)

120p∗1 + 80p∗2 + 80p∗3 = 90(1 + r)

p∗1 + p∗2 + p∗3 = 1.

Rje²enje sustava je (p∗1, p
∗
2, p

∗
3) =

(
1+9r
4

, 0, 3−9r
4

)
. Da bi mjera P∗ bila ekvivalentna martingalna mjera

nuºno je i dovoljno da dodatno vrijedi 0 < p∗i < 1 za i = 1, 2, 3. Prema tome slijedi da trºi²te dopu²ta
arbitraºu za sve r.

(b) Da bi portfelj ϕ bio arbitraºa treba vrijediti: V0(ϕ) = 0, V1(ϕ) ≥ 0 g.s. i P(V1(ϕ) > 0) > 0. Dobivamo
sustav jednadºbi i nejednadºbi:

ϕ0 + 45ϕ1 + 90ϕ2 = 0

(1 + r)ϕ0 + 60ϕ1 + 120ϕ2 ≥ 0

(1 + r)ϕ0 + 60ϕ1 + 80ϕ2 ≥ 0

(1 + r)ϕ0 + 40ϕ1 + 80ϕ2 ≥ 0,

gdje bar jedna nejednakost mora biti stroga. Uvr²tavanjem vrijednosti ϕ = (45, 1,−1) vidimo da je
prva jednadºba zadovoljena. Prva nejednakost je zadovoljena za vrijednosti r ≥ 1

3
, za koje su druga i

tre¢a nejednakost stroge. Stoga je rje²enje r ≥ 1
3
.



(c) Svaki degenerirani slu£ajni zahtjev C je dostiºan i repliciraju¢i portfelj je jednak ( C
1.01

, 0, 0). Tako�er,
Slu£ajni zahtjev C = S1

1 je dostiºan i repliciraju¢i portfelj je jednak (0, 1, 0).

(d) Odredimo prvo skup EMM za ovo trºi²te rje²avanjem sustava

60p∗1 + 60p∗2 + 40p∗3 = 45(1 + r)

p∗1 + p∗2 + p∗3 = 1

uz uvjet 0 < p∗i < 1 za i = 1, 2, 3. Dobivamo P = {(t, 19
40

− t, 21
40
) : t ∈ (0, 19

40
)}. Prema Teremu 2.13 je

skup nearbitraºnih cijena za C jednak

Π(C) = {1.01−1E∗[C] : P∗ ∈ P} = {(10t+ 10(19
40

− t) + 0 · 21
40
)/1.01 : t ∈ (0, 19

40
)} = {2.698}.

Kako je Π(C) jedno£lan, po Teoremu 2.14 (a)+(b) slijedi da je C dostiºan.
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Zadatak 2. Promatramo dinami£ki model �nancijskog trºi²ta s trenucima trgovanja t = 0, 1, . . . , T .

(a) (3 boda) De�nirajte samo�nanciraju¢i portfelj, dopustivi portfelj i martingalnu mjeru.

(b) (8 boda) Iskaºite i dokaºite fundamentalni teorem koji daje karakterizaciju modela �nancijskih trºi²ta
bez arbitraºe.

(c) (2 bodova) Obrazloºite kako de�niramo cijenu Ct u trenutku t = 0, 1, . . . , T slu£ajnog zahtjeva C u
potpunim modelima �nancijskih trºi²ta.

Rje²enje.

(a) De�nicije 3.5, 3.9 i 3.20.

(b) Teorem 3.22.

(c) Formula (3.4) i paragraf ispod nje.
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Zadatak 3. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a < b (mogu¢e relativne promjene
cijena dionice), r > 0 (kamatna stopa za nerizi£nu imovinu) i vremenskim horizontom T ∈ N. Neka je
S = (St : t ∈ {0, . . . , T}) proces cijena dionice na tom trºi²tu.

(a) (4 boda) Ako je a < r < b dokaºite da su relativne promjene cijena Xt = St−St−1

St−1
, t = 1, . . . , T

nezavisne jednako distribuirane obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru.

(b) (3 boda) Ako je a < r < b pokaºite da je model trºi²ta potpun.

(c) (3 boda) Odredite jednu arbitraºu ako je r ≥ b.

(d) (2 boda) Promatramo put opciju P = (K−ST )+. Zapi²ite formulu za funkciju p : {0, 1, . . . , T}×R →
R takvu da za je sve t ∈ {0, 1, . . . , T} vrijednost put opcije u trenutku t dana s Pt = p(t, St).

Rje²enje.

(a) Lema 3.30 (b).

(b) Propozicija 3.32 (b).

(c) Paragraf ispod Leme 3.31, ϕt = (S0,−1).

(d) p(t, x) = (1 + r)−(T−t)
∑T−t

j=0 (K − x(1 + a)T−t−i(1 + b)i)+
(
T−t
i

)
p∗i(1− p∗)T−t−i.
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Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = −0.25, b = 0.2 (relativne
promjene cijena dionice), r = 0.1 (kamatna stopa za nerizi£nu imovinu) i vremenskim horizontom T = 3.
Neka je M = max{St : t = 0, 1, 2, 3} najvi²a razina cijene dionice do trenutka T i S0 = 100 kn po£etna
cijena dionice. Promatramo binarnu opciju s barijerom C = 140 · 1{M>105}.

(a) (3 boda) Odredite P∗(C = 0), gdje je P∗ ekvivalentna martingalna mjera.

(b) (6 boda) Odredite cijenu opcije C u svakom trenutku.

(c) (3 boda) Izra£unajte repliciraju¢u strategiju ako je S1 = 75 i S2 = 90.

Rje²enje. Oznake: St, M , Ct

100 95.9498

120 115.7025

75 69.9929

144 127.2727

90 127.2727

90 98.9899

56.25 0

172.8 172.8 140

108 144 140

108 120 140

67.5 120 140

67.5 100 0

108 108 140

67.5 100 0

42.1875 100 0

(a) Vrijedi p∗ = r−a
b−a

= 7
9
. Iz binarnog stabla slijedi da je:

P∗(C = 0) = P∗({(a, a, a)})+P∗({(a, a, b)})+P∗({(a, b, a)}) = (1−p∗)3+(1−p∗)2p∗+(1−p∗)2p∗ =
64

729
.

(b) Cijenu u svakom vrhu odredimo preko formule Ct =
1

1+r
(C↑

t+1 · p∗ + C↓
t+1 · (1− p∗)).

(c) Traºena repliciraju¢a strategija je: ϕ1 = (197.5298, 1.0158), ϕ2 = (−136.3494, 2.933),
ϕ3 = (−175.3068, 3.4568).
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