FINANCIJSKO MODELIRANJE 1
Drugi kolokvij — 10. veljace 2021.

Zadatak 1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F = (F; : 0 < t < T) i neka je
Z = (Z; : 0 <t <T) adaptiran slucajni proces.

(a) (3 boda) Definirajte Snellov omota¢ U = (U, : 0 <t < T') procesa Z i optimalno vrijeme zaustavljanja
T za proces Z.

(b) (5 bodova) Dokazite da je zaustavljeni proces UT martingal, gdje su U i 7 iz (a) dijela.

(c) (4 boda) Dokazite da je vrijeme zaustavljanja Tyax za Z optimalno.

Rjesenge.
(a) Snellov omota¢ je slucajni proces U = (U;, 0 <t < T) za koji je

UT = ZT;
Ut = maX(Zt,E[Ut+1‘.B]) OStST—l

Vrijeme zaustavljanja 7 je optimalno za slu¢ajni proces Z = (Z,, 0 <t < T') ako vrijedi

E[ZT|~FO] = Sup E[ZU|~FO] :

o€To,T
(b) Uocimo da je
E[U; | Fo] = Uy > E[U} | Fo] > E[E[U7 | F] | Fo] = E[U7 | Fo] = E[U; | Fo],

gdje nejednakosti vrijede zbog toga sto je U supermartingal. Buduéi da su lijeva i desna strana gore
jednake, imamo jednakost
E[UT [ Fo] = E[E[U7 | Fi] [ Fol -

Buduéi da je U7 > E[U} | F] (zbog U™ supermartingal), iz gornje jednakosti uvjetnih ocekivanja ta
dva izraza slijedi U] = E[U] | F;]. Medutim, to znaci da je U™ martingal.

(¢) Uocimo da vrijedi A; = 0 za sve t < Tiax. Zato iz Uy = M, — A, za sve t slijedi U™ax = M Bududi
da je M martingal, to je i M ™= martingal, pa je U™>x takoder martingal. Stoga je po karakterizaciji
optimalnih vremena zaustavljanja dovoljno pokazati da je U, = Z Vrijedi

max Tmax *
T-1

U’Tmax = Z ]‘{Tmaxzt} Ut + 1{TmaX=T} UT
t=0
T-1
- ]'{Tmax:t} maX(Zt7 E[Ut"{‘l ‘ ‘E]) + 1{’7'maX:T}ZT .
t=0

Primijetimo da na dogadaju {Tmax = t} vrijedi A, = 01 A;; > 0. Stoga je na tom dogadaju
Ut = Mt - At = Mt, te nadalje,

ElUip1 | F] = E[Myyq — A | Fe) = My — Ay < My = Uy

Zbog gornje nejednakosti i definicije U; = max(Z;, E[U;yq | F]), slijedi da je Uy = Z; na dogadaju
{Tmax = t}. Dakle
T-1
UTmax - Z 1{7—max:t} Zt + 1{7'max:T} ZT = ZTmax :

t=0
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Zadatak 2. Promatramo model potpunog financijskog trzista bez arbitraze.

(a) (3 boda) Definirajte americki slu¢ajni zahtjev Z = (Z; : 0 <t < T') i njegovu vrijednost U = (U; : 0 <
t<T).

(b) (5 bodova) Neka su Z i U procesi iz (a) dijela te neka je Cy vrijednost u trenutku ¢ europskog slu¢ajnog
zahtjeva za kojeg vrijedi C; > Z;, t = 0,1,...,T — 11 Cp = Zp. Dokazite da je tada C, = U,
t=0,1,...,T.

(c¢) (4 boda) Koristenjem rezultata iz (b) usporedite vrijednost americke call, odnosno put, opcije na
riziénu imovinu s cijenom izvrSenja K i danom dospijec¢a T s europskom call, odnosno put, opcijom s
istom cijenom izvrSenja i istim danom dospijeca.

Rjesenge.

(a) Americki slucajni zahtjev je adaptiran niz sluéajnih varijabli 7 = (Z, : 0 < ¢t < T). Neka je
SY = (8 : 0 <t < T) cijena nerizi¢ne imovine i P* ekvivalentna martingalna mjera. Tada je
vrijednost americkog slucajnog zahtjeva jednaka

UT = ZT7

Ut
0
St—l—l

U; = max {Zt, SOE* {

.Ft:|}, tzO,l,,T—l

(b) Vidi dokaz Propozicije 4.21 iz materijala s predavanja.

(¢) Promotrimo prvo americku call opciju na prvu financijsku imovinu sa cijenom izvrSenja K. Tada je
Zy = (S} — K)*,t=0,1,...,T. Neka je C; vrijednost u trenutku ¢ europske call opcije (St — K),
te neka je U; vrijednost u trenutku ¢ americke opcije. Vrijedi

Cr = (1+7)TE (St — K)*| F]
= E[(Sh— K1 +7r)")*"|F]

E*[Sh — K(1+7)T|F]

= S —K(1+4nr)T.

v

Pomnozimo obje strane s SY = (1 + r)’. Slijedi
C, >SS —KA+r) ™ >8 - K

uz strogu nejednakost za t = 0,1,...,T — 1. Zbog C; > 0, dobivamo C; > (S} — K)" = Z;. 1z (b)
dijela zadatka slijedi da je C; = Uy za sve t = 0,1,...,T. Dakle, americka call opcija vrijedi jednako
kao i europska call opcija.

Isti ra¢un za put opciju Z; := (K — S})* daje
P>K@{4r) g}

i ne mozemo zakljuciti P, > K —S}. Opcenito, americka put opcija vrijedi vise od europske put opcije.
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Zadatak 3.

(a) (5 bodova) Neka su Xj, X5, X3 nezavisne jednakodistribuirane sluc¢ajne varijable na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) t.d. je P(X; =0) =3 i P(X; =1) = 2, teneka je Z = (Z, : 0 < t < 3) sluajni
proces definiran s

Zo=0, Zy=(1+Z_1)X,, t =1,2,3.

Odredite optimalno vrijeme zaustavljanja 7 € Ty3 za proces Z (obzirom na prirodnu filtraciju za
proces Z) te E[Z,].

(b) Nalazimo se u Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu s cijenom dionice S = (S; : 0 <t <T)).

(b1) (4 boda) Napisite formulu za funkciju pam (¢, ) i skicirajte graf funkcije x — pam (0, ).

(b2) (4 boda) Pokazite da vrijednost P, americke put opcije u trenutku ¢ zadovoljava P, = pam(t, S;).
Pomoc¢ne rezultate samo iskazite.

Rjesengje.

(a) Oznacimo s {F; : t € {0,1,2,3}} prirodnu filtraciju za Z, te uo¢imo da je Fo = {0,Q}. U donjem
rac¢unu ¢emo vise puta koristiti da je Z; Fi-izmjeriva slu¢ajna varijabla, a X; nezavisna obzirom na
Fi_1. Odredimo Snellov omotac za proces Z:

Us = Zs
U2 = maX{ZQ,E[Zgl.FQ]} = maX{Zg, (1 + ZQ)E[X3|.F2]} = maX{ZQ, (1 + ZQ)]E[Xg]}
= maX{Zg, %(1 -+ ZQ)} = %(1 + ZQ)
U1 = maX{Zl,E[Ug|f1]} = maX{Zl, % + %(1 + Zl)E[X2|.F1]} = maX{Zl, % + %(1 + Zl)E[Xg]}
= max{Zl, % + g(l =+ Zl)} = maX{Zl, % + %Zl> = % =+ ng
UO = max{ZD,E[Ul\}"O]} = max{OﬂE[% + ng]} = 1790 + %E[Xl] = g—g
Optimalno vrijeme zaustavljanja jednako je
2 Xi=1 Xo=1
T(Cd)_{’ %"-)ev{l ) 2 }
3, 1inace
Slijedi E[Z,] = Uy = 2.
(b1) Vrijedi
pam(Tu LU) = (K - .T)+,

L 41w

am (1, = K — , , 0<t<T,
Pan(t, 7) max(< 7) 1+7~)

gdje je f:{0,1,...,T}x — funkcija definirana formulom
[t ) == (1= p )pam(t, 2(1 + a)) + p*pam(t, z(1+ 1))

(b2) Vidi dokaz Propozicije 4.23 iz materijala s predavanja.
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Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.25, b = 0.25 (relativne
promjene cijena dionice), te r = 0.1 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu). Pocetna cijena dionice je
So = 100 kn. Promatramo americku put opciju Z; = (K — S;); s danom dospije¢a T = 2 i cijenom
izvrsenja K = 95 kn.

(a) (2 boda) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite unutarnju vrijednost Z te americke put opcije.

(b) (5 bodova) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite vrijednost (nearbitraznu cijenu) americke put
opcije.
(c¢) (3 boda) Odredite vrijeme zaustavljanja 7 u kojem je optimalno iskoristiti danu ameri¢ku put opciju.

Odredite razdiobu slu¢ajne varijable S, (obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru na trzistu).

(d) (3 boda) Cijena dionice pada dva puta za redom i kupac opcije odluéi opciju iskoristiti u tom trenutku.
Izracunajte profit pisca opcije ako slijedi hedging portfelj.

Rjesenje. Na trzistu postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera i vrijedi p* = P(X; = 0.25) =

i~ = 0.7, gdje je X; prirast cijene dionice u trenutku .

(a) Unutarnja vrijednost opcije je Z, = (K — S;)..

(b) Vrijednost put opcije je [/, = max{Z;, 7=E*[U41|F]}, t = 0,1, odnosno [/, = Z,.
« Sy =156.25 0
Sy =125 %
0 0.341

°/

So =100

0 5.672

-4 « Sy =93.751.25

5.672 51 = 75 e Sy =93.751.25

11.364

L

20 0.4 « Sy = 56.25 38.75 48.25

(c¢) Jedno optimalno vrijeme zaustavljanja je 7 = inf{t > 0: U; = Z,}. Prema tome vidimo da je 7 = 2
na dogadaju {bb,ba} i 7 = 1 na dogadaju {ab,aa}. Tada je

g B ( 75 93.75 156.25 )
T 0.3 0.21 0.49
(d) Nalazimo se ¢voru S; = 480. Odredimo prvo proces (1 + r)t]\A/[/t, gdje je M martingal iz Doobove
dekompozicije supermartingala U, tj. My = [/, i My = (1+r)My+ [/, — E*[U;|Fo]. Hedging portfelj
¢ je replicirajuci portfelj za proces M, stoga je Va(¢) = Ms. Unutarnja vrijednost opcije jednaka je
38.75, a hedging portfelja 48.25. Profit je stoga 9.5.



