FINANCIJSKO MODELIRANJE

Prvi kolokvij — 25. studenog 2020.

Zadatak 1. Promatramo model financijskog trzista s jednim vremenskim periodom, K elementarih
dogadaja, 2 = {w;,we,...,wk}1d € Nrizi¢nih financijskih imovina. Kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu
jednaka je r > 0.

(a) (2 boda) Definirajte arbitrazu i ekvivalentnu martingalnu mjeru.
(b) (2 boda) Iskazite fundamentalni teorem o nepostojanju arbitraze.
(¢) (6 bodova) Dokazite teorem pod (b).
(d) Neka je K =3,d=21ir=0.1, te neka se rizicna imovina modelira na sljedec¢i nacin:
Sy =100, S}(wy) =200, Sj(wy) =150, S(ws) = 50
S2 =100, S?(w;y) =50, S?(wy) =50, S?(ws) = 200.
(d1) (4 boda) Odredite jedan portfelj koji je arbitraza.
(d2) (3 boda) Je li slucajni zahtjev C' = (S] — S?), dostizan? Svoju tvrdnju obrazloZite.

Rjesenge.
(a) Definicija 2.2 1 Definicija 2.5.
(b) Teorem 2.6.
(c) Teorem 2.6.
(d) Lako se pokaZe da je P = () pa znamo da arbitraza postoji i da trziste nije potpuno.
(d1) Odredimo portfelj ¢ = (¢°, ¢*, ¢?) takav da je
Vo(p) = ¢° + 1009 + 100¢* = 0
Vi(0)(w1) = 1.1¢° + 2000 4 50¢% > 0
Vi(8)(ws) = 1.1¢° 4 150¢" + 50¢° > 0
Vi(¢)(ws) = 1.1¢° + 509" + 200¢* > 0,

pri demu je bar jedna od nejednakosti stroga. Uvr§tavanjem ¢ = —100¢' — 1004? u gornje
nejednakosti i kra¢enjem dobivamo

Vi(9)(wr) = 3¢" — 26" > 0

Vi(9)(w2) = 2¢' —3¢* > 0

Vi(¢)(ws) = —2¢" + 3¢* > 0.

Iz druge i trece nejednadzbe slijedi da je nuzno ¢* = 3¢?, pa iz prve dobivamo da je ¢* > 0 (jer
prva nejednakost tada mora biti stroga). Slijedi da je svaki portfelj oblika ¢ = (—250z, %x,x),
x > 0, arbitraza.

(d2) Pokazat ¢emo da je slucajni zahtjev C' = (S} — S%), dostizan i to tako da nademo pripadni
replicirajuéi portfelj, odnosno ¢ = (¢°, ¢!, ¢?) takav da je
Vi(¢)(wr) = 1.1¢" + 2004" + 50¢° = 150 = C(w;)
Vi(9)(wa) = 1.1¢" + 1504" + 50¢° = 100 = C(w5)
Vi(¢)(ws) = 1.1¢" + 509" 4 200¢* = 0 = C(w3).

Rjesavanjem gornjeg sustava dobivamo replicirajuéi portfelj ¢ = (—%, 1,0).
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Zadatak 2. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenucima trgovanja t =0,1,...,7.

(a)
(b)

(c)
(d)

(3 boda) Definirajte samofinancirajuéi portfelj, dopustivi portfelj i dostizan slu¢ajni zahtjev.

(3 boda) Pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu i neka je C slucajni zahtjev takav da je
C' = Vr(¢) za neku samofinancirajucu strategiju. Pokazite da je C' dostizan.

(2 boda) Iskazite fundamentalni teorem koji daje karakterizaciju potpunih modela financijskih trzista.

(5 bodova) Dan je dvoperiodni model financijskog trzista s jednom riziénom i jednom nerizi¢nom
financijskom imovinom. Nerizi¢na imovina se ukamacuje po stopi 7 = 0.1 dok se rizi¢na imovina
modelira na sljedeéi nacin:

150
120
114
100
100
80
76

Pokazite da je ovo trziste bez arbitraze i potpuno.

Rjesenge.

(a)
(b)
(c)
(d)

Definicije 3.5, 3.9 1 3.25.
Napomena 3.26.
Teorem 3.28.

Pokazat ¢emo da na trzistu postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera. Uoc¢imo da model
mozemo opisati s 4 elementarna dogadaja, Q = {ws,... ,w4}[] i ozna¢imo cijenu rizi¢ne imovine u
trenutku ¢ s S;. Tada je mjera P* martingalna ako za t = 0,1 vrijedi

E*[Se1|F2] = (14 7)Se.

Oznacimo pf = P*({w;}). Uocimo da je F; = o ({{S1 = 120},{S; =80}}) = 0 ({{w1, w2}, {ws,ws}}).
Iz definicije martingalne mjere sada dobivamo jednadzbe

E*[S|Fo] = (1 +7)Sy < 120(p] + p3) + 80(p3 + p3) = 110
150p7 n 114p3
pi+ps  pitDp;
100p; T6p}

E*[S5{ws, ws}] = (1 4+7)S1(w3) < + = 88
[S2[{ws, wa}] = (1 +7)51(ws) R

E*[Sgl{wl,WQ}] = (]_ +7")Sl(w1) <~ =132

Pl +p5+ps+py =1

Dogadaje w; oznacit ¢emo redom od najvise do najniZe grane stabla, npr. w; = {S; = 120, S5 = 150}.
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Sredivanjem gornjih izraza dobivamo sustav

12p7 + 12p5 + 8ps + 8p) =11
pi—p;=0
ps—p;=0
Pi+py+ps+pi=1
koji ima jedinstveno rjesenje p; = p; = %, D3 =Dy = %. Kako su p; > 0, 7 =,...,4, pokazali smo da

postoji ekvivalentna martingalna mjera na trzistu, pa ono ne dopusta arbitrazu. Kako je EMM ujedno
i jedinstvena, model trzista je i potpun.

Alternativno, moze se provesti konstrukcija kao u CRR modelu, gdje se pokaze da je vjerojatnosna
mjera P*(w) = Pi(wy)Ps(ws), w € Q := {(w1,ws) : w1 € {0.2,-0.2},ws € {0.25,—0.05}} jedinstvena
ekvivalentna martingalna mjera, pri ¢emu je
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Zadatak 3. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a < b (relativne promjene cijena
dionice), r € (a,b) (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7" € N. Neka je
S =(S;:t€{0,...,T}) proces cijena dionice na tom trzistu.

(a) (4 boda) Dokazite da gornji model ne dopusta arbitrazu.

(b) (4 boda) Neka jet € {0,1,...,7—1} iz > 0. Odredite razdiobu, obzirom na ekvivalentnu martingalnu
mjeru, slu¢ajne varijable Sy uvjetno na dogadaj {S; = x}. Svoje tvrdnje obrazlozite.

Rjesenge.
(a) Obrat Leme 3.31 iznad Propozicije 3.32.

(b) Skica rjeSenja: Analogno kao u dokazu Proporzicije 3.33, koriStenjem J;-izmjerivosti, nezavisnosti i
jednake distribuiranosti prirasta X1, ..., X7 (obzirom na EMM) slijedi da je

Sy =2(14+a)""%(1 +b)? na dogadaju {S; = z},

gdje je Z ~ B(T —t,p*) nezavisna od S;. Drugim rijec¢ima,

) ) T —¢t ) )
P*(Sr=a2(l4+a)" " (1+0)|S =2) = ( , >p’”(1 —pI i=0,...,T —
i


https://web.math.pmf.unizg.hr/~wagner/userfiles/nastava/rezultati/fm1_14112020.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~wagner/userfiles/nastava/rezultati/fm1_14112020.pdf

FINANCIJSKO MODELIRANJE

Prvi kolokvij — 25. studenog 2020.

Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.25, b = 0.2 (relativne
promjene cijena dionice), r = 0.1 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7" = 3.
Neka je M = max{S; : t = 0, 1,2,3} najvisa razina cijene dionice do trenutka 7" i Sy = 100 kn pocetna
cijena dionice. Promatramo lookback put opciju C' = M — Sp.

(a) (3 boda) Odredite P*(C' = 0), gdje je P* ekvivalentna martingalna mjera.
(b) (6 boda) Odredite cijenu opcije C' u svakom trenutku.

(c) (3 boda) Izracunajte replicirajucu strategiju ako je S; =751 Sy = 90.

Rjesenje. Oznake: Sy, M, C}

172.8 172.8 0
144 7.27 108 144 36
120 8.997 108 120 16
90 19.09 67.5 120 52.5
100 8.7138
108 108 0

90 6.566

75 11.644 67.5 100 32.5

56.25 34.6591 67.5 100 32.5

42.1875 100 57.8125

(a) Vrijedi p* = =% = g. Iz binarnog stabla slijedi da je:

P = 0) = B ({(6,0.0)1) + B ({0 b, D)) = + 20— p) = o

(b) Cijenu u svakom vrhu odredimo preko formule C; = ﬁ(qﬁl “pF A+ C#—&-l (1 —=p")).

(c) TraZzena replicirajuca strategija je: ¢; = (14.5934, —0.0588), ¢ = (67.3401, —0.8324),
¢3 = (65.1139, —0.8025).



	Zadatak 1
	Zadatak 2
	Zadatak 3
	Zadatak 4

