FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

Drugi kolokvij — 3. veljace 2020.

Zadatak 1. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F = (F;, : 0 < t < T) i neka je
Z = (Z;: 0 <t <T) adaptiran slucajni proces.

(a) (5 bodova) Dokazite da je Snellov omota¢ U = (U; : 0 <t < T) procesa Z najmanji supermartingal
koji dominira proces Z.

(b) (3 boda) Definirajte najmanje optimalno vrijeme zaustavljanja za proces Z. Bez dokazivanja pomo¢nih
rezultata, obrazlozite zasto je 7y uistinu najmanje optimalno vrijeme zaustavljanja za proces Z.

(c) (4 boda) Neka je Fo = {0, Q}. Dokazite da je Uy = sup, .t . E[Z;], gdje je Tor familija svih vremena
zaustavljanja za Z. Pomocne rezultate koristite bez dokaza.

Rjesenge.
(a) Kako je
Ut = maX{Zt,E[Ut+1|Ft]}, t e O, ,T —1i UT = ZT

slijedi da je Uy > Z; zasve t = 0,1,...,T, pa U dominira Z. Takoder, po definiciji vrijedi U, >
E[Up1 | Fi] zasve t =0,1,...,T — 1 to znaci da je U supermartingal. Neka je X = (X;: 0 <t <T)
supermartingal koji dominira Z. Pokazimo da je X; > U; zasvet = 0,1,...,T. Vrijedi Xp > Zp = Ur.
Pretpostavimo da za neki 0 <t < T — 1 vrijedi X¢11 > U;y1. Tada je

X; > E[Xi41 | F] > ElUs41 | F] 1 Xy > Zy,
pa je Xt Z maX{Zt,E[Ut+1 |ft]} = Ut.

(b) Najmanje optimalno vrijeme zaustavljanja dano je s 79 = min{t > 0 : U, = Z;}. Po karakterizaciji
optimalnog vremena zaustavljanja 7 za Z slijedi da je nuzno U, = Z,, pa je nuzno 7 > 7.

(c) Po definiciji od 7y slijedi U,, = Z,, te da je zaustavljeni proces U™ martingal. Vrijedi
Uy = Up = E[UR] = E[U,,] = E[Z,].

S druge strane, budué¢i da je U supermartingal, slijedi da je U7 takoder supermartingal za svaki
T € Tor. Prema tome,
Up > E[U7] = E[U,] > E[Z,].

Time je tvrdnja dokazana.
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Zadatak 2. Promatramo model potpunog financijskog trzista bez arbitraze.

(a) (3 boda) Definirajte americki sluc¢ajni zahtjev Z = (Z; : 0 <t < T) i njegovu vrijednost U = (U; : 0 <
t<T).

(b) (3 boda) Neka su Z i U procesi iz (a) dijela te neka je C; vrijednost u trenutku ¢ europskog slu¢ajnog
zahtjeva za kojeg vrijedi Cp = Zp. Pokazite da za sve t =0, 1,...,T vrijedi C; < Uj.

(c¢) (4 boda) Pretpostavimo da na trzistu imamo jednu rizi¢nu i jednu neriziénu financijsku imovinu.
Dokazite da je vrijednost americke call opcije na rizicnu imovinu s cijenom izvrSenja K i danom
dospijeca T jednaka vrijednosti europske call opcije s istom cijenom izvrSenja i istim danom dospijeca.

(d) (3 boda) Dokazite da za optimalno vrijeme zaustavljanja 7 za americku call opciju vrijedi ili 7 = T ili
U.=0.

Rjesenge.

(a) Americki slu¢ajni zahtjev je adaptiran niz slucajnih varijabli Z = (Z; : 0 < ¢t < T). Neka je
SY = (S8 : 0 <t < T) cijena nerizitne imovine i P* ekvivalentna martingalna mjera. Tada je
vrijednost americkog slucajnog zahtjeva jednaka

UT = ZT7

Ut

U, = max{Zt,SO]E* {
SPi1

]—"tH, t=0,1,...,7 — 1.

(b) Diskontirani proces U= (ﬁt : 0 <t <T) je P*-supermartingal, pa vrijedi
U, > E'Ur | F] = E*[Z¢ | ) = E*[Cr | F) = Ct,
pa je Uy > C}.
(c¢) Pokazimo da vrijedi C; > Z; = (S;— K) 4 za svaki t, gdje S; oznacava cijenu rizi¢ne financijske imovine.
Vrijedi
Co= (147 "E*[(Sr — K)1 | Fi] =E*[(Sr = K(1+7)""), | F]
>E(Sr— K(1+7) " |F]=8 -K(1+7r)"
Mnozenjem obe strane s (1 + )¢ slijedi
C,>8 —KA+r)T™>8 - K

uz strogu nejednakost za t = 0,1,...,T — 1. Zbog C; > 0, dobivamo C; > (S; — K ) = Z;, pa proces
C' dominira Z. Dodatno, proces C' je P*- martingal, pa je i P* supermartingal. Kako je U Snellov
omotaé niza Z, dakle najmanji P*-supermartingal koji dominira Z, nuzno je U < C. Tvrdnja sada
slijedi iz (b) dijela zadatka.

(d) Iz (¢) dijela slijedi da je proces U P*-martingal. Tada je proces A iz Doobove dekompozicije procesa U
jednak 0 u svakom trenutku ¢. Iz toga slijedi da je najvece optimalno vrijeme za iskoristiti opciju upravo
T, tj. Tmae = T. Pretpostavimo da je 7 <T"— 1 sada neko drugo optimalno vrijeme zaustavljanja. 1z
teorema o karakterizaciji optimalnih vremena zaustavljanja slijedi da je

Cr=U, =2 = (S — K),.

Kako je po rac¢unu iz (c) dijela Cy > S; — K za t < T — 1 slijedi C, > S, — K, §to je moguce samo kad
je S; — K < 0. Slijedi da je tada nuzno U, = C; = (S, — K), = 0.
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Zadatak 3.

(a) (5 bodova) Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i X = (X; : 0 < t < T') jednostavna simetri¢na
sluc¢ajna Setnja na Z,

1
X0:07 P(Xt:Xt_1+1) :]P)(Xt:Xt—l_]-) — 5, tZ 1

Neka je proces Z = (Z; : 0 <t < T) definiran s Z; = tX;+t. Odredite optimalno vrijeme zaustavljanja
T € To3 za proces Z te E[Z,].

(b) Nalazimo se u Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu s cijenom dionice S = (S; : 0 < ¢ < T'). Vrijednost P,
americke put opcije u trenutku ¢ dana je formulom P; = pg,, (¢, S¢) za neku funkciju pa,, : {0,1,..., T} x
R — R.

(b1) (3 boda) Napisite formulu za hedging strategiju ¢ = ((¢?,¢}) : 1 < ¢t < T) za americku put
opciju.

(b2) (4 boda) Za koje poc¢etne vrijednosti dionice Sy je optimalno iskoristiti americku put opciju odmah
u ¢t =07 Svoju tvrdnju detaljno obrazlozite. Skicirajte graf funkcije x — pa, (0, ).

Rjesenge.
(a) Odredimo Snellov omotac za proces Z:

U3 = ’LL(3, Xg) = Zg = f(3, Xg) = 3X3 + 3
U = u(2, X5) = max{Zs, Pu(3, X5)} = max{2X, + 2, 3 (u(3, X5 — 1) + u(3, X, + 1))}
=max{2X, +2,1(3(Xy — 1) + 3+ 3(Xy + 1) + 3)} = max{2X, + 2,3X, + 3}

-2 Xy = -2
B 3X5+ 3, inace
Uy =u(1, X1) = max{Zy, Pu(2,X;)} = max{X; + 1, 2 (u(2, X; — 1) + u(2, X1 + 1))}
_ Jmax{0, T(u(2,-2) +u(2,0))}, X;=-1 _ 3 Xi=-1
max{2, 1(u(2,0) + u(2,2))}, X;=1 6, X;i=1
Uy = max{Zy, Pu(1,0)} = max{0, 3 (u(1,-1) + u(1,1))} = £
Optimalno vrijeme zaustavljanja jednako je
2 Xy =-2
T(w):{’ (fdev{z }
3, 1nace
Slijedi E[Z,] = Uy = %.
(bl) Zat=0,...,T — 1 vrijedi

am(t+1,8:(1 4+ 0)) — pam(t + 1, S,(1
Bl =A(t+1,8)="1 (t+1,5(1+0)) = pam(t + 1,5 +a))7
St(b—a)

¢?+1 = (1+ T)_t[Mt - ¢tl+15t]a

gdje je M martingal iz Doobove dekompozicije diskontirane vrijednosti americ¢ke put opcije U.



(b2) Da bi optimalno vrijeme zaustavljanja za americku put opciju bilo 0 nuzno je i dovoljno da vrijedi
Pam(0,S0) = Uy = Zy = (K — Sp)+. Stoga je americku put opciju optimalno iskoristiti u trenutku
t = 0 ako i samo ako je S; € [0,2%] gdje je z* = sup{z € [0,(1 + a) " TK) : pun(0,2) = (K — z), }.
Uocimo da je zbog konveksnosti tada pem, (0, 2*) = (K — x*)4. Takoder uo¢imo da je z* € [0, K| jer
zax € (K, (14 a)"TK) vrijedi pym(0,2) > 0= (K — x),. Za skicu grafa vidi predavanja.
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Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.04, b = 0.06 (relativne
promjene cijena dionice), te r = 0.02 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu). Pocetna cijena dionice je
So = 500 kn. Promatramo americku put opciju Z; = (K — S;); s danom dospije¢a T = 2 i cijenom
izvrsenja K = 490 kn.

(a) (2 boda) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite unutarnju vrijednost Z te americke put opcije.

(b) (5 bodova) U svakom ¢évoru binarnog stabla odredite vrijednost (nearbitraznu cijenu) americke put
opcije.

(c¢) (3 boda) Odredite vrijeme zaustavljanja 7 u kojem je optimalno iskoristiti danu ameri¢ku put opciju.
Dokazite za je 7 optimalno vrijeme tako da pokazete da je E*[(1 4 r)"7Z;] = Uy (P* je ekvivalentna
martingalna mjera na trzistu).

(d) (3 boda) Cijena dionice pada u trenutku ¢ = 1 i kupac opcije odlucio je opciju iskoristiti u tom
trenutku. IzraCunajte profit pisca opcije ako slijedi hedging portfelj.

Rjesenje. Na trzistu postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera i vrijedi p* = P(X; = 0.06) =

e = 0.6, gdje je X; prirast cijene dionice u trenutku ¢.

(a) Unutarnja vrijednost opcije je Z; = (K — S;)..

(b) Vrijednost put opcije je [/, = max{Z, 1—LE*[UH1\]-}]}, t =0,1, odnosno [/; = Z3.
Sy = 561.8 0
S, = 530 %
00
So = 500 4 % Sy = 508.5 0
0 4.491
4.491 \ Sy = 480 Sy = 508.5 0
0.0
11.451
11.451 % Sy = 460.8 29.2 29.2

(c) Jedno optimalno vrijeme zaustavljanja je 7 = inf{t > 0 : U, = Z;}. Prema tome vidimo da je 7 = 2
na dogadaju {S; = 480} i 7 = 1 na dogadaju {S; = 530}. Kako je Z; = Z = 0 na dogadaju
{S1 = 530}, alternativno mozemo uzeti 7 = 2 i na dogadaju {S; = 530}. Tada je

P 0 29.2
Zr ( 0.6 0.4 >
i vrijedi E*[ﬁZT] = 4.491 = U.

(d) Nalazimo se évoru S = 480. Odredimo prvo proces (1 + r)'M,, gdje je M martingal iz Doobove
dekomporzicije supermartingala U, tj. My = Uy 1 My = (1+r)My+ U/, — E*[U;|Fy]. Hedging portfel;
¢ je replicirajuci portfelj za proces M, stoga je Vi(¢) = M;. Unutarnja vrijednost opcije jednaka je
10, a hedging portfelja 11.451. Profit je stoga 1.451.



