FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

Prvi kolokvij — 25. studenog 2019.

Zadatak 1. Promatramo model financijskog trzista s jednim vremenskim periodom, tri elementarna
dogadaja, Q = {w;,ws, w3} 1 dvije financijske imovine. Kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu jednaka je
r = 0.5, dok se rizi¢na imovina modelira na sljede¢i nacin:

Sy =100, Sf(w;) =200, Sf(ws) =200, Sf(ws) = 50.

a) (4 boda) Dopusta li trziste arbitrazu? Obrazlozite.

2 boda) Je li slu¢ajni zahtjev C' iz (b) dijela dostizan? Obrazlozite.

(c

(a) ( )

(b) (3 boda) Odredite sve nearbitrazne cijene slu¢ajnog zahtjeva C' = (150 — S7) .
) ( )

(d) (

3 boda) Dan je forward ugovor na riziénu imovinu S* s cijenom izvrsenja K # 150. Odredite ocekivane
vrijednosti povrata forward ugovora obzirom na sve ekvivalentne martingalne mjere na trzistu.

Rjesengje.
(a) Trziste ne dopusta arbitrazu akko je skup ekvivalentnih martingalnih mjera P neprazan. Za P* € P
oznac¢imo p; = P*({w;}), i = 1,2,3. Kako je E*[S]] = S}(1 + r), dobivamo sustav

200p] + 200p; + 50p3 = 100(1 + 0.5)

pit+pytps=1
Rjesenje sustava je (pi,ps,p5) = (/\, % — A, %) Da bi mjera P* bila ekvivalentna martingalna mjera
nuzno je i dovoljno da dodatno vrijedi 0 < p; < 1 za ¢ = 1,2,3. Prema tome, slijedi P =
{(A, % -\ %) A€ (0, %)} pa trziste ne dopusta arbitrazu.

(b) Skup nearbitraznih cijena za sluéajni zahtjev C' jednak je {C3 : X € (0, %)}, gdje je
150 — Sll)ﬂ 100 3

= = 22.23.
1+0.5

(
Co =T { 1.5

(c) Kako je skup nearbitraznih cijena za sluc¢ajni zahtjev C' jednoclan, slijedi da je C' dostizan sluc¢ajni
zahtjev. Alternativno, odredimo replicirajuéi portfelj, odnosno par ¢ = (¢°, ¢') za koji vrijedi Vi (¢) =
C. Rjesavanjem sustava
1.5¢° + 2000 =0
1.5¢° + 504! = 100

dobijemo ¢ = (52, —2).

(d) Kako je nearbitraznih cijena forward ugovora C™ = S! — K obzirom na P* € P jednaka
A [SLK] 2000 +200- (3 —X) 4505 — K o K
140.5

1.5 1.57

2

odnosno ne ovisi o A € (0, 7), slijedi da je forward ugovor dostizan slucajni zahtjev. Po rezultatu s

predavanja slijedi da je E*R(C™)] = r = 0.5.
Alternativno, ocekivanje se moze odrediti i direktno koristenjem formule

fwi(, .\ _ A
RO () = T =T 1o

A
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Prvi kolokvij — 25. studenog 2019.

Zadatak 2. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenutcima trgovanja 0,1,2,...,7T, jednom
nerizi¢nom i d rizi¢nih financijskih imovina (d > 1). Pretpostavimo da je kamatna stopa na trzistu jednaka
r > 0.

(a) (4 boda) Definirajte dopustivu strategiju trgovanja (dinamicki portfelj), dostizan sluc¢ajni zahtjev i
potpuni model trzista.

(b) (5 boda) Dokazite: ako model trzista bez arbitraze nije potpun, tada postoje bar dvije razli¢ite ekvi-
valentne martingalne mjere.

(¢) (4 bodova) Neka je model financijskog trzista potpun, K > 0 te 5! = {3’11 :1=0,1,...,T} proces
diskontiranih cijena prve rizi¢ne imovine. Odredite cijenu u trenutku ¢ slu¢ajnog zahtjeva

THZSI

Obrazlozite.

Rjesenge.
(a) Vidi predavanja.
(b) Vidi predavanja.

(c) Neka je P* jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera na trzistu i F filtracija. Cijena slucajnog
zahtjeva C' u trenutku ¢ jednaka je

. C 1 1 [
Ci=E {W"E} T (I r)T <T+1;E [Sim} _K>'

Kako su sluc¢ajne varijable :S’vzl Fi-izmjerive za 1 = 0, ..., t, a proces Sl P*-martingal obzirom na filtraciju
F, slijedi

e (ol E vl )

1=t+1

1 1 1 <
= §:§.1 — Y §-K
1+t \T+1 4 i TTT ! )

i=t+1

t—1
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Zadatak 3. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenutcima trgovanja 0,1,2,...,7T, jednom
nerizi¢nom i d rizi¢nih financijskih imovina (d > 1). Pretpostavimo da je kamatna stopa na trzistu jednaka
r > 0.

Si=Si

7
St—l

(a) (3 boda) Neka je S! cijena i-te financijske imovine u trenutku ¢ te R! = povrat na imovinu i u

trenutku t. Dokazite: vjerojatnosna mjera P je martingalna mjera ako i samo ako je

ElR|F_i]=r t=0,1,....T, i=1,....d.

(b) Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model financijskog trzista s vremenskim skupom {0,1,...,7T},
te parametrima —1 < a < b (relativne promjene cijene dionice) i r > —1 (kamatna stopa na nerizi¢nu
imovinu).

(b1) (5 bodova) Dokazite: trziste ne dopusta arbitrazu ako i samo ako a < r < b.

(b2) (5 bodova) Neka je a < r < b i C slucajni zahtjev. Neka je ¢: {0,1,...,T} x R — R funkcija
takva da je nearbitrazna cijena u trenutku ¢ sluc¢ajnog zahtjeva C' jednaka Cy = ¢(t, S;). Odredite
replicirajucu strategija ¢ = ((¢?,¢;) :t=1,...,T) za C.

Rjesenje. Vidi predavanja.
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Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.25, b = 0.2 (relativne
promjene cijena dionice), r = 0.1 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7' = 3.
Neka je m = min{S; : t = 0,1, 2,3} najmanja razina cijene dionice do trenutka 7" i Sy = 100 kn pocetna
cijena dionice. Promatramo down-and-out call opciju C' = 1,5y (Sr — K)4 s cijenom izvrSenja K = 100
i barijerom B = 80.

(a) (4 boda) Neka je 7 = inf{t € {0,1,2,3} : S; < 80} prvo vrijeme kada vrijednost dionice padne ispod
nivoa B (uz dogovor inf@ = 4). Odredite razdiobu (obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru)
slucajnog vektora (7, Ss).

(b) (3 boda) Izracunajte cijenu opcije C' u trenutku t = 0.
(c) (3 boda) Izracunajte replicirajucu strategiju ako je S; = 120 i Sy = 90.

(d) (2 boda) Odredite cijenu u trenutku ¢ = 0 binarne opcije C*™ =150 - 1< ).

Rjesenge.

(a) Vrijedi p* = ;=2 = g. Nakon crtanja binarnog stabla dolazimo do P*-razdiobe za (7, S3):

T\S3 | 42.1875 | 67.5 | 108 | 172.8
1 8 56 [ 98 0
729 29 | 729
5 0 2 186 323
4 0 0 59 5

(b) Co = 5E*[(S5 — 100)41(;—g] = 27.3507 (ili ekvivalentno raun po stablu).

1.18

(c) TraZena replicirajuca strategija je: ¢ = (—58.6087,0.8595), ¢y = (—60.6617,0.8784),
$3 = (—10.0175,0.1975)

(d) Koristenjem razdiobe iz (a) dijela slijedi

. 1
Chin = ﬁIE:*[150 A reqy] = 112.697P* (7 < 4) = 29.372.

Alternativno, cijena se moze odrediti



