FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

Drugi kolokvij — 4. veljace 2019.

Zadatak 1. Promatramo model potpunog financijskog trzista nez arbitraze s ekvivalentnom martingalnom
mjerom P* i 7" € N. Neka je Z = (Z, : 0 <t < T') americki slucajni zahtjev.

(a) (2 boda) Definirajte proces U = (U, : 0 <t < T} vrijednosti americkog slu¢ajnog zahtjeva Z.

(b) (4 boda) Dokazite da je proces diskontiranih cijena U = (U, : 0 < ¢t < T) najmanji P*-supermartingal
koji dominira niz Z.

(¢) (2 boda) Navedite jedan primjer vremena zaustavljanja 7, P*(r > 0) > 0, za koje je proces U~
zaustavljen u vremenu 7 P*-martingal.

(d) (4 boda) Dokazite da je 7 iz (c) vrijeme zaustavljanja i da je proces U™ P*-martingal.

Rjesenge.
a) Neka je SO = (SY:0 <t < T) cijena nerizi¢ne imovine. Tada je
t

UT = ZT7
Utt1
St

U; = max {Zt, SPE* {

.Ft:|}, tzO,l,...,T.

(b) Propozicija 2.31 u skripti Z. Vondrac¢ek Financijsko modeliranje

(c) Npr. 7o =min{t > 0:U; = Z;} ili

T7 AT = 0,
Tmax =
min{t > 0: A, ;1 =0}, Ar #0.

(d) Propozicija 3.4. ili prvi dio Propozicije 3.12 u skripti Z. Vondracek Financijsko modeliranje.
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Zadatak 2. Neka je (Q, F,F,P) filtrirani prostor, F = (F; : 0 <t <T).

(a) (2 boda) Neka je Z = (Z; : 0 <t < T') adaptiran slu¢ajni proces na (2, F,F,P). Definirajte optimalno
vrijeme zaustavljanja za slucajni proces Z.

(b) (3 boda) Iskazite teorem o karakterizaciji optimalnih vremena zaustavljanja.
(c) (3 boda) Dokazite da za optimalno vrijeme 7 za Z vrijedi E[Z,|Fy] = Up.

(d) (5 bodova) U kutiji se nalazi 40 nagrada: 15 nagrada vrijednosti 10 kn, 20 nagrada vrijednosti 50
kn i 5 nagrada vrijednosti 100 kn. Igra¢ na slu¢ajan nacin izvlaci nagradu iz kutije. Ukoliko nije
zadovoljan s dobivenom nagradom, moze ju vratiti natrag u kutiju i pokusati ponovo, ukupno najvise
4 izvlac¢enja. Odredite optimalnu strategiju koja maksimizira o¢ekivanu vrijednost izvu¢ene nagrade
u trenutku kad je igrac stao s izvlacenjem.

Rjesenje. Rjesenja se mogu naéi u skripti Z. Vondracek Financijsko modeliranje i to:
(a) Definicija 3.7

(b) Teorem 3.8

(c) Bududi da je U™ martingal, vrijedi

Up = Uy = E[Ur|Fo] = E[U;|Fo] = E[Z;| Fo].

(d) Ozna¢imo s Z = (Z; : 1 <t < 4) proces izvucenih nagrada. Slucajne varijable Z, ..., Z4 su nezavisne
i jednako distribuirane,

3

P(Zl - 10) - g,

1 1
P(Zl == 50) = -, P(Zl == 100) = =

2 8
Odredimo Snellov omota¢ U za Z:

Uy =24

U3 = maX{Zg,E[U4|f3]} = maX{Z3,E[Z4]} = maX{Zg,41.25}

Uy = max{Zs, E[Us|F»]} = max{Z,, E[max{Zs,41.25}|} = max{Z,, 52.97}
Uy = max{Zy, E[Us| F1]} = max{Z;, E[max{Z,, 52.97}]} = max{Z,, 58.85}.

Optimalna strategija je sljedeca - ako u 1. ili 2. pokusaju izvuc¢emo nagradu vrijednosti 100, stanemo.
U suprotnom, izvla¢imo dalje. Ako u 3. izvlac¢enju izvuc¢emo nagradu 50 ili 100, stanemo, u suprotnom
izvla¢imo i 4. put. Ocekivana vrijednost izvucene nagrade sljedenjem ove strategije je

Uy = max{Z, E[U:|Fo]} = max{0, Elmax{Z,,58.85}]} = 64.
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Zadatak 3.

(a) (3 boda) Neka je X = (X; : 0 < t < T) Markovljev lanac s vrijednostima u nekom skupu E i
prijelaznom matricom P, neka je ¢ : {0,1,...,T} x E — R funkcija, te neka je proces Z = (Z; : 0 <
t <T) definiran s Z; := 9(t, X}). Izracunajte Snellov omota¢ procesa Z.

(b) (3 boda) Nalazimo se u Cox-Ross-Rubinsteinovom modelu. Vrijednost P, americke put opcije dana je
formulom P, = pg,,(t,S;) za neku funkciju pa, : {0,1,..., T} x R — R. Napisite formulu za funkciju

Pam-

(c) (5 bodova) Koji je odnos izmedu vrijednosti americke i europske call opcije? Svoju tvrdnju detaljno
dokazite. Vrijedi li isti odnos za vrijednosti americke i europske put opcije? Obrazlozite.

Rjesenje.
(a) Propozicije 3.12 u skripti Z. Vondracek
(b) Propozicije 3.18 u skripti Z. Vondracek

(c) Vrijednost americke call opcije jednaka je vrijednosti europske call opcije. Unutarnja vrijednost amer-
itke call opcije je Z; = (S} — K)y , t =0,1,....,T. Neka je C; vrijednost u trenutku ¢ europske call
opcije (St — K),, te neka je U; vrijednost u trenutku ¢ americke opcije. Vrijedi

Co= (1+7r) TE*[(S} — K)4|F]
=E*[(S7 — K(1+7)"")4|F
> E'[S) — K(1+7) 7" F)
=S~ K(1+7r)T.
MnoZenjem obe strane s (1 + )" dobijemo

C,>S1—-K(1+r)">5 —-K,

uz strogu nejednakost za t = 0,1,....,T — 1. Zbog C; > 0, dobivamo C; > (S} — K), = Z;. Uoc¢imo C
je P*-martingal koji dominira niz Z, pa je C > U, jer je U najmanji P*-supermartingal koji dominira
Z. S druge strane, kako je U P*-supermartingal, vrijedi

U, > E*[Ur|F)] = E*[Z|F] = E*[Cr| F] = C.. (1)

Stoga slijedi da je C; = U, zasve t =0,1,...,T.

Americka put opcija Z; = (K — S}); opéenito ima vecéu vrijednost U od europske put opcije P, §to se
vidi iz (1) gdje na mjestu C; imamo P,. Isti ra¢un kao gore za put opciju daje

P>K(@+r) - g}

i ne mozemo zakljuciti P, > K — S}.
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Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.15, b = 0.1 (relativne
promjene cijena dionice), te r = 0.05 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu). Poéetna cijena dionice je
So = 250 kn. Promatramo americku put opciju Z; = (K — S;); s danom dospije¢a T = 3 i cijenom
izvrSenja K = 225 kn.

(a) (2 boda) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite unutarnju vrijednost Z te americke put opcije.
(b) (6 bodova) U svakom ¢voru binarnog stabla odredite vrijednost americke put opcije.
(c) (3 boda) Nadite trenutak u kojem je optimalno iskoristiti danu americ¢ku put opciju. Objasnite!

)

(d) (3 boda) Cijena dionice pada tri puta za redom. Kupac opcije odluéio je opciju iskoristiti u trenutku
T = 3. Izracunajte profit pisca opcije ako slijedi hedging portfelj.

Rjesenje. Vrijedi p* = == = %.
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(a) i (b) Vidi binarno stablo.

(c¢) Opciju ima smisla iskoristiti samo ako je pozitivna. Optimalno vrijeme je prvo vrijeme ¢ za koje je
Zy = Uy. To je vrijeme t = 1 u kojem je S; = 212.5 1 vrijeme ¢ = 3 u kojem je S3 = 198.688.

(d) Nalazimo se u najnizem ¢voru. Vrijednost opcije jednaka je 71.469, a hedging portfelja 85.372. Profit
je 82.972 — 71.469 = 11.503.



