FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

Prvi kolokvij — 26. studenog 2018.

Zadatak 1. Promatramo model financijskog trzista s jednim vremenskim periodom, tri elementarna
dogadaja, Q = {wy,wq,ws} 1 tri financijske imovine. Rizi¢ne imovine modeliraju se na sljede¢i nacin:

Sy =10, Sf(wi) =20, S}(ws) =20, S;(w3) =5,

S =10, Si(w1) =5, Si(ws) =20, SF(ws3) = 20.
(4 boda) Za koje sve vrijednosti kamatne stope r trziste ne dopusta arbitrazu? Obrazlozite.
(3 boda) U slucaju kada je r = 4 odredite jedan portfelj koji je arbitraza (ako postoji).
(2 boda) Je li model potpun za r = 3? ObrazloZite.
( )

3 boda) Neka je r = % Odredite nearbitraznu cijenu te povrat slu¢ajnog zahtjeva

C::(%S}+%Sf—15>

+

Rjesenge.
(a) Trziste ne dopusta arbitrazu akko postoji ekvivalentna martingalna mjera P*. Oznacimo p; = P*({w;}),
1 =1,2,3. Za martingalnu mjeru P* vrijedi
E*[S]] = S{(1+7), j=1,2
Sto daje sustav

20p7 + 20p5 + 5p; = 10(1 + )
Bt -+ 20p5 + 20p% = 10(1 + 1)
pit+py+py=1.
Rjesenje sustava je (pj,ps,p3) = (3(1—7),3(4r —1),2(1 —r)). Da bi mjera P* bila ckvivalentna

martingalna mjera nuzno je i dovoljno da dodatno vrijedi 0 < p; < 1za 7 =1,2,3. Prema tome slijedi
da trziste ne dopusta arbitrazu ako i samo ako r € (le 1).

(b) Iz (a) dijela slijedi da za r = 4 model trzista dopusta arbitrazu. Trazimo portfelj ¢ za koji vrijedi
Vo(¢) =0, Vi(¢) >0 gs. i P(Vi(¢) > 0) > 0. Dobivamo sustav jednadzbi i nejednadzbi:

¢o + 10¢1 + 10¢2 = 0
5¢0 + 2001 + 5y > 0
5¢0 + 2091 + 20¢2 > 0
5o + 51 + 20¢2 > 0,

gdje bar jedna nejednakost mora biti stroga. Iz prve jednakosti slijedi da je ¢ = —10(¢1 + ¢) te

O1+ P2 <0
201 + 392 <0
31 + 202 < 0.

Odaberemo li ¢; = 11 ¢ = 52 vidimo da su sve tri nejednakosti zadovoljene (prve dvije strogo).
Stoga je primjer jedne arbitraze ¢ = (5, 1, _73)



(c) Iz (a) dijela vidimo da model ne dopusta arbitrazu za r = %, jer je P = {p* = (%, g, %)} # (). Kako je
P jednoclan, po drugom fundamentalnom teoremu slijedi da je model potpun.

(d) Obzirom da je model trzista potpun, nearbitrazna cijena sluc¢ajnog zahtjeva C' jednaka je
1 1 1 3 5 b
Co=——=E* | =S +=57 15 =—--5-—=_.
T2 [(21+21 )J 59 3

Povrat R = CE—OCO na slucajni zahtjev C jednak je

R(wy) = —1, R(w2) =2, R(ws) = —1.
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Zadatak 2. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenutcima trgovanja 0,1,2,...,7T, jednom
nerizi¢nom i d rizi¢nih financijskih imovina (d > 1). Pretpostavimo da je kamatna stopa na trzistu jednaka
r > 0.

(a) (2 boda) Definirajte strategiju trgovanja (dinamicki portfelj) te samofinancirajucu strategiju trgovanja.

(b) (3 boda) Definirajte proces dobitka (gubitka) za dinamicki portfelj, te iskazite i dokazite karakterizaciju
samofinancirajuceg portfelja preko pripadnog procesa dobitka (gubitka).

(¢) (4 boda) Definirajte dopustivu strategiju, arbitrazu te ekvivalentnu martingalnu mjeru (mjeru neu-
tralnu na rizik).

(d) (4 boda) Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera P* i da je strategija ¢ samofinan-
cirajuca. Dokazite da je proces diskontiranih vrijednosti strategije {V;(¢) : 0 < ¢ < T'} P*-martingal u
odnosu na prirodnu filtraciju.

Rjesenje. RjeSenja se mogu naéi u skripti Z. Vondracek Financijsko modeliranje i to:
(a) Definicija 2.4, Definicija 2.5
(b) Propozicija 2.7 (dovoljno je ili (i) < (i7) ili (i) < (i44))
(c) Definicija 2.9, Definicija 2.10, Definicija 2.19
)

(d) Vidi pocetak dokaza Teorema 2.21.
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Zadatak 3. Promatramo dinamicki model financijskog trzista s trenutcima trgovanja 0,1,2, ..., 7T, jednom
nerizi¢nom i d rizi¢nih financijskih imovina (d > 1). Pretpostavimo da je kamatna stopa na trzistu jednaka
r > 0.

(a) (2 boda) Definirajte dostizni slu¢ajni zahtjev i potpuno trziste.

(b) (6 bodova) Pretpostavimo da je trziSte bez arbitraze potpuno. Dokazite da tada postoji ekvivalentna
martingalna mjera, te da je jedinstvena.

(c) Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model financijskog trzista s vremenskim skupom {0,1,...,T},
te parametrima —1 < a < b (relativne promjene cijene dionice) i r > —1 (kamatna stopa na nerizi¢nu
imovinu). Oznacimo s S;, X; cijenu dionice, odnosno povrat na dionicu u trenutku ¢ = 0,...7.
Pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu.

(c1) (2 boda) Pomoc¢u parametara a, b i r iskazite nuzan i dovoljan uvjet da trziste ne dopusta
arbitrazu. Odredite razdiobu (obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru) povrata X; u trenutku
t=0,...T.

(c2) (3 boda) Neka je C; nearbitrazna cijena u trenutku t slu¢ajnog zahtjeva C, te neka je ¢ :
{0,1,..., 7T} x R — R funkcija takva da je Cy = ¢(t,S;), 0 <t < T. Dokazite da za w € {S; = =}
vrijedi

Co(w) = (1 +7)"! (c(t+ La(l+a) —— +e(t+1,2(1+0))- Z‘ “) .

b—a —a

Rjesenge.

(a) Definicija 2.24, Definicija 2.26

(b) Vidi drugi dio dokaza Teorema 2.21 i prvi dio dokaza Teorema 2.27.
(¢) Nuzan i dovoljan uvjet je a < r < b i vrijedi

r—a b—r
]P)*(Xt:b): b—a/’ P*(Xt:a):b_a.

Obzirom da je {S; =z} € F; i {Cy(1 + )"} je P*-martingal obzirom na prirodnu filtraciju F, slijedi

B [Ct+11{st:x}|-7:t]

TE [e(t+ 1, S(1 4 Xi1)) Lisi=ay | F2)
r) TR [e(t + 1, 2(1 + Xep1)) 1,2} | FH]
P [eft + 1, 2(1 4+ Xeo1)F Lgsimay
= (X1 je nezavisan od Fy)

1+ r)'E et + 1, 2(1 + Xi41))] Lis,—a)

1 _._T)il (C(t+ 17‘]7(1 + a)) ’ ﬁ + C(t+ 1713(1 + b)) ) Z:Z) 1{St:$}

(
(
(
(
=
(
(
(




FINANCIJSKO MODELIRANJE 1

Prvi kolokvij — 26. studenog 2018.

Zadatak 4. Promatramo Cox-Ross-Rubinsteinov model s parametrima a = —0.2, b = 0.15 (relativne
promjene cijena dionice), r = 0.1 (kamatna stopa za nerizi¢nu imovinu) i vremenskim horizontom 7' = 3.
Pocetna cijena dionice je Sy = 120 kn. Oznacimo s Ay = TLH ZtT:o S; prosjecnu cijenu dionice do trenutka
T. Promatramo Azijsku call opciju sa srednjom cijenom izvrsenja Ar, C' = (S — A7),

(a) (4 boda) Odredite razdiobu (obzirom na ekvivalentnu martingalnu mjeru) opcije C' na dan dospijeca
T =3.

(b) (3 boda) Izracunajte cijenu opcije C' u trenutku ¢ = 0.
(c¢) (3 boda) Izracunajte replicirajuéu strategiju ako je S; =96 1 Sy = 110.4.

(d) (2 boda) Pretpostavimo da je kamatna stopa na rizi¢nu imovinu r = 0.2. Nadite jednu samofinancira-
jucu strategiju koja je arbitraza.

Rjesenge.
(a) Vrijedi p* = =2 = 2. Nakon crtanja binarnog stabla dolazimo do P*-razdiobe za C
T 0 [3.12 | 13.62 | 32.704
P(C=a) g5 | am | o [ 3

(b) Cy = Z5E*[C] = 16.7933 (ili ekvivalentno racun po stablu).

113
(c) Trazena replicirajuca strategija je: ¢ = (—17.207,0.2833), o = (—20.046,0.3158), ¢3 = (—23.391,0.3525)
(d) U trenutku ¢ = 0 kreiramo portfelj ¢ = (120, —1) kojeg ne mijenjamo do 7" = 3. Uoc¢imo Vy(¢) = 0.

U trenutku 7' = 3 vrijednost portfelja je V3(4) = 130 % 1.23 — S5 = 224.64 — S5 > 0, dakle rijec¢ je o
arbitrazi.



