Uvod

Klika je potpuno povezan podskup neusmjerenog grafa. Trazenje najvece klike
je NP-problem (potrebno je eksponencijalno vrijeme da se problem rijesi).

Medutim, ako znamo da najveéa klika nije prevelika, tada je to polinomi-
jalan problem. Ako jos i graf nije jako gust, tada to ne mora biti polinom
velikog stupnja, i do nekih unaprijed zadanih granica moze bit rjeSiv.

Pogledajmo jedan drevni problem: Ako u skupu brojeva {1, 3,8} svaka nje-
gova dva razlicita elementa pomnozimo i umnosku dodamo broj 1, rezultat
Ce biti kvadrat nekog broja:

1-34+1=2°% 1-8+1=23, 3.841=05

/natizelju matematicara tisuéljecima su golicali slicni skupovi, pa su rjesa-
vajuci ovakve probleme, dolazeca stoljeéa iznjedrila i mnoge nove matematicke
discipline. Pojavom racunala i superracunala, mnogi novi zanimljivi skupovi
su se nasli (a pronalaze se i dalje).

Diofantovi skupovi

Za cijeli broj n, skup od m brojeva takvih da je produkt bilo koja dva nje-

gova razli¢ita elementa uveéan za n kvadrat, zovemo D(n) skup, odnosno

D(n)-m-torka. Zan =1, D(1) zovemo samo D-skup ili Diofantov skup.
Prvi primjer racionalne Diofantive Cetvorke je skup

1 33 17 105

16" 16" 4° 16
kojeg je pronasao Diofant (3. stoljece). Fermat (17. stoljeCe) je pronasao
orvu cjelobrojnu Diofantovu cetvorku {1,3,8,120}. Euler (18. stoljece) je,
koriste¢i metode koje su se kasnije razvile u elipticke krivulje, dokazao da pos-

toji beskonacno mnogo Diofantovih petorki; specijalno, uspio je Fermatovu
cjelobrojnu Cetvorku prosiriti do (racionalne) petoke:
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Nedavno je Stoll dokazao da je to prosirenje jedinstveno.

Baker i Davenport su 1969. godine koristeCi linearne forme u logarit-
mima algebarskih brojeva dokazali da ako je d prirodan broj takav da skup
{1,3,8,d} Cini Diofantovu Cetvorku, tada d mora biti 120. Nedavno su He,
Togbé and Ziegler dokazali da ne postoji cjelobrojna Diofantova petorka.

S druge strane, nije poznato koliko racionalni Diofantov skup moze biti
velik. Gibbs je 1999. pronasao prvu Diofantovu Sestorku:
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Dujella, Kazalicki, Miki¢ i Szikszai su 2017. godine dokazali da postoji be-
skonacno mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki.

1,3,8,120,

Postoje i brojna druga poopcenja ovih problema, a vise o tome moci ée se
nai u knjizi akademika Dujelle ([1]) koja uskoro treba izadi.

Pridruzeni graf

Da bismo (do neke unaprijed zadane granice) nasli D-skupove s m elemenata,
orirodno je prvo naci skupove s m — 1 elemenata. Da ne bismo isti D-par
oronalazili vise puta, prirodno je parove zamisljati (i pamtiti) kao bridove u
grafu.

U pocetnom primjeru, imamo graf sa bridovima (1, 3), (1,8) i (3,8). Me-
dutim, u takvom grafu bi bili i npr. bridovi (2,4), (1,15), (3,5) i mnogi drugi.
U svakom slucaju, najveéa klika nam odgovara najve¢em Diofantovom skupu.

U nekim Diofantovim skupovima pripadne parove nije lako naéi (ali tu
nam Cesto mogu pomo¢i GPU kartice), pa onda graf i ne bude prevelik, pa
ni najvece klike nije tesko naci ([10], [2]).

Ponekad ne bude pretesko naci parove, ni najvece klike, ali trebamo gene-
rirati puno razli¢itih grafova ([9], [7], [8], pa i [3]).
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U nekim pak slucajevima pripadne parove nije tesko naci, ali zato pripadni
graf jako brzo postaje ogroman ([6], [4], [3], [5]).

U svim tim slucajevima, veliku pomo¢ imamo od superracunala, a za
ogromne grafove takvi bi izracuni bili nemoguéi bez HPC-a.

Primjer nekog izracuna

Ako bismo trazili cjelobrojne D(n) skupove, tj. trazili parove k,l € N takve
daje k-1 4+ n = 22, proli bismo kroz odredeni interval brojeva z, te u grafu
povezivali sve djelitelje od z° — n i nakon toga trazili najveée klike.

Kada gledamo racionalne skupove, x ide po svim racionalnim brojevima
(do unaprijed zadane velicine brojnika i nazivnika), trebamo nadéi sve djelitelje

i brojnika i nazivnika od z° —n. Ali sada za svaki 2 = x?

kq lq
samo IZZ | 51; nego i svi brojevi koji se dobiju tako da brojnik prvog razlomka i

—n, Nisu upareni

nazivnik drugog mnozimo s nekim brojem ¢, te nazivnik prvog i brojnik drugog
razlomka s drugim brojem j (specijalno, oni trebaju biti relativno prosti). U
svakom slucaju par k,[ € (Q generirat ce beskonacno mnogo parova, pa i
ovdje racunamo do neke unaprijed zadane granice.

Na primjer, raunamo li do 2!7 (tj. gledamo li i negativne brojeve, i odba-
cimo razlomke koji Ce se skratiti, vrhova Ce biti ~ 2;)2(217)2 ~ 10.5 milijardi),
za razliCite n-ove, graf ée imati od par desetaka miliona, do skoro milijardu
bridova. Ako svaki brid zapisemo sa 4 longa, sam graf nam zauzima npr.
30TB podataka na disku. Nakon toga te podatke treba sortirati i pametnije
posloziti, tada zauzima npr. oko 20TB. Budué¢i da nemamo racunalo s 20TB
memorije (a i ponesto vise), te podatke jos treba razdijeliti na blokove od npr.
1.5TB (ako podatke zelimo obradivati na racunalu sa 4TB radne memorije),
te svaki blok sa svakim obraditi. Sreca je da su na takvim HPC-sustavima
diskovi izuzetno brzi, pa je ovo skoro kao da koristimo memoriju. U svakom
slucaju npr. na Buri ili Supeku, najveéi takav racun traje oko deset dana.

Ako poveéamo potenciju za 1 (u ovom sludaju do 2'%), zavisi od problema
kojeg promatramo, za racunanje ¢e nam trebati oko pet puta vise diska i oko
Sest puta vise vremena.

Za razliku od navedenog postupka, u radu [3] smo parove dobili tako sto
smo za b € N nasli sve Pitagorine trokute kojima je duljina jedne katete b, a
onda povezali djelitelje preostale katete. Nakon sto nademo sve klike, idemo
na sljedeci b. A tek u izracunu na kraju ¢lanka smo sve te grafove spojili u
jedan veliki graf, te najvecu kliku trazili jednakim postupkom.

Buduci radovi

Osim navedenih rezultata, nasli smo i velik broj racionalnih D(1) skoro-
sedmorki (nedostaje samo jedan brid da bude klika), ali niti jednu sedmorku.
Izracunali smo i velik broj racinalnih D(n)-petorki, puno skoro-Sestorki, ali
ni jednu Sestorku. Nasli smo i jos mnoge druge zanimljive primjere koje tek
treba prouciti, a infrastruktura nam omogucuje da racunamo i do poprilicho
vecCih brojeva, te ne sumnjamo da ce biti jos puno dobrih rezultata.
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