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T(n)

pi(n)

verizni razlomak (broj),
regularni verizni razlomak (najcesce a; € N),

n-ta konvergenta veriznog razlomka,

n-ta konvergenta veriznog razlomka bez ay,
brojevi Z,,, Tma1, - - -, Tman se ponavljaju u nedogled,
skup prirodnih brojeva,

prsten cijelih brojeva,

polje racionalnih brojeva,

polje realnih brojeva,

realan broj, najc¢esc¢e kvadratna iracionalnost,
kvadrat racionalnog broja,

a nije potpun kvadrat, tj. ne postoji z € Q takav da je a = 22,
duljina perioda kvadratne iracionalnosti «,

konjugant od a. Za z,y € Q, y # [ je F\/@: T — /Y,
skup svih uredenih n-torki prirodnih brojeva,

Legendreov simbol modulo p,

k je najveca potencija od p koja dijeli n,

broj prostih djelitelja prirodnog broja n,

broj djelitelja prirodnog broja n,

Mobiusova funkcija.
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Uvod

Moderna teorija brojeva zapravo poc¢inje radovima Fermata u sedamnaestom sto-
lje¢u. Rezultati poput:

za neparni prosti broj p, Ja, b€ Z,p=a*+b* <= p=1 (mod 4)

doveli su do razvoja teorije kvadratnih formi. Ona je pak dovela do shvac¢anja
svojstva jedinstvene faktorizacije, koje je vazno i prirodno kod prirodnih brojeva,
ali ne mora vrijediti u polju algebarskih brojeva. U tom smislu, broj klasa je mjera
koliko je to svojstvo naruseno (to jest, broj klasa 1 znaci jedinstvenu faktorizaciju).

Velik je dio posla tu napravio Gauss. Njegovu teoriju binarnih kvadratnih
formi Dedekind je zamijenio idealima. Ve¢ tada se znalo da razvoj u jednostavni
verizni razlomak od v/d daje mnogo informacija o formama s diskriminantom d.
Dakle, postoji veza izmedu binarnih kvadratnih formi, ideala i veriznih razlomaka.
Detaljan opis kvadratnih formi se moze na¢i na mnogim mjestima, npr. u [3], [7],
kao i u starim originalima [10], [5].

Gauss je smatrao da postoji beskona¢no mnogo realnih kvadratnih formi s
brojem klasa 1. Taj i danas nerjeSeni problem je motivirao Shanksa 1960-tih da
u tablicama brojeva klasa trazi pravilnosti, pa je otkrio familiju polja Q(1/S,),
S, = (2" 4 3)? — 8, ¢iji broj klasa raste jako brzo.

Veé¢ u Gaussovo vrijeme je bila poznata vezu izmedu veriznih razlomaka i bi-
narnih kvadratnih formi, pa je Shanks taj fenomen izrazio u terminima veriznih
razlomaka: period u razvoju u verizni razlomak od /S, je vrlo kratak.

Opcenito je tesko unaprijed reé¢i kako ce izgledati razvoj u verizni razlomak.
Takozvana “Cohen-Lenstrina” heuristika [2] sugerira da 75% svih prostih diskrimi-
nanti ima broj klasa 1. U jeziku veriznih razlomaka, to ugrubo znaci da bi duljina
perioda razvoja u verizni razlomak od v/d najéesce mogla biti oko v/d. Pa ipak,
iako je tesko predvidjeti duljinu perioda ¢(v/d) od v/d, postoje brojni primjeri gdje
ju mozemo odmah odrediti, npr.

ako je d =n?+1,
2101,1,2%4,2n]  akojed=n*+4in=1(mod 2).

§l\3|
H

ﬂ:“

Schinzel je generalizirao takve primjere i dokazao da za A = b? — 4ac # 0
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brojevi d,, = an® + bn + ¢ imaju ograni¢enu duljinu perioda ako i samo ako je a
kvadrat i A | 4(nzd(2a, b))Q.

Nakon Shanksovog otkri¢a (kasnije se uspostavilo da je Nyberg zapravo prvi
otkrio takve nizove), mnogi drugi matematicari su pronalazili nizove realnih kvadrat-
nih polja s velikim brojem klasa, odnosno malim periodom. To je motiviralo Ka-
planskog [14], koji ih je pokuSao klasificirati i dati uvjet slican Schinzelovom. On
je nizove brojeva s malom duljinom perioda, dakle f(z) € Q[z] za koje vrijedi

limsup ¢(1/f(n)) < oo

n—oo

nazvao sleepers.
Shanksovi rezultati su generalizirani do nizova oblika:

k _ A 2
d, = (qrx" + M) + dpirz™, gdjejerq | z* — X, A e {-1,1}.
q

Kod njih je duljina perioda linearna, tj. vrijedi ¢ (\/d_n) =an+b = O(Ind,).
Kod vecine takvih primjera za regulator (logaritam fundamentalne jedinice) vri-
jedi R(d,) = (’)(1112 dy,), jer uvijek imamo bar jedan veliki parcijalni kvocijent u
palindromnom dijelu razvoja. Kaplanski je takve nizove (koji su polinomijalno
parametrizirani, te vrijedi ¢ (v/d,) = an + b, R(d,) = O(n?)) nazvao creepers.

Pa ipak, Williams i Buck su pronasli nizove (a kasnije su i mnogi drugi gener-
alizirali takve nizove) kojima duljina perioda tezi u beskonac¢nost, a u palindrom-
nom dijelu razvoja imaju samo male parcijalne kvocijente, pa je i fundamentalna
jedinica relativno mala. Kod njih je R(d,) = O(lnd,). Takvi nizovi su nazvani
beepers u ¢ast van der Poortenu, koji je napravio prvu generalizaciju na njima, te
tako zaradio pivo.

Yamamoto [53| je naSao nizove

dp = (ra" +x —1)* + dra"

kod kojih beskona¢no mnogo elemenata zadovoljava R(d,,) > In® d,,, §to je najbolje
do sada.
Kaplanski je brojeve kojima duljina perioda eksponencijalno raste nazvao leapers.
Vratimo se malo creepersima. Kaplanski ih je pokuSao karakterizirati, te je
nizove brojeva (d,) za koje vrijedi:

o d, = A% + Ba" + C? gdjesu A,B,C € Q, n € N,
° E(\/@) =an + b, gdje su a,b € Q,

e u palindromnom dijelu razvoja imamo parcijalni kvocijent reda veli¢ine x9,
gdje je g fiksan i neovisan o n,
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nazvao kreepers. Lako se vidi da je svaki kreeper takoder i creeper, no o njima se
malo zna. Takoder se ne zna postoje li nizovi d,, = Az®" + Ba" +C, A, B,C € Z
takvi da duljina perioda raste brze od linearnog. Oni su nazvani jeepers.

Kako smo vidjeli do sada, najbolji poznati rezultati su da vrijedi ¢ (\/d_n) >
Alnd,, gdje je A neka pozitivna konstanta. Ako bi nasli niz za ¢ijih beskona¢no
elemenata vrijedi ¢ (\/@) > Av/d,, to bi povlacilo da je h(d,) = 1 za beskonatno
mnogo diskriminanti d,.

U prvom poglavlju ovog magistarskog rada opisana su osnovna svojstva ver-
iznih razlomaka, pocevsi od kona¢nih veriznih razlomaka — racionalnih brojeva,
periodskih — kvadratnih iracionalnosti, ¢isto periodskih. Naglasak je stavljen na
kvadratne iracionalnosti sa simetri¢nim periodom. Pokazano je da za svaku duljinu
perioda postoji beskona¢no mnogo brojeva s takvom duljinom, te je dana gruba
ocjena duljine perioda proizvoljne kvadratne iracionalnosti.

U drugom poglavlju su opisane osnovne primjene periodskih veriznih razlomaka
u teoriji brojeva, s naglaskom na Pellovu jednadzbu i odredivanje fundamentalne
jedinice u realnom kvadratnom polju.

U trecem poglavlju dan je kratak pregled razvoja u verizni razlomak nad funkci-
jskim poljima, buduéi da ona imaju mnoga sli¢na svojstva s brojevima.

U cetvrtom su poglavlju dani primjeri brojeva koji imaju malu duljinu peri-
oda, dani su Schinzelovi teoremi koji ih karakteriziraju, te su objasnjene dvije
metode konstrukcije niza brojeva kojem svi elementi imaju neki zadani simetri¢ni
dio. Jedna od njih koristi polinomijalne Pellove jednadzbe, pa je i o njima re¢eno
nekoliko rijeci.

U petom poglavlju dani su primjeri nizova brojeva koji imaju velik period i
kojima je bar jedan parcijalni kvocijent u palindromnom dijelu razvoja velik.

U Sestom poglavlju dani su primjeri brojeva koji imaju veliku duljinu perioda,
ali su im svi parcijalni kvocijenti u palindromnom razvoja dijelu mali, te je objasn-
jena konstrukcija nizova takvih brojeva. Ti primjeri su bitni, jer je u tom slucaju
fundamentalna jedinica, pa i regulator relativno malen.

U sedmom poglavlju su poboljSane gornje ograde za duljinu perioda, te je
dokazana najbolja poznata gornja ograda za duljinu perioda — Cohnov rezultat da
je f(\/c_l) < #\/Eln d+ (’)(\/E) Na kraju je dana veza s poznatom Riemannovom
slutnjom, uz koju bi za gornju ogradu duljine perioda vrijedilo

¢(vVd) = 0(Vdlnlnd),

a eksperimentalni rezultati ukazuju da bolje od toga ne moze vrijediti.

Na kraju bih izrazio posebnu zahvalnost svom mentoru, prof.dr.sc. Andreju
Dujelli, na ukazanoj pomoci, trudu i strpljenju, kako za vrijeme izrade rada, tako i
tijekom poslijediplomskog studija. Zahvaljujem takoder i svim ¢lanovima Seminara
za teoriju brojeva i algebru, a posebno prof.dr.sc. Ivici Gusi¢u i prof.dr.sc. Zrinki
Franus$i¢ na vrijednim savjetima i velikoj pomodi.
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Poglavlje 1

Verizni razlomei

Realnom se broju na razli¢ite nacine mogu pridruziti racionalni brojevi koji ga
dobro aproksimiraju. Jedna od najkorisnijih metoda je verizni razlomak.
Autori koriste razli¢ite oznake, a ja ¢u koristiti uglavnom sli¢ne onima iz |7].

Definicija 1.1. Verizni razlomak je izraz oblika:

b
a=ay+ 0 : (1.1)

b1
ay +
as +

by
(13+ ..

gdje st a;, b; proizvoljni izrazi. Jednostavan verizni razlomak je verizni razlomak
kojem su svi b; jednaki 1.

U cijelom radu ¢emo se baviti isklju¢ivo s jednostavnim veriznim razlomcima,
pa ¢emo rije¢ “jednostavan” ubuduce izostavljati. Njih je puno jednostavnije za-
pisivati kao (ag,as,as,as,...). lzrazi a; se zovu parcijalni kvocijenti, a «; =
(a;,a;y1,...) potpuni kvocijenti.

Konacan verizni razlomak je onaj koji ima kona¢no mnogo parcijalnih kvoci-
jenata, tj. o = (ag,a1,as,...,a,).

lako izraz (1.1) ima smisla i ako su a; realni brojevi, polinomi ili bilo kakvi
izrazi, parcijalni kvocijenti su tradicionalno uglavnom prirodni brojevi, a nama ¢e
ponekad biti i polinomi.

Regularan verizni razlomak je verizni razlomak dobiven sljede¢im postupkom.
Neka je a proizvoljan realan broj. S |a] ¢emo oznacavati najveci cijeli broj koji
nije veéi od «, a s {a} realan broj a — [a]. Stavimo oy = «,

1

i = Qg i+l = ) ,=0,1,2.... 1.2
ai = o) i =y (1:2)

Postupak zavrsava ako dobijemo a, = «,. Tako éemo imati ay € Z i a; € N,i =
1,2,....
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Regularne verizne razlomke ¢emo zapisivati sa [ag, a1, as,...]. Uocimo da je
razvoj u regularni verizni razlomak jedinstven.

1.1 Osnovna svojstva
Napomena 1.2. Navedimo neka jednostavna svojstva veriznih razlomaka:
(i) <a07a17 s aan—laan> = <a07a17‘ <oy Qp—1,0np — ]-7]->7

(ii) <a’07 s 7an717an707an+27an+37 - > = <a’07 ceey Qp—1,Qp + Apy2, Qpg3, - '>;

(iii)

= (0 )
<(l0,a1,...,an> < » 40, 01 7an>

Uoc¢imo da vrijedi

1 .
o; = a; + , 01 <n,
Qit1

pa tako dobijemo

ay=a+——— 0<i<n,
a +
|
+_
0%}
odnosno
1 1
ag = (ag, ay,...,a1,0;) = ag+ =(ag,a1,...,0;2,0;1+—).
(ai,...,ai-1,0;) Q;
Definicija 1.3. Za ag,aq,as,...,a;, ... definirajmo

Z_ - (1)’ poi=1, Di = a;pi—1 + pi-2, zai€{0,...,n}.

: ¢-1=0,  ¢=aigi-1+ G2,
Teorem 1.4. Za proizvoljan x i a;, uz oznake kao u prethodnoj definiciji, vrijedi

) — TPi + Pi1

(ag,ay,...,a;,x o
i+ qi-1

Dokaz. Za i = 0 imamo

1 zmag+1 xpo+p
(ag,z) =ag+— = = )
T x Tqo + q—1
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Teorem dokazimo indukcijom. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki ¢ — 1, tj.
za (ag,ay,...,a;_1,x). Tada je

1

(ag,ay,...,a;,x) ag,al,...,ai_l,ai—i—g)

%)1%—1 + Pi—2
2)gi-1 + Giza (1.3)
_ x(a;ipi—1 + pi—2) + Pi-1

2(a;gi—1 + Qi—2) + i1

+
ai+

=
—_ (ai
(

_ Tpi + Pi-1
Tq; + Gi-1
O]
Korolar 1.5. Za svaki n > 0 vrijedi Pn _ (ag,as,...,a,).
Primjer 1.6. [zracunajmo [7,6,5,1,2,3,4].
1 -2 -1 0 1 2 3 4 5) 6
i 0 1 7 43 222 265 752 2521 10836
q; 1 0O 1 6 31 37 105 352 1513
Dakle, [7,6,5,1,2,3,4] = 20020
ae7777777_1513'
Definicija 1.7. Za broj a = (ag, ay,as, ... ) razlomak P ovemo i-ta konvergenta
4;
broja «.
Iz
_ QiPi1 tpi2
Qigi—1 + Gi—2
slijedi
q; = — 42 T P2 (1.4)

agi—1 — Pi-1
Lako se vidi da je ispravan i sljede¢i matri¢ni racun, kojeg é¢emo oznacavati
indeksom :

def (P Pn—1) _ (a0 1\far 1\ fa, 1
(ao,al,...,an>M—(qn qn—1)_(1 O)(l 0) (1 0). (1.5)

Na primjer,

_faop 1\ (a1 1\ [apa1+1 ap\ _ (pP1 Po
(3 9 -0 -6 )
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Napomena 1.8. MoZemo koristiti i donjetrokutaste matrice. Lako se vidi da je
ispravan i sljedeci matricni racun

Pn—-1 Pn N 1 Qo 1 a1 1 an ’

ali mi ¢emo koristiti gornjetrokutaste matrice, to jest (1.5), jer su prisutnije u
literatur.

Teorem 1.9. Neka je (ag,aq,as9,...). Zan > —1 vrijedi da je

Pn—14n — Pndn-1 = (_1)n (16)

Dokaz. Za n = —1 tvrdnja se provjeri direktno, a buduéi je s desne strane jed-
nakosti (1.5) determinanta svake matrice jednaka —1, vrijedi:

Pn Pn-1 n
n—1qn — Pndn—1 = — det = (—=1)".
Pn—1Gn = Pnln-1 (qn qn1> (=1)

O

Iz prethodnog teorema zakljuc¢ujemo da je razlomak Pn skracen, tj. nzd(pn, qn) =

1. Vidi se i da je to¢no jedan od brojeva ¢,p,—1 i pngn—1 paran (naravno ako su
a; € Z). Ocito vrijedi i

dn  Gn-1 AnGn—1
Sliénim zaklju¢ivanjem mozemo dobiti za n > 0

Pn_ Pt (S (L.7)

n . Pn Pn—2 —1)"a,
Prndn—2 — Pn—24n = (_1> ap 1 — — = ( ) . (18)
dn  Qn-2 AnGn—2

Naime, pog—2 — p—2Go = G, & Opcenito Ppgp—o2 — Pn—2qn = (AnPp—1 + Pn—2)Gn—2 —
pn—2(aTLQn—1 + %—2) - an(pn—lQn—Z - pn—QQn—l) - (_]-)nan Dijeljenjem Sa Gn—2Qn
dobije se druga formula.

Transponiranjem matri¢ne jednakosti (1.5) dobivamo

Pn . Gn
_<anaan717-"7a27alaa0> 1
Pn-1 dn—1

= (an,an,l,...,ag,m) (19)

Cesto ¢emo koristiti konvergente veriznog razlomka bez ay. Oznacavat ¢emo ih
/ /

"~ = (ay,as,...,a,). To jest D _ <a0,p—7>. Ocito vrijedi

Sa —
/ » .
n / + /
%:%%7%, (1.10)
odnosno: .
B o O (1.11)

/

¢, Pn— aoGn
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Napomena 1.10. Ponegdje u literaturi (na primger [33]) se za { ak, Gxi1, - - -, Qi )

. pk:,n . . . ..
koriste oznake ——. Buduci da takve oznake kod nekih autora oznacavaju i sekun-
Qk,n
darne konvergente (koje doduse necemo koristiti u ovoj radnji), a nama treba samo
/

. . e pn pl,nfl
razvoj bez ag, mi éemo koristiti oznaku — = ——.
4,  din-1

1.2 Konacni verizni razlomci — racionalni brojevi
i Euklidov algoritam
Vratimo se sada razvoju u verizni razlomak realnog broja «. Jasno je da ako je

verizni razlomak konacan i svi a; (racionalni) brojevi, onda je i v racionalan broj.
Naime, tada je

a = (ag,a1,az,...,0,) = ag+

a1 +
a2+_

. 1
+—
an

Vrijedi i obrat — ako je a € Q, tada je postupak (1.2) razvoja u regularni
verizni razlomak konacan. Tj. postoji n € Ny, a9 € Z, aq,...,a, € N takvi da je
a=lag,a1,...,a,].

a
Naime, neka je a = 7 a €Z,beN, nzd(a,b) = 1. Da bi uodili da je razvoj

(1.2) konacan, prisjetimo se Euklidovog algoritma i stavimo ry = a, r = b:

o = r-ag + T, 0<7“2<7’1,
r= Tro-a; + T3, 0 <rg<ry,
ro = T3y + T4, 0<7”4<7’3,
The1= Tp Gn_1+ Tnii, 0<rpi1 <7Tn,

'n = Tnt1: Qp,

T

tj. a; = ,a; = |ag],i = 0,...,n. Lako se vidi da za duljinu razvoja vrijedi
Ti+1
n < 2log, b [7, Prop 1.6]. Euklidov algoritam ima najvise koraka za dva susjedna

Fibonaccijeva broja, pa se moze pokazati da vrijedi i nesto bolja ocjena [8, Tm 5.3]

In(+/5b) W o
n < [—ln((1+\/5)/2) 2~ 2.0781nb + 1.672.
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215
Primjer 1.11. Razviymo broj ) u verizni razlomak.
Razvoj u reqularni verizni razlomak od % Euklidov algoritam za (215,93)
215
@0 = 537 ap = |ag| = 2, 215 =93 - 2+ 29,
% =|aq] =3 93 =29-3+6
O51_@0_610_297 a; = |0q] = 9, - )
= L2 = |ag] =4 29= 6-4+5
042—041_%—6, Qg = Q2] = 4, = )
L ¢ = =1 6= 5-1+1
OZ3_042—(12_5’ CL3—|_O£3J— ; - )
b0 = =5= b= 1-5
044—053_a3—? ay = o] =5 = ay, = 9,
‘ 215 [2,3,4,1,5]
pa imamo <= 2,3,4,1,5].

Napomena 1.12. Uocimo da je matrica (1.5) unimodularna (determinanta joj
je £1). Vrijedi i obrat. Neka su p, q, v i s prirodni brojevi takvi da vrijedi
ps —qr = x£1 ip > q,p > r, tada postoji n € N i jedinstvena (n + 1)-torka

prirodnih brojeva ag, ay, . .., a, tokva da vrijedi
p Ty _
(q S)—<a0,&1,...,an>M.

Dokaz. Buduéi da su p,q,r,s € N i zbog unimodularnosti vrijedi ¢ > sir > s.
Oznac¢imo sa ag = Vﬂ. Imamo

p ry _ [a 1 q s _fag L\ (P 7
g s)] \1 0)\p—agq r—aps) \1 0)\¢ s)°

Desna matrica je takoder unimodularna (jer je det (alo (1)) = —1), te vrijedi

g=p >1"=s p>dq,
¢ € N (zbog nacina odabira ag) i s’ € N (zbog unimodularnosti). Ponovo imamo
matricu istog oblika, samo s manjim brojevima, pa vidimo da taj postupak mora

zavrsiti kada (za neki n) dobijemo a, = {—,J == O
q q
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Primjer 1.13. Promotrimo unimodularnu matricu
256 117\ (7 1 35 16 LEJ _
316 ) \1 0 351

(71 11 5

S \1 0 1
71 2 1
10 10

(7,3,5,2 2| =2=2.

1.3 Beskonacni verizni razlomci

Vidjeli smo da je razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja a konacan
ako i samo ako je a € Q. Dakle, za beskonac¢ni verizni razlomak znamo da je
iracionalan. Za primjene u teoriji brojeva puno veé¢u vaznost imaju beskonacni
verizni razlomci. Najprije pogledajmo neke primjere.

1 1
Primjer 1.14. Neka je o« = [1,1,1,...]. Tadaiza =14+ ———— =1+ —
o

[1,1,1,...]
Vb +1
o

slijedi o> —a — 1 =0, pa iz a > 1 dobivamo o =

Konvergente P zadovoljavaju rekurzije

Po = 17 P1 = 27 Pn = Pn—1 + DPn—29,
q =1, @ =1, In = Qn—-1 + Gn—2-

Prema tome p, = Fy 12, g, = Fyni1, gdje je (F,) niz Fibonaccijevih brojeva defini-
ranth sa Fy =0, Fy =1, F, = F,_1 + F,_».
Primjer 1.15. Razvoj broja e = ZE ~~ 2.718281828 u regularni veriZni ra-

k=0
zlomak. Nije tesko vidjeti da je 2.718281828 = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1].
Nasluéujemo da bi moglo vrijediti:

e=102,1,2,1,1,4,1,1,...,2k,1,1,...].
To je ve¢ dugo poznato, a dokaz se moze naci npr. u [38].
Teorem 1.16. Neka su a; € N, za i > 0. Vrijedi:

Po P2 D4
() —<Z<2e,
qo0 q2 44
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b _PpP3_ Ps
(i) —>—>=—>...,
a1 493 G5
. .. .. .. Di Dy
(iii) Za svaki i paran i j neparan, vrijedi — < —
4q; q]
Dokaz. 1z (1.8) za i paran vrijedi biz ]i a za j neparan bz B
qi—2 Qz QJ 2 Qj
Preostaje dokazati tvrdnju (ii7). Neka je i < j. Buduéi je — § pj_l, dovoljno
4  qj-1
je dokazati Py < & No zadnja tvrdnja je toéna po (1.6). Slucaj i > j se
qj-1 q;
dokazuje analogno. O

Teorem 1.17. Neka su — konvergente iractonalnog broja o. Postoji hmjzi te za

qi i—00(;
j >0 vrigedi da je < im = < p2j+1, ty.
G2; 70 Qi Q2541
lim bi _ Q.
i—00 (¢
Dokaz. Bududi je o < el < ]2 - < ) vidimo da postoji lim p_ Na isti nacin
g QG 614 01 =00 (2

i -1 i—1
vidimo da postojii lim Paiy . Ova dva limesa su jednaka jer je bi_Pimt_ (=1)

i—00 Q2z+1 4 gi-1 qiqi—1
izbog ¢; > 1 je lim —1) = 0. Neka je f = lim &

1—00 Q3 Qi1 i—00

Iz definicije brojeva aq, s, ... slijedi da je a = (ag,al, ce, i, Gy ), gdje je
0< < . To znaci da i « lezi izmedu brojeva iy 1 . To jest |a — B <
Qit1 Aip G Qi1
1
, odnosno a = (3. O
4iqi+1

Rezultati sli¢ni onome u Primjeru 1.15 postoje i za druge poznatije matematicke
konstante (zainteresirani ¢itatelj moze pogledati [15]), ali buduéi da za primjene
u teoriji brojeva najvecu vaznost imaju periodski verizni razlomci, takve primjere
ne¢emo vise spominjati.

Napomena 1.18. Na iracionalnim brojevima mozZemo uvesti relaciju ekvivalencije
na sljedeci nacin: a ~ (B ako postoje cijeli brojevi p, q,r, s takvi da vrijedi ps—qr =
pB+q

rB+s
pokazano da je o ~ 3 ako i samo ako pocevsi od nekog mjesta o v 3 imaju jednake

razvoje u reqularni verizni razlomak.

+lia= . Lako se vidi da je to wistinu relacija ekvivalencije i u [33, §17] je



1.4 Periodski verizni razlomei i kvadratne iracionalnosti 17

1.4 Periodski verizni razlomci i kvadratne iracional-
nosti
Definicija 1.19. Za beskonacni verizni razlomak (ag,ay,as,...) kaZemo da je

periodski ako postoje cijeli brojevi h > 0, ¢ > 1 takvi da je apry, = ap za sve k > h.
U tom slucaju verizni razlomak pisemo u obliku

(g, @1,y Qp1,Apy Oprds -5 Chrt—1 )5

gdje “crta” 1znad brojeva ay,...,ap -1 2znaci da se taj blok brojeva ponavlja u
nedogled. Nadalje, pretpostavlijamo da je broj £ najmangi broj s gornjim svojstvom,
te ga zovemo duljina perioda.

Za periodski verizni razlomak kaZemo da je Cisto periodski ako je h = 0, t.
ako nema pocetni blok koji se ne ponavlja.

U Primjeru 1.14 smo imali razlomak [1,1,1,...] = [1].
Primjer 1.20. (i) Neka je 8 =[3,4,3,4,...] =[3,4]. Tada je 3 =3 + T
B
o N 136+3 . )
Sredivanjem izraza dobijemo [ = m, tj. 46° — 128 —3 =0, pa zbog 3 > 0,

3+2v3

2
(ii) Neka je sada o = [2,3,3,4]. Uocimo da je o = [2,3,3]. Imamo

dobivamo [ =

1 B 23+4V3
N 36+1 13

Ovaj primjer ilustrira opc¢u situaciju.

Definicija 1.21. Za iracionalan broj o kaZemo da je kvadratna iracionalnost ako
je a korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim (cjelobrojnim) koeficijentima i poz-
itivnom diskriminantom.

Teorem 1.22 (Euler). Ako je a periodski verizni razlomak, tada je o kvadratna
wractonalnost.

Dokaz. Neka je a = [ag,a1,...,ap-1,0n, Gpi1, -5 Gnre—1 ), te neka je neka je [
Cisto periodski dio od «, tj. 8 = [@n, Gnt1, -, anre—1] = [bo, b1, ..., be—1]. 1z

ﬁ: [b07b17"'7b€7175]7

slijedi
_ Bro_1 + 12
Bse_1+ Si—2’
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gdje je — i-ta konvergenta broja (3. To je kvadratna jednadzba za ( s cjelobrojnim
Si
koeficijentima i pozitivnom diskriminantom. Buduc¢i da § nema konacan razvoj u

verizni razlomak, 3 nije racionalan, pa vidimo da je kvadratna iracionalnost.

Vratimo se sada broju a = [ag,ay,...,an_1,3]. Neka su b konvergente od
a=lag,a1,...,ap_1,...]. Tada vrijedi da je

I/
o= -
Ban-1 + qn—2

Kako je g kvadratna iracionalnost, vidimo da je i a kvadratna iracionalnost. [

Kvadratna jednadzba az? + bx + ¢ = 0, gdje su a,b,c € Z, a # 0, kojoj
diskriminanta d = b* — 4ac nije kvadrat prirodnog broja ima dva rjeSenja:

—b++d

a2 =
’ 2a
Kako su koeficijenti jednadZbe racionalni, rjeSenja ¢emo oznacavati sa o i @ .

Primjer 1.23. Razviymo broj a = @ u verizni razlomak. Radi jednostavnosti
uocimo prvo da je |V37] =6, te stavimo oy = « i slijedimo postupak (1.2)

MJ:L

“(’ZWOJ:L 7

1 1 7 V3743 T(V3T+3)  V3T+3

T a—ag 4+;/?T7_1:\/ﬁ_3'\/§+3_ 37-32 4
a1:La1J22,

DR SR SR V3T+5  A(V3T+5) V3745
ai—a SS9 \BT-5 BT+5  3T-5 3
az = |az| =3,

N 1 1 3 V37T+4  3(V3T+4) V3744
3 = = = = .

as — as @_3:m_4'¢3—7+4_ 37T—42 7

Kako je az = ag, vidimo da ce se postupak ponavljati v nedogled, te imamo

as = [1,2,3].

1Za @ kazemo da je konjugat od o u smislu Definicije 2.10.
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Iz ovog primjera mozemo sastaviti postupak za rastav kvadratne iracionalnosti

S()‘F\/E
t

u regularni verizni razlomak. Neka je d € N, d # O 1 ag = kvadratna

0
iracionalnost, tj. sg,tyg € Z, to # 0 i takva da je to | (d — s3). Za i > 0 imamo:

d— Szz—l—l Sit1 + \/C_l

a; = ai],  sipn=aiti — si, i = T Qi = (1.12)

i1

Propozicija 1.24. Postupak (1.12) je zaista razvoj u reqularni verizni razlomak
proizvoljne kvadratne iracionalnosti v (tj. ekvivalentan je postupku (1.2)).

a+\/5

Dokaz. Neka je a = ,a,c € Z,b e Nb# [, ¢ # 0 kvadratna iracionalnost.

c
MnozZe¢i brojnik i nazivnik od « sa |c| dobivamo

ac + Vbc?
2

c

a = ili o=

—ac + Vbc?
2 b

—C

u ovisnosti o tome da li je ¢ pozitivan ili negativan. Stoga bez smanjenja opcenitosti
« mozemo zapisati u obliku
So + \/a

to
gdje su sg,tg € Z, tg # 0 i takvi da tg | (d — s2). 1z (1.2) imamo

1 t; L; B ti(Vd + si11) B Vd+ s

a; — Q; B S; + \/E — aiti B \/E — Si+1 d— 5?4_1 ti+1

Qi1 =

pa je zaista a = [ag, aq, . .. ].

Pokazimo sada matematickom indukcijom da su s;,t; € Z takvi da je t; # 0 i
t; | (d — s?). Po pretpostavci to vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki i,
onda iz s;11 = a;t; — s; slijedi da je broj s; ;1 cijeli. Relacija

2 2

ti = = : + 2(1,,'81' — azti
+1 t; t; i
pokazuje da je i ¢;41 cijeli broj. Nadalje, t;11 # 0, jer bi ina¢e d = s7,; bio potpun
2
. — S co .
kvadrat. Konacno, iz t; = —— slijedi t;1 | (d — $31). O
i+1

Ve¢ je Lagrange znao da je taj razvoj periodan, a mi ¢emo to dokazati u
sljede¢em teoremu.

Teorem 1.25 (Lagrange). Neka je a kvadratna iracionalnost, tj. neka je

a+\/5

a = , a,bjc € Z, b >0, b # 0ic#0. Tada je o periodski verizni
c
razlomak.
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Dokaz. Neka je «; iz postupka (1.12). Sa @; oznafimo konjugat od «;, tj. @; =

Si — .. . - . .. . ]
P Bududi je konjugat kvocijenta jednak kvocijentu konjugata, imamo ag =
Q; zi + pi— ]
M. Odavde je
Qi —1 + qi—2
R < Pi—
OGP G2 (W s
' apQi—1 — Pi-1 gi—1 \ ag — I(Z‘_j
Pi—1

e | Z?—‘z teze prema oy, a g # ag, pa izraz u zagradi tezi prema
i— i—
1, te je zbog toga pozitivan za dovoljno veliki ¢, recimo za ¢ > k. Za takav ¢ vrijedi

—1 <a; < 0. Kako je a; > 1 za ¢ > 1 imamo:

2V/d

Kada 1 — oo

o — 0 = >0 - t; >0 (1.13a)
28,‘

o+ o = t_> 0 — s; >0 (113b)
Si_\/a

o = — < 0 = s <Vd (1.13c)

s; —d
oz_,;:t—>—1 —  Vd-s <t

Si—f-\/a

pa su s; i t; pozitivni brojevi takvi da s; < Vdivd—s; <ti<vVd+s;. Odavde
slijedi da uredeni parovi (s;,t;) mogu poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti,
pa postoje prirodni brojevi k i [, takvi da je k < [, sp = s; 1ty = t;. Sada vidimo
da je a. = oy, pa je

o = [ao,...,ak_l,ak,ak+1,...,al_1],

Sto je i trebalo dokazati. O]

. . .. . si+Vd "
Uoc¢imo da u periodnom dijelu razvoja a; = t—\/_ >Vd povlaci s; > \/E(ti—

1), a vrijedi i s; < V. Stoga je o; > v/d ako i samo ako je t; = 1, pa vidimo da
su a; < V/d, osim kada je t; = 1, a u tom slucaju vrijedi a; < 2v/d.

Primjer 1.26. Razvijmo broj o = B2V perizni razlomak. Imamo d =

37,80 = 3214,ty = 1661. Vidimo da vrijedi to | (d — s3), pa pocnimo s postup-
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kom (1.12):

7 S; t; (o7} a;
0] 3214 | 1661 | 2LL/T |
1| 1553 | —1452 | =15534¥57 |
2 101 | 7 | LT 195
3] 4 3 Y3 | 3
4| 5 4 SIS | 9
50 3 7 ST |
6| 4 3

Vidimo da je s3 = sg, t3 = tg, pa e biti i ag = o, pa dobivamo o = [1,1,15,3,2,1].
Ovdje je “dovolyno veliki 1”7 bio 1 > 2, jer je vrijedilo —1 < az < 0, odnosno as je
bio pocetak perioda.

Uoc¢imo da je osnovna ideja dokaza prethodnog teorema bila da za dovoljno
veliki ¢ vrijedi —1 <@; <0 (i a; > 1).

1.5 Reducirani brojevi i Cista periodnost

Definicija 1.27. Za kvadratnu iracionalnost o kaZemo da je reducirana ako vrijedi
a>1li1-1<a<0.

Teorem 1.28 (Galois). Kvadratna iracionalnost o ima ¢isto periodski razvoj u
reqularni verizni razlomak ako 1 samo ako je reducirana.

Dokaz. Pretpostavimo da je razvoj od « ¢isto periodski.

a = [a0aa1a"'7a€—1]7
ag, ay,...,ae-1 € N (zbog ag = as). Imamo o > ag > 1. Takoder je
aPr—1 + Pr—2
a=lap,a1,...,a41,0]| = ———.
aqe—1 + q—2

Prema tome, a zadovoljava jednadzbu

flz) = 952(]6—1 + 2(qr—2 — pr—1) — pe—2 = 0.

Koeficijenti su racionalni (to¢nije cjelobrojni), pa je drugi korijen @. Buduéi je
a > 1, dovoljno je provjeriti da f(z) ima korijen izmedu —1 i 0. To mozemo
provjeriti tako da pokazemo da f(—1) i f(0) imaju razli¢ite predznake.

f(0) = —pr—2 <0 1 f(=1) = (qe=1 — qe—2) + (pe—1 — pe—2) > 0,
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pa vidimo da je « reducirana.
Obratno, nekajea > 11 —1 < @ < 0. Stavimo agy = «, te definirajmo a; = | oy
i a1 rekurzivno sa —— = a; — a;. Tada je

Q41
1 1
Q1 Qi1

Lako se vidi da za svaki ¢ > 0 vrijedi a; > 1. Zbog toga, ako je a; < 0, onda je i
a»1+1 < —1, odnosno —1 < @;;7 < 0. Bududi je —1 < ap < 0, indukcijom slijedi da

je =1 < @; <0 zasvei>0. Sada iz (1.14) slijedi

1 1
0<— —a; <1, t{]alz{— J
OGiy1 Qi1

Pretpostavimo da « nije Cisto periodski, tj. da je oblika

a = [a07a17 ey Qp—1, Qp, Apy 1,y - - - 7a’h+f—1]a

gdje je h > 1. Tada je ap_1 # api¢_1, jer bi u protivnom period poceo jedno
mjesto ranije. Svakako vrijedi aj, = oy, pa je 1 @ = a1y, te imamo

{ 1 J { 1 J
Ap—1 = | —— | = | — = Qp40—-1,
ayp, Ohyy

1
Qp—1 = Ap—1 + — = Apt—1 + = Qpqp—1-
Qp Qhtr
Vidimo da vrijedi a;_1 = ap1¢_1, tj. dobili smo kontradikciju s pretpostavkom da
jeh > 1. ]
Napomena 1.29. Uocimo da se iz drugog dijela dokaza prethodnog teorema vidi
da ako je ag reducirana, tj. ag = [@g, a1, - -, Gr_2, a1 |, tada vrijedi
1
—— =[G, G2, ..., a1, (0]
Qp
i d . i—Vd
Odnosno iz o; = # 1q; = # imamo (uzt_y =t41):
i i
Eé_\/g—si_ d— s a ticg '
Primjetimo da ako je o proizvoljna kvadratna iracionalnost kojoj je periodni
dio ay, apy1,---,ar_1, tada je periodni dio od @& obrnut, tj. ay_1, ar_2, ..., ar_1, ap.
Na primjer:
14 — /37 — 14+ 37 S _
a=—F3 = [2,1,1,1,3,2], a = —5 = [6,1,2,3] =6,1,2,3,1].

Napomena 1.30. Spomenimo da ako razvoj u verizni razlomak nije reqularan,
kvadratna iracionalnost ne mora biti reducirana da bi dobili cisto periodski razvoy.
Na primjer, vidjet éemo u Teoremu 1.32 da za d € N,d # O imamo vVd =
[ao, ay,as, ..., as,a1,2a0 ], pa vrijedi i Vd = (ag,ay,as,...,as,a1,aq,0).
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1.6 Palindromski periodni dio i Vd, d € Q, d # O

Teorem 1.31. Neka je d € N, d # [, te neka su Pn pripadne konvergente od \/d,

te sp,tn kao iz (1.12). Tada za n > —1 vrijedi

Py —dg; = (=1)" My,
PnPn—-1 — dQnanl = (_1)n5n+1-

Dokaz. 1z (1.12) imamo

\/g — an = Opt1Pp + Pn—1 o (Sn-i-l + \/a)pn + tn-i—lpn—l
=qp = — '
On+1Gn + qn-1 (Spa1+ \/E)qn + b1 Gt

Buduéi je v/d iracionalan, odavde slijedi

Sn+1qn + tn+1Qn71 —Pn = 0; Sp+1Pn + thrlpnfl - dQn = 0.
Eliminirajuéi s, dobijemo prvu jednakost

16) o \ne
pi - dqﬁ = (PnGn-1 — Pn-1@n)tnt1 = (—1) i1,

a eliminirajudi ¢, drugu

(1.6) n
PnPn—1 — A0ndn—1 = (Pn—1¢n — PnGn-1)Sn—1 = (—1)"Sp11.
O

Teorem 1.32. Neka jed € Q, d # 0, d > 1. Tada razvoj u jednostavni veriini
razlomak od \/d ima oblik

\/3 = [ag, a1,a, ..., az,a1,2a9],
tj. ap = [Vd], a dio razvoja od ay do as_y je palindroman (centralno simetrican).

Dokaz. Promotrimo broj 3 = vd + L\/c_ij Ocito je broj 8 reduciran, pa po Teo-
remu 1.28 ima ¢isto periodan razvoj

\/E%— L\/EJ = [bOabla“wa—l] = [bo,blw~-,bZ—1,bo]-

Razvoji od (1 v/d razlikuju se samo u prvom ¢lanu, tj. b; = a;, za i > 1. Uo&imo

da je by = |Vd+ [Vd]|| =2|Vd]. Sada je

Vd=—|Vd] + 8 =—[Vd] +[2[Vd],by, ... bi1,b]

— (VAL By, B bo ) (1.16)



24 Vinko Petricevi¢ — Periodski verizni razlomei

Da bi dokazali centralnu simetri¢nost, uoc¢imo da je 8 = by + %, gdje je

3 1 1 1 @19 b 1 ]
=== = =s="= = |1, ===
Vd — | Vd] B Be Be—1
1
= [by_1,br_2,...,bo, _E] =[bp_1,b0-9,...,b0]. (1.17)
Dakle, 5 = [bg, by—_1,bs—2,...,by]. Usporedimo li ovo s (1.16), dobivamo: by = b,_1,
bQZbg,Q,.... D

d
Teorem 1.33 (Muir). Neka je ag = \t/_— iracionalan broj, takav daty | d ity < V.

0
Neka su s;,t; i o kao u postupku (1.12). Tada su sva tri niza

a1, Q2, ..., Qu-2, a1,
S1, S2, ...y Se-2, Se-1, Se
to, t1, ta, ..., te—2, tee1, le
palindromnsi, tj.
a; = ay_;, i=1,2,...,0—1,
Si+1 = St—i, 220717”'76_17
ti:tg_i7 220,1, .,g.
Dokaz. Prema Teoremu 1.32 vrijedi ag = [ag, a1, as, . . ., a9, a1,2a0|. Tada se o iz

postupka (1.2) ponavljaju za i > 1, $to ¢emo oznacavati linijom iznad:

Vd s1 4+ Vd se+Vd

82+\/E

Qg = — a1 = Qg = .. Qy =
0 t() ) 1 tl 2 t2 ) L tg
te vrijedi
aoty +Vd
oy = [2ag,ay,as,...,a,a1,200] = ag + ag = %7
0
pa slijedi
t@ = to, Sy = aoto.
Promotrimo potpune kvocijente broja a; = [ay, ag, . .., as, a1, 2a0 ], koji je ¢isto
periodan. Oni su redom:
s14+Vd s+ Vd se++/d
e % T
Pogledajmo i broj s inverznim periodom [ 2ag, ay, as, . . ., as, a; | koji je takoder ¢isto

periodan, pa su prema (1.15) njegovi potpuni kvocijenti (uz tg = t,):

51+ Vd se+Vd se-1+Vd s3+Vd sy +Vd

to to—1 te—2 o to ty
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S druge strane, to je i razvoj broja ag + ag, €iji potpuni kvocijenti su oy +
ag, a1, Qig, . . ., g, pa specijalno vrijedi

s1+Vd se+Vd o 4+ Vd

Oy =

Q] =

Qg =

se-1+Vd

cey Qg =

to tg,1 tz,Q tl
S; d .
Kako je a; = t vd imamo
S¢ = S1, S¢—1 = S2, ,  S1= Sy¢,
ti—1=t1, lg—2 = 1o, » lo=1y,
pa slijedi tvrdnja teorema. O

Iz ove simetri¢nosti slijedi da ako je ¢ paran, dva uzastopna jednaka s;-a e
se pojaviti, naime s;5 = sy241. Nadalje, ako je ¢ neparan, pojaviti ¢e se dva
uzastopna jednaka t;-a, naime t_1y/2 = t(r41)/2-

Za prakti¢nu primjenu, puno je bitnija obrnuta ¢injenica: Dva uzastopna jed-
naka broja s; ili ¢; se mogu pojaviti samo na sredini primitivnog perioda.

Stoga promotrimo to malo detaljnije. Neka je oy kao u prethodnom teoremu.
Kako je to < v/d, period ne moze poceti sa ag, pa su svi brojevi

g, a0, . .., Oy (1.18)

medusobno razli¢iti. Po prethodnom teoremu imamo

Si_i +Vd _ Sip1 T+ Vd

L zai=0,1,....0—1. (1.19)
Lo l;

Qy_j =

Ako se dogodi s; = s;11, imamo

a bududi su svi brojevi (1.18) razli¢iti, slijedi £ — i = i. Stoga je ¢ paran i vrijedi
1= g Nadalje, simetri¢ni dio perioda je neparan, te na sredini imamo broj ay/s.
Ako se dogodi t; = t;,1, imamo

Siy1 + \/E

Qyy = = Oi41,
tit1
pa imamo ¢ —¢ =i+ 1. To jest, ¢ je neparan i vrijedi ¢ = Z_Tl Nadalje, simetri¢ni
dio perioda je paran, te na sredini imamo dva broja a_1)/2 = a@+1)/2.
Upravo smo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 1.34 (Muir). Neka je ag kao u Teoremu 1.33. Tada se tijekom perioda
samo na jednom mjestu moze dogoditi ili s; = s;11 tli t; = t;11.
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Napomena 1.35. Da bi odredili period i duljinu perioda razvoja u jednostavni
verizni razlomak od \/d, postupak (1.12) mozemo provesti samo do pola. Naime
ako se dogodi

(i) s; = siy1, tada znamo da je duljina perioda parna, tj. € = 2i,

(ii) t; = tiy1, tada znamo da je duljina perioda neparna, tj. ¢ = 2i+ 1.

Primjer 1.36. Da bismo razvili ./1—71 u verizni razlomak, zapisimo ga u obliku

7 7

11 0+77

Buduéi je sada sy = 0, tog = 7, d = 77, vrijedi ty | (d — s%). Slijedeéi postupak
(1.12) dobivamo

il 01 2 3 4 56
si] 07 5 8 8 5 7 7
t ] 7T 413 1 13 4 7 4
| 1 3 1 16 1 3 2

odnosno ,/1—71 =11,3,1,16,1,3,2].

Uoc¢imo da ako je 0 < d < 1, a sve ostale pretpostavke Teorema 1.32 su
zadovoljene, tada razvoj u jednostavni verizni razlomak od v/d ima oblik

[0,a0,a1,a2, ey, Qp_9,0p_1, 20,0],

gdje je \/1/d = [ag,a1,az, . ..,a1_9,a01,2a0].

Napomena 1.37. Ako je period u razvoju od Vd neparan, npr. { = 2r + 1, tada
prema Teoremu 1.33 vrijeds

ti:t2r+1—i; zai:O,l,...,2r—|—1,
pa specijalno za i = r imamo

tr - tr—i—l .

Prema (1.12) iz d — s7,, = tit;i11 za i =r slijedi
d— sty =titrpr =2, (1.20)

pa smo na taj nacin broj d rastavili na zbroj kvadrata.
Opéenito s,.1 i t;11 ne moraju biti relativno prosti (na primjer @ =[1,1,1,2]

i 89 = 2,ty = 6). Medutim, ako je to = 1, tada jesu relativno prosti. Da bi to
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pokazali, pretpostavimo da misu, te neka je m proizvoljni prost broj koji ih dijeli.
Iz (1.20) vidimo da m? dijeli d, pa stoga m dijeli i obje strane jednakosti:

pp —dg; = (=1)"" 0,
piy —dgp_y = (=1)"t, = (=1)"t4,

pa m dijeli p, © p.—_1. Bududci su oni relativno prosti, dobili smo kontradikciju.

Konacno, uocimo jos i to da broj ne mora imati neparnu duljinu perioda da bi
bio zbroj kvadrata. Npr. v/34 =[5,1,4,1,10] ¢ 34 = 5% + 3%

Vrijedi i obrat Teorema 1.32.

Teorem 1.38. Neka je broj ¢ € N, te neka su brojevi ag,aq,...,a; € N takvi da

vrijeds:
(i) ar = 2ao,
(ii) ars = a;, 2a svakii=1,2,...,[52].

Tada je [ag, a1, Gz, 5 i1, a7 ) = Vd, gdje jed € Q, d #0, d > 1.

Dokaz. Neka je a = [ag,aq,as,...,as,a1,2a9]. Kako su ag,a; € N vidimo da je
a > 1. Promotrimo broj

ﬁ:a0+a: [2@0,@1,@2,...,@2,&1] = [bo,bl,bg,...,bgfg,bgfl].

Kako je razvoj od 3 ¢isto periodski, znamo da (3 reducirana, te vrijedi:

Pe-1— Q2+t \/(péfl - QZ72)2 + 4qr_1pe—2

8,6 = 4

i + 3
gdje su b konvergente broja 3. Ako bi dokazali da je ag = %, dokaz bi bio
gotov, jerZ bi tada imali

2 (B — ag)? = (%3)2 _ (Pe—1— qo—2)* + 4q0_1po—2 co.

(8% =
4q7 4

Ocito vrijedi

B =1bo,b1,bay ... bp_o,bp_1] 1 —==1[b_1,bp—2,...,ba,b1,by],

=

tj. zbog palindromnosti imamo

ﬁ:[b07b17b27"'7b27b1760] 1 _ﬁ:[07b17b27"'7b27b17b0]7

odnosno B
5:[50751] 1 _B:[Oaﬁl]'
Vidimo da je 2ag = by = 3+ [3, pa je time teorem dokazan. O
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Napomena 1.39. Nije tesko vidjeti [17, Lemma 1] da ako su ag,aq, ..., a; kao u
Teoremu 1.38, onda je

d_g die i wu_aglall__‘allaol
- Jwese w v) - \1 0o/l1 0 1 0o/\1 o)

Primjer 1.40. Odredimo o = [2,3,5,5,3,4]. Prema oznakama iz Teorema 1.38
vrigedi da je £ =5, by = 2ag, b; = a; za 1 =1,2,3,4,

| -2 -1 0 1 2 3 4
b; 4 3 5 5 3
Di 0 1 4 13 69 358 1143
qi 1 0 1 3 16 83 265

Sada tmamo da je

o (P, ps _ (1143-83)° 358 1418
O\ 2q @\ 2-265 265 265

Na drugi nacin (po Napomeni 1.39) imamo

1 -2 -1 01 2 3 4 )
a; 23 5 5 3 2
D; 0 1 2 7 37 192 613 1418
Qi 1 0 1 3 16 83 265 613
Sada je
. ps 1418

T 265

1418-265
265 :

Primjer 1.41. Odredimo oo = [6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12]. Ocito je { = 12.

tj, prikazemo li ga u obliku pogodnom za algoritam (1.12), imamo o =

{ 0o 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
b |12 1 3 1 1 2 6 2 1 1 3 1
pi | 12 13 51 64 115 294 1879 4052 5931 9983 35880 45863
i 11 4 5 9 23 147 317 464 781 2807 3588

Sada imamo

2 2
o2 — P11 — G0 n P10 _ 45863 — 2807 35880 46
2q11 q11 2 - 3588 3588

Vidimo da je za svaki ¢ € N i za svaki zadani simetri¢an periodé N1 iqy € N
moguce naéi d € Q takav da je to razvoj broja v/d u verizni razlomak.

Kako smo vidjeli u primjerima, nekada dobijemo korijen racionalnog, a nekada
korijen prirodnog broja. Pa bi nas moglo zanimati bi li i kako za zadani simetri¢ni
dio perioda mogli odrediti ay tako da to bude razvoj korijena prirodnog broja.
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Teorem 1.42 (Euler, 1765). Neka su brojevi £, ag, ay, . . ., ag, d kao u Teoremu 1.58.
Tada je d € N ako i samo ako vrijeds

2a9 = (—1)E_1p2_2q2_2 (mod p}—l)v (1.21)

/

gdje su ];—7 = [a1,a9,...,an_1,a,] (tj. konvergente veriznog razlomka bez ag na

pocetku).
Dokaz. Ocito vrijedi:
/ . /
Dy = 4qi 1 q; = Pi — QoY

pi=ap;+q 1 ¢=0p

2
Pr—1 qé—2> i pe—2. Imamo:
2qr—1

Vratimo se formuli o? = (
qo—1

o? = (2%172—1 +qpq — p2—2)2 I 2a0p)_o + qr_s
2pp 4 P

Zbog palindromnosti vrijedi p;,_, = ¢;_;, pa je

2a0py_o + qp_y
o/

a2:a(2)+

Da bi to bio prirodan broj, nuzno je i dovoljno da vrijedi 2aop;, o, + ¢;_o = 0
(mod pj_4), tj.
/ — / /
2a0pp_p = —qp_p (mod py_y).

Prema Teoremu 1.9 vrijedi pj ,q, ; = (—1)* (mod pj_,), pa zbog palindromnosti
dobijemo (1.21). O

Uo¢imo da zbog palindromnosti vrijedi pj,_, = ¢;_;, pa (1.21) mozemo pisati:
2a0 = (-1)"'¢j_1q4—,  (mod pj_y).
U izvornom obliku uvjet (1.21) glasi:

/ — (=1 £/ !
ImeZ  takavda o= "Dzt 5 S Pioslles (1.22)

Rjesenja kongruencije (1.21) ovise o broju 2 s njene lijeve strane. Imamo dakle
4 slucaja, koja ovise o parnosti brojeva pj_; 1 pj_sqy_o:

1) ako je p;_, paran, pj_, Ce biti neparan, pa imamo dva slucaja:

a) ako je q;_, paran, rjeenje je ag = (—1)5_1]92_2%7*2 (mod 1%),
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b) ako je ¢, , neparan, kongruencija nema rjesenja,

2) ako je p,_, neparan, imamo dva slucaja:

a) ako je ¢;_, paran, onda je ay = (—1)4_1192_2%7‘2 (mod pj,_,),
b) ako je q_, neparan, pj_, — gj_, jo paran, pa je a = (—1)'q_, 2

(mod plffl)‘

Bit ée nam korisna 1 formula
/

2a0p)_o + q)_
d=a?=a+ 0p£/2 QZ2:Gg+ /qz'
Dy DPy—1

Primjer 1.43. Odredimo ag tako da dobijemo razvoj u jednostavni verizni razlo-
mak korijena prirodnog broja.

(1a) [ao, 1,21, 2a0]. Iz { = 4, g—j =3 B — 4 gijedi da je ag = —3 -1 (mod 2) =

a3

1 (mod 2). Za ag = 1 dobivamo /3 = [1,1,2,1,2] = [1,1,2], dok za npr.

ap = 11 dobivamo v/138 = [11,1,2,1,22].

(1b) [ao,2,2,3,3,2,2,2a0]. Iz 0 =7, % = %, % = % slijedi da kongruencija
nema rjesenja, pa vidimo da se moZe dogoditi slucaj v da ne moZemo dobiti

prirodan broj — da u najboljem slucaju dobijemo korijen neke polovine.

(2a) [ao,1,2,3,2,1,2a0]. Iz ¢ = 6, Z— =B f;— = B slijedi da je ay = —23 - 4

(mod 33) = 14 (mod 33). Za ag = 14 dobivamo /216 = [14,1,2,3,2,1,28],
dok za npr. ag = 47 dobivamo /2275 = [47,1,2,3,2,1,94].

(2b) [ao,1,2,3,3,2,1,2a0]. Iz =T, 2—: =7 f]’—: =19 slijedi da je ag = 53 - 38

(mod 109) = 52 (mod 109). Za ag = 52 dobivamo /2777 = [52,1,2,3,3,2,1,104].

Kao sto vidimo, moguca su sva cetirt slucaja iz prethodnog razmatranja.

Da bi bili sigurni da za zadanu duljinu £ mozemo konstruirati broj d € N takav
dajel = K(\/E), trebamo vidjeti mozemo li naci brojeve ay, ..., ar,_1 € N centralno
simetri¢ne takve da pj_; nije paran ili ¢, , nije neparan.

Sjetimo se:

p_o =0, po1=1, Pn = GpPp—1 + Pn—2 (mod 2),
q—2 = 17 q-1 = 07 Gn = AnGn-1 + Gn—2 (mOd 2) .

Ako je a, ili p,_; paran, p, Ce imati istu parnost kao i p,_o, a ako su a, i p,_1
neparni, p, ¢e imati suprotnu parnost od p,_o. Isto vrijedi i za g,.

Dakle, ako su na primjer svi a,, parni, p, ¢e imati istu parnost kao i ¢,_1, pa
¢emo biti ili u slucaju (1a) ili u slucaju (2b), pa vidimo da za svaki ¢ postoji d € N
kojem je duljina perioda ¢. Iz konstrukcije slijedi da ih postoji ¢ak i beskona¢no
mnogo. Tako smo dokazali:
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Teorem 1.44. Za svaki prirodan broj { € N postoji beskonacno mnogo prirodnih
brojeva d takvih da vrijeds E(\/E) = /. O]

1.7 Duljina perioda

Prema Teoremu 1.44 za svaku duljinu perioda ¢ postoji prirodan broj d takav da
je £ (\/3) = (. Stovise, postoji ih beskonatno mnogo, te za svaki prirodan broj
M mozemo naci beskona¢no mnogo prirodnih brojeva d > M takvih da vrijedi
l (\/E) = (. Kako se ¢ini, i najmanji broj d konstruriran postupkom kao u Teo-
remu 1.44 moze biti jako velik. Za primjene u teoriji brojeva, puno je bitnija
obrnuta ograda — za dani prirodni broj d odrediti najveé¢u mogucéu duljinu peri-
oda — buduéi da o tome ovisi slozenost algoritama koji koriste verizne razlomke,
odnosno veli¢ina rjesenja.

Vidjeli smo da svaka kvadratna iracionalnost a = ima periodan razvoj
u verizni razlomak, vjerojatno s nekim pocetnim dijelom, pa se prirodno namece
pitanje ovisi li duljina perioda o veli¢ini broja «, ili mozda o veli¢ini broja d.

Iz postupka (1.12) za razvoj u verizni razlomak kvadratne iracionalnosti a
vidimo da su s, t; € N i vrijedi

so+Vd
t

2
d— Sk+1 = thrltka

odnosno
Imamo 0 < spyq < Vd il <ty < d, pa vidimo da uredenih parova (spi1,tes1)
ima samo kona¢no mnogo, te ¢e se nakon nekog mjesta poceti ponavljati (kao $to

smo vidjeli u dokazu Teorema 1.25). Malo preciznije, iz (1.13a), (1.13b), (1.13c) i
(1.13d) slijedi

0 (o) < |Vd][2Vd] < 2d.

Medutim, ta ocjena moze biti puno bolja. Sljedeéi teorem [38, §II1.2] je jedno
poboljsanje, a kasnije ¢emo dati i neke preciznije ocjene.

Teorem 1.45. Neka je o = %g; gdje je d € N, d # [, te prirodan broj ty 1
nenegativan cijeli broj s takvi da to | d — s2. Tada za duljinu perioda vrijedi

( () = O(VdInd).
Dokaz. Potrebno je odrediti broj parova (s, t) cijelih brojeva koji zadovoljavaju:

0<s<d,

0<Vd—s<t<Vd+s<2Vd,
s?=d (mod t).
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Ako je Vd < t, tada je zbog t < v/d + s < 2v/d imamo
0<t—Vd<s<d

dok t < V/d, zbog 0 < Vd—s <t < V/d daje
0<Vd—t<s<Vd

U svakom sluc¢aju za proizvoljni ¢, moguce vrijednosti za s su u intervalu duljine
manje od ¢, pa mogucée s-ove mozemo pobrojati brojec¢i klase ostataka modulo ¢.
Stoga imamo:

() <y D1,

0<t<2vd \ s?>=d (mod t)

[2Vd]

ta)<>d [ Dot

t=1 \ s2=d (mod t)

Prou¢imo unutarnju sumu u tri moguca slu¢aja: nzd(t,d) = 1,1 < nzd(t,d) <t
i nzd(t,d) = t. U prvom slucaju, pretpostavimo da s* = d (mod t) ima rjeSenja,
tj. d je kvadratni ostatak modulo ¢. Promotrimo rastav broja ¢ na proste faktore

£— 2k g

gdje su py, ..., pn, razlic¢iti neparni prosti brojevi. Tada svako rjeSenje kongruencije

s> = d (mod t) mora zadovoljavati i kongruencije
?=d (mod 2k°) . st=d (mod 2k1) , ., st =d (mod 2'“*”) .

Neka je N;, ¢ = 0,...,m broj rjeSenja svake od tih kongruencija. Tada je po

Kineskom teoremu o ostatcima |7, Tm. 2.7], [8, Tm. 5.4] broj rjeSenja polazne

kongruencije tocno Ny - Ny - --- - Np,.

Za svaki neparan prost broj p; rjeSenje od s> = d (mod pf) je i rjesenje od
s> =d (mod p;), a takvih je totno 2. Po Henselovoj lemi [7, Tm. 2.16], ta rjeSenja
povlace dva rjesenja modulo pf", te jestoga N; =2zai=1,...,m.

Za prosti broj 2, situacija je nesto drugacija. Neparan broj a je uvijek kvadrat
modulo 2, zatim a je kvadrat modulo 22 ako i samo ako je a = 1 (mod 4), te
je a kvadrat modulo 2% za kg > 3 samo ako je @ = 1 (mod 8). Stoga rjesenje
od 52 = d (mod 2) povladi dva rjeSenja modulo 4 i Cetiri rjeSenja modulo 2%, za
ko > 3. Dakle, za nzd(d, s) = 1 imamo

» 1=2F.2m

s2=d (mod t)
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gdje je m broj razli¢itih neparnih prostih djelitelja od ¢, te £ = 0 ako je ky < 1,
k=1akoje ky =21k =2 ako je kg > 3. Bududi je 2**™ < 7(t), gdje je 7(t) broj
djelitelja od t, vidimo da vrijedi

> 1<),

s?2=d (mod t)

U drugom slucaju, kada je 1 < nzd(¢,d) < t, suma ne moze biti veéa nego u
prvom slu¢aju, bududéi je kongruencija s> = d (mod t) ista kao i

ed(t, ) (nzdftd))Z =t (™ waas):

koja ili nema rjesenja ili ih kao u prvom slucaju ima najvise 7 <4>

nzd(t,d)
> 1=0(V1).

Konacno, ako t | d, tada

s2=d (mod t)
Bududi .
7(k) Frop72) o lnp + O(n),
k=1
mozemo ocijeniti
[2v/d]
t() =0 T(t) ],
t=1
pa slijedi tvrdnja. O

U Tablici 1.1 su primjeri omjera £(v/d)/+/d iz kojih se nazire da vrijedi £(v/d) >
(9(\/3), pa se ¢ini da je dio In d ne mozemo izostaviti. Ipak, uz Riemannovu slutnju
se moze pokazati da vrijedi £(vd) = O(vVdInInd).
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Poglavlje 2

Neke primjene periodskih veriznih
razlomaka

Jedan od osnovnih problema u teoriji brojeva je odredivanje broja klasa u kvadrat-
nim poljima. Taj problem je prvi proucavao Gauss krajem osamnaestog stoljec¢a
motiviran radovima Fermata, Lagrangea i drugih. Gauss je smatrao da postoji
beskonac¢no mnogo realnih kvadratnih polja s brojem klasa 1. To je i danas ner-
ijeSen problem, iako su ga mnogi matematicari pokusavali rijesiti. Buduéi da je
broj klasa obrnuto proporcionalan duljini perioda u razvoju veriznog razlomka, oni
ovdje imaju veliku primjenu.

Problem je usko povezan s odredivanjem grupe jedinica u realnim kvadratnim
poljima. S tim problemom je pak povezano rjeSavanje jedne familije diofantskih
jednadzbi, takozvanih Pellovskih jednadzbi.

2.1 Pellova jednadzba

Jedna od najvaznijih primjena veriznih razlomaka u teoriji brojeva je u rjeSavanju
Pellove jednadzbe.

Definicija 2.1. Neka je d € N, d # . Diofantska jednadzba

v —dy? =1, (2.1)
zove se Pellova jednadzba. Jednadzbu oblika

z? —dy* = N, (2.2)
gdje je N € 7 zove se pellovska jednadzba.

Ako je d € N potpun kvadrat, tada jednadzba (2.1) ima samo trivijalna rjeSenja.
Naime iz (z — Vdy)(z + Vdy) = 1 slijedi 2 — Vdy = © + Vdy = +1. Ako je
d € Z,d < 0 jednadzba takoder ima samo trivijalno rjesenje (+1,0). Analogno
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vidimo da ako je d < 0 ili ako je d potpun kvadrat, da onda jednadzba (2.2) ima
najvise kona¢no mnogo rjesenja.

Lako se vidi da je (1, 0) rjesenje jednadzbe (2.1). Nadalje, takoder se lako prov-
jeri da ako su (z1,y1) 1 (29, y2) rjeSenja, da su tada rjesenja i (z122 + dy1ye, T1y2 +
xoy1). Koristedi razvoj u verizni razlomak broja Vd pokazat ¢emo da jednadiba
(2.1) uvijek ima beskona¢no mnogo rjesenja. Ako jednadzba (2.2) ima jedno netriv-
ijalno rjesenje, onda ih ima beskona¢no mnogo. Njome sada neé¢emo previse baviti,
osim u slucaju N = —1i N = 44 jer nam ta rjeSenja daju vazne informacije o grupi
jedinica pripadnog kvadratnog polja. Neka svojstva te jednadzbe ¢emo spomenuti
u poglavlju o poboljsanju gornje ograde duljine razvoja.

Pogledajmo prvo jednadzbu (2.1).

Propozicija 2.2 (Legendre). Neka su p,q cijeli brojevi takvi da je g > 1 i

Tada je P neka konvergenta od o.

Dokaz. Ako je a = 2—9, tvrdnja je trivijalno zadovoljena. Pretpostavimo stoga da
q

eV 1
je a # ]—9 Tada mozemo pisati o — b_ — gdje je 0 <9 < 5 ie==41. Neka je
q qa g

p
L T
q <0 1 1>

razvoj od b u jednostavni verizni razlomak, gdje je n izabran tako da vrijedi
q

(—1)"! = ¢ (po Napomeni 1.2 (i) to moZzemo uvijek postici).
Definirajmo w sa
_ WPp—1 + Pn—2
qu—l + dn—2 ’
WPn—1 + Pn—2

tako da je o = (bg, b1, ...,b,_1,w). Vrijedi « = ———————— pa imamo:
Wln—1 + qn—2

Pn—1 WPn—1 + Prn—2 Prn-1
o — = —

Gn—1 Wln—1 + gn—2 qn—1

WPn—14n-1 + Pn—24n—1 — WPn—19n—1 — Pn—14n—2
Qn—l(qu—l + Qn—2>

1 (_1)n—1
Gn—-1 WQqp—1 + dn—2 .
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Sada je
e’ P 1 1 (—1)nt
—_—_— = — - = . aqn_ —_ pn_ = . s
¢? 1 g TP S
. dn—-1 .o . .. . 1 gn—2
pa je 1 = —— . RjeSavanjem ove relacije po w, dobivamo w = — — .
Wln—1 + qn—2 % qn-1

Odavde slijedi da je w > 2 — 1 = 1. Razvijmo w u jednostavan verizni razlomak
W= [bn,bnt1,bnt2,...].
Bududi je w > 1, svib; (j =n,n+1,n+2,...) su prirodni brojevi. Stoga je
a=(bo,by,...,bn—1, bu,bpi1,bp12,...)

razvoj u jednostavni verizni razlomak od « i

P DPn—
== T = by, by, by )
q In—1
je konvergenta od «, $to je i trebalo dokazati. ]

Teorem 2.3. Neka jed € N, d # O, ag = Vd i t; kao u postupku (1.12), te
(= E(\/El) Tada je
t, =1 — | .

Dokaz. Neka je ¢ duljina najmanjeg perioda i 3; kao u dokazu Teorema 1.32.
Imamo da je
G =0 — 0.

Ako sada primijenimo postupak (1.12) na 3, = Vd + [Vd], to = 1, so = [Vd],
onda za sve j > 0 vrijedi

odnosno

S — tie|Vd| = (t; — 1)V,

pa je tj, = 1 jer je V/d iracionalan. Nadalje, t; # 1 za sve ostale vrijednosti od
i. Zaista, t; = 1 povladi §; = s; + v/d. Medutim, §; ima ¢isto periodski razvoj,
pa je prema Teoremu 1.28 —1 < s; — v/d < 0. Odavde je Vd — 1 < s; < Vd, tj.
s; = |Vd], pa je B = 3, §to povlaci € | i. ]

Teorem 2.4. Neka je d € N,d # [, te neka su Pn konvergente u razvoju od v/d.

Neka je N € Z, |N| < Vd. Tada svako pozitivno rjesenje = = u, y = v jednadzbe
22 —dy? = N, takvo da je nzd(u,v) = 1, zadovoljava u = p,,v = q, za nekin € N.
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Dokaz. Neka su E i M prirodni brojevi takvi da je nzd(E, M) =11 E?—oM? = o,
gdje je /o iracionalan i 0 < o < ,/p. Ovdje su ¢ i o realni brojevi, ne nuzno cijeli.
o

E
Tada je — —

= , pa je
M VT ME ) P
E o 1 1
0<——4y0o< = < .
M M(E+ M) M55 +1)  2M?

Prema Propoziciji 2.2, i je konvergenta u razvoju od /p.

Ako je N > 0, uzmimo 0 = N, o =d, F = u, M = v, pa dobivamo tvrdnju
teorema u ovom slucaju.

Ako je N < 0, onda je v? L N 7 ti N L
n - —u° = —— mozem io=—— 0= —

o je , onda je v U 7> Pa moZemo uzeti & 0=
v

E = v, M = u. Dobivamo da je © konvergenta u razvoju od —=. No, ako je —

77

u
n-ta konvergenta od ﬁ, onda je — (n — 1)-va konvergenta od Vd, pa je teorem
v

dokazan i u ovom slucaju. O]
Teorem 2.5. Sva rjeSenja u prirodnim brojevima jednadzbi

vt —dy* =1 (2.3%)
v —dy* = —1 (2.37

nalaze se medu brojevima x = p,,y = qn, gdje su Dn konvergente u razvoju od \/d.

Nek:ajeézﬁ(\/c_l). '

(i) Ako je € paran, onda jednadzba (2.37) nema rjeSenja, a sva rjeSenja jed-
nadzbe (2.3%) su dana sa © = pyo-1, Y = que_1 2an € N.

(i1) Ako je € neparan, onda su sva rjeSenja jednadzbe (2.37) dana sa x = pp.—1,
Y = Qne_1 2a n neparan, a sva rjedenja jednadzbe (2.3%) su dana sa x =
Pnt—1, Y = Qne—1 20 0 paran.

Dokaz. Teorem 2.4 kaze da rjeSenja jednadzbi (2.3) moraju biti konvergente od
Vd. Po Teoremu 1.31 imamo p? — dg? = (—1)"t't,41, pa vidimo da se rjedenje
moze posti¢i samo za one n za koje je t,.1 = 1. Tada bi se rjeSenja jednadzbe
(2.37) mogla nalaziti medu parnim konvergentama, a rjeSenja jednadzbe (2.31)
medu neparnima.

Iz Teorema 2.3 slijedi t,,7 = 1 ako i samo akon+1 = k- ¢, k € N, to jest
n =k -{¢— 1. Pogledajmo sljedece slucajeve:
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(i) ako je ¢ paran, (2.37) nema rjeSenja, a rjeSenja jednadzbe (2.3%) dobijemo
zan=k-{—1keN,

(ii) ako je ¢ neparan, rjeSenja jednadzbe (2.37) dobijemo zan = (2k—1)-(—1,k €
N, a rjesenja jednadzbe (2.37) dobijemo za n =2k - ¢ — 1,k € N.

]

Teorem 2.6. Ako je (x1,y1) najmanje rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe
r? — dy* = 1 (takozvano fundamentalno rjeSenje), onda su sva rjesenja ove jed-
nadzbe dana sa (x,,y,) zan € N, gdje su x, iy, prirodni brojevi definirani sa

Tn + yaVd = (11 + V)" (2.4)
Dokaz. 1z (2.4) slijedi x,, — y,vVd = (21 — y1vV/d)", pa je
x;, — dy, = (2] — dy})" = 1,

pa vidimo da su (x,,y,) zaista rjeSenja.
Pretpostavimo sada da je (s,t) rjeSenje koje se ne nalazi u familiji

{(zn, yn) : n € N}.
Buduéi da je 21 + y1vV/d > 1 i s+ tV/d > 1, postoji n € N takav da je
(z1 + V)" < s +tVd < (21 + y1Vd)" (2.5)
Pomnozimo li (2.5) sa (z; — y1V/d)", dobivamo
1 < (54 tVd)(x — i Vd)" < x1 + 1 Vd.

Definiramo li a,b € Z s a + bvd = (s + tv/d)(y, — y1V/d)", imamo: a? — db? =
(s> — dt*)(z? — dy?)* = 1. Iz a + bv/d > 1 slijedi 0 < a — bv/d < 1, pa je
2a = (a + bVd) + (a — bVd) > 0
20Vd = (a + bVd) — (a — bVd) > 0.
Stoga je (a,b) rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe 22 —dy* = 11ia+ Wd <

r1+ yl\/a, Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je (z1,y;) najmanje rjeSenje.
]

Teorem 2.7. Neka je (x,,y,) niz rjesenja Pellove jednadzbe x* — dy* = 1 zapisan
u rastucem redoslijedu. Uzmimo da je (xo,%0) = (1,0). Tada vrijedi:

Tpto = 201 Tp41 — Ty Ynt2 = 221Yn+1 — Yn, zan > 0.
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Dokaz. Po Teoremu 2.6 vrijedi: z, 4+ y,vVd = (x1 4+ 1 \/c_l)” Odavde je

(xn+1 + yn+1\/a) (1'1 + yl\/zb = Tpt2 + yn+2\/37
(:En+1 + yn-i-l\/a) (ml - yl\/;l) =, + yn\/;l-

Sada imamo:
Tny2 = 101 + AY1Ynyi,
Tp = T1Tpt1 — AY1Yny1,
odakle zbrajanjem dobivamo x, s = 2x1x,+1 — x,. Analogno je

Ynt2 = T1Yns1 + dY1Tpy1,

Yn = T1Ynt1 — dY1Zny1,
pa ponovo zbrajanjem dobivamo Y12 = 221Yn+1 — Yn- O]

Primjer 2.8. Nadimo najmanja rjesenja jednadzbe x* — 85y* = %1 u prirodnim
brojevima. Imamo
V85 =19,4,1,1,4,18].

Period ¢ = 5 je neparan, pa su sva rjesenja jednadzbe x? — 89y? = —1 dana sa
(Pron—6; qron—6), n € N, a sva rjesenja jednadzbe z® — 893/2 =1 su (P1on—1, Q10n-1),
n € N. Najmanja rjeSenja su:

il-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a; 9 4 1 1 4 18 4 1 1 4
pi| 1 9 37 46 83 378 6887 27926 34813 62739 285769
| 0 1 4 5 9 41 747 3029 3776 6805 30996
Dakle,
3782 — 85 -41% = —1, 285 769% — 85 - 309962 = 1.

Napomena 2.9. Ako jed € N, d # O, p | d, gdje je p = 3 (mod 4). Tada je
E(\/c_l) paran broj. Naime, —1 nije kvadrat modulo d, pa jednadzba x* — dy? = —1
nema rjesenja, te po Teoremu 2.5 zakljucujemo da duljina perioda ne moZe biti
neparna.

2.2 Kvadratna polja

Definicija 2.10. Neka je d cijelv broj koji nije potpun kvadrat. Skup svih brojeva
oblika u + vVd, u,v € Q, uz uobicajene operacije zbrajanja i mnoZenja komplek-
snth brojeva, ¢ini polje, koje oznacavamo s @(\/3) 1 zovemo kvadratno polje. Za
kvadratno polje kaZemo da je realno ako je d > 0, a imaginarno ako je d < 0.
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Ocito je Q(vdm?) = Q(vd) za m € Q,m # 0, pa bez smanjenja opcenitosti
moZemo pretpostaviti da je d kvadratno slobodan.

Za svaki o = u +vvd € Q(v/d) definiramo konjugat od a sa @ = u — vV/d, te
normu od « sa |a| = u? — dv? = aa.

Specijalno, polje Q (\/—_1) se zove polje Gaussovih brojeva i uobicajeno je nje-
gove elemente oznacavati v obliku v+ iv. U tom slucaju je |a| = u? + v2.

Lako se provijeri da je Q(v/d) stvarno polje. Na primjer, (u + vvd)™' =
u—vVd
u? — dv?

Svaki element o € Q(v/d) je nultocka jedinstvenog normiranog kvadratnog
polinoma s racionalnim koeficijentima (kojeg zovemo minimalni polinom od «).

A u Propoziciji 2.14 ¢emo vidjeti da je | | stvarno norma.

Definicija 2.11. Algebarski broj o je algebarski cijeli broj ako njegov minimalni
polinom ima cjelobrojne koeficijente. Clijeli elementi u @(\/3) cine prsten, koji
0znacavamo sa OQ(\@.

Lako se vidi |7, Prop. 8.1] da su medu racionalnim brojevima jedini algebarski
cijeli brojevi upravo cijeli brojevi.

Teorem 2.12. Neka je d kvadratno slobodan prirodan broj.

Ako jed =2 ili 3 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi u Q(v/d) svi brojevi
oblika u + vVd, u,v € Z, to jest Ogva) = Z[\/d).

Ako je d = 1 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi u Q(v/d) svi brojevi

oblika u + v%a, w,v € Z. To jest svi brojevi oblika u + vvVd, u,v € Z i %,

1+\/3]
5

u, v neparni, odnosno OQ(\/@ =7

Dokaz. Neka je a = u+v+v/d algebarski cijeli broj u Q(v/d), te neka je a = 2u, b =
20, ¢ = |a] = u? — dv?. Tada je a nultocka polinoma f(x) = ? — ax + c¢. Prema
tome, racionalni brojevi a i ¢ moraju biti cijeli. Imamo db?> = a? — 4c i buduéi je
d kvadratno slobodan, vidimo da jei b € Z.

Neka je sada d = 2 ili 3 (mod 4). 1z a®> = b*d (mod 4), a*> = 01ili 1 (mod 4),
b*’d = 0,2 ili 3 (mod 4), slijedi da su a i b parni brojevi, pa su u,v € Z.

Ako je d =1 (mod 4), onda iz a®> = b* (mod 4) slijedi da su a i b iste parnosti.
Stoga je broj u — v = 3(a — b) cijeli. Stavimo s = u —v,t =2v. Tada je s,t € Z i
u+ovd=s+ t#. ]

Definicija 2.13. Jedinica u Q(\/c_l) je algebarski cijeli broj € sa svojstvom da je %
takoder algebarski cijeli broj.

Propozicija 2.14. 1) |a- (| = || - |3,

2) la|=0 <= a=0,
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4) € € Ogym Je jedinica <= |e| = %1,

Dokaz. 1) Neka je « = u + v/d, 3 = s+ tVd. Tada je

aff = (us + vtd + (ut + vs)x/ﬁ) = us + vtd — (ut + vs)Vd
= (u—ovVd)(s—tVd)=a-B.

Prema tome,
|af| = afaf = afap = (aa@)(85) = |af - A].

2) Ako je « =0, onda je @ =01 |a| = 0. S druge strane, ako je |a| = 0, onda
jeaa=0,pajea=0ilia=0. No, @ =0 povlaci a = 0.

3) Po Teoremu 2.12, « je oblika a 4 bv/d, a,b € Z kada je d = 2,3 (mod 4) i

oblika a+bl+2\/g, a,b € Z kada je d =1 (mod 4). U prvom slué¢aju se odmah

vidi |a| = a* — db* € Z, a u drugom imamo |a| = (a + b%‘j)(a - b%a) =
a*+ ab+ 4? € Z.

4) Ako je ¢ jedinica, onda je || - [1| = [1] = 1, pa bududi da su |e| i || cijeli
brojevi, slijedi da je |¢| = £1.

Obratno, ako je |¢| = £1, onda je €€ = £1, pa je % = 4 algebarski cijeli
broj, sto znaci da je ¢ jedinica.
O

Bududi da je algebarski cijeli broj ¢ jedinica ako i samo ako je |¢| = £1, vidimo
da je problem odredivanja jedinica u realnom kvadratnom polju povezan s Pellovim
jednadzbama. Preciznije:

e akojed=2ili 3 (mod 4), tada je u+vv/d jedinica u Q(v/d) ako i samo ako
vrijedi u? — dv? = +£1,

e ako jed =1 (mod 4), tada je %‘/Q jedinica u Q(v/d) ako i samo ako vrijedi
u? — dv? = +4.

Stoga se uz (obi¢nu) Pellovu jednadzbu x? — dy* = 1 promatraju i jednadzbe
22 —dy? = —1,4, —4.

Uocimo da za razliku od obi¢ne Pellove jednadzbe (2.37), jednadzba (2.37)
ne mora imati rjeSenja. Ako ima rjeSenja, njezino najmanje rjeSenje u prirodnim
brojevima zovemo fundamentalno rjesenje.



2.2 Kvadratna polja 43

Teorem 2.15. Pretpostavimo da jednadzba x* — dy?> = —1 ima rjesenja, te da
joj je x1 + pVd fundamentalno rjesenje. Tada je (x1 + y1\/3)2 fundamentalno
riesenje jednadzbe 1* — dy? = 1. Ako definiramo x, + yoVd = (21 + y1V/d)", tada
SU Loy + YoV d sva rjesenja jednadibe x2 —dy? =1, a Topi1 + Yons1Vd sva rjesenja
jednadzbe 12 — dy?* = —1 u prirodnim brojevima.

Dokaz. Tmamo: z,, —y,vVd = (x1 —y1vVd)", paje 22 —dy? = (23 — dy?)"* = (—1)".
Dakle, zaista je o, + yonVd rjeSenje od 22 — dy? = 1, a Zopi1 + Yons1Vd od
22 — dy? = —1. Pretpostavimo da za fundamentalno rjeSenje a + bv/d jednadzbe
(2.3%) vrijedi

1 <a+bVd < (21 +yVd)>?

Iz (21 + y1Vd) (=21 + 11 Vd) = 1, slijedi 0 < —z1 + y1V/d < 1. Stoga je
—r1 + y1\/g < (a + b\/ax—l’l + yl\/c_l) =S5+ t\/C_Z <x1+ y1\/a,

gdje je s = —axy + dbyy,t = ay; — bz i vrijedi s> — dt? = —1. Zbog s+ tv/d > 0
i s—t\Vd<0,jasno je da je t > 0. Ako je s < 0, onda iz —x1 + 11 Vd < s + t\V/d
dobivamo z; + y1V/d > —s + tv/d. Prema tome, zaklju¢ujemo da je |s| + tVd
rjeSenje od (2.37), koje je manje od fundamentalnog, $to je kontradikcija.

Pretpostavimo sada da je u + vv/d neko rjesenje od (2.37) koje nije sadrzano
U nizu (Zon41 + Yonp1Vd). Tada postoji m € N takav da je

(z1 + VA < u+ovVd < (v +ypVd)

MnoZeci ove nejednakosti sa (z; — y1v/d)*™, dobivamo

—x1+y1\/3<0+7\/3<351+y1\/8,

gdje je 02 —dr? = —1. No, ve¢ smo dokazali da takvi ¢ i 7 ne mogu postojati. [

Jednadzba
v? —dy* =4 (2.6)
(d € N,d # 0O) naravno uvijek ima rjeSenja u prirodnim brojevima, jer ako je
(u,v) rjesenje jednadzbe x? — dy* = 1, onda je x = 2u,y = 2v rjeSenje jednadzbe
(2.6). No, vidjet ¢emo da za neke d-ove mogu postojati i neka rjeSenja koja se

ne dobivaju na ovaj nac¢in. Potpuno analogno Teoremu 2.6, dokazuje se sljedeci
teorem:

Teorem 2.16. Sva rjesenja (z,,y,) jednadzbe x* — dy* = 4 u prirodnim brojevima

dana su sa .
Tp + yn\/a . <-T1 + yl\/c_i>

N
5 5 n € N,

gdje je (x1,y1) fundamentalno (tj. najmange) rjesenje te jednadzbe.
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Promotrimo sada slucajeve koji mogu nastupiti u ovisnosti o parnosti ili neparnosti
brojeva x1 i y;. Jasno je da ne moze biti da je y; neparan, a x; paran, pa stoga
imamo tri slucaja:

e Ako su z1,y; oba parni, onda su x,, y, takoder parni za svaki n i - + %\/E
predstavlja fundamentalno rjesenje jednadzbe x? — dy? = 1.

e Ako je x; paran, a y; neparan, onda 4 | d, tj. d = 4d’. Sada je % + i
fundamentalno rjesenje jednadzbe 2% — d'y? = 1.

e Ako su x1,y; neparni, mora vrijediti d = dy? = 22 —4 =5 (mod 8). Dakle,

nuzan uvjet da bi jednadzba 2? — dy? = 4 imala rjeSenja u neparnim bro-
jevima jest da je d = 5 (mod 8). Primjerice, za d = 5,13, 21,29 jednadzba
(2.6) ima rjeSenja u neparnim brojevima. Npr. za d = 5, fundamentalno
rjesenje je (z1,y1) = (3,1). No uvjet d = 5 (mod 8) nije i dovoljan, $to
pokazuje primjer d = 37, gdje je (x1,y1) = (146,24), pa su sva rjeSenja
parna.

Propozicija 2.17. Ako jednadzba 2% —dy? = 4 ima rjesenja u neparnim brojevima
i ako je x1 + y1Vd njezino fundamentalno rjesenje, onda je

3
1+ Yy Vd 1 1

fundamentalno riesenje jednadzbe x* — dy? = 1.

Dokaz. Bududéi da su xq,y; neparni i d =5 (mod 8), vrijedi
21 +3dy? =1+15=0 (mod 8), 375 +dy; =3+5=0 (mod 8),

pa su brojevi u = (2} + 3dz1y7) i v = §(3ziy; + dy?) cijeli. Nadalje, u? — dv® =

3
o odyi)
y .

Pretpostavimo da u + vv/d nije fundamentalno rjeSenje jednadzbe (2.37), te
neka je s + tv/d njezino fundamentalno rjesenje. To znadi da je

3
d
e (12 0)

m1+y1\/3

Uo¢imo da ne moze biti s+#vd < 5

, jer bi tada 2s+2t+/d bilo rjesenje od

2
1 +y1\/c_l>

(2.6) koje je manje od z; +y;Vd. Takoder, ne moze biti s+tv/d = ( 5
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2 2
+d
jer broj % nije cijeli. Zato je
k k+1
d d
<#) i< (#) 27)
va\"
x —_—
za k= 1ili k= 2. Mnozedi (2.7) s (%) dobivamo

Cl"—b\/a %1"‘3/1\/8
< <

1 :
2 2

gdje je a®> — db* = 4, §to je u kontradikciji s minimalnosc¢u od (1, y1). O

Konac¢no, promotrimo jos i jednadzbu
v — dy?* = —4. (2.8)

Ona ne mora imati rjefenja. Ako jednadzba z? — dy?> = —1 ima rjeSenja, onda
i jednadzba (2.8) ima rjeSenja (u parnim brojevima). No, jednadzba (2.8) moze
imati i rjeSenja u neparnim brojevima. To je na primjer slucaj za d = 5, 13,29, 53
(za d = 5 rjeSenje je (1,1)). Ponovo je nuzan uvjet za postojanje neparnih rjesenja
d =5 (mod 8). Analogno Teoremu 2.15 se dokazuje:

Teorem 2.18. Pretpostavimo da jednadzba x> — dy?> = —4 ima rjesenja, te da je
1 —|—y1\/3 njezino fundamentalno rjesenje. Tada su sva rjesenja te jednadzbe dana

S
Tn + yuVd _ (:vl + yn/E)
2 B 2 ’

n neparan.

T +y1\/3

2
5 ) je fundamentalno riesenje jednadzbe x* — dy? = 4.

Nadalje, (

Vratimo se sada jedinicama u realnim kvadratnim poljima i sumirajmo sve ove
rezultate o jednadzbama 2% — dy? = +1, +4. Sljededéi korolar je direktna posljedica
Teorema 2.6, 2.15, 2.16 i 2.18 u kojima je dana struktura skupa svih rjesenja
Pellovih jednadzbi.

Korolar 2.19. Grupa jedinica u realnom kvadratnom polju @(\/3) generirana je
s —1 ieq, gdje je eq = a+ bVd ili #E, dok je a + bv/d fundamentalno rjesenje
jedne od Pellovih jednadzbi x* — dy?> = +1,+4. Dakle, svaka se jedinica moZe
napisati u obliku xelj, n € Z. Ako je x1 + 1V d fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe x* — dy® = 1, onda je x1 + y1vV/d = (a + bV/d)*, gdje je k € {1,2,3,6}.
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Preciznije informacije o eksponentu k su dane u Tablici 2.2, pomocu koje k
mozemo odrediti iz kongruencijskih svojstava brojeva a,b i d.

Definicija 2.20. Generator ¢; se zove fundamentalna jedinica kvadratnog polja
Q(+v/d), a broj R = Iney zovemo regulator.

d a® — db* b a k | primjer
=3 (mod 4) 1 1| d=3
= 1,2 (mod 4) 1 =0 (mod 2) 1| d=6
= 1,2 (mod 4) -1 =1 (mod 2) 2| d=2
=5 (mod 16) 4 =1 (mod 2) | = £3b (mod 8) | 3| d=31
=5 (mod 16) —4 =1 (mod 2) | =4b (mod8) |6| d=5
= 13 (mod 16) 4 =1 (mod 2) | =4b (mod 8) |3 | d=45
= 13 (mod 16) —4 =1 (mod2) | =+3b (mod 8) | 6 | d=13

Tablica 2.1: Veza fundamentalnih rjesenja i fundamentalnih jedinica.

2.3 Verizni razlomak od %&

Kao sto smo vidjeli u prethodnom poglavlju, kada je d = 1 (mod 4), algebarski

cijeli brojevi u Q(v/d) su i brojevi oblika u + vH‘/g, u,v € Z. Zato je za teoriju

2
bitno promotriti svojstva razvoja u verizni razlomak brojeva oblika Livd,

2
Promotrimo prvo malo opcéenitiju situaciju:

Teorem 2.21. Neka jed € Q, d # U, d > i. Tada razvoj u jednostavni veriini
razlomak od \/d + % ima oblik

1
\/8+§: [CL()’al’aQ,_..?CLQ,CLl,QCLO_1]7

ty. ag = \_\/Ejt %J, a dio razvoja od ay do ay_q1 je palindroman.

Dokaz. Oznadimo a = v/d + % Kako je d > }L, slijedi @ > 1. Promotrimo broj
B=a+|a] —1. Ocito je f>11

- 1 1 1 1
ﬁ—\/3+5+{\/3+ﬂ—1_ {\/E+§J—§—\/Ez.
Za x ¢ Q vrijedi x — 1 < |x] < x pa dobijemo:

Vi< |Vitg|<Vity,
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odnosno

_1<W+3J-¢a_g<0,

pa vidimo da je [ reduciran (—1 < (' < 0), te mu je razvoj ¢isto periodan, t;.
B =1[bo,br,...,be—1] = [bo,b1,...,bi—1,b0].

Razvoji od B 1 a se razlikuju samo u prvom ¢lanu, tj. by = 2ag — 11 b; = a;, za
1> 1.

Isto kao u dokazu Teorema 1.32, dobijemo 3 = [bg,by_1,br_2,...,bo], ¢ime je
teorem dokazan. n

Potpuno analogno Napomeni 1.35, postupak za razvoj veriznog razlomka broja
oblika vVd + % moZemo pojednostavniti. Neka su d, sg, tg = 250 takvi da o | d — s?

) ) . d+sy . . S ) ..

1sg< Vd. Tada u razvoju broja % nizovi ag, So i top imaju istu simetriju
0

kao u Teoremu 1.33.

Napomena 2.22. Specijalno za d € Nyd # 0,d = 1 (mod 4) i a = */%H, uz
So + \/C_l

So=tg=1,a9g = mamo:
0 ="1o 0 o,
o —out e g 4TS _ stV G — LMJ
141 1l 79 i+1 4tz ) 141 2tt+1 ) i+1 2tt+1 .
Vrigede sljedece simetrije:

a; = ap_;, 1=1,2,...,0—1, ay = 2ag — 1,

Si+1 = Sp—i, ’L:O,l,...,g 1,
ti:tg_i, z:O,l,...,E—l

Ako se dogodi:
(1) s; = Siv1, tada znamo da je duljina perioda parna, tj. € = 2i,

(11) t; = tiy1, tada znamo da je duljina perioda neparna, tj. € = 2i + 1.

Mnogi matematicari su proucavali razvoj u verizni razlomak od %3, a Ishii,
Kaplan i K.S. Williams su u [12] uspostavili neke nejednakosti izmedu ¢(v/d) i

ﬁ(%‘j). Neka je d € N,d # O,d > 16 takav da je d = 1 (mod 4). Vrijede
tvrdnje:

a) Ako postoje neparni brojevi x,y takvi da 2% — dy* = 4 (nakon Teorema 2.16
smo vidjeli da je tada nuzno d = 5 (mod 8), ali ne i dovoljno), tada

€(1+\/E) +4 < (V) g5£(1+‘/3>.

2 2
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b) Ako ne postoje neparni brojevi z,y takvi da 2 — dy? = 4, ali postoje cijeli
brojevi x,y takvi da 2? — dy? = —1, tada

ée(1+\/a)§£(\/3)§3£(1+2\/3)—4.

2

c) Ako ne postoje neparni brojevi x,y takvi da 2% — dy? = 4, i ne postoje cijeli
brojevi x, y takvi da 2? — dy? = —1, tada

%6(12\/3) SE(\/E)§3€(1+2\/E)—8-

K.S. Williams i N. Buck su u [52] pokazali da su nejednakosti najbolje moguce,
tj. nasli su nizove brojeva za koje se postize jednakost. Vrijede tvrdnje:

a’) Postoji beskonatno mnogo brojeva d € N,d # 0,d =1 (mod 4) takvih da:

1) 65 11— (V).
2) 2% — dy? = 4 je rjeSiva u neparnim cijelim brojevima,
3) ¢ (\/E) je neograniceno.
a”) Postoji beskona¢no mnogo brojeva d € N,d # O, d =1 (mod 4) takvih da:
1) ¢(Vd) = 50(H54),
2) 2% — dy? = 4 je rjeSiva u neparnim cijelim brojevima,
3) 5(\/3) je neograniceno.

b’) Postoji beskona¢no mnogo brojeva d € N;d # ,d = 1 (mod 4) takvih da:

$(H54) = ¢(Va),

1)

2) 22 — dy? = 4 nije rjesiva u neparnim cijelim brojevima,
)
)

27
3) ¢ (\/_ ) je neograniceno.

2% — dy? = —1 je rjesiva u cijelim brojevima,

b”) Postoji beskona¢no mnogo brojeva d € N;d # ,d =1 (mod 4) takvih da:

b eV =355

2) 22 y = 4 nije rjeSiva u neparnim cijelim brojevima,
2') 2? = —1 je rjeSiva u cijelim brojevima,

3) ¢ (\/_ ) je neograniceno.

¢’) Postoji beskona¢no mnogo brojeva d € N,;d # 0,d = 1 (mod 4) takvih da:
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1) 3(H54) = 0(Vd),

)

2) x? — dy = 4 nije rjeSiva u neparnim cijelim brojevima,
)
)

27
3) /¢ (\/_ ) je neograniceno.

2% — dy? = —1 nije rjesiva u cijelim brojevima,

¢”) Postoji beskona¢no mnogo brojeva d € N,d # 0,d =1 (mod 4) takvih da:

(Vi) = 301479 -5,

)
2) z? — dy* = 4 nije rjeSiva u neparnim cijelim brojevima,
2’) 2% — dy* = —1 nije rjesiva u cijelim brojevima,
3) K(\/c_l) je neograniceno.

Prethodne tvrdnje pokazane su tako da se za vrijednost d uzimaju ¢lanovi nekih
specijalnih nizova. Preciznije:

a') Zad= (2Fs41 + 1)? + (8Fs, +4), n=1,2,..., vrijedi
1+ vd
2

((Vd) =6n+5 i e( )—6n+1,

&) Zad=16-5"+12-5"+1,n=1,2,..., vrijedi

((Vd) =10n+5 i 6(12\/3) =2n+1,

b)) Zad=4-17""+9-1T"+4,n=1,2,..., vrijedi

((Vd)y=2n+1 i £(1+2\/a) = 6n + 3,

b)) Zad=9-4"+10-4"+1,n=1,2,..., vrijedi

(Vi) =6n-1 i £<1+2\/E) —on+1,

') Za d=225-612" + 155 61" + 25, n = 1,2, ..., vrijedi
1++Vd
9

(Vd)=4n+2 i e( >:12n—|—6,
") Zad=281-10"+66-10"+9,n = 1,2,..., vrijedi

((Vd)y=12n-2 i €<1+2\/3>:4n+2.
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Pokazimo na primjer sluc¢aj a’).

Primjer 2.23. Neka je d(n) = (2Fspi1 + 1)? + 8Fs, + 4, n > 1, gdje je F,, n-ti
Fibonaccijev broj (Fy =0,F, =1, F,y0 = Fiq1 + F,,). Tada je

E(\/ZZ):6n+5 )

o

Buduéi da je

0 (mod 2

)
1 (mod 2)

zan=0

zan#0

(mod 3),
(mod 3),

vidimo da je d(n) =5 (mod 8), pa d(n) ne moZe biti kvadrat.
Koristeéi Fry By — FpFyyy = (=1 Y EF_,r > s> 0,t >0, §to slijedi npr. iz

Binetove formule F,, =

L((M)n — (%)"), indukcijom se pokaZe sljedece:

V5 2
Za \d imamo:
’ Si tz a;
0 0 1 2Fgnq1 + 2
k, 4F3 Fon_3k41
(1<k<n) (= 1)* Fgngpsr + 2 2F3 Fon—sk+1 + 1 4
k, 4F3 Fon_3k41
n+1<k<2n—1)| =2(=1D) Fsp_6n_1+2 2F3, Fon_sp1 + 1 4
2n 4Fg, — 2Fg_1 + 2 2Fg, + 1 3
2n+1 2F6n1 + 1 4 Foniq
2n + 2 2Fsn1 — 1 2 gm0 + 1 1
2n+k+2, 4F31. 1 Fon_3kt2
(1<k<n) —2(=1)*Fgp_gpss + 2 2F55 1 Fon—sky2 + 1 4
2n+k+2, 4F31. 1 Fon_3kt2
(R+1<k<2n) | —2(—1)"Fs_gns+2 2F55 1 Fon—sky2 + 1 4
4n+3 2F6n+2 2F6n+2+]_ 1
dn +4 2Fgn41 — 1 4 Fynia
4n +5 2F6n+1+1 2F6n+1 3
dn + k + 6, 4F 31,1 Fon_si
0<k<n-1) —2(—1)*Fgn_gr1 + 2 2F5p+aFon—sk-3 + 1 4
dn + k + 6, 4F 31,1 Fon_si
M<k<2n—2) | —2(—1)"Fy_gns1 +2 2F5p+aFon—sk-3 + 1 4
6n + 5 2F6n+1 +1 1 4F6n+1 +4
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pa vidimo da vrijedi K(\/E) = 6n + 5. Nadalje, buduéi da imamo ty,14 = 4,
jednadzba x* — dy? = 4 je rjesiva u neparnim cijelim brojevima.

1+d

Za mamo:
Sk Ly ag
0 1 2 Feni1 + 1
L,...,6n 1+ 2Fsp41 — 4F, 1 Fon—i41 2+ 4F Fon_iia 1
6n +1 2F6n+1 +1 2 2F6n+1 +1

Vidimo da vrijedi 6(%) = 6n + 1.

Ovo je bio prvi primjer razvoja u verizni razlomak od \/d ili %& kod kojih
se pojavljuju Fibonaccijevi brojevi 1 njihovi kvadrati, za koje se zna tocan razvoj.
Takvi nizovi su kasnije nazvani beepers, a u Poglaviju 6 cemo vidjeti poopéenje

takvih primgera.
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Poglavlje 3

Funkcijska polja — razvoj u verizni
razlomak nad Q((X 1))

U novije se vrijeme dosta proucavaju verizni razlomci nad funkcijskim poljima, tj.
za D € Q[X] verizni razlomak od v/D i %ﬁ nad poljem k = Q((X')) formalnih
Laurentovih redova u X! nad Q, jer postoje velike analogije s brojevima. a € &

je oblika:
o= chX’j, ¢; €Q, cop, #0.

J=—m
Kada objasnimo razvoj u regularni verizni razlomak, vrijedit ¢e sva svojstva ver-
iznih razlomaka navedena u §1.1.
Definirajmo || kao polinomijalni dio od «, tj. [a(X)] = c_pn X"+ 4c_1 X+
co. Regularni verizni razlomak od «(X), naime ({ao(X),a:(X),...) ! dobijemo
istim postupkom (1.2). Imamo ag(X) = a(X) i

a;(X) = |ai(X)], i1 (X) = i (X) i a;(X)’

Lako se vidi da su svi a;(X) polinomi barem prvog stupnja, te iz (1.3) slijedi:

ako je a;(X) # a;(X).

degpit1 = dega;+1 +degp; i deg ¢i41 = deg a;1 + degg;,
pa nam je zbog toga zgodno za | | uzeti nearhimedsku apsolutnu vrijednost defini-
ranu sa |P| = ed8? To jest, za a € Q((X!)) imamo

ol = e”

Tada je |P/Q| = edeP~deQ za P Q € Q[X].
Razvoj u verizni razlomak ima mnoga sli¢na svojstva kao i brojevni razvoj.

Tako se radi o regularnom veriznom razlomku, koristit éemo oznaku (), buduéi se moze
dogoditi da za neki X € N taj razvoj brojevno nije regularan, tj. da vrijedi a;(X) ¢ N. Takoder
¢emo koristiti oznaku «(X) kada mislimo na razvoj u kojem su parcijalni kvocijenti iz Q[X].
Opcenito se takav razvoj razlikuje od razvoja kojem su koeficijenti iz Z — $to ¢emo i vidjeti na
Primjerima 3.2 i 3.4 — kojeg ¢emo oznacavati s malim x, tj. a(x).

23
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Propozicija 3.1. Neka je f € Q((X™)). Ako su p(X) i q(X) relativno prosti
polinomi, tada je

deg(¢(X) f(X) = p(X)) < —deg(q(X))
ako i samo ako je p(X)/q(X) konvergenta od f(X).
Dokaz. Pogledati [31, Prop. 11]. O

Funkciju sgn definiramo kao koeficijent vodeceg koeficijenta, tj. sgna = c_,,,
a o(«) kao predznak vodeceg koeficijenta.
Uocimo da ako je sgnag(X) > 0, buduéi je dega; > 0 ili a;(X) = 0 vrijedi
o(pn(X)) = 0(gu(X)), za sve n > 0.
X4 — X3 —4X - 10

Primjer 3.2. Razvijmo a(X) = X _oxoax 7 Y verizni razlomak.

X?+3

AT T oxe3x 7 Go=ATh
X3 -2X2+3X -7 1

S = X424 — =X 42

(03] X2—|—3 + +X2—|—3, aq +,

a2:X2—|—3, CL2:X2+3,

pa vidimo da je a(X) = (X +1,—X +2,X?+3). Razvijmo o(x) u verizni ra-
zlomak za © > 5.

+1 2+ 3

ayg =T — ag = T

0 3 =222 +3x -7 0 ’
a3 =202 4+3x -7 n 2+ 3 .

o] = = al =

VT3 322 437 — 10 23 — 322 4+ 3z — 10’ ! ’
23 =322+ 32— 10 5 1 A

Ay = = r — _—_— o = T —

2 22+ 3 22+ 3 2 :
2+ 3 1

_ -1+ =1

(0% $2+2 +$2+27 a3 9

ay = 2>+ 2, ay = 2% + 2,

pa vidimo da je za x > 5 ax) = [z, 1,2 — 4,1, 2% 4+ 2].

Kako smo vidjeli u prethodnom primjeru, razvoj od a(X) nad Q[X] i razvoj
od a(z) s parcijalnim kvocijentima iz N se mogu bitno razlikovati. S parcijalnim
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kvocijentima iz Z, razvoj od «(z) bi bio isti kao i a(X). Medutim, opcenito nije
tako, jer u razvoju od a(X) mozemo dobiti i racionalne brojeve.

Kod brojeva nas uglavnom zanima duljina perioda kvadratne iracionalnosti.
U analogiji s brojevnim slucajem, i ovdje bi mogli Zeljeti odrediti duljinu perioda
razvoja u verizni razlomak korijena polinoma parnog stupnja kojem je vodedi koefi-
cijent kvadrat (ako je stupanj neparan ili vode¢i koeficijent nije kvadrat, razvoj nije
periodan). Na zalost, periodnost je osigurana samo ako je poc¢etno polje konacno.

Kada promatramo razvoj nad poljem karakteristike 0, parcijalni kvocijenti ¢e
tipi¢no biti polinomi stupnja 1, ali im se najceSée koeficijenti eksponencijalno
povecavaju, te razvoj najcesce nije periodan.

Pretpostavimo da je Y? = f(X) stupnja 2(g+1), pa za tipi¢ni potpuni kvocijent
(Y + Sk>/T]€ od Y vrijedi

degSp=9g+1 1 degTy <g.

Analogno Teoremu 2.3, kraj perioda nastupa kada je dega, = g+ 11 degT}), = 0.

Ako je razvoj periodan, u funkcijskom polju postoji netrivijalna jedinica, pa
za regulator mozemo uzeti stupanj fundamentalne jedinice, drugim rije¢ima, reg-
ulator je konacan broj. Nadalje, regulator mora biti zbroj stupnjeva parcijalnih
kvocijenata primitivnog perioda.

Primjer 3.3. Za
Y?2=X04+2X2+ X +1,

razvoj u verizni razlomak od'Y nad Q[X] je

1 ~1 1 128 512 125 6025
X3 X — 24X —6, — X + -, — — —
< ’ 2’ "6 T8 5 T 25 14 69192’
—3217428 , 812642742 1373125 N 20593600625
8125 105625 203694562323 158474369487294°
7991216816924103 N 279952799594094347 (3.1)
1570855000 77757322500 ‘

S druge strane, promotrimo razvoj u verizni razlomak od 'Y nad F,[X] za ra-
zlicite proste brojeve p. Razvoji moraju biti periodni. Na primger, razvoj od Y nad
F5[X] je
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k an(X) sk(X) th(X)
0 X3 0 1

1 X +2 X3 2X2+ X +1
2 X +4 X3 +3X +2 2X?2 +2X +2
3 4X +2 X3+2X +1 3X2 4+ X
4 3X24+3X +3 X3 +4 4X +1

5 4X +2 X344 3X2+ X
6 X +4 X34+2X +1 2X?2 +2X +2
7 X +2 X3 +3X +2 2X2+ X +1
8 2X3 X3 1

(uoc¢imo da (4X + 1) | (X® 4+ 2X2% + X + 1) nad F5[X]) i vidimo da je regulator

11. Nad F;[X] imamo,

k ar(X) sp(X) tr(X)
0 X3 0 1

1 X+3 X3 2X2+ X +1
2 3X +1 X34+4X +3 | 3X?2+6X +6
3 3X +1 X3+6X+3 | 3X2+6X +1
4 6X+2 | X3+3X+5 5X? +3X +4
5 5X +4 | X34+6X+3 | 6X*+5X+5
6 2X +6 X34+4X +3 X2 4+4X +4
7 X3 X3 2

8 2X +6 X3 X2 44X +4
9 5X +4 | X34+4X+3 | 6X2+5X+5
10 6X +2 X3 +6X +3 5X? +3X +4
11 3X +1 | X343X+5 | 3X?+6X+1
12 3X +1 X34+6X+3 | 3X2+6X +6
13 X +3 X3 +4X +3 2X2+ X +1
14 2X°3 X3 1

pa je ovdje requlator 9. Rezultati Yua [54] i van der Poortena [35] kaZu da ako
je \/ f(X) periodan nad Q, tada je R,q* = R,p°, gdje je R; regulator nad F;[X] i
a, b neki cijeli brojevi. Stoga, da bi Q[X,Y| imao netrivijalnu jedinicu, za njegov
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regulator bi moralo vrijediti 511 = 7°9, $to je nemoguce, pa vidimo da razvoj (3.1)
nije periodan.

Prethodni primjer pokazuje koncept kvaziperiodnosti. Uoc¢imo da je u posljed-
njoj tablici jedinica dobivena u liniji 7, ali razvoj nije potpuno periodan sve do
linije 14. U stvari, razvoj je palindroman. Preciznije, ako je razvoj od +/f(X)
periodan s t; = k jedinicom, tada

f(X) = (ag(X),a1(X),...,an(X), ka1 (X)) taz(X),. .., kap(X)),

takoder je oc¢ito da u tom slucaju k mora biti neparan. Vise o kvazi-periodnosti
se moze nac¢i u [1] i [36].

Cak i kada je razvoj nad Q[X] periodan, duljina perioda se najcescée razlikuje
od razvoja nad N.

Primjer 3.4. Razvijemo [
f(z) =92° +8x +2
u verizni razlomak nad brojevima, dobijemo
V(@) =[3z+1,2,1,32,1,2,23z + 1)],
dok nad Q[X] imamo

F(X)=(3X+359(3X +3),23X +3)).

Postoje 1 brojni drugi rezultati. Na primjer, Malyshev [21] je iz Mazurovog
teorema [22]? pokazao da za racionalne a, b, ¢, d, duljina perioda razvoja u verizni
razlomak od

VX4 +aX3+bX2+cX +d
moze poprimiti samo vrijednosti 1,2,3,4,5,6,8,10,14,18,22, a mozda i 91 11.

2Mazurov teorem kaZe da je za nesingularnu elipti¢ku krivulju nad Q torzijska podgrupa
E(Q)tors grupe racionalnih tocaka F(Q) jedna od: Z/mZ, m = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 ili 12, ili
Z)27 X Z/2mZ, m = 1,2,3,4.
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Poglavlje 4

Brojevi s malom duljinom perioda
(sleepers)

Postojanje niza brojeva s konstantnom duljinom perioda je dugo poznato.

Primjer 4.1. Za d(n) = n* + 1 vrijedi {(/d(n)) = 1.
Razvigmo +/d(n) u verizni razlomak koristeci postupak (1.12) uz d = d(n) =
n?+ 1 imamo sy =0, to =1 i ag = [Vd] = n.

d—s? si+a
i Sip1 = @ity — 8ty = ——— a; = L OJ
n*+1—n? n+n
1 s1=n th=—"—7—7—"—=1 a1:L JzZn
1 1
n?+1—n?
2 Sog =N t2:—:
1
pa vidimo da je \/d(n) = [n,2n].

Lako se vidi da za n > 2 in > 3 (respektivno) vrijedi:
vn?—1=[n—-1,1,2(n—1)] i vn?—n=[n—-1,22n-1)]. (4.1)

Takvih primjera je puno. Veé¢ su u Perronovoj knjizi |33, §26| karakterizirani svi
brojevi s duljinama perioda do 4.

Primjer 4.2 (Brojevi s duljinom perioda 1). U ovom slucaju vrijedi:
Ppo=p_1 =0, Pr1 =po =1,
/ /
Qo =41 =1,
pa koristeéi (1.22) imamo
m

o = 7, d=aj+1.

Vidimo da je ag proizvoljan, pa su svi brojevi dulyine 1 dani Primjerom 4.1.

29



60 Vinko Petri¢evi¢ — Periodski verizni razlomci

Primjer 4.3 (Brojevi s duljinom perioda 2). U ovom slucaju vrijedi:
Pe—z =Dy =1, Pp-1 = D) = a,
pa koristeéi (1.22) imamo
ma
ag = Tl’ d = a2 +m.
ay mora dijelitt 2ay, pa dobijemo:

\/a%—km:[ao,%ﬂao], gdje su ag,m € N, m | 2ay.

Primjer 4.4 (Brojevi s duljinom perioda 3). U ovom slucaju vrijedi:

Pio =Dy =, Py = Ph = mas +1=ai +1,
Gz =q =1,
jer je period simetrican, pa je ay = as. Stoga koristeci (1.22) imamo

2
m(ai +1)+a
ap = (o} 2) 1, d:a(2)+ma1+1.
Da bi ag bio cjelobrojan, a; mora biti paran (pa stavimo a; = 2a) i m mora biti

paran (stavimo m = 2n), pa dobijemo:

\/(n(4a2 +1)+ a)2 +4na+ 1 = [n(4a® + 1) + a,2a, 2a,2(n(4a? + 1) + a) ].

Primjer 4.5 (Brojevi s duljinom perioda 4). Krenimo od razvoja [ ag, a1, as, ar,2ag .
Imamo:

/ / / / 2

Po_g = Py = a1az + 1, py_1 = Py = ajas + 2ay,
/ /

Qg0 = {4y = Q2;

pa dobijemo:

m(atay + 2a;) — (ajas + 1)as

5 .
Da bi to bio prirodan broj, as mora biti paran; ilt ay © as neparni, a m paran. Tada
je:

ag =

\/a% +m(ajas + 1) — a3 = [ag, ay, as, a1, 2ag .
Dakako da bi mogli nastaviti ovako dalje za £ = 5,6, . ... Izrazi bi bili sve duzi,
kompliciraniji i ovisili o parnosti sve viSe brojeva.

U §1.6 smo vidjeli da za svaku duljinu ¢ mozemo nac¢i broj d takav da je
l (\/c_l) = (. Vrijedi i viSe; za svaki ¢ mozemo konstruirati niz za koji vrijedi

((y/d(n)) = € za svakin € N.
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Primjer 4.6. Promotrimo detaljnije Primjer 1.43 (2b):

Py_ 23 ps_ 33

q, 16’ @ 23

pa imamo ag = 14 (mod 33) odnosno ag =14+ 33n, n =0,1,2,..., to jest
ap(n) = 33n — 19, n € N.

[a0,1,2,3,2,1,2a0], (=6,

Sada iz
2-ap(n) 23+ 16

d(n) = ap(n)? + 33

dobijemo
d(n) = (33n — 19)? + 46n — 26
= 33?n? — 1208n + 335.
Imamo npr. d(1) = 216, d(2) = 2275, d(3) = 6512, d(4) = 12927,.... O¢ito je:
((v/d(n)) =6, d(n) = [ap(n),1,2,3,2,1,2 - ag(n)].

Uocimo da su svi prirodni brojevi koji imaju palindromni dio razvoja u veriZni
razlomak (1,2,3,2,1) upravo d(n),n € N.

Dakle pocevsi od jednog broja nekog zadanog perioda, mozemo konstruirati
beskonacno brojeva koji imaju jednak simetri¢ni dio perioda.

Cini se da je ovakve nizove prvi sustavno u 1960-tima proucavao Schinzel

([39], [40]). U [39] je koristeci
limsup ((Vn? + h) < oo — h | 4n®
i da je svaki kvadratni polinom biracionalno ekvivalentan sa n? + h dokazao:
Teorem 4.7. Neka je d(n) = a’n’®+bn+c, gdje sua # 0,b,c € Z i A = b*—4a’c #
0. Tada je
limsup £(y/d(n)) < oo = A 4(nzd(2a2,b))2.
Nadalje, dokazao je i

Teorem 4.8. Neka je d(n) € Q[n] polinom s cjelobrojnim vrijednostima kojem je
vodeci koeficijent veéi od nule. Ako je

(1) degd neparan, ili

(11) vodeci koeficijent od d nije kvadrat racionalnog broja,

tada vrijedi:

limsup £(y/d(n)) = occ.

I. Kaplansky je nizove brojeva s malom duljinom perioda (kao iz Teorema 4.7)
nazvao sleepers.
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4.1 Polinomijalna Pellova jednadzba

Primjeri nizova brojeva za koje znamo razvoj u verizni razlomak daju rjeSenja
nekih polinomijalnih Pellovih jednadzbi.

Definicija 4.9. Neka je D € Z[n]. Jednadzba
X(n)*—=Dn)Y (n)?* =1, XY € Zn] (4.2)
se zove polinomijalna Pellova jednadzba.

Za svaki D € Z|n], jednadZba o¢ito ima trivijalno rjesenje (1,0), pa ga moZemo
zanemariti. Medutim, nema svaka polinomijalna Pellova jednadzba netrivijalnih
rjeSenja. Uoc¢imo da (4.2) nema rjeSenja ako je deg D neparan, pa pretpostavimo
da je paran. JednadZba nema rjeSenja ni ako je D potpun kvadrat. Jer za D = A2,
imamo 1 = (X + AY)(X — AY), pa su jedina rjesenja (X,Y) = (£1,0). Stoga
pretpostavimo i da v/D nije racionalna funkcija. Ni u tom slucaju rjeSenja ne
postoje uvijek, i ne zna se neki opéeniti kriterij rjesivosti. Pa ipak, nesto malo se
zna.

Lako se vidi da ako je (X,Y’) rjeSenje jednadzbe (4.2), da su onda to i (X, —Y)
i (—X,1Y), pa ¢emo promatrati ono rjesenje za koje je sgn X > 0,sgnY > 0 (gdje
je sgn A vodedi koeficijent polinoma A).

Nije tesko vidjeti da ako je (X1,Y7) i (Xs,Y2) rjeSenje jednadzbe (4.2) da je
onda i (X3X5 + DY1Ys5, X1Ys + XoY]) takoder rjeSenje. Stoga ako imamo jedno
netrivijalno rjesenje, imamo ih beskona¢no mnogo.

Vidi se i da ako je (X,Y) rjesenje, vrijedi deg X = degY + degD, pa stupnjem
rjeSenja mozemo zvati stupanj polinoma X. Kao i kod obi¢ne Pellove jednadzbe,
pokaze se da je fundamentalno rjeSenje (ono s najmanjim pozitivnim stupnjem)
jedinstveno (do na predznak) — ozna¢imo ga sa X; + Y;v/D, te da su sva ostala

rjesenja (X + Y1V D), k€ N.

Nathanson [29] je dokazao da u slucaju D(n) = n? + d,d € Z jednadzba
(4.2) ima rjeSenja ako i samo ako je d = +1,+2. Ramasamy [37| je naSao neko-
liko polinoma drugog stupnja za koje razne pellovske jednadzbe imaju rjesenja,
a Mc Laughlin [16] je naSao rjeSenja za nekoliko klasa polinoma D $to je dosta
pogodno za nalazenje fundamentalnih jedinica u odredenim klasama realnih kvadrat-
nih polja, dok su Webb i Yokota [46] karakterizirali sve normirane polinome stupnja
2 i 4 za koje jednadzba (4.2) ima rjeSenja.

Teorem 4.10. Neka je D normirani polinom parnog stupnja, to jest
D =A?+20, degC <degA, A,C € Q] (4.3)
za koj vrijedi
degC <2iB=A/C e Qlz]. (4.4)
Tada je razvoj od /D periodan.
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Skica dokaza. Dokaz se temelji na tome da je svim normiranim polinomima D
oblika (4.3) i (4.4), kada je A € Z|x] ili 2A € Z[x], razvo] u veriZzni razlomak od
VD oblika ( A, B,2A4) ili ( A,2A4), te da pokazuje da ako je deg C' < 2, onda mora
biti A € Z[z] ili 2A € Z[z] da bi D bio oblika (4.3). Za vise detalja, pogledati
[46]. O

Na taj nacin su dali odgovor na pitanje rjeSivosti Pellove jednadzbe za sve
normirane polinome oblika (4.3) stupnja < 4. Nathansonov rezultat (i svi normi-
rani kvadratni polinomi) su specijalan slu¢aj njihovih rezultata.

Po njihovim rezultatima, svi tipovi normiranih polinoma D ¢etvrtog stupnja
za koje jednadzba (4.2) ima rjeSenja su (u,v € Z):

o d(z) = x* + 2uax® + (u® + 2v)2? + 2uvz + v* + 1,

o d(z) = 2"+ 2ux® + (u* + 2v + 1)2® + (2uv + u)z + v + v,

o d(z) =+ 2ur®+ (u?+2v(fu—v))z? +2(uwv(tu—v) £ 1)z +v*(fu—v)? +v,
o d(z) =2+ 2ux+ (v? £20(uFv))2r® + u(tv(uFv)) £ Dz +v3(utv)’ +o.

Primjer 4.11. D(z) = z*+82® + 2222 + 252 +12 = (2® +4x+3)? +22E2. Stoga je
fundamentalno rjesenje jednadzbe X* + DY? = 1 jednako (X,Y) = (2(x +1)*(z +
3) + 1,2(z + 1)). 0

U [47] su taj rezultat progirili i na sve polinome D = A% + 2C, gdje je pB =
pA/C € Z[x].
Kasnije su se sli¢nim problemima bavili i drugi matematicari, poput Wiliamsa,

Chenga, Goddarda. . .

Tako proucavanje rjesivosti polinomijalnih Pellovih jednadzbi ima smisla samo
za sebe, mi ¢emo se uglavnom koncentrirati na konstruiranje nizova brojeva kod
kojih razvoj u verizni razlomak ima neka interesantna svojstva.

Fiksirajmo d € N, d # [J i promotrimo jednadzbu:

v? —dy* = 1. (4.5)
Njezino fundamentalno rjesenje oznac¢imo sa (B, A) !. Sjetimo se da vrijedi

(B, A) = { (P2m—1, G2m—1), ako je E(\/E) = 2m,
’ (Pam+1, Qam+1), ako je 6(\/8) =2m + 1.

Nadalje, znamo da jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja i sva rjeSenja su neke
konvergente od v/d. Cesto ¢éemo fundamentalno rjeSenje oznacavati sa (B1, Ay), a
sva ostala sa (By, Ay).

!B i A oznacavaju brojeve, a ne polinome. Velika slova koristimo da ne uvedemo zabunu s
parcijalnim kvocijentima, a u sljedeéem poglavlju ¢emo vidjeti da je upravo odabir slova B i A
najzgodniji.



64 Vinko Petri¢evi¢ — Periodski verizni razlomci

Lema 4.12. Neka je d # 0,Vd = [ag; a1, -+, an, 2a0). Vrijedi: p, = aoGn + Gn_1

(n=((vVd) —1).

Dokaz. Bududi je razvoj od v/d palindroman, vrijedi:

Dy Py P, q
(q;b Q;z1) B (p%1 qal)'

Tj. ¢/, = pl,_;. Iz (1.11) slijedi tvrdnja. O

Lema 4.13. Ako je f(\/a) =2m+1, tada je B = pymy1 = 2p3,+1 i A= Quni1 =
2p2mq2m- Na'dalj67 Pom = PmGm + Pm—1Gm—1 i dom = q;n + Q?nfl'

Dokaz. Razvoj od v/d ima oblik [ag, ay, ag, - - - ; Gm—1, Gm, G Gm—1, - - - ; 01, 240 |- Stoga

je:
(me p2m—1) _ (pm pm—l) ( plm Q;n )
92m  G2m-—1 dm Gm-1 p;n_1 C];n_1

_ (PP PPy
GmPr + Q1D

Iz (1.11) slijedi druga tvrdnja.
<p4m+1 p4m> _ (me p2m—1) (2% 1) < Do Qom )
am+1  Qam Gom  Q2m—1 L 0)\Ph1 Gom
_ p?m(2a0pl2m + pIQm—l) + p?m—lPIQm o
G2m (2a0D5, + Pop1) + Gom—1D5,

Iz (1.11) slijedi pam+1 = pam(2a092m +q2m—1) +P2m—1¢2m (LemiMQ) Qp%m —DP2mGom—1+
Dom—1G2m “j) 2p§m + 1. Jednako se dobije i quni1 = Gom(2a0G2m + Gom-1) +
Qom—1G2m = 2D2mG2m- O

Teorem 4.14. Neka je/d = [ag,ay,-- -, ar_1, 2a9] i (B, A) fundamentalno rjesenge
jednadzbe (4.2). Promotrimo polinom: D(n) = A*n? + 2Bn +d.

(i) Ako je l neparan, \/D(n) = [An + ag, a1, -+ ,ap_1,2ag,a1, -+ ,ar-1,2(An + aop) |,
zan € N.

(i) Ako je € paran, \/D(n) = [An + ag, a1, -+ ,ap—1,2(An + ap) ], za n € N.

Stoga je u oba slucaja X(n) = A*n+ B, Y(n) = A fundamentalno rjesenge jed-
nadzbe (4.2).

Dokaz. Lako se provjeri da su ovako definirani X i Y stvarno rjeSenja. Ostaje
utvrditi da su fundamentalna.
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(i) ¢ je neparan.

[An + ag,aq,...,a5-1,2a9,a4, ..

Bududéi da za sve a;,1 =1,2,..
od svih elemenata u nizu [ay, ..

a1 =[An+ ag, aq, ..

De—
<, Qp—1,0Q0 + _1]
qr—1

Pr—1
(ao + —)pe—l + P2

:An—l— qe—1
Pr—1
(Go + —) Qo—1 + Qr—2
qge—1
— An+ (aoqe—1 + De—1)Pe—1 + Pe—2Ge—1
(@oqe—1 + pe—1)qe—1 + Qe—2qe-1
2001 — Qo—2)Pr—1 + Po_2qo—
:An+(p€ 1= Qe—2)Pr—1 + Pe-—2qr—1
(2pe—1 — Ge—2)qe—1 + Qe—2qr—1
202 . —1
= An + Pis
2pr—1Ge—1
B
— An+ =2
n + )
B A’n+ B
A

0 —1 vrijedi a; < V/d, broj 2(An + ag) je veéi

.y Qg_1,2a9,a1,...,a,1], pa period ne moze

biti krac¢i od £. A bududi je to rjeSenje jednadzbe (4.2), slijedi tvrdnja.

(i1) ¢ je paran.

[An—i—ao,al,...,ag_l]:An—i—]ﬂ:An_F_:—’

pa je sve isto kao u ().

qe—1 A A

Primjer 4.15. Promotrimo d = 21. /21 = [4,1,1,2,1,1,8], ¢ = 6, (B,A) =
(55,12) je fundamentalno rjesenje jednadzbe x* — 21y* = 1. Uzmemo li

D(n) = 144n? + 110n + 21,

mamo:

VD) = [12n +4,T,1,2,1,1,24n 1 8].
Fundamentalno rjesenje jednadzbe X* — DY? =1 je (X,Y) = (144n+55,12). [
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Teorem 4.14 nam omogucéuje da nademo fundamentalne jedinice u velikoj klasi
realnih kvadratnih polja. Npr. uzevsi polinom D(n) iz Primjera 4.15 odmah znamo
da je zan = 1000000 (buduci je D(n) kvadrano slobodan, te =3 (mod 4)) funda-
mentalna jedinica u Q(1/144000110000021) broj 144000055+121/144000110000021.

Mec Laughlin je u [16] pokazao da sli¢ne stvari vrijede (uz dodatne pretpostavke
na d) za jo$ nekoliko klasa polinoma:

e d(n)

= (B—-1)2A2n2+2(B—-1’n+d, X =(B—-1)A"M2+2(B—-1)A%n+
B. Y

An + A,

e din)=(B+1)2A*n*+2(B+1)*>n+d, X =(B+1)A'"n*+2(B+1)A*n+
B, Y =A%+ A,
_|_

e d(n) = (B+ 1242 +2(B> = )n+d, X =ZEEA42 L 9B +1)A2% +
B, Y =224+ 4,

e d(n) = (B—1)2A%1+4(B—1)2A'n*+6(B—1)?A?n*+2(B—1)(2B—1)n+d.

4.2 Konstruiranje nizova brojeva s malom dulji-
nom perioda

Uoc¢imo da svaki od tih slu¢ajeva d(n) daje jedan niz brojeva s malom duljinom
perioda. Npr. u Primjeru 4.15 smo vidjeli da pocevsi od broja d = 21 mozemo
konstruirati niz brojeva kojem svi ¢lanovi imaju duljinu perioda 6 i palindromni
dio perioda 1,1,2,1,1. Koriste¢i Teorem 4.14 vidimo da primjere nizova s parnom
duljinom perioda mozemo po volji konstruirati.

S neparnim duljinama mozemo postupiti analogno kao i s parnima. Za broj d
kojem je duljina perioda ¢ neparna, promotrimo fundamentalno rjeSenje jednadzbe

v —dy* = —1. (4.6)

Omno se dobije na kraju prvog perioda, te ga ozna¢imo sa (B, A). Lako se provjeri
da je X(n) = A’n + B,Y = A rjeSenje polinomijalne jednadzbe

X2 - DY? = -1,

a analogno dokazu Teorema 4.14 se provjeri da je ono fundamentalno (a,(n) =
2(An + ag) je veci od svih brojeva ay,...,as,_1). Tako smo dokazali:

Korolar 4.16. Neka je d € N, takav da je mu je duljina perioda ¢ neparna,
Vd = lag, a1, ar_1,2a9], te neka je (B, A) fundamentalno rjesenje jednadzbe
(4.6). Promotrimo polinom: D(n) = A*n* + 2Bn +d. Vrijedi:

D(n) = [An + ag, a1, -+ , a1, 2(An + ao) |, zan € N.
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Na taj nac¢in mozemo pocevsi od proizvoljnog broja d kojem je duljina peri-
oda neparna, konstruirati niz brojeva kojem svi ¢lanovi imaju jednaku duljinu i
simetri¢ni dio perioda.

Primjer 4.17. Promotrimod = 13. v/13=3,1,1,1,1,6], £ =5, (B, A) = (18,5)
je fundamentalno riesenje jednadzbe x* — 13y* = —1. Uzmemo li

D(n) = 25n* + 36n + 13,

mamo:

D(n) = [5n+3,1,1,1,1,10n + 6].
Fundamentalno rjesenje jednadzbe X* — DY? = —1 je (X,Y) = (25n+18,10). O

Korolar 4.18. Neka je d € N,d # O, te neka je vd = [ag, a1, -, ar1, 2a0], i
(B, A) = (pe_1,qe-1). Promotrimo polinom: D(n) = A*n? + 2Bn +d. Vrijedi:

D(n) = [An +ag, a1, ,ap-1,2(An + ag) |, zan=0,1,2...

Primjer 4.19. Uocimo da se na ovaj nacin dobije isti niz d(n) kao i konstrukcijom
pokazanom u Primjeru 4.6 (ako n umanjimo za jedan). Krenimo od broja d = 216.
Imamo

V216 = [14,1,2,3,2,1,28],  (=6.
(BaA) = (p5,Q5) = (485733)? pa za

D(n) = 33°n* + 2 - 485n + 216

mamo:

VD(n) = [33n+14,1,2,3,2,1,2(33n 1 14)].
A lako se vidi i da vrijedi d(n) = D(n — 1). O
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Poglavlje 5

Nizovi brojeva s velikom duljinom
perioda (creepers)

Tako se dugo smatralo da je Shanks [41] prvi otkrio nizove prirodnih brojeva kojima
duljina perioda veriznog razlomka tezi u beskonac¢nost, prije nekoliko godina je
ustanovljeno da ih je ipak prvi otkrio norveski matematicar Nyberg [30]. Buduéi
je ¢lanak pisan na Norveskom, nije bas bio zapazen. On je otkrio da ako je m
neparan i m > 3, duljina perioda u nizu:

m—1

2
dpm(n) = (m”j:T> +m, neN

tezi u beskonacnost.

U ovom poglavlju ¢emo uglavnom promatrati nizove brojeva reda veli¢ine
In(d(n)) = O(n) za koje je £(y/d(n)) = O(n). Takvi nizovi su nazvani creep-
ers.

Za razliku od sleepersa, o kojima se dosta zna, i koje je Schnitzel dobro karak-
terizirao, za creeperse to nije slu¢aj. O njima se ne zna nikakav op¢i rezultat ili
karakterizacija. Jedino je poznato vise familija takvih nizova.

5.1 Nybergov niz

Teorem 5.1. Neka je m neparan broj veci il jednak od 3. Tada za

vrigeds:

69
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1
(1) = m"—mT,Qm”—l—l,m—l,l, o —Lm?—1,1, ...,

1
1, 1,mn—%,1, ... omn-1—1, 2m”—(m—1)].

Dokaz. Tmamo ag = [\/dy,(n)] = m" =" iuz so = 0,t = 1 slijedimo postupak
(1.12).

-1 2m" — 1
slzm”—m—, t1 =m, a1 = {MJ =2m" 1t —1,
2 m
1 2—n
SQZmn_ﬂ, ty = 2m™ L, gy = {m—m J
2 2
Ako je n = 1, imamo ay = Lm— %J = m — mT“ Nadalje, dobijemo s3 =

mTH —m"™ 1. Vidimo da vrijedi s, = s3, pa po Napomeni 1.35 zaklju¢ujemo da je

(=4.

Za n > 1 imamo a; = m — 1, pa imamo:

1
83:m”—2m"1+%, t3: (anfl—m)(m—1>—|—17
m(m — 1)
-1 J —1,
a5 =1+ Cm Tt —m)(m— 1)+ 1
1
s4zm"—m2+%, ty =m?
1
ay = Pm"’z -1+ _2J =2m" % — 1,
m
1
85 — mn — &7 t5 = 2mn72’
2
mS—n
a5 = |m? - 2 |
Ako je n = 2, imamo a5 = m? — ™ Nadalje, dobijemo sg = m™ —m"* —

mn2 4 mTH Vidimo da vrijedi s5 = sg, pa po Napomeni 1.35 zakljuc¢ujemo da je
¢ =10. Za n > 2 imamo as = m? — 1.

Indukcijom se lako pokaze da za k =0,1,2,...,n — 2 vrijedi
m—+1
Sakpr = m" —mF 4 —5 taper = mFH
aspyr = 2m" T — 1
m+1 ke
S3pq2 = M — ———, tagro = 2m" R,

2
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_ k+1
a3py2 = 2m -1,

1
Sakpg = m" —2m" 4 %, tapys = (2m" T —m) (MM 1) + 1,
aspys3 = 1.
Za k =n — 1 imamo
. m+1 , m+1
S3kt2 =M — —(—, lak+2 = 2, a3ft2 =M — —F—,
2 2
., m+1
S3k43 = M — 9

pa vidimo da vrijedi s312 = S3k+3, te ponovo zakljucujemo da je £ = 23k +2) =
2(3n — 1). Sto je i trebalo dokazati. O

Primjer 5.2. Promotrimo razvoj broja ds(4):

Vds(4) = /388134 = [623,249, 4,1, 49,241, 9,124,
I, 1,622,1, 1,124,9, 1,24,49, 1,4,249, 1246] .

Teorem 5.3. Neka je m neparan broj veci ili jednak od 3. Tada za

—1\?
dm(n):(m”+mT> +m, neN

vrijeds:

((\/dn(n)) = 6n

-1
dp(n) = lm”—l—mT,Zm”—l,l, 2mn2 —1,1,m2 -1, ...,

1
1, 1,mn+mT—1,1, 1., 2mnt, 2mn +m — 1.

Dokaz. Imamo: ag = [\/dy(n)] = m™+ 21 i slijedimo postupak (1.12). Imamo
So = O, ty = 1i
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sp=m" — —5—, ty = (2m" ' —1)(m — 1) + m,
1
a9 = 1+ poy = ].,
m— 1+ 555
1
s3=m" —2m" ! + %, ty = 2m"
mQ—n
as = Lm -1+ 5 J

Ako je n = 1, imamo a3 = m — 1 + L%J =m+ mT—S Nadalje, dobijemo s4 =

2m" —m" 1 — mT“ Vidimo da vrijedi s3 = s4, pa po Napomeni 1.35 zakljucujemo
da je ¢ = 6.
Zan >1jea3=m— 1, pa imamo:
1
54:mn_m;_ ) t4:m27
2m" — 1
a,4 = Lm—2J = an_2 —_— 17
m
1
35:m"—m2+%, ts = (2m" 2 — 1)(m* — 1) +m,
{1 n ! J |
a5 = m =1,
m? =1+ gt
1
sg = m" —2m" % + %, te = 2m" 2,
m37n
ag = Lm2—1+ 5 J

Ako je n = 2, imamo ag = m?+ ™3, Nadalje, dobijemo s; = m™ +m"t —m" "2 —
mTH. Vidimo da vrijedi s = s7, pa po Napomeni 1.35 zaklju¢ujemo da je ¢ = 12.
Za n > 2 imamo ag = m? — 1.

Indukcijom se lako pokaze da za k =1,2,3...,n — 2 vrijedi
m+1

— _ k+1

S3k1 = M — ———, lgkr1 =m ",
n—k—1
azp+1 = 2m -1,
m+1

. n k+1 _ n—k—1 k+1
S3k+2 =M — 1M + T, t3k+2 = (2m — 1)(m — 1) +m,

asp42 = 1,

m+1
n n—k—1 n—k—1

S3krz =m" —2m +——, l3ay3 =2m :

2
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_ k+1
aspyz =m" — L.

Za k =n — 1 imamo
m+1 m—3
S3pyz =m" — 2+ — t3kt+3 = 2, aghyy = m" — ——,

n m+1
S3kta = MM _2+T’

pa vidimo da vrijedi s3ri13 = S3k14, te je ponovo £ = 2(3k + 3) = 2 - 3n, §to je i
trebalo dokazati. ]

Primjer 5.4. Promotrimo razvoj broja d;(4):

Vd7(4) = V5779223 = [2404,686, 1,6, 97, 1,48, 13, 1,342,
1,1,2403,1,1, 342,1,13, 48,1,97, 6,1,686, 4308] .

5.2 Neki nizovi brojeva s velikom duljinom perioda

Tijekom sedamdesetih godina proslog stoljeca vise je matematic¢ara (L. Bernstein,
M.D. Hendy, Y. Yamamoto) otkrilo neke nizove brojeva s velikom duljinom peri-
oda. U cijelom ovom odlomku nam je n € N.

Williams [48] je sustavnije odredio duljinu perioda od Vd kada je d oblika:

d = (qA™ + €k)? + 2'n A" (d>2,A>1),

gdje je A = 227igk +en, || = |n| = 1,4 = 0,1,2. Na primjer, ako je d = 3** —3"+1
(e=-1,n=1g=k=1,i=0), tada je {(Vd) =3n+ L.

Teorem 5.5. Neka je d, = (qA™ — k)? + A", gdje je A = 4qk — 1. Tada je
((Vd) =3n+ 1.

Dokaz. 1z postupka (1.12), uz t_; = %, imamo t;t;y1 =d—si, 1t;1t; =d—s;.
Iz tih jednakosti dobivamo ¢;t;11 + s? 1 = tiati + 8?, odnosno

ti(tiys — tic1) = (sip1 + 8:)(8i — Sig1)-
Iz si11 + s; = a;t; slijedi
tivy = ti1 — ai(Sie1 — Si)- (5.1)
Ako za neki ¢ dobijemo

si =qA" — A" + k, t;

A™, a; = 2qA"" — 1,
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tada se koristeci postupak (1.12) i (5.1), lako vidi da je

si+1 = gA" — K, tigg = A",
a;+1 = 2qu —1

Siyg = qA" — A" + k, fivs = 2qA™ — AMTL _ An—m 4 of
a2 =1,

Si43 = qATL o Am+1 4 ]{37 tz’+3 — Am+1,

;13 = 2qAn7m71 — 1.
Sada, bududi je ag = 51 = qA" — k, t; = A", a; = 2q — 1, indukcijom dobijemo:

Sgm41 = QA" — k, tgmer = A",

a3m+1 = 2qu — 1,

S3m+2 — qAn — AT+ k? lam+2 = QC]An — A — A + Qka
a3m+2 - ]-7
Szmes = qA" — A"+ |, tamis = AT

Agmys = 2¢A"™ 1 — 1,

Bududi da kada je m =n, za i = 3m + 1 imamo t; = 1, i da je to najmanji broj s
tim svojstvom, imamo ¢ (\/dn) =3n+ 1. n

U istom ¢lanku je pokazano i da za d,, = (A" —k)*— A", uz A = dak+1, vrijedi:
ako je ¢ > 1, onda je f(\/@) = 4n+ 2, dok ako je ¢ = 1, imamo E(\/dn) =4n —2.

Dani su i jo§ mnogi drugi primjeri:

d Dodatni uvjeti E(\/E)
(qA™ + k)? + A", A dgk + 1 2n +1
(qA™ — k)* + A", A=4qk —1 3n+1
(qA™ + k)? — A", A=4qk —1 3n +2
n 9 noA= q= dn — 2
(A" —k)* — A =4qk + 1 0> 1 An 4+ 2
(qA™ — k)? + 24", A =2qk + 1 4n + 2
(qA™ — k)2 + 24", A =2qk —1 0> 1 6+ 2
n 2 n _ N q = on
(qA™ + k)* —2A™, A=2qk —1 0> 1 6n -+ 4
q= 8n —4
(qA™ — k)2 — 2A", A =2qk + 1 q= 8n

q>2 8n +4
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Kada je d = (qA™ — k)? + 4A™, A = ¢k — 1 imamo:

q k n ((Vad)
q= k= n > 2 on —9
q= 2tk, k>3 n>2 5n—75
q= k= n=1(mod3), n>2 %
q= k= n#1l(mod3), n>2 1l(n—1)
q= 2|k, k>2 n=1(mod3), n>2 %_1)
q= 2|k, k>2 n# 1(mod3), n>2 11(n—17)
q= 2|k 6n — 2
q= 21k 11n—3
qg>2,21q 21k 5n —1
q= 2|k n =1 (mod 3) Hntl
q= 2|k n # 1 (mod 3) 11n +1
qg>3, 21q 2|k n =1 (mod 3) Hntl
q>3, 21q 2|k n # 1 (mod 3) 1In+5
2]q, qg>2 2|k 6n + 2
2| q, ¢g>2 21k 11n+5
Kada je d = (qA™ + k)? + 4A™, A = gk + 1 imamo:
q k n 6(\/3)
qg=1 k=1 n>2 6n —9
g=1 E>1, 21k n >4 dn —5
q= 2|k n = 1(mod 3) Ln-7
g=1 2|k n # 1 (mod 3) 10n — 3
2 q 2| k dn +2
q= 21k 10n + 1
2)q, q>2 21k 10n+5
21q, g>1 21k 6n — 1
21q, g>1 2|k n = 1(mod 3) %

21q, g>1 2|k n # 1 (mod 3) 10n+5
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Kada je d = (¢A™ + k)? — 4A™, A = ¢k — 1 imamo:

q k n E(\/c_l)
g=1 k=3 n>3 5(n —2)
g=1 21k, k>3 n > 2 5n — 6
g=1 k=2 n=1(mod3), n>2 Mzt
g=1 k=2 n#1(mod3), n>3 11n — 10
q= 2|k, k>2 n=1(mod3), n>2  Hol
g=1 2k, k>2 n# 1(mod3), n>2 1In—6
q= 2|k 6n
q= 21k 11n —2
qg>2,2|q 2|k 6n + 4
qg>2,2|q 21k 11n+6
q= 2|k n =1 (mod 3) Hn2
q=3 2|k n # 1 (mod 3) 11n +2
qg>3,21q 2|k n =1 (mod 3) Hntld
qg>3,21q 2|k n # 1 (mod 3) 11In+6
q=3 21k bn — 2
21q, g>2 21k 5n + 2

Kada je d = (¢A™ — k)? — 4A™, A = ¢k + 1 imamo:

q k n E(\/E)
qg=1 k= n>4 4dn — 6
g=1 21k, kE>1 n>2 4dn — 2
qg=1 k= n=1(mod3), n>4  4n—2
g=1 k= n# 1(mod 3), n >3 12n — 14
g=1 2|k, k>2 n=1(mod3), n>4 4n—2
g=1 2|k, k>2 n# 1(mod 3), n >3 12n — 6
q= 2|k 8n
q= 21k n>2 12n — 2
q=3 21k An — 2
q= 2k n =1 (mod 3) dn — 2
q= 2k n # 1 (mod 3) 12n — 2
g=14 2|k 8n
q= 21k 12n + 2
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qg>4,2q 2|k 8n+4
qg>4,2q 2tk 12n +6
qg>4,21q 2tk dn + 2
g>4,21q 2tk n =1 (mod 3) 4dn + 2
qg>4,21q 21k n # 1 (mod 3) 12n +6

Halter-Koch [11] je te primjere prosirio brojevima oblika

k>2 1lecqg>1, qfc,

(1K 2 k .
d=(lp"q + Ac)” +4up”q, gdje su Mp € {1}, peclt > 2, (5.2)
kada je d =1 (mod 4).
(A, 1) d=1 (mod 4) €(1+2\/E)
q=1 2k +1
(1,1) qg>1 4k + 2
lecq =1,k >4 4k — 6
g=1,1<2/lc>1,1ik>3akoje (l,c) =(1,2) 4k — 2
(—1,—-1) g=1,1>3 Ak +2
g>1,1<2 8k
q¢>1,1>3 8k + 4
lg =1 3k —2
I>1,qg=1 3k + 2
(1, =1) l=1.q>1 6k
I>1,qg>1 6k + 4
=1 3%k —3
I>1,qg=1 3k + 1
(=1.1) I=1,¢g>1 6k + 2
I>1,g>1 6k +4

Teorem 5.6. Neka je d = (IpFq+¢)> +4pfq=1 (mod 4), ¢ | ¢,p=cl + 1. Tada
je

6(1—1—\/3)_{ 2k+1, zaq=1,

2 4k +2,  zaq > 1.

Dokaz. d je oblika (5.2) uz u=A=1,d=1 (mod 4), a = %3. Tada imamo:

g+ ce+1, zal=1,
L\/EJ_{ rg+ec, zal>1,
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IpPg+c+1
so = to = 1, ap=-—""—".
2
Za 0 <1 <k — 1 dobijemo:
_ 1k k=i i
Soip1 = Ip g+ ¢, baiy1 =p° g, it = Ip',
S2i+2 = lpkq — C, t2i+2 = piJrl, A2itn = lpkfiflq7
i za ¢ = k imamo
c
sarp1 = Ip'q + ¢, tok+1 = @, a1 = Ip* + bJ

Ako je ¢ = 1 imamo to11 = 1, a ako je 1 < ¢ | ¢ imamo Sgr41 = Sopt2, pa slijedi
tvrdnja teorema. O

Teorem 5.7. Neka je d = (IpFq — ¢)?> —4pFq=1 (mod 4), ¢ | ¢,p = cl + 1. Tada
je

4k —6  zalcg=1,k > 4,
E(l—l-\/gi) 4k —2 zaq=1,1<2/lc>1, i k>3 ako je (I,¢c) = (1,2),

=< 4dk+2 zaq=1,1> 3,
8k zaq>1,1<2,
8k+4 zaqg>1,1>3.

Dokaz. d je oblika (5.2) uz u=A=—1,d=1 (mod 4), a = %3. Neka je k > 4
ako jelcq =1;1k > 3 ako je [ =1,c = 1. Tada imamo:

Ipbg—c—3, zal=1,
Vd| =4 Ipbg—c—2, zal=2,
Ipbq—c—1, zal>3,

Ipfqg—c—1
so=to=1, ay=-1"°"~
2
AkojelZ?)imamoaO:lpkq%fl,pastavimo5:2,i0:0,k;’:k:—1.
Akojeleimamoaozw,
ok _ Lk _
s1=2pq—c—2, ti=p'q—c—1, a =2,
sy = 2p"q — 3¢ — 2, ty = p, ay = 2p* g -2,

pa stavimo § = 0,ig =11

k/_ k_lv Zaq227
|l k-2, zag=1.
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Ako je [ = 1 imamo ag =

s1=p'q—c—4,
sy = p¥q —3c — 4,

2pFqg—c—3
2 )
tlzpkq—20—4, a, =1,
ty = p, as =p* g -3,

ako je joS ¢ > 2 stavimo 0 = 0,79 =11

k’—{ k—1, zaq>3,

k—2, zaq<2,

aakojec=1,paip=2,q=1ik>4

s3=2F—5,

84:2k—7,

ty =281 3 as = 2,
ty =4, ay =282 -2,

pa stavimo § = —2,i0 = 2, k' = k — 3.

Za iy < i < k' dobijemo:

ssi1+6 = lpFq —2p' — ¢,
Sais = Ipfq —2p" g — ¢,
S4it14s = Ipfq —2p" g +c,

S4it246 = IpFq —2p" + ¢,

tyips = pPq—p"lg—p =, au_145 =1,

tairs = P g, agivs = Ip' — 2,
tyities = " —p" g —p™ + ¢, Agit145 = 1,
taivors =P, Qgirars = g — 2.

Sada jos samo trebamo promotriti nekoliko razli¢itih slucajeva:

a) clg = 1. Imamo:

Sap—11 = 2871 — 1,
S4k—10 = 2F — 9,
Sah—g =28 — 7,
S4k—8 = 2F — 5,
Sah—7 =28 =1,

k
S4k—6 = 2" — 57

tap11 = 3-2"% =5, agr-11 = 1,

tak—10 = 4, agp10 =277 = 2,
tag—o =21 =3, Agp—9 = 2,

tak—s = 2, agps =281 =3,
tap-7=2"—6, agr—7 =1,

tag—6 = 1,

pa vidimo da je ¢ () = 4k — 6.

b) lg <2,p > 3. Imamo:

Sap—s = IpFq—2p" " —

Sqk—a4 = lpkq —2pg — ¢,

¢, ta-s=U"q—p"" —pg—c, am_s=1,

tag—a = g, Qgp_g = Ip" 1+ 1g — 4.

Kada d =1 (mod4) jelg = 11ili lg = 2,¢c =1 (mod 2) i kada ¢ | ¢ je

[=2,qg=1.



80 Vinko Petri¢evi¢ — Periodski verizni razlomci

b’) lg=1,p > 3. Imamo:

Sap3 =p" —3p—1, tag3 =p" —2p—2, aqp—3 = 1,

Sup_a =p" —p—3, tap—2 = 1.

b”) [ =2,q = 1. Imamo:

Sap—s = 2p" —2p+c, tu—s =p" —p+e, U4p—3 = 2,
Sar—2 = 2p" — 2p + 3¢, tap—2 = L.

¢) lg > 3. Imamo:
Sar—145 = Ip"q — 20" — ¢, tyorps =Wq—p" —q—c, an_145 =1,

C
Sarts = Ip"q —2q — ¢, takts = ¢, Qs = IpF — 2 — bJ-

Ako je ¢ = 1, imamo ty,s = 1, a ako je ¢ > 11 ¢ | ¢, iImamo Supys = Sarr1+6,
pa tvrdnja teorema slijedi i u ovom slucaju.

]

Teorem 5.8. Neka je d = (IpFq +¢)? —4pFq=1 (mod 4), q | ¢,p =cl — 1. Tada

je
3k—2 zalg=1,

€<1+v@>__ 3k+2 zal>1,q=1,

2 6k zal=1,q>1,

6k+4 zal>1,q>1.

Dokaz. d je oblika (5.2) uz p=1,A=—-1,d=1 (mod 4), a = %ﬁ. Imamo:

B IpPqg+c—1, zal>2,
L\/C_l”_{lpkq%—c—Q, zal=1,

IpFg+c—1
Soztozl, (Iozqu.

Ako je [ = 1 imamo
— ok — — k=
si=pq+p—1, ti =p, ap =p g,

pa stavimo 6 = —2,i5 = 1.
Ako je [ > 2 stavimo iy = § = 0.
U oba slucaja stavimo

W k—2, zalg=1,
|l k=1, zalg>1,
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pa za ig < i < k' dobijemo:

ssiv1s = g —2p" + ¢, tsivirs = WP — " g —p' + ¢, asipigs =1,
ssivars = Ip"q — 20" g+ ¢, tsinars = 1", aziyo4s = Ip' — 1.
S3i+3+5 = lpkq — ¢, t3i1345 = p"“, Asiy3rs = lpk—i—l

Sada jos samo trebamo promotriti dva razli¢ita slucaja:

a) lg = 1. Imamo:

Ssa=p" =20+ p+ 1, tma=p" - 1 ama=1,
a3 =p" —p+1, t3k—3 = p, asp_3 = p" 1,

ssho =p" +p—1, t3r—2 = 1.
b) lg > 1. Imamo:

Sart14s = Ip"q — 2" + ¢, l3kt146 = g —p" —q+ec azgs1+6 = 1,

Sakiors = Ip"q —2q+ ¢, taiois = q.

Kada je ¢ = 1, imamo t3; 4015 = 1, a kada je 1 < ¢ | ¢, imamo agxi246 =
ph—2+ o, ba dobijemo s3pi245 = S3k4346-

O

Teorem 5.9. Neka je d = (Ip*q —¢)?> —4pfq =1 (mod 4), q | ¢,p =cl — 1. Tada
je
3k—3 zalg=1,
€1+vﬂ ) Bk+1 zal>1,q=1,
2 ) 6k+2 zal=1,q9>1,
6k+4 zal>1,q>1.

Dokaz. d je oblika (5.2) uz p=—1,A=1,d=1 (mod 4), a = 4 Tmamo:

Ipbg—c+2, zal=1,
L\/EJ ={ Wrqg—c+1, zal=2,
Ipbq—c, zal>3,

Soztozl.

. : kg—ct3 -
AkOJelzllmamoa():’%cﬂl

s1=p'q—c+2, t =p, a; =p"lg—1,

q— 1.
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pa stavimo 6 = —2,iy = 1.

. . kg4l - . .
Ako je [ > 2 imamo ag = MTCH i stavimo ig = d = 0.

U oba slucaja stavimo

o k—2, zalg=1,
| k=1, =zalg>1,

pa za ig < i < k’ dobijemo:

k k—i
S3it1+6 = Ip"q — ¢, t3iv146 =P Q,

aziti+s = Ip" — 1,

ssivers = Wa — 29" g + ¢, taisars = 'q —p" g -+ e,
asiyot+s = 1,
. _lk_2i+1 Fo i
S3i+34+6 = P ¢ P+, sivaes =P,

zivars = Ip" g — 1.

Sada jo§ samo trebamo promotriti dva slucaja:
a) lg = 1. Imamo:
ss—a =p" —p—1, lsk—a =D, agr—s =p" " =1,

Sap_3 =p" —p+1, tagp—3 = 1.

b) lg > 1. Imamo:

K
S3kt146 = IP"q — ¢, L3k4145 = q-

Kada je ¢ = 1, imamo t3;4146 = 1, a kada je 1 < ¢ | ¢, imamo asg1145 =
k s _
Ip" — fp pa dobijemo S3j1 145 = S3p42+6-

O

U istom ¢lanku je dao primjere kada je u (5.2) d =0 (mod 4), tj. c=1g =0
(mod 2), odnosno uz d’' = 4:

k>2 lc,g>1, 7€ {l,2}, 7q] 2,

Ape{xl}, p=2Ze+iu>2 (53)

d = (Ip*q+Xe)* +Tup®q, gdje su
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(A, ) f(ﬁ)
Tq=1 2k+1
(1,1) Tq > 1 4k + 2
lgr =1 4k — 2
Tq=1,1>1 4k + 2
(—1,-1) lg=1,7=2 8k — 4
T=1=2 8k
[l>1,7¢q>1 8k +4
Tqg=1 3k +2
(1,-1) l=17=2 6k
Tq > 1,(7,1) # (2,1) 6k + 4
Tq=1 3k+1
(—1,1) l=1,7=2 6k — 2
Tq>1,(1,1) #(2,1) 6k + 2

Teorem 5.10. Neka je d = 4d' i d' = (Ip*q + ¢)* + 4mpFq, 7q | 2¢,p = 2cl + 1.

Tada je
A ={ s Ly
Dokaz. d je oblika (5.3) uz p = A = 1, a = V/d'. Tada imamo:
so =0, to =1, aozslzL\/EJ:lpkq—kc.

Za 0 <1 <k —1 dobijemo:

—i 2 %
S9ip1 = Ipfg + ¢, toi1 = 1", A2i+1 = ;lp ,

Soia = IpFq — ¢, toire =p' agive = 2lp" g,

1 za i = k imamo

k 2 & 2c
Sopt1 = Ip"q + ¢, lok+1 = T4, A2k+1 = ;lp + {—J

Tq

Ako je 7q¢ = 1, imamo tor 1 = 1, a ako je 1 < 7¢ | 2¢, imamo Soiy1 = Sopt2, Pa

slijedi tvrdnja teorema.

]
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Teorem 5.11. Neka jed = 4d' i d' = (Ip*q—c)* —1p*q, 7q | 2¢,p = écl—i—l. Tada
je
4k —2  zalgr =1
4k +2 zaTqg=1,1>1
E(\/J): 8k—4 zalg=1,71=2
8k zaT=1=2
8k+4 zal>T1,7q> 1.

Dokaz. d' je oblika (5.3) uz p = A = —1, a = v/d'. Tada imamo:

80:0, t():l,

ph¢g—c—2 zaT=21=1,
@ =51 = [\/EJ :{ IpFg—c—1 inace.

Ako je 7 = 2,1 = 1 imamo:

t, = 2pFq — 4c — 4, a; =1,
s2 = p'q — 3¢ -2, ty = p, ay = 2p* g - 3.
Ako je 7 = [ imamo:
ty = lpfqg —2¢—1, a; =2,
so = Ipfqg —3c —1, ty = p, as = 2lp*F g — 2.

Ako je 7 > [ stavimo d = 0,7 = 1 i

W k—1, zalg>1,
|l k-2, zalg=1.

Ako je 7 < [l stavimo d =2,ip =0i k' =k — 1.
U svakom od slucajeva za ig < i < k' dobijemo:

S4i—1+45 = lpkq - pi —C, tai146 = ZZPkC] - Tpkfiq - pi — 2c,
Agi—145 = 1,
suirs = g — " g — ¢, taivs = "',
20,
Qgiys = —p" — 2,
-
suivies = g — P g + e, tir14s = 2Ip"q — 7P 'q — T+ 2,

Agip146 = 1,
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Ssivars = IFq — p™ + ¢, tairors = pth,
Quiars = 2lp" g — 2.
Sada jos samo trebamo promotriti dva slucaja:
a) lg = 1. Imamo:
su—s =p" —p" ' —¢ tap—s = 2p" —p" " —7p—2¢,
agp—5 = 1,
si-a=p" —7p—c, lag—a = TP,
2,
A4k—a4 = —pk b 2,
T
si-s =p" — TP+, ta—s = p" — TP + 2,
g3 = 2,
Sar—2 = p* —Tp+ 3, lag—2 =T.

Ako je 7 = 1, imamo t4;_» = 1, a ako je 7 = 2, imamo asy_o = pF —p+c—1,
pa dobijemo s4;_2 = S4p_1.

b) lg > 1. Imamo:
S4k—146 = lpkq - Pk — ¢, tap—146 = QZqu - Pk —Tq—2¢, Q4p—145 = 1,
Sakts = Ip"q — Tq — ¢, tags = 74.

Ako je 7¢ = 1, imamo ty4s = 1, a ako je 1 < 7q | 2¢, imamo agys =

2,k 2c . _
P 2 2 - 7 P2 dobijemo Suris = Sartst1-

O

Kasnije je Williams [50| tu klasu prosirio brojevima oblika:

k by 2
d = <% (qw” + —M(a i ))> — o?pXa’r,
q

gdje je u, A = {—=1,1}, qr | a* + X\, ged(n, k) =1, n >k > 1i

k
+ A
1 ako 2 | qra"+M,
o= q
k
+ A
2 ako 2J(qm"+M.
q

Takvih primjera je puno, a npr. u [9] je pokazano da:
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Teorem 5.12. Za d,, = (12- 9" + 1)* + 6 - 9" wrijedi { (v/d,,) = 4n + 6.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi:

ap=12-9"+1
Sopgr = 12-9"+ 1, topp1 =6-9""  agp =4- 9%, zak=01,...,n,
Sop = 12-9" — 1, tg, = 9, Qg =24-9"%  zak=1,2,...,n

Buduéi je (12-9"+2)? > d,,, imamo ag = [v/d,] = 12-9" + 1. Postupak (1.12)
daje

81:12'9n—|—1, t1:6'9n, CL1:4.

Dokazimo tvrdnju indukcijom. Lako se provjeri da vrijedi za k = 0, pa pret-
postavimo da vrijedi za 0,1,2,...,k — 1, gdje je k < n. Tada

Sok = Goportop—1 — Sze—1 = (4- 91 (6-9"F) —(12-9" + 1) =12-9" — 1,
dTL - S%k_l 54 * 9n

2 lok—1 6 - gn—k+l 7
Sok + CL()J 24 - 9" _k

— — =24.9"
a2k \\ tQk 9k )

Soppr = (24-9"7F).9F —(12.9" — 1) =12-9" +1,

6-9"
24-9" +2
A2k+1 LWJ =4 9k7

sto dokazuje tvrdnju.
Nadalje, imamo

24 . 9™
Sonp2 = 129" =1, topyn = 9", dgpyn = LWJ =2
_ n+1 n _ n
Sonts = 2-9 —(12-9"-1)=6-9"+1,
dn—sgnJrg 18-9™"(6-9"+1) n
fants = tont2 N gn+1 =2(6-9" +1),
. FS 9"+ 2J _1

Sonia = 2(6-9"+1)—(6-9"+1)=6-9"+1,
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18- 97(6- 9" + 1)

ton = 9"t
2ntd 2(6-97 + 1) ’
18-9" + 2
QA2n+4 {WJ =2.

Budu¢i da imamo So,13 = Sont4, po Napomeni 1.35 imamo ¢ (\/dn) =2(2n+3) =
4n + 6. O O

Napomena 5.13. Mikusiriski [23] je pokazao da ako je d € N,d # O, za koji

vrijedi £(v/d) < 2, tada su sve Newtonove aproksimacije R, = %(‘Z—Z + %) kon-

vergente od \d. Ako je R, konvergenta od \/d, tada kaZemo da je R, dobra
aproksimacija. Neka b(d) oznacava broj dobrih aproksimacija medu brojevima R,
zan=0,1,... ,E(\/E) — 1. U [9] smo pokazali da broj b(d) moZe biti proizvoljno
velitk. Nadalje, konstruirali smo nekoliko nizova koji pokazuju da za svaki b € N

1
postoji d € N takav da je b(d) = b i b(d) > 5" ¢(Vd). Specijalno, za niz iz Teo-
rema 5.12 smo pokazali da vrijedi b(d,) = 2n + 4, te tako dokazali smo da svaki

1
parni broj b € N postoji d,, takav da vrijedi b(d) > 3 E(\/E)

5.3 Creepers = Kreepers?

lako se o sleepersima puno zna (ve¢ je Schnitzel dao nuzan i dovoljan uvjet da
bi neki niz brojeva bio sleeper), o creepersima se malo zna. Kaplanski je familije
kakve smo susretali u prethodnih poglavljima (eksponencijalna funkcija polinoma)
nazvao creepers. Kod njih je uglavnom duljina perioda jedna od nekoliko linearnih
funkcija, koje ovise o ostatku pri djeljenju broja n s nekim modulom.

Kaplansky je nizove brojeva (d,) za koje vrijedi:

o d, = A% + Ba" + C?, gdjesu A, B,C € Q, n € N,
o ((\d,) =an+b, gdjesua,beQ,

e u palindromnom dijelu razvoja imamo parcijalni kvocijent reda veli¢ine x9,
gdje je g fiksan i neovisan o n,

nazvao kreepers. Smatrao je da je creepers=kreepers. OCcito je svaki kreepers
ujedno i creepers. Patterson [31] je nedavno dokazao da se svaki kreeper D,, moze
zapisati u obliku:

d’D,, = ((qm” + (mz%a® — lyZ)/Q)2 + 4rly2x”> ,
gdje su r, [, m kvadratnoslobodni, ¢ i r pozitivni, i vrijedi:

nzd(rq, lymzz) =1, nzd(ly,mz) =1, rly*mz*|d*D,.
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U novije se vrijeme pokazalo [13| da postoje creepersi koji nisu kreepersi, na
primjer,
dn — (ZL‘QTH—Q +:L_n+2 _{_xn _ 1)2 _|_4:L,n

U [32] su Patterson i van der Poorten pokazali da za
dy=(2-22" 42"+ 1) +4.2"

vrijedi
€(1+\/dn> B {4n+1, za n paran,

2 8 +2, za m neparan,

a da dani niz nije kreeper.



Poglavlje 6

Brojevi s velikom duljinom perioda 1
malim parcijalnim kvocijentima
(beepers)

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da postoje nizovi brojeva s velikom dulji-
nom perioda. U svim tim primjerima su se pojavljivali veliki parcijalni kvoci-
jenti a;. Medutim, postoje i nizovi kod kojih su skoro svi parcijalni kvocijenti
mali, a duljina perioda ipak tezi u beskona¢nost. Takve su nizove prvi otkrili
K.S. Williams i Buck [52]. Oni su ih upotrijebili u druge svrhe, i nisu ni primjetili
da su otkrili nesto novo. Kasnije se pokazalo se da su to vazni primjeri, jer je
kod njih fundamentalno rjesenje pripadne Pellovske jednadzbe relativno malo, pa
je i fundamentalna jedinica pripadnog kvadratnog polja relativno mala. Tocnije,
vrijedi: R(d) = O(Ind).

Primjer 6.1. Neka je d(n) = (2Fgni1 + 1)* + 8Fy, + 4, n > 1, gdje je F,, n-ti
Fibonaccijev broj (Fy =0,Fy =1, F,,0 = F,.1 + F,,). Tada je

Nadalje:
| S ti a;
0 1 2 F6n+1 + 1
L,...,6n 1+ 2Fsnq1 —4F 1 Fon—iva 2+ 4F Fon—it1 1
6n + 1 2F6n+1 + 1 2 2F6n+1 -+ 1

Kasnije je van der Poorten [34] te rezultate poop¢io, pa su u ¢ast izazovu koji
je rijesio, za koji je zasluzio pivo, nazvani beepers. Kasnije su te rezultate poopéili i
Mollin [25], Cheng [26], Goddard |27, 28] i mnogi drugi. Konstrukcije se uglavnom

89
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svode na to da pocevsi od proizvoljno odabranog broja d konstruramo niz D;, kod
kojeg razvoj u verizni razlomak svakog elementa ima k£ ponavljanja perioda razvoja
od Vd. Madden je u [20] (koriste¢i donjetrokutaste matrice) konstruirao nizove
brojeva kod kojih sli¢nu stvar dobijemo, samo kombinirajuéi vise razli¢itih d-ova.

6.1 Konstruiranje beepersa

Promotrimo prvo jedan primjer:

Primjer 6.2. Za d = 14 wvrijedi vd = [3,1,2,1,6] = [ag, a1, as, as, 2ay |, duljina
perioda je parna (¢ =4). Oznacimo fundamentalno rieSenje jednadzbe

r? — 14y% = 1, (6.1)

to jest, (ps,q3) = (15,4), sa (By, Ay). Po Teoremu 4.14 (ii), za polinom Di(n) =
Ain? 4+ 2Bin + d = 16n? 4+ 30n + 14 vrijedi:

Di(n) =[Ain + ag,a1,...,a3,2(An+ag)] =[4n+3,1,2,1,8n + 6].

Na taj nacin smo dobili niz brojeva u kojem svi ¢lanovi imaju isti palindromni dio,
i konstantnu duljinu perioda €.

Pogledagno sljedece riesenje jednadzbe (6.1), ono koje se dobije iz konvergenti na
kraju drugog perioda razvoja broja \d, t. 1;_; =[3, 1,2,1,6, 1,2,1]. (Bg, Ag) =
(p7,q7) = (449,120). Primijenimo li ponovo konstrukciju iz Teorema 4.14 (i), za

polinom Dy(n) = A3n® + 2Byn + d = 14400n? + 898n + 14 vrijedi:

D2(TL> = [Agn + ap, Ay, ... 7&3,2&0, ay, ... ,CL3,2(A27?,+ (lo)]
= [120n+3,1,2,1,6, 1,2,1,240n + 6.

Na taj nacin smo dobili niz brojeva koji imaju isti palindromni dio, i duljinu perioda
20.

Postupak mozZemo nastaviti s tre¢im rjesenjem jednadzbe (6.1); (Bs, As) =
(p11,q11) = (3596,13455), dobili bi niz brojeva Ds(n) kojem je duljina perioda
30. Pa s cetvrtim, 1 tako dalje.

Opcenito E( Dk(n)) = k:ﬁ(\/a) Fiksiramo li n, na taj nacin smo konstruirali
niz brojeva kojem duljina razvoja u verizni razlomak teZi u beskonacnost, kada
k — oo.

Mollin, Cheng i Goddard [27] su prosirili rezultate iz Primjera 4.6 i iz Teo-
rema 4.14 (Mc Lauglin [16]) te dobili sljede¢i rezultat:

Teorem 6.3. Neka je d € N, d # O, takav da mu je duljina perioda ¢ parna,
Vd = [ag, a1, a1, a7 ) i neka je (B, A) fundamentalno rjesenje jednadzbe

2 —dy? = 1.
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Neka su
By + AVd = (B + AVd)*

sva ostala njezina rjeSenja. Definirajmo:
Di(n) = Ain? +2Byn + d.

Tada je zan > 0,k > 1

Di(n) =[Ag -n+ap,a1,...,a0 ...... al,...,aé,al,...,ag_l,Q(Ak-n—l—ao)],

to jest

0(v/Di(n)) = k- £(Vd).
Dokaz. Isto kao kod Teorema 4.14. O

Primjer 6.4. Viatimo se Primjeru 4.19. Uzmimo d = 216, Vd = [14,1,2,3,2,1,28],
{ =6. Rjesenja jednadzbe

B? —216A4%=1
SU
By, + A;V/216 = (485 + 33v/216)".
Stoga za

Di(n) = Ain® + 2Byn +d

imamo 6( Dk(n)) = 6k, za k,n € N. Za k =1 dobijemo niz iz Primjera 4.19, a
za npr. k=3 imamo:

Bs + A3v/216 = (485 + 33v/216) = 456 335045 + 31049 667+/216,

pa za
D3(n) = 31049 667°n” + 2 - 456 335 045n + 216

mamo:

VDs(n) =[As-n+14,1,2,3,2,1,28, 1,2,3,2,1,28, 1,2,3,2,1, 2(A5-n+ 14)].

Analogno kao i kod Korolara 4.18, dobije se:

Korolar 6.5. Neka je d € N,d # 0O, te neka je \V/d = [ag, a1, -, ar_1, 200 ],
(B, A) = (pr, 1), te neka je

By, + AyVd = (B + AVd)".

Definirajmo:
Dy(n) = Ain® +2Byn + d.



92 Vinko Petri¢evi¢ — Periodski verizni razlomci

Tada je zan > 0,k > 1

Dy(n) = [Ak-n—{—ao,gl,...,ag ...... al,...,aé,al,...,ag_l,Q(Ak-n+a0)},

to jest

0(v/Dy(n)) = k- £(Vd).

Postoje i brojne druge slicne konstrukcije ovakvih primjera. Buduéi da su
dokazi uglavnom jako sli¢ni, navesti ¢emo samo rezultate i gdje se mogu nadi.
Uvedimo prvo neke oznake. Za Vid = [ag, a1, ,ap—1,2ag ] definirajmo:

Wi :gl,...,ag, A1y ooy Qpy oov oo y al,...,aé, Ary ... Qp_q,

Ako je ¢ paran, stavimo

é
Vg :gl,...,ag, A1y...,Qpy oo o .. y al,...,aé, A1,y p/2—-1,
Vv
k puta
<_
Vi = Qpja—1y -+, Q15 Agy ooy A1y Qpy v oo 3 A1y v o N ag,...,a]),
vV
k puta

Teorem 6.6. Neka je d € N;d # O, k,n € N, i neka je (B, A) fundamentalno
riesenje jednadzbe x* — dy* = 1. Za svaki k € N definirajmo:

By, + ApVd = (B + AVd)*,

Neka je

Tada je fundamentalno rjesenje jednadzbe

X2 -~ Dp(n)Y? =1

jednako
(X,Y) = ((Bx — 1)(Azn+ 1) + 1, Ain + Ap)
120
aog(k,n) = (Br — 1)Agxn + ag
mamo:

a) ako je ¢ neparan i k paran, tada d | (By — 1) i:

2(Br—1)Ax
d

Dk(”) = [GO(lﬁn)?wkflaaO’ 2 n7a07wk7172a0(kan)]7

((v/Dy(n)) = 2kl + 2,
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b) ako sul ik oba neparni, tada je

Di(n) = [ao(k,n), wr_1,2a0(k,n)] i ((\/Dy(n)) = k¢,

c) ako je ¢ paran, tada vrijedi jedno od sljedeceg:

i) ako je k=2m+1,m >01i(/2 > 1 neparan, tada tyy | (By — 1) i

Dk(n) = [GO(kJ n)7 U_>m7 %n + Qy/2, m; 2@0(1{?, n) ]7

i) ako je k =2m +1,m >0 i (/2 > 1 neparan, tada tys | (B — 1) i:

Dk(n) - [CL()(I{?, TL), U_>m7 %TL + Qg/2, mu 2@0(1{}, n) ]7

((v/Di(n)) = ke,

i) ako je k = 2m 4+ 1,m > 0 4 £/2 > 1 paran, i az paran, tada d |
tZ/Q(Bk — 1) ’L

2 Br—1)A
Dk(n) - [CL[)(]C,TL),QZ, a[%’ %)kn’ a[%?m? 2a0(k, n) ]7

iii) ako je k =2m,m € N, tada d | (B — 1) i:

2(Br—1)A

Dk(n) = [Go(kan)awmfh@o, d kn:a0>wmfl>2&0(k7n)]a

((/Di(n)) =kl + 2.
Dokaz. Pogledati [25]. O

Mollin [25] je sli¢an rezultat pokazao i za niz:
Di(n) = (B +1)*Ain? + 2(By + 1)*n + d.

Uocimo sli¢nost s rezultatima iz [16], navedenim na kraju Poglavlja 4.1.

Postoje i brojni drugi primjeri, a za kraj ovoga poglavlja pokazimo kako kreirati

beepers oblika %3.
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Teorem 6.7. Neka je d € Nyd =5 (mod 8). Neka je (A', B') najmange pozitivno
rjesenje jednadzbe x* —dy? = 4 u neparnim brojevima. Stavimo A = 2A’ i B = 2B’
i za svaki k € N definiragmo

(B+AVd)*: 1+Vd
451 ' 2

By + AWd = = [ao,ay,...,a51,2a0 — 1],
te wy kao i ranije.
Za
Dy(n) = Ain® + 2Byn + d,

A2n+ B, A
fundamentalno rjesenje jednadzbe X?*—Dy(n)Y? = 4 je (X,Y) = (k—k —k> :

2 "2
Drugim rijecima,

Za ap(k,n) = Tkn + ag imamo:

a) ako je ¢ neparan

H— 'QDk(n) = lag(k,n), wo_1,2a0(k,n) — 1] K(H— ‘QDk(n)) = 2kt,

b) ako je { paran

1+ vDuln) VQD’“(”) —ag(k,n), w1 2a0(kon) —1] £<1+— VQD’“(”)) ke

Dokaz. Pogledati [26]. O



Poglavlje 7

Poboljsanje gornje ograde za duljinu
perioda

Vise matematic¢ara je poboljsalo rezultate iz §1.7. Stanton, Sudler i Williams|45]
su dokazali da vrijedi £(Vd) < 0.72v/dInd, a Cohn [4] je dokazao da je £(v/d) <

#\/Elnd + (’)(\/3) ~ 0.35vdInd + O(\/E) U ovom poglavlju ¢emo dokazati
Cohnov teorem. Na kraju ¢emo spomenuti vezu Riemannove slutnje i duljine
perioda, jer ako je ona istinita, vrijedi E(\/E) = O(\/Eln In d). Uvedimo prvo neke

oznake.

7.1 Aritmeticke funkcije

Definicija 7.1. Za funkciju f kaZemo da je multiplikativna ako za svaki m,n €
N,nzd(m,n) = 1 vrijedi f(m -n) = f(m)- f(n).

Uotimo da ako je f(n) multiplikativna funkcija, tada je i g(n) = >_,, f(d)
takoder multiplikativna, jer imamo:

glmn) =" " f(dd) =" " fd)f(d)= | D _f@) | | D F@) | =g(m)gn).

dlm d'|n dlm d'|n dlm d'In

Sa w(n) ¢emo oznacavati broj razli¢itih prostih djelitelja broja n. Sa 7(n) ¢emo
oznacavati broj djelitelja od n. Uoc¢imo da vrijedi

T(pps? . i) = [ (i + D).

Propozicija 7.2. i) Z % =Inz+ O(1),

95
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i) ZT(kJ) =zlnz + O(z).

k<z
Dokaz. 1
/ /Lledt<Zl<1+/x1dt
Lot Tk ot
to jest
1
In|z] < E<1—|—lnx,
k<z
odnosno )
= Inz 4+ O(1)
k<z

Sa p(n) ¢emo oznacavati Mobiusovu funkciju definiranu sa

(n) 0, ako m nije kvadratno slobodan,
n)=
a (—=1)*, ako jen = pips...px, gdje su p; razliciti prosti brojevi.

Ocito je funkcija ¢ multiplikativna, pa je i funkcija v(n) = >, pu(d) takoder
multiplikativna. To znadi da je v(1) =1, dok jezan > 1
v(n) =v(py'py® - pp") = v(pt v(pe®) - v(py")
= (1) + plpr) + p(p) + -+ p(p)) -
(1) + plpe) + plpi) + -+ plog))
=1-140+---40)---(1-140+---40)
= 0.

Lema 7.3. 1) i 1
2= g
— k 6
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8

2)

(7.1)

Dokaz. 1) Pokazimo najprije da za svaki n € N vrijedi

& o kT n(2n — 1)
Z ctg = .
— 2n+1 3

Iz de Moivreove formule slijedi da je

cosma + isinma = sin™ a(ctg o + )"

pa je
sin(2n + 1)a = sin®" ! a - F(ctg?® a),
gdje je
2 1 2 1
F(z) = nt " — n " (D)
1 3
Ako je a = 575 +1’ onda je F(ctg?a) = 0, pa vidimo da su ctg? 2:_’;1, k=1,...,n

upravo korijeni polinoma F. Po Viéteovim formulama je sada
S gt 7 () _ofzn=)
cte = 2nty -
= 2n+1  (*"7) 3

Izsina < a < tga slijedi ctg? a < 2 < 1+ctg? . Uvrstimo li ovdje oo =
i sumiramo, dobivamo

km
2n+1

n2n —1) <= (2n+1)2 n(2n — 1)
B T D e
k=1

Odavde je
2 on?—n Z 7r2 2n? + 2n
3 4An2 tdn+1 k;2 3 4An2+4n+1’

kad dobi ozl ”2
a kada n — oo dobivam — =
P 26

k=1

2) Pomnozimo izraz sa (7.1) sa Y .- &. Dobivamo:

=k =1 =1 = v(im

n=1

Prema tome, imamo
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Uo¢imo da su 2¢™ i 7(n) takoder multiplikativne funkcije.
Lema 7.4. Za svaki N € N vrijed:
” N
2 (N) — ZT <ﬁ) ,U(/C)
k2N

Dokaz. Ako je N prost broj ili potencija prostog broja, rezultat se odmah vidi.
Za ostale brojeve dokazimo indukcijom po broju razli¢itih prostih faktora od N.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve s najvise m prostih faktora, te
neka je N = pg°pi* - - p&m = py° - n. Zbog multiplikativnosti od 2¢, 7 i y imamo:

w w(ps w(n paO ; n )
200 = 262200 = 5 (B ) S0 ()

|pg° 7
Py° n N . Po°n .
= () 7 (5 ) wtomti) = 7 (%) i
2[pg° [pg°
ln 7ln
N
= T <ﬁ> (k).
k2N

Lema 7.5. Kada x — oo vrijedi:

1) S(z) o Z2w(x) =c-zlnzx + O(x),

1<N<z
def w(x) 2
2) Sy(x) = 22 :§c-xlnx+(9(x),
1I<N<z
2|N

e 1
3) Si(z) ¥ Z 2+(@) — 3¢ rlnz + O(z),

1I<N<z
2UN

4) Su(x) o Z 2+(@) — %c ~xlnz + O(z),

1<N<Zz
4N

5) Ss(r) Y 240 = éc Iz + O(x),

1<N<Zz
8|N
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6) Sie(x dEfZT”: :—c zlnx + O(x),

1<N<Zz
16|N

. 6
gdjejec:F

Dokaz. 1)

= > BT S S

1<N<z 1<N<z g2|N

=3 D rG)ulk)

I<k<yz 1<j<3

=> (k) > ()

1<k<yz  1<j<z/k?

-5 (g o(3)

1<k<Va

zp(k)Inx (Lema 7.3) 6
:Z—2+O(az) —h zlnz + O(x)
1<k<y/x

=c-zlnz+ O(x).

2) _ Z 2w(N) _ Z 20)(2.%]\7)

1<N<2z 1§%N§x

2|N
— E 2w(2%N) 4 E 2w(2%N)
1<iN<z 1<iN<z

2iN 211N
_ 2 20.)(%) + E 21+w(%)
1<3N<z 1<iIN<z

21iN AN

= Sa(x) + 255(z),
pa je Sy(2x) + Sa(x) = 252(x) + 254 (z) = 25(x).

Pokazimo sada indukcijom da vrijedi

o0

Z DS (e -277).

=1
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Tvrdnja je ocito istinita za x = 1 jer obje strane iS¢ezavaju. Pretpostavimo
da je istinita za x < x¢, pa za x < 2xy imamo:

Sy(x) = 25(32) — Sa(5),

a to je ponovo izraz trazenog oblika, pa je indukcija pokazana.

Bududéi da za y < 1 vrijedi S(y) = 0, imamo

Sa(x) =2 (1) 'S(x-27"),

gdje je
In 2

1S(y) — cylny| < Cy,

Sada je po 1)

za neku konstantu C' i sve y > 1, pa imamo

k k
r . T x
So(x) — 2 E —17"‘1—1—<QO§ — <20
2(1’) C T:1( ) 2,',. n 21” ril 21” x’
odnosno
k " k r
Sa(x) — 2¢ Tg_l(—l)r_ly Inz| <2Cz + 2cxln?2 ;_1 o < Cix.

Naposlijetku imamo

N |—=

: 1L 1 1 — (=L)k
Z(—l)r— ylnxzixlnx-%

= %azlnx(l + O(x_1)>

N |—=

r=1

1
= ga;lna; +O(Inz),

pa slijedi tvrdnja.

3) Lako se vidi, bududi je Si(x) = S(z) — Sa(z).
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/) Slijedi bududi je

Sy(x) =Y 2% = 52@-

1<iN<Z

23N

5) i 6) slijedi slicno jer je Sg(z) = S4(5) i Sis(x) = Ss(3)-

7.2 Pellovska jednadzba
Definicija 7.6. Jednadzba oblika
z? — dy* = N, (7.2)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N cijeli broj razlicit od nule,
naziva se pellovska jednadzba.

U §2.1 smo vidjeli neke specijalne jednadzbe ovoga tipa, a ovdje ¢e nam pomoci
neki rezultati vezani uz broj rjesenja takvih jednadzbi. Ona ne mora imati rjesenja.
No, ukoliko ima barem jedno rjesenje, onda ih ima beskona¢no mnogo. Oznac¢imo
sa € = u 4+ vV/d rjeSenje jednadzbe 22 — dy? = 1. Ako za dani N postoji rjeSenje
jednadzbe (7.2) (zapidimo ga sa xy + yoV/d), tada su rjeSenja i £(zo + yoV/d)e, i
taj skup zovemo klasa rjesenja. Dana jednadzba moze imati vise klasa rjesenja, ali
je dobro znano da je broj klasa konacan. U jednoj klasi nzd(z,y) je konstantan,
a ako je jednak 1 kazemo da je klasa primitivna. Broj primitivnih klasa ¢emo
oznacavati sa f(N;d). Lako se vidi da ako je zo 4 y0v/d rjeSenje jednadzbe (7.2)
koje nije primitivno, tj. ako je nzd(xg,y0) = g, onda je oo+ %0\/3 primitivno
rjeSenje jednadzbe z2 — dy? = %.

Za dva rjesenja kazemo da su asocirana ako pripadaju istoj klasi. Nije tesko
vidjeti da su dva rjeSenja x1 + 11V d i 25 + y2V/d asocirana ako i samo ako vrijedi:

r1xy = dy1ys  (mod N), T1Ye = Toy;  (mod N).

Lema 7.7. Ako je x +y\/d primitivno rjeienje jednadzbe (7.2), onda postoji cijeli
broj k, |k| < @, sa svojstvom

xo = kyo (mod N),
k*=d (mod N).

U tom slucaju kazemo da rjeienje x + y\/d pripada broju k.
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Dokaz. Buduéi da su x i y relativno prosti, to sui yy i IV takoder relativno prosti.
Stoga postoji k € Z takav da je ky = xy (mod N). Broj k mozemo izabrati iz
bilo kojeg potpunog sustava ostataka modulo N, a tako i iz onog s najmanjim
ostatcima po asolutnoj vrijednosti, koji sadrzi ostatke koji su < % Nadalje,

v —dy* = (k* —d)y* =0 (mod N),
paje k* =d (mod N). O

Lema 7.8. Dva primitivna rjeSenja jednadzbe (7.2) su asocirana ako i samo ako
pripadaju istom broju.

Dokaz. Neka su 21 +1y1Vd i 2o +12V/d dva primitivna asocirana rjeSenja jednadzbe
(7.2). Tada postoji rjesenje u + vv/d jednadzbe z? — dy® = 1 tako da je

To = T1U + dy1v, Y2 = T10 + Yju.
Ako z1 + y1V/d pripada broju k, onda vrijedi
Yok = 10k + yruk = Yok + 2u = dyyv + ru = x5 (mod N),

pa i s + y2\/d pripada broju k.
Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da rjeSenja x; + yl\/a ixy+ yQ\/E pri-
padaju istom broju k. Tada je

T179 = K190 = dyiys (mod N) i T1y2 = ky1ys = 122 (mod N),
pa su rjeSenja asocirana. L]

Lema 7.9. Za proizvoljan N € Z vrijedi
f(N:d) < Qw(INI)7

a ako 2 || N vrijedi
F(N:d) < 240ND1,

Dokaz. Uo¢imo da je dovoljno tvrdnju dokazati uz pretpostavku da je nzd (N, d)
kvadratno slobodan. Naime, ako je nzd(N,d) = kiky (ko kvadratno slobodan),
2?2 —dy?* = Ninzd(z,y) = 1, tada ki |z. Sada za v, = k’i’ Ny = %idl = %Vrijedi
1

2?2 —dy* = Ny inzd(zy,y) = 1. Vidimo da je u drugoj jednadibilnzd(Nl, clll) = ko
kvadratno slobodan, pa ukupan broj primitivnih klasa pocetne jednadzbe nije veéi
od 2¢(Ni) < 9w(IND gpéenito, ni od 2¢(ND=1 < 2«(IND=1 3ko 2 || N, buduéi da tada
2 || Ny. Stoga pretpostavimo da je nzd(N, d) kvadratno slobodan.

Po Lemi 7.8, broj klasa je manji ili jednak broju moguéih k-ova, tj. broju
rjeSenja kongruencije 22 = d (mod N). Neka je N = p?lpgg---pz&N)). Po
Kineskom teoremu o ostatcima, ukupan broj rjeSenja jednak je umnosku broja
rjeSenja jednadzbi 22 = d (mod p*). Stoga promotrimo te kongruencije.
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i) Ako p; | d, tada p; | . Buduéi da p; {1 y (jer je klasa primitivna) i p? { d (jer bi
u protivnom bilo i p? | N) slijedi p? 1 dy*. Pajea; =1izy™!' =0 (mod pf),
tj. imamo samo jedno rjeSenje,

ii) ako p; 1 d, tada p; ne dijeli ni « ni y (jer bi u protivnom morao dijeliti oba,
pa klasa ne bi bila primitivna). Pa je (zy~1)* = d (mod p%).

ii’) ako je p # 2, kongruencija (a:y‘l)2 = d (mod p;) ima najvise dva
rjeSenja, pa po Henselovoj lemi i kongruencija (:cy_l)2 = d (mod p;")
ima najvise 2 rjeSenja,

ii") ako je p; = 2, tada (zy~')* = d (mod po) daje:

a) ako je a; = 1, (zy™)? = d (mod 2), to jest zy~! = d (mod p%),
tj. imamo samo jedno rjesenje,

b) ako je a; = 2, buduéi je 22 — dy?> = 0 (mod 4), i x i y su neparni,
slijedi d = 1 (mod 4), pa je (zy™1)° = 1 (mod 4), to jest zy~! =
+1 (mod 4), tj. xy~' = +1 (mod p{), tj. imamo najvise 2
rjeSenja,

c) ako je a; > 3, tada je d = 1 (mod 8), pa (a:y‘l)2 = d (mod 2%)
daje ry~! = 4+a (mod 2%71), tj. moZemo imati najvise 2 rjeSenja
modulo 2271,

Dakle, dobili smo da je xy~! kongruentan najvise

2¢(N)=1 " ostataka modulo N, ako 2 || N,
2¢UND " ostataka modulo N, ako 81 N,
22UND ostataka modulo &, ako 8 | N.

Da bi zavrsili dokaz, ostaje jos promotriti sluc¢aj kada 8 | N. Trebamo pokazati
da ako su (z1,y1) 1 (22,y2) dva primitivna rjeSenja jednadzbe (7.2) za koja vrijedi
1yt = 20yt (mod %), da su ona u istoj klasi. Neka je

v+ yVd (v V) (ze — ypVd) | ias — dyiys LTt T

z9 + yoVd B x5 — dy; N N
= T‘f‘S\/E.

Lako se vidi da je s ili cijeli broj, ili polovina neparnog broja. U prvom slucaju je
zbog 72 — ds* = 1 i broj r cijeli. U drugom slucaju vrijedi (2r)? = d(2s)? + 4, pa
bududéi je 2s neparan broj i 4 1 d, i 2r je neparan broj, pa je d =5 (mod 8). Ali to
je u suprotnosti sa 2 — dy? = 0 (mod 8), nzd(x,y) = 1, pa vidimo da taj slucaj
ne moze nastupiti.

]
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Lema 7.10. Ako jednadzba x* — dy*> = —1 nema rjesenja, tada je
2 (INT) ako 2 f N

N;d)+ f(—=N;d) < ' ’

fN:d) + F(=N; d) {zw(lml, ako 2 || .

Dokaz. Po Lemi 7.9, dovoljno je dokazati da 23 — dy? = N i 23 —dy? = —N
sa 11y, = 2oy, (mod N) ili (mod &) ako 8|N nije moguce. Jer ako bi bilo
moguce, postojali bi r i s:

T+S\/E:$1+Z/1\/C_Z

wy + yav/d’
takvi da 72 — ds? = —1, te su r i s ili oba cijeli brojevi ili oba polovine neparnih
brojeva. Oba sludaja su nemoguda, bududi da jednadzba 2% — dy?> = —1 nema
rjeSenja (kao i u dokazu prethodne leme). O

Vise of pellovskim jednadZbama moze se naci u [6].

7.3 Dokaz Cohnovog teorema

Iz (1.13d) i Teorema 1.31 lako slijedi:
Lema 7.11. Za svaki r vrijedi |p? — dg?| < 2v/d.
Lema 7.12. 1) Ako jednadzba x* — dy? = —1 nema rjesenja, tada
((Vd) <Y {f(N3d) + f(=N;d)}
0<N<2Vd
2) Ako jednadzba x* — dy* = —1 ima rjesenja, tada

((Vd) <> F(N:d).

0<N<2Vd

Dokaz. 1) Neka je 0 < m < n < 6(\/3) — 1. Tada su p,, + ¢uVd i pp + ¢Vd
rjeSenja nekih pellovskih jednadzbi (mozda s razli¢itim N) u razli¢itim klasama,
jer su oba manja od fundamentalnog rjesenja jednadzbe 22 — dy? = 1, koje je na
kraju perioda. Ta rjeSenja su primitivna, jer nzd(p,,q,) = 1. Po Lemi 7.11, za
svaku konvergetu imamo jedno primitivno rjesenje jednadzbe z? — dy? = N, gdje
je —=2¢/d < N < 2v/d, tj. broj konvergenti nije veci od broj primitivnih klasa, pa

vrijedi
((Vd) <> F(N;d).
—2Vd<N<2vd
2) Ako jednadzba z? — dy* = —1 ima rjeSenja, tada vrijedi: F(N;d)

IA

F(—=N;d), pa vrijede isti argumenti kao u prethodnom dijelu, uz 0 < m < n
2@(\/3) — 1, jer je fundamentalno rjesenje jednadzbe 22 — dy? = 1 na kraju drugo
perioda.

[ o3
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Teorem 7.13. Neka je d € N. Tada za duljinu perioda vrijedi:
((Vd) < 2—72\/211nd+ O(Vd).
™

Dokaz. Imamo
Vd) <> 2™ = ¢ VdInd + O(Vd)

1<N<2vd

pa ¢emo u ostatku dokaza smanjiti konstantu c¢. To moZemo na dva nacina.

Prvo: ako 2 || N, tada se gornja ograda 2¢™) moze prepoloviti.

Drugo: promatrati ¢emo klase ostataka d mod 16. U nekima za pojedine N-
ove, jednadzba 22 — dy? = N uopée ne moZe imati primitivnih rjesenja.

U svakom slucaju, na taj nacin se nije moguce rijesiti svih neparnih N-ova, pa
¢emo stoga uvijek imati ¢lan

> 2o = gj(2V/d).
1<N<2Vd
24N

Promotrimo razli¢ite slucajeve:

a) d=1 (mod 8). Budu¢i da z i y ne mogu oba biti parni, 2% — dy* = N je ili
neparan ili djeljiv s 8. Stoga je

0(Vd) < Sy(2Vd) + Ss(2vd) = %c- VdInd + O(Vd).
b) d =5 (mod 8). Ako je N paran, tada 2? || N, pa je
(V) < S32V/d) + Su(2Vd) — Sy(2Vd) = S Vdind + O(Vd).

c) d=2,3 (mod 4). Ako je N paran, tada 2 || N, pa je

((Vd) < S5(2Vd) + > 24!

1<N<2vd
2N

— Sh(2Vd) + % (SQ(2\/E) - 54(2\/E)>

= %c-\/alndJro(\/&).
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d) d = 0 (mod 4). U primitivhom rjesenju jednadzbe z?> — dy? = N mora

biti ili  neparan (pa je i N neparan) ili  paran i y neparan (pa 4 | N). U

drugom sluc¢aju imamo (%:17)2— (leci)y2 = %;Nv pa dobijemo primitivno rjeSenje

jednadzbe X? — (1d)Y? = {1 N (Y neparan). Imamo:
ili 1d=0,1 (mod 4), pa je $N neparan ili djeljiv s 4,
ili 2d =2,3 (mod 4), pa je 1N neparan ili 2 || N.

U prvom slucaju dobijemo

0(Vd) < S5(2Vd) + S4(2v/d) — Ss(2Vd) + S16(2Vd)
= 1—720- Vdlnd+0O(Vd),

a u drugom

0(Vd) < Sy(2Vd) + S4(2v/d) — Sis(2Vd)
= 1—720- Vdlnd + C’)(\/c_i)

]

Napomena 7.14. MoZemo uociti da ako 4 1 d, onda se konstanta sa 1—720 moze

smangitt na ;c.

7.4 Veza s Riemannovom slutnjom

Eksperimentalni rezultati pokazuju da gornje ograde za duljinu perioda iz prethodnog
potpoglavlja nisu najbolje moguce. U Tablici 1.1 vidimo da bi moglo vrijediti:
((Vd) = O(dInlnd). Sliéno je sugerirao i Williams [49] i brojni drugi matem-
aticari, a slutnja (povezana s ¢uvenom Riemannovom slutnjom) je da vrijedi
((vd) = O(vdInlnd).

Za s € C, takav da je s > 1, Riemannova zeta funkcija je

=35 -TI ()

p prost

Gornji red konvergira apsolutno i uniformno za s > 1, pa je na tom skupu
funkcija analiticka. Pokazuje se da postoji meromorfno produljenje funkcije na
s € C, s # 1. Riemannova slutnja (RH) kaze da jedine netrivijalne nultocke
(trivijalne su —2, —4, —6, ... ) produljene funkcije leze na pravcu R(s) = 1/2.
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Diricheletov karakter x je multiplikativna funkcija za koju postoji k € N takav
da vrijedi x(n+k) = x(n) zasve n € N, i x(n) = 0 ako nzd(n, k) > 1. Dirichletova
L-funkcija je

= x(n
L) =S

ns
n=1

Ona se ponovo moze analiticki produljiti na C. Generalizirana Riemannova slut-
nja (GRH) kaze da za svaki Dirichletov karakter x i za svaki kompleksni broj s s
realnim dijelom izmedu 0 i 1 za koji je L(x, s) = 0 vrijedi s = 1/2. Slucaj y =1
vodi na RH.

Neka je K polje (kona¢nodimenzionalno prosirenje od Q) s prstenom cijelih
brojeva Ok . Normu ideala a # o ozna¢imo sa Na := #(Og/a). Dedekindova zeta
funkcija je

1
Ck(s) = Z (Na)

acOx
a#o

Analiticki ju produljimo na cijeli C. Progirena Riemannova slutnja (ERH) kaze
da za svako polje K i svaki kompleksni broj s s realnim dijelom izmedu 01 1 za
koji je Cx(s) = 0 vrijedi Rs = 1/2.

Neka je o = v/d i neka je gy fundamentalna jedinica od Q(v/d). Nije tesko
vidjeti [51] da vrijedi

¢
€0 = H Q;,
i=1

osim ako je neki ¢, = 4 (pogledati Teorem 1.31), a u tom slu¢aju mora postojati
par neparnih cijelih brojeva z,y za koje vrijedi 22 — dy? = 4, pa tada mora biti
d=5 (mod 8) i

58 = H (67
i=1
Sada nije tesko vidjeti (a; > 1, ili pogledati [45, (2.8)]) da vrijedi

¢
[[eizpr+an >Fp+F>p  a  p=45

=1

S

gdje je F, n-ti Fibonaccijev broj. Definiramo li:

8

imamo R > Mlog (3, gdje je R = log ey regulator od @(\/El)

zad=5 (mod 8),

— Wl

inace,
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Levy [18] je pokazao da za gotovo sve iracionalnosti o imamo:

: m
lim oayapas - - - o, = €™,

n—oo

2

gdje je m = 1 = 1.18656911. Pa ako je £ velik, za ocekivati je R ~ Mm.
Na primjer, za d = 26437680473 689 imamo R ~ 21737796.43 (Shanks [44]),
¢ = 18331889 (pogledati [42]), pa je R/¢ ~ 1.185791406.

Neka je h broj klasa od Q(v/d). Dobro je poznato (vidjeti na primjer [3]) da

2Rh = Vd- L(1, xa), (7.3)
gdje je d’ diskriminanta od Q(v/d), to jest:

{d zad=1 (mod 4),
d =

4d inace.

Ovdje je

L1, xa) = g (%) % = H (m) : (7.4)

p prost

gdje je xa(n) = (d'/n) Kroneckerov simbol! . Littlewood [19] je pokazao da ako
je prosirena Riemannova hipoteza (ERH) istinita za yz(n) = (d'/n), tada je

L(1,xa) < (1+0(1))2¢" Inlnd,

1 71 1
gdje je v = lim <;E —lnn> = /1 (m - ;) do = lim (x —T'(1/x)) =~
0.5772156649 Eulerova konstanta. Nadalje, Shanks [43] je uocio da je uz istu

hipotezu:

L_4(1) = i (%d) % < (14 0(1))2¢” Inln4d.

k=1

! Kroneckerov simbol (d/n) je profirenje Legendreovog (Jacobijevog) simbola. Za neparan
prost broj p, (%) je obi¢ni Legendreov simbol, a za sve n € Z, (%) je dan formulama:

0, za d paran,

d 1, zad==+l1, d d -1, zad<0, d
—) = L -1=1, [—]= -] =41 zad==41(mod8),
0 0 inade, 1 -1 1 za d >0, 2
-1 zad=+3(mod 8),
1057 oppt)  \£1) \m P2 pe)
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Iz Eulerovog produkta (7.4) imamo:

SL(1, xa) kadajed =1 (mod 8),
L_4(1) =19 3L(, xa) kada je d =5 (mod 8),
L(l, Xd’> inaée,

pa je Shanksov rezultat ja¢i od Littlewoodovog, osim u sluc¢aju d = 1 (mod 8).
Ako definiramo

fld) =

Vdlnlnd kada jed =1 (mod 8),
VdlInln 4d inace,

1mamo

Rh < (1+o0(1))Xe" f(d).

Iz svega toga zakljucujemo da je

6(\/3) e
G(d) K 1 K, = — ~ 3.7012232976
() f(d) < 1+O()7 1 lnﬁ s
pa cak i
Y 12¢7In2
G(d) < Ky+o(1),  FKp=—=-—""1~ 1501027123,

m ™

ako je ERH istinita.
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Sazetak

Verizni razlomci imaju mnoge primjene u teoriji brojeva. Poznato je da je razvoj u
verizni razlomak kvadratne iracionalnosti periodan, ali je tesko predvidjeti duljinu
razvoja proizvoljnog broja.

U ovom radu su opisana osnovna svojstva veriznih razlomaka i njihova prim-
jena, te je opisano nekoliko familija nizova brojeva kod kojih razvoj u verizni ra-
zlomak ima neka interesantna svojstva. Dane su i metode kako konstruirati takve
nizove.

Na kraju su dokazane gornje ograde za duljinu perioda, te je dana veza s
poznatom Riemannovom slutnjom.
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Summary

Continued fractions have many applications in number theory. It has been known
that continued fraction expansion of quadratic irrational is periodic, but it is hard
to predict the length of expansion of arbitrary number.

In this work the basic properties of continued fractions and their applications
are studied, and few families of sequences with some interesting properties of ex-
pansion are described. It is also shown how to construct such sequences.

At the end, an upper bound for the length of expansion is proven, and connec-
tion with famous Riemann hypothesis is shown.
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