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1. Uvod 1

1. Uvod

Za prirodan broj n kazemo da je kongruentan ako postoji pravokutni
trokut povrSine n kojem su duljine svih triju stranica racionalni brojevi. Na
primjer, 6 je kongruentan broj, jer je trokut sa stranicama 3-4-5 pravokutan, a
njegova povrsina je 6 (Slika 1).

Pravokutne trokute s cjelobrojnim stranicama
a, b, ¢ (“Pitagorine trojke”) su jo§ u drevnoj Grckoj
prouCavali Pitagora, Euklid, Diofant i mnogi drugi.
Njihovo je glavno otkrice bilo jednostavan nacin
generiranja svih takvih trokuta. Naime, uzmimo bilo
koja dva prirodna broja ki [, k > [, i povucimo pravac
u xy-ravnini to¢kom (-1,0), s koeficijentom smjera +.
Slika 1 Neka je (u,v) druga toCka presjeka tog pravca i

jediniéne kruznice (Slika 2). Onda je wu=%4-"L

k2412

v=-24 Nije tesko vidjeti da su tada cijeli brojevi a =k*=1>, b=2kl, c=k*+1*
stranice pravokutnog trokuta. Cinjenica a” +b* =¢* slijedi iz u*> +v* =1 (tocka
(#,v) je na jedini€noj kruznici). Ako k i [ prolaze svim mogucéim prirodnim
brojevima k& >, dobiju se sve moguce Pitagorine trojke (za dokaz vidi Lemu

prije Propozicije 3).

lako je prouCavanje brojeva n Kkoji se
pojavljuju kao povrSine racionalnih pravokutnih
trokuta interesiralo Grke u specijalnim
sluCajevima, Cini se da su kongruentne brojeve
prvi sistematski proucavali arapski matematicari
desetog stolje¢a. Arapi su taj problem
preformulirali u ekvivalentan oblik: Da li je za
dani n» moguée naci racionalni broj x, takav da
sui x*+n i x> —n kvadrati racionalnih brojeva?
(Ekvivalentnost tih dvaju oblika bila je poznata i

Grcima i Arapima; za dokaz te Cinjenice, vidi U= k-0 V= 2kl
Propoziciju 1.) k*+1° k> + 1
Otada su mnogi slavni matematigari Slika 2

posvetili  priliCan trud nekim specijalnim

sluCajevima. Na primjer, Euler je prvi dokazao da je 7 kongruentan broj. Fermat
je dokazao da 1 nije (taj je rezultat u biti ekvivalentan Velikom Fermatovom
teoremu' za eksponent 4, tj. &injenici da jednadzba a*+b*=c* nema

' Veliki Fermatov teorem kaze da za >3 jednadzba 4" +b" =c¢" nema rjeSenja u
prirodnim brojevima.
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netrivijalna cjelobrojna rjeSenja). Da je 5 kongruentan, znao je i Fibonacci (Slika
3).

Naposljetku je postalo jasno da brojevi 1, 2, 3, 4, 8 9, 10 nisu
kongruentni, dok 5, 6, 7 jesu. Pa ipak, Cinilo se beznadno traziti direktan kriterij
koji ¢e reci dali je dani broj n kongruentan. Glavni je napredak u dvadesetom
stoljeCu bio stavljanje tog problema u kontekst aritmetiCke teorije eliptiCkih
krivulja. U tom je kontekstu J. Tunnell 1983. dokazao svoj znameniti teorem.
Dio tog teorema kaze:

Teorem (Tunnell). Neka je n kvadratno slobodan prirodan broj, te neka je k =1
ako je n neparan, a k =2 ako je n paran. Razmotrimo sljedeca dva uvjeta:

(A) n je kongruentan;

(B) broj trojki cijelih brojeva (x,y,z) koje zadovoljavaju 2kx* + y* +8z*> =~ je
tocno dvostruko veci od broja trojki koje zadovoljavaju
2k +y* +3227 =12,

Tada (A) poviaci (B); i ako je slabi oblik takozvane Birch-Swinnerton-Dyerove
slutnje? tocan, tada i (B) poviaci (A). n

Tunnelov teorem daje gotovo potpuni odgovor na prastari problem: Naci
jednostavan kriterij koji odreduje da li je ili nije dani cijeli broj n povrSina nekog
pravokutnog trokuta, Cije stranice su racionalni brojevi.

Neki dijelovi tog teorema nadilaze nase domete, pa ¢emo se bazirati na

vezu kongruentnih brojeva i odredene porodice eliptickih krivulja, te dati
definicije nekih osnovnih pojmova i svojstava elipti¢ikih krivulja.

2 Birch-Swinnerton-Dyerova slutnja povezuje broj generatora (rang) eliptiCke krivulje
nad poljem Q s brojem to€aka na toj krivulji kad se ona promatra nad kona¢nim poliem F,. To

je jedan od sedam tzv. Milenium Prize Problems.
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2. Kongruentni brojevi

Za pozitivan racionalan broj » kazemo da je kongruentan, ako je jednak
povrsini nekog pravokutnog trokuta s racionalnim stranicama.

Pretpostavimo da je r

. 5
kongruentan, i da su abceQ 65
stranice pravokutnog trokuta povrsine ?
r. Za svaki r€Q, r >0 moze se naci 62
3

seQ, takav da je s’» kvadratno
slobodan prirodan broj. Trokut sa
stranicama sa, sb, sc ima povrSinu
s’r. Dakle, bez smanjenja opcenitosti moZzemo podrazumijevati da je r
kvadratno slobodan prirodan broj. U daljnjem tekstu c¢emo to i podrazumijevati.

Slika 3

Uoc¢imo da definicija kongruentnosti ne zahtijeva da stranice trokuta budu
cjelobrojne, samo racionalne. Dok je 6 najmanja povrSina pravokutnog trokuta
cjelobrojnih stranica, moguce je naci pravokutni trokut racionalnih stranica
povrSine 5 (na primjer, 3,2 4 — Slika 3). Pokazuje se da je 5 najmanji

kongruentni broj. UoCimo da je 7 kongruentan broj zbog pravokutnog trokuta
24 35 337

50120 760 "

Postoji jednostavni algoritam, koji koristeéi Pitagorine trojke generira sve
kongruentne brojeve. Na nesreCu, za dani n, ne moze se recCi koliko dugo
moramo Cekati, da utvrdimo njegovu kongruentnost (ako nije utvrdeno, ne
znamo da li to znaci da n nije kongruentan ili nismo dovoljno dugo Cekali. Na

primjer, najjednostavniji racionalni pravokutni trokut povrsine 157 ima stranice

6803298487 826435051217540 411340519227 716149 383 203 224403517704336969924557513090674863160948472041) S
411340519227716149383203 °> 21666555693714761309610 > 8912332268928859588025535178967163 570016 480 830

prakticnog gledista, ljepota Tunnellovog teorema je u tome S$tos e njegov uvjet
(B) moze vrlo jednostavno i brzo provjeriti efektivnim algoritmom. Stoga taj
teorem olak8ava problem kongruentnog broja, tj. problem nalazenja
provjerljivog kriterija da li je n kongruentan broj. Bolje re€eno “skoro olakSava’,
jer u jednom smijeru kriterij vrijedi uvijek, a u drugom samo ako prihvatimo
slutnju o eliptiCkim krivuljama.

Pretpostavimo da su a, b, ¢ stranice pravokutnog trokuta povrSine n. To
znadiza’ +b* =c’, i Lab=n. Algebarski govoreci, uvjet da je n kongruentan
znaci da te dvije jednadZbe imaju zajedniCka rjeSenja a, b, c € Q. U sljedecoj
propoziciji izvodi se alternativni uvjet da je n kongruentan broj. U listi trokuta sa
stranicama a, b, ¢ ne zelimo shvacati trokute a, b, ¢ i b, a, ¢ kao razlidite. Zato
odredimo uredaj tako da je a <b <c (c je hipotenuza).
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Propozicija 1. Neka je n ¢vrst kvadratno slobodan prirodan broj. Neka a, b, ¢, x
oznaCava pozitivne racionalne brojeve, takve da je a<b<c. Tada postoji

bijekcija izmedu trokuta stranica a, b, ¢, povrSine n i brojeva x za koji je svaki
od brojeva x, x+n, x —n kvadrat racionalnog broja. Veza je:

a,b,cl%x:(g)2
X a=+x+n—-+x—n, b=+Jx+n++Jx—-n, c:2\/; (2.1)

Specijalno, n je kongruentan ako i samo ako postoji x, takav da su x, x+n,
x —n kvadrati racionalnih brojeva.

Dokaz: Prvo pretpostavimo da je a, b, ¢ trojka sa zeljenim svojstvom:
a’+b’=c’, i Lab=n Ako dodamo ili oduzmemo od prve jednadzbe

Setverostruku drugu, dobijemo: (a +b)* = ¢* + 4n. Podijelimo obadvije strane s 4,

pa vidimo da broj x=(¢) ima svojstvo da su brojevi x+n kvadrati od =,

Obratno, ako je dan x s trazenim svojstvom, lako se vidi da tri racionalna broja
a < b < ¢ dana formulama (2.1) zadovoljavaju: ab=2n i a’ +b* =4x=c".

Da dokazemo bijektivnost, trebamo samo dokazati da » i x ne mogu dati dvije
razliCite trojke. Zaista, fiksirajmo n i x (pa je fiksan i ¢). Trojku koja odgovara
x-u dobijemo iz presjeka dvije konike a’+b>=c> i ab=2n u ab-ravnini.
Doduse, imamo cCetiri toCke presjeka, ali za danu toCku presjeka (a,b), preostale
tri su (—a,-b), (b,a), (-b,—a), pa stoga dobivamo to€no jednu trojku. [

3. Neke kubne jednadzbe

U ovom c¢emo poglaviju naci jo$ jednu karakterizaciju kongruentnih
brojeva.

U proSlom poglavlju, u dokazu Propozicije 1, dosli smo do jednadzbi

(22} = (<¥ +n za pravokutni trokut stranica a, b, ¢ i povrine n. Ako te dvije

jednadZbe medusobno pomnozimo dobijemo (%bz)z =(¢)' —=n® To pokazuje da

jednadzba u*-n*>=v* ima racionalno rieSenje (u=< i v=<3). Pomnozimo

sve sa u’, pa dobijemo u® —n*u’ = (uv)’. Ako uzmemo x=u’=(5) (x je isti kao
u Propoziciji 1) i y=uv :(2% onda imamo par racionalnih brojeva (x,y) koji
zadovoljavaju jednadzbu:

Y =x—n’x. (3.1)

Na taj nacin, za dani pravokutni trokut s racionalnim stranicama a, b, ¢
povrsine n, dobijemo toCku (x,y) u xy-ravnini s racionalnim koordinatama, koja
lezi na krivulji y* =x’ —n’x. Obratno, postavlja se pitanje mozemo li re¢i da
svaka to€ka (x,y), sa x, y € Q koja lezi na kubnoj krivulji mora nuzno doc¢i od
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takvog pravokutnog trokuta. Ogito ne, jer x-koordinata x = = (<) mora lezati u
(Q")* ako se tocka (x,y) moze dobiti kao u proslom odlomku. S druge strane,

vidi se da x-koordinata takve toCke mora imati nazivnik djeljiv s 2. Da bi to
vidjeli, uo€imo da se trokut a, b, c moze dobiti poCevsi od primitivhe Pitagorine
trojke a',b’,c’ koja odgovara pravokutnom trokutu s cjelobrojnim stranicama
a',b',c' i povr§inom s°n, i dijele¢i stranice s s, da se dobije a, b, c. Ali u
primitivnoj Pitagorinoj trojki «' i »' su suprotne parnosti, a ¢’ je neparan (vidi
dokaz sljedeée Leme). Zakljudujemo: (1) x = ()’ =(£)’ ima nazivnik djeljiv s 2,
(2) potencija od 2 koja dijeli nazivnik od ¢ jednaka je potenciji od 2 koja dijeli
jednu katetu, dok je potencija od 2 koja dijeli nazivnik druge katete striktno
manja. Na primjer, u trokutu povrSine 5, hipotenuza i kraca kateta imaju 2 u
nazivniku, dok druga kateta nema. ZakljuCujemo da je nuzan uvjet da toCka
(x,y) s racionalnim koordinatama na krivulji y* = x* —»n’x dode od pravokutnog
trokuta, da x bude kvadrat i da mu je nazivnik djeljiv s 2. Na primjer, za n =31,

tocka (‘;i%) na krivulji y*=x’-31°x nije nastala od trokuta, iako joj je
x-koordinata kvadrat.

Konacno, treci nuzan uvjet je da brojnik od x nema zajednickih faktora s
n. Da se to uoCi, pretpostavimo da je p>2 prosti zajedniCki djelitelj od » i
brojnika od x. Tada p dijeli brojnik od x+n = (<), pa i brojnike od <t i 4,
tako da p dijeli brojnike njihovog zbroja (tj. a) i razlike (j. »). Stoga, p° dijeli
n=21ab. Ali, pretpostavili smo da je n kvadratno slobodan. Ova kontradikcija
pokazuje da x mora biti kvadrat s parnim nazivnikom i brojnikom relativho
prostim s n. Primjer koji pokazuje da prva dva uvjeta nisu dovoljna je toCka

(2,%) na krivulji y* = x* -5x.

Dokazimo sada da su ta tri uvjeta ne samo nuzna, nego i dovoljna da
to¢ka na krivulji nastane od trokuta.

Lema. Sve primitivne Pitagorine trojke (a,b,c) u kojima je b paran, dane su
formulama

a=k>-1, b =2k, c=k’+17 (3.2)
gdje je k>1 i k[ su relativno prosti prirodni brojevi razliite parnosti.
Dokaz: UoCimo prvo da je u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki to¢no jedan od
brojeva a, b paran (a ¢ je neparan). Zaista, ako bii a i b bili parni, onda trojka
ne bi bila primitivna, a ako bii « i b bili neparni, onda bi iz a* +5*> =2 (mod4) i
¢’ =0 (mod4) dobili kontradikciju.
Jednadzbu a’ +b* =c* mozemo pisati u obliku b’ = (c +a)(c —a). Neka je z=2.
Brojevi c+a i c—a su parni, pa su x=<< i y=<% prirodni brojevi. Sada je

2
z7 =Xx).
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Buduci je ¢c=x+y, a=x-y, zakljuCujemo da su x i y relativnho prosti, pa su
k=+/x i1=.[y prirodni brojevi, relativno prosti. Odavde je

a=k>-1, c=k*+1? b =2kl.
Brojevi k i / moraju biti razli¢ite parnosti, jer je broj ¢ = k> +1* neparan.
Obratno, lako se provjeri da brojevi a, b, ¢ definirani sa (3.2) zadovoljavaju
a’ +b*> =c’. Treba jo$ provjeriti da su relativno prosti. Pretpostavimo da je d >1
zajednicki djelitelj od @ i c. Tada je d neparan, d|c+a= (k> +)+ (k> -1*)=
2k* i d|c—a=(k*+1")—(k>—1*)=2I*. No, to je u kontradikciji s pretpostavkom
dasu ki, pastogai k* i I* relativno prosti. »

Propozicija 2. Neka je (x,y) toCka s racionalnim koordinatama na Krivulji
y* =x’ —n’x. Pretpostavimo da x zadovoljava tri uvjeta: (a) on je kvadrat
racionalnog broja, (b) nazivnik mu je paran, i (c) njegov brojnik nema
zajednickih faktora s n. Tada postoji pravokutni trokut racionalnih stranica
povrsine n koji je povezan s x vezom iz Propozicije 1.

Dokaz: Dokazimo to unatrag, nizom koraka s pocCetka poglavlja. Neka je
u=+xeQ" iv=2paje v’ =L =x>—n% tj. v* +n*> = x’. Neka je sada ¢ nazivnik
od u, tj. najmaniji prirodan broj takav da je wu € Z. Po pretpostavci, ¢ je paran.
Uocimo da v* i x* imaju isti nazivnik (jer je n cijeli broj, a v’ +n* = x°), koji je
jednak ¢*. Slijedi da je v, t°n, t’x primitivna Pitagorina trojka, s parnim ¢’n.
(Primitivnost trojke slijedi iz uvjeta (c).) 1z prethodne Leme slijedi da postoje
cijeli brojevi k i I, takvi da je t*n=2ki, t’v=k> —1?, t’x = k> +[*. Pravokutni trokut
sa stranicama 2t,3f,2u ima povrSinu 2t =n, kako smo Zelieli. Po vezi iz

t 2t

Propozicije 1 za taj trokut je x = () =u”. n

Kasnije ¢emo dati drugu karakterizaciju toCke P=(x,y) na krivulji

y* =x’—n’x koja odgovara racionalnom pravokutnom trokutu povrsine n.
Naime, to su toCke P =(x,y) za koje postoji racionalna to¢ka P'=(x',y") takva
da je P'+P' =P, gdie “+” oznaCava zbrajanje toCaka na nasoj krivulji, koje
¢emo kasnije definirati. ToCka P =2P' sigurno daje pravokutni trokut!

4. Elipticke krivulje

Skup toGaka P=(x,y) koje zadovoljavaju y* =x’—-n’x specijalan je

slu€aj takozvane “elipticke krivulje”. Opcenito, neka je K bilo koje polje, a
f(x)e K[x] kubni polinom s koeficijentima iz K koji ima razliite nultoCke

(mozda u nekom proSirenju od K). Pretpostavljat éemo da K nije karakteristike
2. Tada rjeSenja jednadzbe
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yi=f(x), (4.1)
gdje su x i y u nekom proSirenju K' od K, zovemo K'-to¢ke na elipti¢koj krivulji
definiranoj s (4.1). Do sada smo imali primjere K=K'=Q, f(x)=x"—n’x.
Uoc¢imo da taj primjer y° =x’—n’x zadovoljava uvjet za elipticku krivulju nad
svakim poljem K karakteristike p, ako p ne dijeli 2n, jer su tada tri korijena 0,
+n od f(x)=x’—n’x razliita.

Opcenito, ako su x,,y, €K' koordinate neke toCke na krivulji C
definiranoj jednadzbom F(x,y) =0, kazemo da je C glatka u (x,,y,) ako je bar
jedna parcijalna derivacija £ i "—5 razlicita od nule u (x,,y,). Ta definicija ne
ovisi o osnovnom polju (parcijalna derivacija polinoma F(x,y) je definirana po
standardnoj formuli koja ima smisla u svakom polju). Ako je K’ polje R realnih
brojeva, to se poklapa sa standardnim zahtjevom da C ima tangentu. U naSem
sluéaju F(x,y)=y" - f(x), parcijaline derivacije su 2y, i — f'(x). Budu¢i da K’
nije polje karakteristike 2, obadvije iS€ezavaju ako i samo ako je y,=0 i x,
viSestruka nultocka od f(x). Prema tome, krivulja ima toCaka u kojima nije
glatka, ako i samo ako f(x) ima viSestruke nultocke. To je razlog zbog kojeg

smo zahtijevali razliCite nultoCke u definiciji elipticke krivulje: elipti¢ka krivulja je
glatka u svim svojim toCkama.

Uz toCke (x,y) na eliptickoj krivulji (4.1), vrlo je vazna “to€ka u
beskonaénosti” (0), koju smatramo da je na krivulji, jer se u teoriji kompleksnih
funkcija uz tocke kompleksne ravnine ubacuje i to¢ka u beskonacnosti. Da to
poblize objasnimo, uvedimo projektivne koordinate.

Pod “totalni stupanj monoma” x*y’ podrazumijevamo k + /. Pod “totalni
stupanj polinoma” F(x,y) podrazumijevamo najveci totalni stupanj monoma koji
se pojavljuju s koeficijentima razliitim od nule. Ako je n totalni stupanj od
F(x, y), definirajmo odgovarajuc¢i homogeni polinom F(x, y,z) s tri varijable tako
da pomnozimo svaki monom x‘y’ iz F(x,y) sa z'*", da dovedemo njegov
totalni stupanj u varijablama x, y, z do n. Drugim rijeCima:

ﬁ(x, y,z) = Z”F(f,lj.
z Z
Uodimo da je F(x,y)=F(x,y,)). U nasem sludaju F(x,y)=y*—(x’—n’x),
dobivamo F(x, y,z) = y*z —x* + n’xz%

Pretpostavimo da na$ polinom ima koeficijente iz nekog polja K, i da nas
zanimaju trojke x, y, z € K, takve da je f(x, v,z) =0. UoCimo sljedece:

(1) Zasvaki ek, F(Ax,Ay,Az) = A'F(x, y,z) (n je totalni stupanj od F);
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(2) Za svaki AeK, razligit od nule, F(ix,Ay,Az)=0 ako i samo ako je
F(x,y,z)=0. Posebno za z=0 vrijedi F(x,y,z)=0 ako i samo ako
F(=,2)=o0.

z?’z

Zbog (2) je prirodno promatrati klase ekvivalencije trojki x, y, z. Kazemo da su
dvije trojke (x,y,z) i (x',)',z") ekvivalentne ako postoji 4 € K, razli€it od nule,
takav da (x',)',z") = A(x, y,z). 1zostavimo trivijalnu trojku (0,0,0) i definirajmo
“projektivnu ravninu [P} ” kao skup svih klasa ekvivalencije netrivijalnih trojki.

Prilicno nam je neprirodno razmi$ljati u terminima “klase ekvivalencije”.
Srecom, postoje vizualniji nacini razmiSljanja o projektivnoj ravnini.
Pretpostavimo da je K polje R realnih brojeva. U tom slucaju sve trojke (x, y,z)

u nekoj klasi ekvivalencije odgovaraju toCkama u trodimenzionalnom
Euklidskom prostoru koje leze na pravcu kroz ishodiste. Tako se P;,

geometrijski moze shvatiti kao skup pravaca u trodimenzionalnom prostoru kroz
ishodiSte.
Drugi nadin vizualizacije P; je da u trodimenzionalnom prostoru

promatramo ravninu koja ne prolazi ishodiStem, recimo ravninu paralelnu s
xy-ravninom, na udaljenosti 1 od ishodista, tj. ravninu z=1. Svi pravci kroz
ishodiste, osim onih koji leze u xy-ravnini imaju jednu toCku presjeka s
ravninom. To znacCi da svaka klasa ekvivalencije s z-koordinatom razli¢itom od
nule ima jedinstvenu trojku oblika (x, y,1). Na taj nacin takve klase ekvivalencije

promatramo kao to¢ke u obi¢noj xy-ravnini. Preostale trojke, one oblika (x, y,0)
Cine “pravac u beskonacnosti”.

Pravac u beskonac¢nosti moze se vizualizirati kao obi¢ni pravac (recimo
pravac y=1 u xy-ravnini) koji se sastoji od klasa ekvivalencije s y-koordinatom

razliCitom od nule, dakle sadrzi jedinstvene trojke oblika (x,1,0), zajedno s
obiénom “totkom u beskonaénosti” (1,0,0). Tj. projektivni pravac P}, nad poljem
K definiramo kao skup svih klasa ekvivalencije parova (x,y) sa (x,y)~ (Ax, Ay).
Tako se P; moze shvatiti kao obi¢na ravnina (x,y,l) zajedno s projektivnim
pravcem u beskonacnosti, za koji se pokaZze da se sastoji od obi¢nog pravca
(x,1,0) zajedno s njegovom tockom u beskonacnosti (1,0,0).

Opcenito, n-dimenzionalni projektivni prostor P} definira se koristeci
klase ekvivalencije (n+1)-torki, i mozemo ga shvatiti kao obiCni prostor n-torki
(x,...,x,,]) zajedno sa P u beskonacénosti oblika (x,,...,x,,0). Na srecu, mi
¢emo trebati samo P} i P;.

Dan je homogeni polinom F(x,y,z) s koeficijentima iz K. Mozemo
promatrati skup rjeSenja koji se sastoji od toaka (x,y,z) u P, (ustvari klasa
ekvivalencije od (x, y,z)) za koje je F(x, v,z) =0. ToCke skupa rieSenja kojima je
z#0 su tocke (x,y,1) za koje vrijedi F(x, v,1)= F(x,y)=0. Preostale toCke su
na pravcu u beskonadnosti. Skup rjeSenja od F(x,y,z)=0 zove se “projektivna
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nadopuna” krivulje F(x,y)=0. Odsad, kada budemo govorili o “pravcu”, “koniki”,
“elipti¢koj krivulji”, itd., uglavnom ¢emo raditi u projektivnoj ravnini P, i u tom ¢e

sluCaju ti izrazi uvijek oznaCavati projektivnu nadopunu obicne krivulje
xy-ravnine. Na primjer, pod pravcem y=ax+b mislit ¢emo na skup rjeSenja

y=ax+bz u P%, a pod eliptickom krivuljom y* = x’ —n’x podrazumijevat ¢emo
skup riesenja y’z=x"’-n’xz" u P%.

Promotrimo malo bolje na$ omilijeni primjer: F(x,y)=y>—(x’ —n’x),
F(x,y,z)= y’z—x* +n*xz>. Tocke u beskonaénosti na toj eliptitkoj krivulji su
klase ekvivalencije (x, y,0), takve da je 0= F(x,y,0) =—x’, {j. x = 0. Postoji samo
jedna takva klasa ekvivalencije (0,1,0). Intuitivno, ako uzmemo K =R,
promatramo krivulju y>=x’-n’x koja se brzo uveéava kako se priblizava
pravcu u beskonacnosti (Slika 4). ToCke na pravcu u
beskonacnosti odgovaraju pravcima xy-ravnine kroz
ishodiste, tj. postoji jedna za svaki moguci smjer =
takvog pravca. Kako odlazimo sve dalje nasom
krivuljom, pribliZzavamo se smjeru =0, Koji

odgovara toc¢ki (0,1,0) na pravcu u beskonaénosti.
Uoc¢imo da svaka elipticka krivulja y*> = f(x) sadrzi

to¢no jednu toCku u beskonacnosti (0,1,0).

Svi uobi€ajeni nacini ra¢unanja s krivuljama
F(x,y)=0 u xy-ravnini prenose se do odgovarajucih
projektivnih krivulja  F(x, y,z)=0. Svi izrazi kao
tangenta u toCki, toCka infleksije, glatkost,
singularitet ovise samo o tome Sto se dogada u
okolini tocke ispitivanja. A svaka totka u P; ima

okolinu koja izgleda kao obi¢na ravnina. Preciznije,
ako nas zanimaju toCke sa z-koordinatom razliitom
od nule, mozemo raditi u obi€noj xy-ravnini, gdje
krivulja ima jednadzbu F(x,y)= F(x,y,1)=0. Ako Zelimo proudavati tocke na
pravcu z =0, stavimo trojku u jedan od oblika (x,1,0) ili (1,y,0). U prvom slucaju

Slika 4

gledamo je kao togku na krivulji F(x,1,z)=0 u xz-ravnini, a u drugom kao to¢ku
na krivulji F(1,,z)=0 u yz-ravnini.

Na primjer, u blizini toCke u beskonacnosti (0,1,0) na eliptiCkoj krivulji
y'z—x'+n’xz> =0, sve totke imaju oblik (xl,z) i zadovoljavaju

z—x" +n’xz> = 0. Posliednja nam jednadzba ustvari daje sve to¢ke na elipti¢koj
krivulji osim tri (0,0,1), (xn,0,1) koje imaju nula y-koordinatu (to su tri “toCke u

beskonacnosti” ako promatramo u xz-koordinatama).
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5. Dvostruko periodicne funkcije

Neka je L “reSetka” u kompleksnoj ravnini. Pod tim podrazumijevamo
skup svih cjelobrojnih linearnih kombinacija dva kompleksna broja o, i ®,, koja

ne leze na istom pravcu kroz ishodiSte. Za primjer, ako uzmemo o, =i i o, =1,
dobijemo Gaussove cijele brojeve {mi+n|m,n € Z}. Primjer reSetke Gaussovih

cijelih brojeva je blisko povezan s eliptickim krivuljama y*> =x’ —n’x koje se
pojavljuju u problemu kongruentnih brojeva.

Fundamentalni paralelogram za o, i @, se definira kao skup
M= {aw +bo,|0<a<1,0<b<1]

Budu¢i da o, i w, €ine bazu za C nad R, svaki se broj xe C moze zapisati u
obliku x=awm, +bw,, za neke a,beR. Tako se x moze na jedinstven nacin
zapisati kao zbroj elementa u reSetki L ={mw, +nw,} i elementa u I1, ako a i b
nisu cijeli brojevi, tj. ako T1-dio ne lezi na rubu oI1.

o, i @, ¢emo uvijek uzimati u smjeru kazalijke na satu, tako da ¢emo
pretpostavljati da @, /w, ima pozitivan imaginarni dio.

Uocimo da izbor brojeva @, i @, koji daju reSetku L nije jedinstven. Na
primjer, ista se reSetka dobije i ako uzmemo o =®, +®, i ®,. Opéenito novu
bazu o/, ®, za reSetku L mozZemo

dobiti mnozeéi staru s cjelobrojnom
- matricom determinante 1.

Neka je dana reSetka L. Za
meromorfnu funkciju na C kazemo da

je elipticka funkcija u odnosu na L,
ako je f(z+[)=f(z) za sve lel.

Uo¢imo da je dovoljno to svojstvo
provjeriti za /=w, | [=w, Drugim
rijeCima, elipticka  funkcija je
periodiCka funkcija s dva perioda «, i
w,. Takva funkcija je potpuno

Akt
.

odredena vrijednostima na

: : fundamentalnom paralelogramu TI1, te

0 @ su joj vrijednosti na suprotnim

Slika 5 stranama paralelograma jednake, tj.

Sflaw, +w,) = f(am),

f(o, +bw,) = f(bw,). Tako da na elipticku funkciju f(z) mozemo gledati kao na

funkciju na skupu II sa slijepljenim nasuprotnim stranama. Taj je skup
(preciznije “kompleksna mnogostrukost”) poznat kao “torus”.
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Dvostruko periodi¢ne funkcije kompleksnih brojeva direktna su analogija
obi¢nih periodiénih funkcija realnih brojeva. Funkcija f(x) na R Kkoja
zadovoljava f(x+nw)= f(x) odredena je vrijednostima na intervalu [0,®].

Vrijednosti u 0 i ® su joj jednake, pa se moZze shvatiti kao funkcija na intervalu
[0,w], sa slijepljenim rubnim toCkama. “Realna mnogostrukost” dobivena

lijepljenjem rubnih toCaka je obi¢na kruZnica (Slika 5).

Vratimo se sada eliptiCkim funkcijama na reSetki L. Skup tih funkcija
oznaCimo sa &,. Odmah se vidi da je &, potpolje polja svih meromorfnih
funkcija. Tj. zbroj, razlika, umnozak i kvocijent dvije elipticke funkcije je elipticka
funkcija. Uz to, potpolje je zatvoreno na deriviranje. Dajmo sada neka vrlo
specificna svojstva koja mora imati eliptiCka funkcija. Uvjet dvostruke
periodi¢nosti meromorfne funkcije puno je restriktivniji od realnog slu¢aja. Skup
realnih analitickih periodi¢nih funkcija s danim periodom puno je “veci” od skupa
&, svih elipti€kih funkcija za dani period mreze L.

Propozicija 3. Funkcija f(z)e&,, L={mo +nw,}, koja nema pola u
fundamentalnom paralelogramu 11 je konstanta.

Dokaz: Buduéi da je IT kompaktan, svaka takva funkcija je ograni¢ena na I1,
recimo, nekom konstantom M. Tada je |f(z)|<M za sve zeC, jer su joj

vrijednosti odredene vrijednostima na I1. Po Liouvilleovom teoremu®, f je
konstanta. =

Propozicija 4. Uz istu notaciju kao gore, neka je a+I11 translacija od Tl za
kompleksni broj «, tj. {a+z|zell}. Pretpostavimo

da f(z)e&, nema polova na rubu C od o +IIL. a+t o+ o,
Tada je zbroj reziduuma od f(z) u a +I1 nula. a+ao

Dokaz: Po rezidualnom teoremu, taj zbroj je
jednak:

1 a—+w
2—mjcf(z)dz. ?

Integral na suprotnim stranama se ponistava, buduci Slika 6

da su vrijednosti od f(z) jednake, dok dz mijenja
smijer (Slika 6), jer je put integracije suprotan. Buducéi da je taj integral nula, i
zbroj reziduuma je nula. [

UocCimo da (buduéi da meromorfna funkcija moze imati samo konac¢no
mnogo polova u ograni¢enom podrucju) je uvijek moguce izabrati takav « da

® Liouvilleov teorem kaze da je ograni¢ena meromorfna funkcija na cijelom C je
konstanta.
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rubovi od a+I1 promasSe sve polove od f(z). Takoder uoCimo da
nekonstantna funkcija f(z) e &, ima bar dva pola (ili viestruki pol), jer kad bi

imala jedan jednostruki pol, onda zbroj reziduuma ne bi bio nula.

Propozicija 5. U uvjetima Propozicije 4, pretpostavimo da f(z) nema
nultoCaka ni polova na rubu od o +11. Neka je {m,} skup redova razliCitih

nultoaka u a +11, a {n,} skup redova razli¢itih polova. Tada je Y m, =Y n,.

Dokaz: Primijenimo Propoziciju 4 na elipticku funkciju f'(z)/ f(z). Prisjetimo
se da logaritanska derivacija f'(z)/ f(z) ima pol to¢no gdje f(z) ima nultocku ili
pol, takav pol je jednostruk i reziduum mu je jednak redu nultocke ili pola
originalne f(z) (negativho ako je pol). (Ako je f(z)=c,(z—a)" +---, tada je
f'(z)=c,m(z—a)"" +--- tako da je f'(2)/f(z)=m(z—a)" +---.) ZakljuCujemo
da je zbroj reziduuma od f'(z)/ f(z) jednak > m,=> n, =0. =

Definirajmo sada jednu elipticku funkciju u odnosu na L ={mo, +nw,},

koju ¢emo proucCavati nadalje, a zove se Weierstrassova gp-funkcija. Oznacava
se sa p(z;L) ili p(z;0,,®,), ili jednostavno ¢(z) ako je iz konteksta jasno o kojoj

reSetki se radi. Dakle,

@(Z)=50(Z;L)=L+2[ 1 ij. (5.1)

w2 G\ - P
10
Navedimo prvo dvije leme, a onda dokazZzimo neka svojstva funkcije ¢(z).

Lema 1. Ako je Zb, konvergentan red s pozitivnim ¢lanovima, gdje se sumira

po svim elementima mreze L razli¢itim od nule, i ako Z f,(2) ima svojstvo da
‘f}(Z)
b[

tezi nekom konacnom broju kada |l| -, uniformno za z iz nekog

podskupa od C, onda red Z f,(z) konvergira apsolutno i uniformno za z iz tog

skupa. -

Lema2. ) || konvergira za s > 2.

Dokaz: Rastavimo red na dijelove po /, koji zadovoljavaju n—1<|/|<n, za
n=12,.... Nije teSko uoCiti da je broj l-ova u ovom kruznom vijencu reda
veliCine n. Tako da je zbroj u lemi ograni€en konstantom puta

" n-n” =Y n', adrugired konvergira za s—1>1. n

n=l1

Propozicija 6. Zbroj u (5.1) konvergira apsolutno i uniformno za z iz bilo kojeg
kompaktnog podskupa od C — L.
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Dokaz: Dokaz konvergencije c¢e biti rutinski ako imamo na umu
jedno-dimenzionalnu analogiju. Ako umjesto iz L uzmemo brojeve iz Z, a

umjesto recipro¢nih kvadrata uzmemo reciprocne brojeve, dobivamo realnu
funkciju f(x)=1 +Z L+ gdje se sumira po svim /e Z koji su razli€iti od

nule. Da dokazemo apsolutnu i uniformnu konvergenciju u bilo kojem
kompaktnom podskupu od R - Z, prvo zapiSimo sumand kao ;;, i vidimo da

se taj red ponasa isto kao /7.

Dokaz Propozicije 6 ide jednako. Prvo svedemo sumande na zajednicki
nazivnik:

L S B ek
(z-0* I (z=1%1
Apsolutna i uniformna konvergencija slijedi usporedivanjem s |l|_3, gdje se

sumira po svim [ € Z razli€itim od nule. ]

Propozicija 7. ¢(z) € &,, i njeni jedini polovi su dvostruki polovi u svakoj tocki
reSetke.

Dokaz: Isti argument kao u Propoziciji 6 pokazuje da je za svaki Cvrsti [ € L,
funkcija p(z) - (z—1)" neprekidna u z =/, tako da je p(z) meromorfna funkcija s

dvostrukim polovima u svakoj tocki reSetke i bez drugih polova. Uo¢imo da je
¢(z) =p(-z) jer desna strana od (5.1) ostaje nepromijenjena ako z zamijenimo

S —z,a [/ sa —1[;asumiranje po /€ L je isto kao sumiranje po —/ e L.

Da dokazemo dvostruku periodi¢nost, pogledajmo derivaciju. Derivirajuci (5.1)
Clan po €lan dobijemo:

N _ 1 B 1
(== +Z[ (- 1) OJ e Syae

9'(z) = —22 1)

Sada je o€ito ¢'(z) dvostruko periodi¢na jer mijenjanjem z sa z+/, za neki

fiksni /, € L samo mijenjamo redoslijed ¢lanova reda. Tako da je ¢'(z) € &,. Da
dokazemo da je p(z) € &,, dovoljno je vidjeti da je p(z+w,)—p(z)=0,za i =1, 2.
Dokazimo za i =1 (potpuno je jednako za i = 2).

Bududi je derivacija funkcije ¢(z+ @) —¢(z) jednaka ¢'(z+w,)—¢'(z) =0, slijedi
da je p(z+m)—-9(z)=C, za neku konstantu C. UvrStavanjem z=-1@, i
koristenjem Cinjenice da je ¢(z) parna funkcija, zakljuujemo da je
C=p(lw)-p(-Lm)=0.lz toga slijedi dokaz. =
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Uocimo da dvostruka periodi¢nost funkcije ¢(z) nije bila ocita iz definicije
(5.1).
Kako funkcija ¢(z) ima to¢no jedan dvostruki pol u fundamentalnoj

domeni oblika « +TI1, po Propoziciji 5 ona tu ima i to€no dvije nultocke (ili jednu
dvostruku). Isto vrijedi za svaku elipticku funkciju oblika ¢(z)—u, gdje je u
konstanta. Nije teSko vidjeti da ¢(z) poprima sve vrijednosti u € C U {00} tocno

dvaput na torusu (tj. na fundamentalnom paralelogramu sa spojenim suprotnim
stranama), brojeci kratnost (Sto znaci brojeci red od nulto¢ke od ¢(z)—u); i da

su vrijednosti shvacene s kratno$¢u dva o, eldffp(%), e = (%), e3dffgo(%).

Naime, ¢(z) ima dvostruki pol u 0, dok su ostale tri to¢ke nultoc¢ke od ¢'(z).

6. Polje eliptickih funkcija

Propozicija 7 nam daje konkretan primjer elipticke funkcije. Kao $to sinx
i cosx (bog Fourierovog razvoja) imaju osnovnu ulogu u teoriji periodicnih
funkcija na R, tako ¢(z) i ¢'(z) imaju osnovnu ulogu u proucavanju eliptickih
funkcija. Za razliku od realnog slu€aja, ne trebamo beskonaéne redove da
prikazemo odredenu eliptiCku funkciju kao kombinaciju tih dviju osnovnih.

Propozicija 8. Potpolje &, — &, svih parnih eliptickih funkcija na L generirano
je s p(2), ti. &, =C(p). Preciznije, za danu funkciju f(z) e &, postoji racionalna
funkcija g(x) takva da je f(z)= g(p(2)).

Dokaz: Ideja dokaza je da koristeCi samo
@ +a, funkcije oblika ¢(z)-u (u konstanta)

<

sastavimo funkciju koja ima iste nultoCke i
polove kao f(z). Omjer f(z) i takve funkcije je

elipticka funkcija bez polova, pa je konstanta
(Propozicija 3).

Neka je f(z)e&,. Prvo pronadimo sve

)
: nultoCke i polove. Neka je IT' fundamentalni
a W, paralelogram bez dva ruba:
7 M'={aw, +bo,|0<a<1,0<h <1}
a 0
0 Tada se svaka toCka iz C razlikuje za element
Slika 7 reSetke od tocno jedne tocke iz IT'. Pronadimo

sve nultocke i polove u IT', osim 0 (Cak i ako
bude nultocka ili pol od f(z)). Svaku nulto€ku ili pol uzmimo onoliko puta koliki
joj je red. Pa ipak, uzmimo ih samo pola; jer ¢e biti poredane u parovima, a
uzimamo samo jednu od svakog para. OpiSimo sada detalje, i to za nultoCke.
Za polove sve ide analogno.
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Prvo pretpostavimo da je aeIl', a0, nultoCka od f(z) koja nije u polovini
reSetke, tj. a =%, %, “=%. Neka je tocka o' eIl' “simetri¢na” tocki a, tj. da' =
o, +®, —a ako je a u unutradnjosti od IT, a ¢'=w,—a ili d =w,—a ako je a
na nekoj od dvije strane (Slika 7). Ako je a nultoCka reda m, tvrdimo da je i njoj
simetriCna to€ka a’ isto nultoCka reda m, $to slijedi iz dvostruke periodi¢nosti i
parnosti od f(z). Naime, zbog dvostruke periodi¢nosti vrijedi f(a'—z)=

f(-a—-z), a zbog parnosti je to jednako f(a+z). Ako je f(a+z)=a,z"+:,

slijedida je f(a'+z)=a,(-2z)" +---,1j. a' je nultoCka reda m.

Sada pretpostavimo da je a IT' nultoCka od f(z) koja je na polovini reSetke.
Na primjer, pretpostavimo da je a =<%-. U tom slu€aju je red nulto¢ke paran broj,
recimo m. Zaista, ako je f(a+z)= f(%+z)=a,z"+---, Onda je f(%-z)=
f(=%+z)= f(3-+z) zbog periodi€nosti i parnosti. Tako da dobijemo
a,z"+---=a,(-z)" +---,paje m paran.

Sada moZemo poredati nultoCke i polove od f(z). Neka je {a,;} skup nultocki od
f(z) u IT' koje nisu na polovini mreze. Svaku uzmimo onoliko puta koliki joj je

red, ali uzmimo samo jednu od svakog para simetricnih nultoCki a i a'. Uz to,
ako je neka od tri toCke na polovini mreze nulto¢ka od f(z), ubacimo ju u skup

pola puta od toga koliki joj je red. Neka je {b;} skup polova razliCitih od nule
funkcije f(z), brojenih isto kao nultoCke (tj. samo njih pola).
Buduci da su svi q, i b, razliCiti od nule, vrijednosti od ¢(a;) i p(b;) su konacne,

te je dobro definirana eliptiCka funkcija

[ 1@ -p(a))
g(z)= :
[1, 0@ -9
Tvrdimo da g(z) ima iste nultoCke i polove istih redova kao f(z), iz Cega slijedi

daje f(z)=c-g(z) za neku konstantu c¢. Buduéi da je g(z) racionalna funkcija
u ¢(z), to ¢e dovrsiti dokaz.

Da bismo dokazali tu tvrdnju, provjerimo prvo elemente od IT, razliite od nule.
Buduci da je 0 samo pol brojnika ili nazivnika od g(z), slijedi da nulto¢ke od

g(z) razlicite od nule moraju doc¢i od nultocki od ¢(z)—g(a,), dok polovi od g(z)
razliCiti od nule moraju doci od nultocki od ¢(z)—p(b;). Znamo da ¢(z)—u (u
konstanta) ima dvostruku nulto¢ku u z=u ako je u to€ka na polovini mreze, a u

suprotnom ima par jednostrukih nultocki u u i simetricnoj tocki u'. To su jedine
nultocke od p(z)—u u IT. Nasom konstrukcijom od a, i b;, vidimo da g(z) i

f(z) imaju iste nultoCke i polove istih redova svugdje u IT', osim mozda u 0.

Ostaje samo provjeriti da imaju i isti red nultoCke ili pola u 0. To slijedi iz

Propozicije 5. Naime, izaberimo « tako da ni toCke mreze, ni nultocke, ni polovi
od f(z) i g(z) nisu na rubu od a+I1. Tada ¢e a+I1 sadrzavati tocno jednu

toCku mreze [. Znamo da g(z) i f(z) imaju iste nultoCke i polove istih redova
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svugdje u « +1I1, osim mozda u . Neka je m, red nultocke od f(z) u / (ako je
pol, m, je negativan), a m, analogni red za g(z). Tada je
m . + (zbrojredova nultocki od /) — (zbrojredova polova od f) =
= m, + (zbrojredova nultocki od g) — (zbroj redova polova od g).

Buduci da su odgovarajuci faktori u zagradama na suprotnim stranama jednaki,
zakljuCujemo da je m, =m,. [

Propozicija 9. &, = C(p.p"), tj. svaka elipticka funkcija na L racionalni je izraz
u ¢(z;L) i ¢'(z;L). Preciznije, za danu funkciju f(z)e &, postoje racionalne
funkcije g,(x) i g,(x) takve daje f(z)= g,(p(2))+ 9'(2)g,(p(2))-

Dokaz: Neka je f(z) elipticka funkcija na L. Tada su funkcije f;(z) = {252

i £,(2) =222 parne, pa po Propoziciji 8 postoje funkcije g,(x) i g,(x), takve

29'(2)
da je fi(2)=2g(p(2) i fi(2)=g,(p(2)). BuduCi da je f(z)= fi(2)+ ¢'(2)- £,(2)
slijedi tvrdnja. ]

Dokaz Propozicija 8 i 9 je konstruktivan, tj. daje nam algoritam za
izraZzavanje neke elipticke funkcije kao funkcije od ¢(z), ako znamo njene

nultoCke i polove. Ve¢ sada mozemo zakljuciti da je:

(1) parna elipticka funkcija ¢'(z)> kubni polinom u @(z) (jer ¢'(z) ima
trostruku nultoCku u 0 i tri jednostruke nultoCke, dakle imamo tri a,, a
nijedan b,);

(2) parna elipticka funkcija @(nz) (za bilo koji €vrsti n€N) je racionalna
funkcija od ¢(z).

Ove ce dvije Cinjenice biti osnovne u nastavku. Prva nam govori da
Weierstrassova g-funkcija zadovoljava jednu vrlo posebnu diferencijalnu
jednadzbu. Ta jednadzba dat ¢e nam vezu s eliptiCkim krivuljama. Druga je
pocetak proucavanja to€aka kona¢nog reda na elipti¢kim krivuljama.

7. Elipticke krivulje u Weierstrassovom obliku

Kako je napomenuto na kraju proslog poglavlja, iz Propozicije 8 odmah
se moze zakljuditi da je ¢'(z)> kubni polinom u ¢(z). Preciznije, pokazuje se da

o O

¢'(z)’ ima dvostruke nultoke u %, =

i 2222 Tako da su ta tri broja a,-evi, pa
imamo

0'(2)'= c-(p(2) - 9(2))- (p(2) - 9(2))- (p(2) - p(2222))
= c-(9(2) - ¢)(P(2) - e)(P(z) e,
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gdje je ¢ neka konstanta. ¢ se lako nade usporedujuci koeficijente uz najmanju
potenciju od z Laurentovog razvoja oko ishodista. Uogimo da je ¢(z)—z~

neprekidna u ishodidtu, kao i ¢'(z)—2z". Tako da je vodedi koeficijent lijeve
strane (—2z7° ] =427, dok na desnoj strani imamo ¢-(z) =c-z™. Zakljuéujemo
da je ¢ =4. Tako da ¢(z) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

V(2 = /@) gdieje f(X)=4x—e)x—e)x—e)eClxl  (7.1)

UocCimo da kubni polinom f ima razliCite nultoCke.

Dajmo sada joS jedan neovisan izvod diferencijalne jednadzbe za g)(z)
koji koristi samo Propoziciju 3. Pretpostavimo da znamo naci kubni polinom
f(x)=ax’ +bx* +cx+d takav da se Laurentov razvoj u 0 elipticke funkcije
f(p(z)) poklapa u negativnim potencijama od z s Laurentovim razvojem od
©'(z)’. Tada je razlika ¢'(z)’ - f(p(z)) elipticka funkcija bez pola u 0, pa
zapravo i nigdje drugdje (buduéi da ¢(z) i ¢'(z) imaju polove samo u 0). Po
Propoziciji 3 ta razlika je konstanta, pa mozemo namjestiti da bude nula, ako
izaberemo pogodan 4 u f(x).

Da bi to napravili, moramo razviti p(z) i ¢'(z)* oko ishodidta. Buduéi da
su obe parne, samo parne potencije od z ¢e se pojaviti.

Neka je ¢ najmanja apsolutna vrijednost, razliCita od nule, toCke na
reSetki L. Uzmimo r <1 i pretpostavimo da je z u krugu radijusa r-c oko
ishodista. Za svaki [ € L, razvijmo €lan koji odgovara /-u u definiciji (5.1) od
¢(z). To mozemo uciniti deriviranjem geometrijskog reda - =1+x+x’+-- i
uvrStavanjem z/I za x:

2 3
1 > :1+2£+3Z—2+4Z—3+~-
(1-2) [ 1 [
Ako od obadvije strane oduzmemo 1, podijelimo sve s [* i uvrstimo u (5.1)
dobivamo:

1 z z? z ZF?

=—+E 2—4+3—+4—+---+(k-1 0|

Q(Z) ZZ s ( 13 14 15 ( ) lk j
1#0

Tvrdimo da taj dvostruki red apsolutno konvergira za |z| <rc, te Ce tada

zamjenom poretka sumacije biti:

0(2) :i2+3(;422 +5Gz* +7Gz° + -+, (7.2)
z
gdiejeza k>2
1
G, =G (L)=G,(0,0,)=> "= _ 7.3
k k( ) k(a)l a)z)def; m’,é (ma)1+na)2)k ( )

120 m?+n?#0
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(uo€imo da je G, nula za neparni £, jer se €lan od / poniStava s ¢lanom od —/;

kao Sto smo i oCekivali, samo parne potencije od z se pojavljuju u izrazu (7.2)).
Da dokazemo tvrdnju apsolutne konvergencije dvostrukog reda, zapiSimo zbroj
apsolutnih vrijednosti ¢lanova u unutrasnjoj sumi u obliku:

2|z|-|l|_3-(l+ir+ir2+§r3+---j< 2|Z|2i3,
272 T (-r2

i iskoristimo Lemu 2 kod Propozicije 6.

Iskoristimo (7.2) za izraCunavanje prvih nekoliko ¢lanova u razvoju od
p(2), p(2), p(2), 9'(2) T 9'(2)"

0'(z) = —%+6G4z+20Géz3 +42G,2° + (7.4)
V4
a2 4 1 2 2
0'(2)> = — —24G, — —80G, +(36G 168G, )2* +---; (7.5)
z 4
o(z)° :%+6G4 +10G,z* +--+; (7.6)
zZ
1 1 )
P(2)’ = -5 +9G, —+15G, +(21G, +27G2 ) +- (7.7)

Jedino $to trebamo, je nadi koeficijente a, b, ¢, d kubnog polinoma f(x)=
ax® +bx* + cx+d, takvog da je ¢'(z)* = ap(z)’ +bp(z)’ +cp(z)+d, a za to je
dovoljno da se obe strane slazu u razvojima do konstantnog clana. Ako
pomnozimo jednadzbu (7.7) s a, jednadzbu (7.6) s b, a Jednadzbu (7.2) s c,
dodamo ih sve konstanti d, te izjednacimo koeficijente uz z™°, z™, z7 i

konstantni ¢lan odgovaraju¢em koeficijentu u (7.5), dobijemo:
a=4; b=0; —-24G, =409G,) +¢; -80G, =4(15G,) +d.
Vidimo da vrijedi ¢ = -60G,, D =-140G. Tradicionalno se oznacava:

= 8,(L) = 60G, =60 1

leL
10

= g,(L) = 140G, =140)1°°.

leL
1#0

(7.8)

Odatle izvedimo drugi oblik diferencijalne jednadzbe (7.1):
0'(2)" = f(p(2)),  gdieje f(x)=4x"—g,x—g, eClx] (7.9)

Diferencijalna jednadzba (7.9) ima elegantnu i jednostavnu geometrijsku
interpretaciju. Promatrajmo funkciju na torusu (. fundamentalnom
paralelogramu sa slijepljenim suprotnim stranama) u P;. definiranu s:

z (p(2),9'(2),]) za z#0;

0 (0,1,0). (7.10)
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Slika z u C/L bilo koje tocke razlicite od nule je tocka u xy-ravnini (s
kompleksnim koordinatama) c¢ije x- i y-koordinate zadovoljavaju odnos
y'=f(x) zbog (7.9). Ovdje je f(x)eC[x] kubni polinom s razligitim
nultotkama, pa se svaka tocka u C/L preslikava u to¢ku na elipti¢koj krivulji
y* = f(x) u P¢. Nije teSko uoditi da je to preslikavanje bijekcija izmedu C/L i

elipticke krivulje (ukljuCuju¢i njenu toCku u beskonacCnosti). Naime, svaka
x-vrijednost, osim nultocki od f(x) (i beskonacnosti), ima to¢no dva z-a takva

da je ¢(z)=x. y-koordinate y=g'(z) koje dolaze od ta dva z-a su kvadratni
korijeni od f(x) = f(p(z)). Ako se ipak dogodi da x bude nultoCka od f(x), onda
postoji samo jedna vrijednost za z, takva da je ¢(z)=x, a odgovarajuéa
y-koordinata je y=¢'(z)=0, tako da ponovo imamo rjeSenja jednadzbe
y* = f(x) za na$ dani x.

Nadalje, preslikavanje iz C/L na na$u elipticku krivuliju u P je
analititko, §to znaci da ga u blizini bilo koje tocke u C/L mozemo zamijeniti
trojkom analiti¢kih funkcija. Blizu to¢ke iz C koja nije na resetki, preslikavanije je
dano sa z> (p(2).9'(z),l), a u blizini toCke na reSetki dano je sa

s ( W,(Z) 1%) Sto je trojka analitiCkih funkcija u blizini L.
p'(z) 9'(2)

Dokazali smo sljedeéu propoziciju:

Propozicija 10. Preslikavanje (7.10) je analiticka bijekcija izmedu C/L i
elipticke krivulje f(x)=4x’—g,(L)x—g,(L) u P¢. »

Nekoga ¢e mozda zanimati kako se moze konstruirati inverzno
preslikavanje sa elipticke krivulie na C/L. To se moze posti¢i integriranjem

dx/y=(4x* — g,x — g,)dx od &Evrste poetne totke s promjenjivom zavrnom
toCkom. Dobiveni integral ovisi o putu, ali se mijenja samo za “period”, tj. za

element reSetke, ako promijenimo put. Tako smo dobili dobro definirano
preslikavanje u C/L.

8. Zbrajanje tocaka

U prosSlom poglavlju vidjeli smo da Weierstrassova g-funkcija daje vezu
izmedu toCaka na C/L i toCaka na eliptickoj krivulji 1’ = f(x)=
4x* — g,(L)x—g;(L) u PZ. Imamo ocigledno zbrajanje to¢aka u C/L, dobiveno
od obi¢nog zbrajanja “modulo L”. To je dvodimenzionalna analogija “zbrajanja
modulo jedan” u grupi R/Z.

MoZemo iskoristiti povezanost izmedu C/L i elipticke krivulie da
dobijemo zbrajanje toCaka na eliptiCkoj krivulji. Tj. da bi zbrojili dvije tocke
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B =(x,y) i P,=(x,,y,), po definiciji se vratimo u z-ravninu, nademo z, i z,
takve da je P =(p(z).9'(z) | P, =(p(z,),9'(z,)) i onda postavimo P +P, =
(p(z, +2,),9'(z, + z,)). To je uobiajeni nacin. Uvijek kada imamo bijekciju
izmedu elemenata komunitativne grupe i elemenata nekog drugog skupa,
mozemo iskoristiti bijekciju da definiramo operaciju grupe (zbrajanje) u tom
drugom skupu.

Prekrasna svojstva zbrajanja koje smo na taj nacin dobili su da (1) postoji
jednostavna geometrijska interpretacija “zbrajanja” toCaka na eliptickoj krivulji i
(2) da se koordinate toCke P +P, mogu izraziti direktno kao jednostavna

racionalna funkcija varijabli x,, x,, y,, y,. U ovom poglavlju ¢emo sve to opisati.

DokaZzimo prvo jednu opc¢u lemu o eliptickim funkcijama.

Lema. Neka je f(z)e&,. Neka je Il={aw +bw,|0<a,b<1} fundamentalni
paralelogram reSetke L. Izaberimo « tako da f(z) nema nultoCaka ni polova
na rubu od o +11. Neka je {a;} skup svih nultoCki od

f(z) u a+TIl, svaka ponovijena onoliko puta koliki a+to+o,
Jjoj je red, a {b;} skup svih polova, svaki ponovljen &+ ®

onoliko puta koliki mu je red. Tada je

Zai _be el.

Dokaz: Sjetimo se da funkcija £Z ima polove u a+o,

nultoCkama i polovima od f(z). Njen razvoj oko «
nultoCke a reda m je = +---, a razvoj blizu pola b Slika 8

z—a

reda —m je —-+---. Tada funkcija 22 ima iste

polove, ali ako uvrstimo z=a+(z—a) vidimo da razvoj poCinje sa .

z—a

Zakljuéujemo da je > a,— b, zbroj reziduuma od Z& u unutradnjosti o +I1.

Neka je C rub od « +I1. Po rezidualnom teoremu vrijedi:

Ny . L FE
Zal. Zb,. ey IC IS dz.

IzraCunajmo prvo integral na suprotnim stranama od « do a+w, iod o+ o, do
a+ o, + o, (vidi Sliku 8). Taj dio je jednak

L a]wZZ&dz— Z&dZ =
27| ) @0 L e

a+w;+o,

z
A
AAC) o G

=-o, L“*“’Z &dz.
271 Y f(2)
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Uvedimo zamjenu u = f(z), £5dz=4. Neka je C, zatvoreni put od f(a) do

f(a+wm,) = f(a) parametriziran sa u = f(z) kad z ide od o do o + w,. Tada je

L LB L
27i ¢ f(2) 27 °G u

i to je neki cijeli broj n. Naime broj koliko puta zatvoreni put C, obide oko

ishodista (brojeci u smjeru kazaljke na satu). Tako da za taj dio nasSeg integrala
dobivamo — w,n. Na isti na€in dobivamo da je integral na preostale dvije strane

od C jednak —w,m, gdje je m neki cijeli broj. Tako da je > a,—> b =
—wn—w,m e L, kako smo i zeljeli. n

Sada mozemo izvesti geometrijski postupak za zbrajanje dviju toCaka na
eliptickoj krivulji y* = f(x)=4x’ —g,(L)x—g,(L). Za z iz C/L, neka je P,
odgovaraju¢éa tocka P =(p(z2),9'(z),l), P, =(0,1,00 na eliptickoj krivulji.
Pretpostavimo da zelimo zbrojiti P, =(x,,y,) i P_=(x,,y,) da bismo dobili

s, = (X35 03)- Zelimo znati kako od dvije to&ke doéi do njihovog zbroja direktno,
bez promatranja toaka nazad u z-ravnini.

Prvo pogledajmo neke specijalne slu€ajeve. Neutralni element je naravno
slika od z=0. Neka O oznaCava toCku u beskonacnosti (0,1,0), tj. neutralni
element nase grupe toCaka. Zbrajanje je trivijalno ako je jedna tocka O, tj. ako
je z, ili z, nula.

Pretpostavimo sada da P, i P, imaju istu x-koordinatu, ali nisu iste
tocke. To zna¢i da x,=x, y,=-y. U tom slu€aju z,=-z, jer samo
“simetri¢ne” vrijednosti od z (vrijednosti koje su negativne jedna drugoj modulo

reSetka L, tj. z i z' iz Sestog poglavlja) mogu imati istu gp-vrijednost. U tom
sluCaju je P +P =F =0, tj. te su dvije tocke aditivni inverzi jedna drugoj.

Govoreéi geometrijski, mozemo reCi da je zbroj dviju toCaka na istom
vertikalnom pravcu jednak O. U specijalnom slucaju tocke P, =P, na x-osi,

imamo y, =-y, =0, i lako je provjeriti da joS uvijek vrijedi P, +P, =2P, =0.
Dokazali smo:

Propozicija 11. Aditivni inverz od (x,y) je (x,—). [

Neka su dane dvije tocke A =P, =(x,y) i P, =P_=(x,,y,) na eliptickoj
krivulji y* =4x’ — g,x — g, (nijedna nije toka u beskonacnosti ©). Postoji pravac
p:ﬁ koji ih spaja. Ako je B, =P, tada je p tangenta na eliptiCku krivulju u
toCki B. Ako je p vertikalni pravac, onda je A + P, = O. Pretpostavimo da p nije
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vertikalni pravac. Zelimo naéi P, + P, = P, = (x,, ;). Tvrdimo da je — P, = (x,,~y;)
treCa toCka presjeka eliptiCke krivulje i pravca p.

ZapiSimo jednadzZbu pravca p:ﬁ u obliku y=ax+5b. ToCka (x,y) na
pravcu p je na eliptickoj krivulii ako i samo ako je
(ax+b)’ = f(x)=4x’—g,x—g,, tj. ako i samo ako je x nultocka kubne
jednadzbe f(x)—(ax+b)*. Ta jednadzba ima tri nultocke — svaka daje tocku

presjeka. Ako je x dvostruka ili trostruka nultocka, tada p presjeca krivulju s
redom dva ili tri u toCki (x, y). U svakom slu€aju, ukupan broj to¢aka presjeka je

tri (brojeci red).

Uoc¢imo da vertikalni pravac takoder sijeCe krivulju u tri tocke, ukljuCujuci
toCku u beskonacnosti O, a pravac u beskonacnosti ima trostruki presjek u O.
Na taj nacin svaki pravac u P; sijece krivulju u tri tocke. To je specijalan slucaj
od:

Bezoutov teorem. Neka su F(x,y,z) i 5(x v,z) homogeni polinomi stupnjeva
m i n, respektivno, nad algebarski zatvorenim poliem K. Pretpostavimo da F i

~

G nemaju zajednicki polinomski faktor. Tada krivulje u IP; definirane s FiG
imaju m-n toCaka presjeka, brojeci red svake nultoCke. [

U naSem sluéaju je F(x,y,z)=y*z—4x>+ gxz" + g2 i é(x,y,z) =
y—ax—bz.

Propozicija 12. Ako je B +P, =P, tada je —-P,
treca toCka presjeka pravca p :ﬁ s eliptickom
krivuljom. Ako je P, = P,, tada pod @ mislimo na
tangentu u B,

Dokaz: Vec¢ smo provjerili sluCajeve kada je A ili
P, toCka u beskonacnosti O, i kada je P, =-P.

Neka je pravac p=FP, u obliku y=ax+b i je
R =P, P,=P_. Totka P.=(p(z).9(z)) lezi na p
ako ©'(z)=ap(z)+b. EliptiCka funkcija
¢'(z) —ap(z)—b ima tri pola, pa i tri nultocke u C/L.
| z, i z, su nultoCke. Prema prethodnoj lemi zbroj

triju nultocki i tri pola je jednak 0 mudulo mreza L.
Sva tri pola su u nuli (gdje ¢'(z) ima trostruki pol),

Slika 9 tako da je treca nultoCka —(z, +z,) modulo mreza.

Iz toga se vidi da je tre¢a toCka presjeka pravca p i
=-P,, kako smo tvrdili.

krivulje tocka P

(z +2,
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Argument u proSlom odlomku je dobar samo ako su tri tocke presjeka pravca p
s eliptickom krivuljom razliCite, pa u tom slu¢aju nultocka od ¢'(z)—ap(z)—b

odgovara tocno tocki presjeka P.. U suprotnom moramo pokazati da dvostruka
ili trostruka nultoCka na eliptickoj funkciji uvijek odgovara dvostrukom ili
trostrukom presjeku, respektivno, pravca p s krivuljom. Zato moramo pokazati
da se ta dva znacenja izraza “red” slazu: red nultoCke na eliptickoj krivulji
variable z i red presjeka u xy-ravnini.

Neka su z,, z,, — z, tri nulto¢ke od ¢'(z) — agp(z) — b, stavljene toliko puta koliki im
je red. UoCimo da nijedna od tih toCaka nije negativha druga, jer p nije
vertikalan pravac. Budu¢i da su -z, —z,, z, tri nultoCke od ¢'(z)+ap(z)+b,
sljedi da su +z,+z,+z,  Sest nultocki od '(z)’ —(ap(z)+b)’ =
[(©(2) - (ap(2) +b) = 4(p(2) — x,)(9(2) - x,)(9(2) - x;), gdje su x,, x,, x, nultotke
od f(x)—(ax+b)’. Ako je, na primjer, p(z,) =x, tada red od x, ovisi o broju
+z,,+z, Koji su jednaki *z,. Ali to je toc¢no broj od z,, -z, koji su jednaki z,.
Stoga “red” ima isto znaCenje u oba slucaja. [

Propozicija 12 nam daje Sliku 9, koja prikazuje grupu realnih to€aka na
eliptiGkoj krivulji y =x’ —x. Da bismo zbrojili dvije tocke P, i P,, povucemo
pravac koji ih spaja, nademo treéu toCku presjeka tog pravca i krivulje, te
uzmemo simetrinu to¢ku s druge strane x-osi.

Zbrajanje smo mogli definirati u geometrijskom smislu otpocCetka i
direktno dokazati aksiome abelove grupe. Najtezi dio bilo bi svojstvo
asocijativnosti, koje bi zahtijevalo dublje istrazivanje toCaka presjeka.

Cini se da postoji priliéna sloboda u definiranju zbrajanja. Na primijer,
osim toCke u beskonacnosti, za neutralni element smo mogli izabrati bilo koju
toCku infleksije.

Jedina mana naseg pristupa koristeCi ¢(z) je da se on apriori odnosi
samo na eliptike krivulje oblika y* =4x’ — g,(L)x — g,(L) i krivulje koje se mogu
transformirati u taj oblik linearnom zamjenom varijabli. (UoCimo da ¢e
geometrijski opis zbrajanja davati abelovu grupu i nakon linearne zamjene
varijabli.) Ustvari, svaka elipticka krivulja nad kompleksnim brojevima moze se

transformirati u Weierstrassov oblik za neku mrezu L (dokaz nije ba$
jednostavan). Takoder se pokaze da nas omiljeni primjer y* = x’ —n’x odgovara

mrezi Gaussovih cijelih brojeva.
Nije tesSko taj geometrijski postupak prenijeti u formule i izraziti koordinate
(x;,¥;) zbroja B =(x,,y,) i P(x,,y,) kao funkciju od x,, x,, y,, v, | koeficijenata

jednadzbe eliptiCke krivulje. Pa ipak, precizno govoreéi, na$ izvod je bio za
elipticke krivulje oblika y* = f(x)=4x’ —g,(L)x—g,(L) za neku mrezu L, a
postupak daje abelovu grupu za sve elipticke krivulje y° = f(x), kako je
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navedeno gore. Pa neka je f(x)=ax’+bx’+cx+d eC[x] bilo koji polinom
tre¢eg stupnja s razli€itim nultoCkama.

Ubuduc¢e ¢emo pretpostavljati da ni £ ni P, nije toCka u beskonacnosti
O,idaje P, #—-P,. Tada se pravac kroz B, i P, (ilitangentau B, ako je P, =P,))
moze zapisati u obliku y=oax+ g, gdje je a :% akoje P=P,a a=%

(»"10’1),
ako je B =P,. U drugom slu€aju, o se moze izraziti preko x, i y, implicitnom

derivacijom y*> = f(x); tako dobijemo da je « :%1” U oba slucaja odsje¢ak na
y-osije =y —ax.

Tada je x,, x-koordinata zbroja, tre¢a nultocka kubika f(x)—(ax+ B)°,
Cije dvije nultoCke su x, i x,. Buduci je zbroj tri nultoCke jednak negativhom

koeficijentu uz x*> podijelienom s vodeéim koeficiientom, imamo:

. hci . .,
X +x,+x;=—=%,pajel

a

2
x3:—x1—x2—é+l(uj,akojePl;th; (8.1)
a alx,—x
bo1(f(x))
X, =—2x, ——+—£M] , ako je B =P. (8.2)
a a\ 2y

y-koordinata y, je negativna vrijednost od y = ax, + S, 1.

Yy == +alx; —x;), (8.3)
gdje je x, dansa (8.1)i(8.2), i
a=22"2 akoje P =P,
Xy =X
(8.4)
a= f(x‘), ako je B =P.
N

Ako je na$a krivulja u Weierstrassovom obliku y* =4x’ - g,x—g,, tada
imamo a=4, b=0i f'(x,) =12x’ — g, uz formule (8.1)—(8.4).

U nacelu, mogli bismo jednostavno definirati zbrajanje po tim formulama i
algebarski provjeriti da su aksiomi komutativhe grupe zadovoljeni. Najteze bi
bilo provijeriti asocijativnost. To bi bilo vrlo zamorno, ali imali bi i jednu prednost.
Naime, nikad ne bi koristili Cinjenicu da je nase polje K nad kojim je eliptiCka
krivulja definirana, polje kompleksnih brojeva, ni da je karakteristike nula. Tj.
nasli bi formule, koje imaju smisla u svakom polju karakteristike razliCite od 2,
koje daju abelovu grupu. To znadi: ako je y* = f(x)=ax’ +bx’ +cx+d € K[x]
jednadzba elipticke krivulje nad K i ako definiramo f'(x) = 3ax’ + 2bx + ¢, onda
se svake dvije toCke koje imaju koordinate u nekom proSirenju od K mogu



8.  Zbrajanje tocaka 25

zbrajati koristeci formule (8.1)—(8.4). Ove Cinjenice ¢emo Koristiti ubuduce, iako,
striktno govoredi, nismo izradili dosadnu algebarsku provjeru aksioma grupe.

Napomena: Neka je P=(x,,y,) | y=x"-n’x. Tocka 2P=P+P=(x,p,V,,)
zadovoljava:

2
3x2 —n? 3x2 —n?
Xop :[ : J = 2x,, Yop =7 )p +(xP _xzp) ;y . (8.5)
P

9. Toc¢ke konacnog reda

U svakoj grupi, elemente razluCujemo na one konacnog reda i one
beskonacnog. U abelovoj grupi, skup elemenata kona¢nog reda ¢ini podgrupu,
koju zovemo “torziona podgrupa”. U slucaju grupe to¢aka u P; na eliptickoj
krivulji y* = f(x) odmah se vidi da je to¢ka P. =(x,y) konadnog reda ako i
samo ako je nzel, za neki n, tj. ako i samo ako je z racionalna linearna
kombinacija od @, i ®,. U tom sluCaju, najmanji » (koji je najmaniji zajednicki
nazivnik koeficijenata od o, i @,) je red od P. U izomorfizmu iz ®, xR, na
elipticku krivulju danom s (a,b) > P,, ., to je slika od %, x%; koja je torziona
podgrupa eliptiCke krivulje.

Ovo je dvodimenzionalna analogija kruzne grupe, Cija je torziona
podgrupa upravo grupa svih korijena jedinica, tj. svi e’™*, za z €%,. Kao $to su
“ciklotomska polja” — polja proSirenja od Q generirana korijenima jedinice —
centralna u algebarskoj teoriji brojeva, za ocCekivati je da ¢e polja dobivena

dodavanjem koordinata toCaka reda » eliptiCke krivulje imati posebna svojstva.

Moze se pokazati da su te koordinate algebarski brojevi (ako su to koeficijenti
od f(x)). Ta analogija izmedu ciklotomskih polja i polja toCaka kona¢nog reda

na eliptickim krivuljama zapravo je mnogo dublja nego S§to smo mogli
pretpostaviti. Ustvari, glavno podrucje prou€avanja algebarske teorije brojeva
danas se sastoji od traZenja i dokazivanja analogija za takva polja od rezultata
koji vrijede za ciklotomska polja.

Neka je n C&vrsti prirodni broj. Neka je f(x)=ax’ +bx*+cd+d=
a(x—e)(x—e,)(x—e;) kubni polinom s koeficijentima iz polja K karakteristike
# 2 s razli€itim nulto¢kama (mozda u nekom proSirenju od K). Nas zanima opis
koordinata toGaka reda n na elipti¢koj krivulji y*> = f(x), gdje te koordinate mogu
leZati u proSirenju od K. Ako je n =2, toCke reda n su toCka u beskonacnosti ©
i (e,0),i=123. Sada pretpostavimo da je n>2. Ako je n neparan, netrivijalne

toCke reda n su toCke P = O takvu da je nP = O. Ako je n paran, to su toCke P
takve daje nP =0, ali 2P = O.
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Propozicija 13. Neka je K' bilo koje polje proSirenja od K (ne nuzZno
algebarsko) i neka je o :K'— oK' bilo koji izomorfizam polja koji ostavija fiksne
sve elemente od K. Neka je P cP; toc¢ka reda n na eliptickoj krivulji y* = f(x),
gdje je f(x)eK[x]. Tada je oP takoder reda n (gdje za P=(x,y,z)eP%,
oznac¢avamo oP = (ox,oy,0z) € P2, ).

Dokaz: To slijjedi iz adicionih formula of, +oP, =o(P, +P,), i zato Sto je
n(oP) = oc(nP)= 0® =0 (buduéi je o(0,1,0)=(0,1,0)). Zakljuujemo da je oP
reda n. Mora biti reda to¢no =, jer ako postoji n' < n takav da je n'oP = O, imali
bi o(n'P)=0=(0,1,0), tj. n'P = O, to je kontradikcija. To dokazuje propoziciju. =

Propozicija 14. U uvjetima Propozicije 13, neka je K podpolje od C, te neka je
K, < C polje dobiveno dodavanjem K-u x- i y-koordinata svih toCaka reda n.
Neka je K, polje dobiveno dodavanjem samo njihovih x-koordinata. Tada su i
K, i K, konacna proSirenja od K.

Dokaz: U oba slu€aja K, i K, dodali smo konacan skup kompleksnih
brojeva. Oni su permutirani po nekom automofrizmu C-a, koji fiksira K. 1z toga
slijedi propozicija. [

Na primjer, ako je n =2, tada je K, =K, polje razlaganja od f(x) nad K.
Grupa toGaka reda n na eliptickoj krivulji u P;. je izomorfna sa (%/,) x(%,). Jer
svaki o e Gal(K%() (to su oni o iz Propozicije 13) poStuje zbrajanje toaka, Sto
znaCi: oP, +oP, =o(P, +P,). Slijedi da svaki o daje invertibilno linearno
preslikavanje sa (%/,)° na sebe.

Ako je R neki komutativni prsten, sa GL,(R) oznaCimo grupu (uz
matricno mnozZenje) svih nxn invertibinih matrica s ¢lanovima iz R. Ovdje je
invertibilnost matrice 4 ekvivalentna sa det4<R’, gdje je R* multiplikativha
grupa invertibilnih elemenata prstena. Na primjer:

%

(1) GL(R)=R;

(2) GLZ(% )={(z Z) a,b,c,de%z,ad—bce(%z)*}.

Lako je konstruirati prirodnu bijekciju medu invertibilnim linearnim
preslikavanjima R" — R" i elementima od GL,(R). Nema nikakvih razlika od

slu€aja kada je R polje.

U naSem slucCaju toCaka reda n na eliptiCkoj krivulji vidjeli smo da je
Gal(’(%() izomorfan podgrupi grupe svih invertibilnih linearnih preslikavanja
(%, — (%,)*. Stoga, svaki aeGal(K%{) odgovara matrici (ﬁ Z)e GL, (%)
Matric¢ni elementi mogu se naci rjeSavanjem
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o = Foor cos O, = Fooy iy
n n n n n n

UoCimo da je to direktha generalizacija slu€aja s n-tim cikliCkim poljem
Q,,fo(M) Sjetimo se da je Gal(%{)~(%,,) =GL(%,,) s elementom a koji

@ 2ria
ole" |=e "

Jedina razlika u naSem dvodimenzionalnom slu€aju dijeljenja toCaka na
eliptickoj krivuli je ta da je Gal(*/{)— GL,(2/,) opcenito samo injekcija, a ne
izomorfizam.

odgovara o odredenim s

U slugaju K = C, recimo K =Q(g,,g;), gdje je y* = f(x)=4x’ - g,x— g, U
Weierstrassovom obliku, iskoristit éemo g-funkciju da odredimo polinome Cije
nultocke su x-koordinate toCaka reda n. Tj. K, je polie razlaganja takvih

polinoma.

Prvo konstruirajmo eliptiCku funkciju f,(z) Cije nultocke su tocno
vrijednosti od z, razliCite od nule, takve da je P toCka reda n. Slijedimo
postupak kao u dokazu Propozicije 8. Ako je ueC/L to¢ka reda n, tada je i
simetriCha toCka —u (koju smo oznacavali sa u') reda n. Imamo dva slucaja:

(1) » je neparan. Tada su toCke u i —u uvijek razliCite modulo L. Drugim
rijeCima, u ne moze biti %,% ni “% ako je neparnog reda.
Definirajmo

1,2 =n] ] (p(2) —pw)). (9.1)

gdje se mnozi po svim u € C/L razli¢itim od nule, tako da je nuel, s
uzetim jednim u od svakog para u, —u. Tada je f, (z)=F, (p(z)), gdje je
F (x) e C[x] polinom stupnja % Parna elipticka funkcija f,(z) ima

n’> —1 jednostrukin nultoaka i uklonjivi pol u nuli reda »* —1. Njegov

n
2"

z

vodecdi koeficijentu z=0 je

(2) n je paran. Neka u ide po svim u e C/L takvim da je nu € L, ali u nije
reda 2, tj. u#0,%, %, 2%, Definirajmo fn(z) kao produkt (9.1). Tada je

~

f,(2)=F,(p(2)), gdie je F,(x)eC[x] polinom stupnja #:%. Parna
eliptiCka funkcija 17,,(2) ima n° —4 jednostrukih nultoGaka i uklonjivi pol u

nuli reda »n° —4. Njegov vodedi koeficijentu z =0 je o

n?—4

Ako je n neparan, tada funkcija f,(z) ima svojstvo
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L@ =" T](p@) -pw).

O:tue%,nueL

Ako je n paran, tada funkcija fn(z)d:f—%go'(z)fn(z) ima svojstvo

£,(2) =19'(2)* 1. (2)?
=2 (p(2) —e)p(2) - e)p(z) —e)  [[@()—pw)

ue%,nueL,Zu ¢l

=n* [z -pw)).
0¢ue%,nueL
Vidimo da je to¢ka (x,y)=(p(2),9'(z)) reda n ako i samo ako je
/., (x)=0. Ona je parnog reda n ako i samo ako je ili y=0 (tj. toCka reda 2) ili

f,(x)=0.

Zbog Propozicija 13 i 14, znamo da svaki automorfizam od C koji fiksira
K =Q(g,,g;) permutira nultocke od f . Stoga su koeficijenti od f, u

K =Q(g,,g5)-

Da nismo krenuli od elipticke krivulje u Weierstrassovom obliku, nego
recimo od y’=f(x)=ax’ +bx*+cx+d, i da smo zeljeli izbjeci koritenje
p-funkcije, mogli smo viSe puta primijeniti adicione formule (8.1)—(8.4) i za
x-koordinatu od nP dobiti racionalnu funkciju od x i y, gdje je P =(x,y). Mogli
smo to pojednostaviti algebarski, iskoristivdi odnos y* = f(x). Zavrsili bismo s
izrazom u nazivniku koji iS¢ezava ako i samo ako je nP toCka u beskonacnosti,
tj. ako i samo ako je P reda n.

Kakav oblik izraza bismo imali da dobijemo nazivnik x-koordinate od
nP? Pretpostavimo na primjer, da je n neparan. Tada bi taj nazivnik bio izraz u
K[x,y] (v se pojavljuje s potencijom najvise 1), gdje je K =Q(a,b,c,d), i
iSCezava ako i samo ako je x jedna od “5 vrijednosti x-koordinata netrivijalnih

toaka reda n. Iz toga slijedi da izraz mora biti polinom u samo x s 2!
nultoCaka. Slicno, ako je n paran, taj nazivnik je oblika y-(polinom samo u x),

gdje taj polinom u K[x] ima % nultoCaka.

Vazno je napomenuti da je algebarski postupak opisan u posljednja dva
odlomka primjenjiv na svaku elipticku krivulju y* = f(x) nad svakim poliem K
karakteristike #2, a ne samo na potpoljima kompleksnih brojeva. Tako da za
svako polje K zavrSavamo s izrazom u nazivniku x-koordinate od »nP koji
iS¢ezava za najviSe n° —1 vrijednosti (x, y).

Za opcenito polje, ipak, ne dobivamo nuzno svih »n’—1 netrivijalnih
toCaka reda n. Naravno, ako K nije algebarski zatvoreno, koordinate toCaka
reda n mogu lezati u nekom proSirenju od K. Osim toga, ako je K
karakteristike p, tada moze biti manje toCaka reda » zbog drugog razloga:
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vodeci koeficijent izraza u nazivniku iS¢ezava modulo p, pa stupanj polinoma
pada.

Ta diskusija dovodi do sljedece propozicije:

Propozicija 15. Neka je y’ = f(x) elipticka krivuljia nad nekim poljem K
karakteristike razliGite od 2. Tada postoji najvise n*> tocaka reda n nad bilo
kojim proSirenjem K' od K. [

Da bi pokazali jednu primjenu Propozicije 15, obratimo paznju na slucaj
kada je K konac¢no polje. Kasnije ¢emo se detaljnije vratiti eliptiCkom krivuljama
nad kona¢nim poljima.

Bududéi je samo konacno mnogo toCaka u [P[iq (naime, ¢* + ¢ +1), sigurno
postoji samo konac¢no mnogo F -toCaka na eliptiCkoj krivulji y* = f(x), gdje je
f(x)eF [x] Stoga je grupa [ -toCaka konacna abelova grupa.

Pod “tipom” konaCne abelove grupe mislimo na njen prikaz kao produkta
ciklickinh grupa reda potencije prostog broja. Promotrimo redove svih cikli¢kih
grupa: 2,2/ 27 .. 3% 3% 35 5% 5% . Propozicija 15 poviagi da se
samo odredeni tipovi mogu pojaviti u slucaju grupe F -toCaka na ¥ = f(x).
Naime, za svaki prosti / postoje najviSe dvije komponente [/-te potencije [“ i
17, jer bi u suprotnom imali viSe od *> toaka reda . | dakako /“*” mora biti
jednako potenciji od / koja dijeli red grupe.

Kao primjer kako to radi, uzmimo elipticku krivulju > =x’-»n’x nad
K=F, (konacno polje sa g=p’ elemenata), gdje pretpostavljamo da p ne
dijeli 2n. U slu€aju ¢ =3(mod4), prilicno je jednostavno izraCunati broj
[ -toCaka.

Propozicija 16. Neka je q = p’, pt2n. Pretpostavimo da je g =3 (mod4). Tada
na eliptickoj krivulji y* = x> —n’x ima q+1 F -tocaka.

Dokaz: Prvo, postoje Cetiri toCke reda 2: O, (0,0) i (+n,0). Izbrojimo sada sve
parove (x,y) gdje je x=#0,n,—n. Poredajmo sada tih ¢—3 x-eva u parove
{x,—x}. Budu¢idaje f(x)=x"-n’x neparna funkcija, a -1 nije kvadratu [F_ (jer
smo pretpostavili da je ¢ =3 (mod4)), slijedi da je to€no jedan od brojeva f(x) i
f(=x)=-f(x) kvadrat u F . (Sjetimo se: U multiplikativnoj grupi konacnog
polja, kvadrati €ine podgrupu indeksa 2, pa je tako umnoZak dva nekvadrata
kvadrat, dok je umnoZak kvadrata i nekvadrata nekvadrat.) U svakom slucaju,
par {x,—x} daje jedan kvadrat, pa dobivamo to¢no dvije tocke: ili (x,im) ili
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(— x,ir,/—f(x)). Tako da nam tih &> parova daje ¢ -3 toCaka. Zajedno sa Getiri
tocke reda dva, imamo ukupno ¢ +1 [ -toCaka. [

UoCimo, kada je ¢=3(mod4), broj [F -toCaka na eliptickoj krivulji

y*> =x—n’x ne ovisi 0 n. To ne vrijedi kada je ¢ =1 (mod4).

Na primjer, Propozicija 16 govori nam da za ¢=7’ imamo 344=2°-43
toCaka. Buduc¢i da imamo Cetiri toCke reda dva, tip grupe [F,,,-toCaka na
Y =x’—n’x je (2,27,43).

10. Tocke nad konacnim poljima i problem
kongruentnih brojeva

Do sada su nas uglavnom zanimale eliptiCke krivulje £ nad Q, specijalno
eliptiCka krivulja y* = x’ —n’x koju ¢emo oznacavati sa E,. Ako je K bilo koje
polje karakteristike p koji ne dijeli 2n, ista jednadzba (gdje podrazumijevamo n
modulo p) je eliptiCka krivulja nad K. Neka E (K) oznaCava skup toCaka na
krivulji s koordinatama iz K, tako da Propozicija 16 glasi: Ako je ¢ =3 (mod4),
tadaje #E,(F )=q+1.

Elipticku krivulju E,, kako smo je definirali nad [ ,, zovemo “redukcija”
modulo p. Kazemo da E, ima “dobru redukciju” ako p ne dijeli 2n, tj. ako
y* =x’ —n’x daje elipticku krivulju nad F ,.

Na prvi se pogled €ini da elipticke krivulje nad kona¢nim poljima — koje
dovode samo do konacnih abelovih grupa — nisu ozbiljan problem i da je
redukcija modulo p besposlena igra koja nam nece pomoéi u nasem
proudavanju Q-toéaka na y”=x’—n’x, to je daleko od stvarnosti. Cesto se
informacije iz razli¢itih redukcija modulo p mogu skupiti zajedno i dati
informaciju o Q-toCkama. To su teSka razmatranja. Pa ipak, postoji jedna
posljedica tog tipa koja je dovoljno jednostavna za nas. Naime, koristit ¢emo
redukciju modulo p za razliCite proste p-ove da odredimo torzionu podgrupu od
E (Q), grupu Q-toaka na y* =x’ —n’x.

U svakoj abelovoj grupi elementi konacnog reda Cine podgrupu koju
zovemo “torziona podgrupa”. Na primjer, grupa E(C) kompleksnih toCaka na

eliptickoj krivulji izomorfna je sa C/L, koji je za svaku reSetku L izomorfan
R/ZxR/Z. Njegova torziona grupa odgovara podgrupi Q/ZxQ/Z c
R/ZxR/Z,1j. u C/L se sastoji od svih racionalnih kombinacija od o, i ,.
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Osnovni Mordellov teorem kaZe da je grupa E(Q) (grupa Q-toCaka na

eliptickoj krivulji E) konacno generirana abelova grupa. To znaci da je (1)
torziona podgrupa E(Q),. konacna, i (2) E(Q) je izomorfna direktnom zbroju

EQ),,. i konacnog broja kopija od Z: E(Q)~ E(Q),.®Z". Nenegativni cijeli
broj » se zove “rang” od E(Q). Veéi je od nule ako i samo ako E ima
beskonatno mnogo Q-toCaka. Mordellov teorem takoder je istinit, ako Q

zamijenimo bilo kojim poljem algebarskih brojeva. Ta generalizacija, koju je
dokazao André Weil, poznata je kao Mordell-Weilov teorem. Taj teorem nece
nam trebati, Cak ni u obliku koji je dao Mordell.

Mi ¢emo samo dokazati da su jedine racionalne toCke kona¢nog reda na
E Cetiri toCke reda 2: O (tocka u beskonacnosti), (0,0), (£n,0).

Propozicija 17. #E (Q),., =4.

Dokaz: ldeja dokaza je konstruirati homomorfizam s E, (Q),, na E, (F,) koji
je injektivan za vecinu p-ova. To ¢e povlaciti da red od E (Q),,. dijeli red od
E,(F,) za takav p. Nema broja veceg od 4 koji bi dijelio sve takve brojeve
#E,(F ), jer znamo da #E,(F ) ide brojevima oblika p+1=4k za p prost broj
oblika 4k —1 (vidi Propoziciju 16).

Dokaz zapocinjemo konstrukcijom homomorfizma s grupe Q-toCaka na E, u
grupu [F -tocaka. Opcenitije, jednostavno konstruiramo preslikavanje s [PfQ na
[Pép. Ubuduce ¢emo uvijek birati trojku (x,y,z) za toCku u [Pf2 na takav nacin da
su x, y, z cijeli brojevi bez zajedni¢kog faktora. Samo je jedna takva trojka u

svakoj klasi ekvivalencije, do na mnozenje s +1. Za svaki fiksni prosti p,
definirajmo sliku P od P=(x,y,z)eP; kao tocku ?z(f,)‘/,f)eﬂ);p, gdje

povlaka oznagava redukciju cijelog broja modulo p. Uogimo da P nije jednak

trojci nula, jer p ne dijeli sva tri broja x, y, z. Takoder uo€imo da smo trojku
(x,y,z) mogli zamijeniti umnoskom s bilo kojim brojem relativnho prostim s p bez

da to utjete na P (3to éemo Koristiti u dokazu sljedece Leme).

Lako se vidi da ako se dogodi da je P=(x,y,z) u E (Q), t. ako je
y’z=x'-n’xz’, tada je P u E,F,. Nadalie, slika od P+P, pod tim
preslikavanjem je P, + P, jer nema razlike da li prvo koristimo adicione formule

(8.1)—(8.4) da nademo zbroj i tada reduciramo modulo p, ili prvo reduciramo

modulo p pa tada Kkoristimo adicione formule. Drugim rijeCima, nase
preslikavanje je homomorfizam s £,(Q) na E,(F ), za svaki prost p koji ne dijeli

2n.

Odredimo sada kada to preslikavanje nije injektivno, tj. kada dvije toCke
R =(x,5,2) | B =(x,,,,2,) u P imajuistu sliku £ =P, u P{ .
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Lema. P, =P, ako i samo ako je vektorski produkt od P, i P, (shvacdenih kao
vektori u R’) djeljiv s p, tji. ako i samo ako p dieli yz,—y,z, x,z,—xz, i
X1V = X% )

Dokaz leme. Prvo pretpostavimo da p dijeli vektorski produkt. Imamo dva
slucaja:

(1) p dijeli x,. Tada p dijeli x,z, i x,y,, stoga dijeli i x,, jer ne moze dijeliti
x,y, i z. Pretpostavimo da pty, (isti argument vrijedi ako ptz,).
Uocimo da u tom slu€aju pty, (jer bi u suprotnom p dijelio x,, y, i z,),
pa u [, postoji multiplikativni inverz od y,. Vrijedi: P, P =(0,99,,7,2,) =
0,5,9,,%,z,)=(0,%,,z,) = B_(koristili smo ¢&injenicu da p dlje|l Yz, —yzzl).

(2) p nedijeli x,. Tada P, = (X%, %,7,,%Z,) = (X,X,, X, ), %,2) = (X, )),Z)) =
Obratno, pretpostavimo da je P =P,. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da ptx, (isti argument vrijedi ako pty, ili ptz)). Tada, jer je
E :Fz =(X,,%,,2,), pa i ptx,. Stoga je (XX, X, 7, X,Z,) = Fz = 131 = (0,X,%,),,%,Z,).
Bududéi su im prve koordinate jednake, te dvije toCke su jednake samo ako su i
druga i tre¢a koordinata jednake, tj. ako p dijeli x,y, —x,y, i x,z, —x,z,. Napokon,
moramo dokazati da p dijeli yz,—y,z,. Ako sui y, i z djeljivi s p, tada je to

trivijalno. U suprotnom, zaklju€ak slijedi ponavljanjem gornjeg argumenta s
x,, X, zamijenjenims y,, y, ilis z, z,. n

Sada smo spremni dokazati Propoziciju 17. Pretpostavimo da propozicija ne
vrijedi, tfj. da E (Q) sadrzi toCku konacnog reda veceg od 2. Tada ili sadrzi

element neparnog reda, ili grupa toCaka reda 4 sadrzi ili 8 ili 16 elemenata. U
oba slucaja imamo podgrupu S ={AR.P,...,P,} c E,(Q),, 9dje je m=#S ili 8 ili

neparan broj.

Zapisimo sve tocke P,i=1,...,m, u obliku leme: P =(x,,y,,z). Za svaki par
toCaka £, i P, promotrimo vektorski produkt (y,z;, —y;z, x,z, —x,z;, x,y, = x,»,)
eR’. Buduéida su P i P, razliCite toCke, kao vektori u R* nisu proporcionalni,
pa njihov vektorski produkt nije nul-vektor. Neka je n, najveci zajednicki djelitel]
koordinata u tom vektorskom produktu. Po lemi, tocke P, i P, imaju istu sliku
P =P u E,F,) ako i samo ako p dijeli n,. Tako, ako je p prost broj dobre
redukcije (koji je veci od svih n,), slijedi da su sve slike razliCite. Zakljuimo:
preslikavanje redukcija modulo p je injekcija sa S u E, (F,), za sve proste
brojeve p osim mozda njih konacno mnogo (koji dijele n;).

To znaci da broj m dijeli #E,(F,) za sve proste brojeve p, osim njih konacno

mnogo, jer je slika od S podgrupa reda m. Tada je za sve osim konacno mnogo
prostih oblika 4k -1 (po Propoziciji 16) p=-1(modm). Ali to je kontradikcija
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Dirichletovom teoremu za proste brojeve u aritmeti¢kom nizu*. Naime, ako je
m =38, to bi znacdilo da ima samo kona¢no mnogo prostih brojeva oblika 8k + 3.

Ako je m neparan, to bi znacilo da postoji samo konacno mnogo prostih brojeva
oblika 4mk +3 ako 34m i da postoji samo konacno mnogo prostih brojeva oblika
4mk +7 ako 3|m. U svakom slucaju, Dirichletov teorem nam kazuje da postoji

beskonacno mnogo prostih brojeva danog tipa, pa dobivamo kontradikciju.
Dakle, £ (Q),, se sastoji od 4 toCke reda 2. n

UoCimo kako metoda redukcije modulo p (preciznije, koriStenje
Propozicije 16 za beskonacno mnogo prostih brojeva p) dovodi do lakSeg
dokaza teske tvrdnje: ne postoje netrivijalne tocke konacnog reda na E,. Kako

¢emo vidjeti, ta Cinjenica je vrlo korisna za rjeSavanje problema kongruentnih
brojeva. Doduse, daleko interesantnije i teze pitanje je postojanje toCaka
beskonacnog reda, tj. da li je rang od E, (Q) razliCit od nule. Kako ¢emo vidjeti,

to je ekvivalentno pitanju da li je n kongruentan broj ili ne.
Dakle, normalno je pitati se mozZe li modp podatak dati informaciju o

rangu eliptiCke krivulje. Ta razmatranja dovode do Birch—Swinnerton—Dyerove
slutnje o oliptickim krivuljama.

Propozicija 18. n je kongruentan ako i samo ako E, (Q) ima rang veci od nule.

Dokaz: Prvo pretpostavimo da je n kongruentan broj. Na pocetku treCeg
poglavlja vidjeli smo da nam postojanje pravokutnog trokuta s racionalnim
stranicama povrSine n daje racionalnu toCku na E, (Q) Cija x-koordinata lezi u
(Q*)Z. Buduci da su x-koordinate tri netrivijalne tocke reda 2 0, +n, to znaci da
postoji racionalna toCka koja nije reda 2. Po Propoziciji 17, takva toCka je
beskonacnog reda, tj. » >1.

Obratno, pretpostavimo da je P =(x,,y,) toCka beskonacnog reda. Po (8.5),

. . i 22 4.5 202 4 2 2 .
x-koordinata tocke 2P je x,, :(3"Pyp” )Z—pr _ bt (e )2 pa imamo:

2 4y2 2y
2 2\?
[ xp+2nx,—n
P
2
(xp—2nx,—n’
Xyp =N = 2 :
P

Sada po Propoziciji 1, toCka 2P odgovara pravokutnom trokutu s racionalnim
stranama povrsine n. [

* Dirichletov teorem za proste brojeve u aritmetiCkom nizu kaze da ako su a i b
relativno prosti brojevi, tada u nizu x =an+5b postoji beskonatno mnogo prostih brojeva.
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Uoc¢imo vaznost Propozicije 17 u dokazu Propozicije 18. Ona nam govori
kako je jedini naCin da dobijemo netrivijalnu racionalnu to¢ku oblika 2P od
toCke beskonacnog reda. Neka 2E (Q) oznaCava podgrupu od E (Q) koja se

sastoji od dvostrukih racionalnih toCaka. Tada je Propozicija 17 jednaka tvrdnji
da je 2E, (Q) abelova grupa bez torzionog dijela, tj. izomorfna je odredenom

broju (naime r) kopija od Z. Skup 2E, (Q)—-O je prazan ako i samo je r =0.

Vidimo da vezom iz Propozicije 1 toCke u skupu 2E (Q)-©O daju

pravokutne trokute s racionalnim stranicama povrsine n. Prirodno je pitati se da
li su sve toCke koje zadovoljavaju uvjete Propozicije 2, tj. koje odgovaraju
trokutima, dvostruke toCke. Dokazat ¢emo sada da jesu. U isto vrijeme, dat
¢emo drugu provjeru Propozicije 18.

Propozicija 19. Neka je E elipticka krivulja y* = (x—e)(x—e,)(x—e,), gdje su
e, e, e €Q. Neka je P=(x,,y,) € E,(Q)—0O. Tada je Pe2E (Q)—O ako i samo
ako su svi x, —e, x,—e,, x,—e, kvadrati racionalnih brojeva.

Dokaz: UoCimo prvo da bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da
je x,=0. Da se to uoCi, uvedimo supstituciju x'=x-x, Jednostavhom

translacijom geometrijske slike za zbrajanje toCaka, vidimo da je toCka
P'=(0,y,) na krivulii E' s jednadzbom y*=(x-¢e/)(x—e))(x—¢e}) (gdje je
e.=e —x,) U 2E'(Q)—O ako i samo ako je nasa originalna toCka P bila u
2E(Q)—O. Trivijalno, svi x, —e, su kvadrati ako i samo ako su to (0-e¢;). Dakle,
dovoljno je dokazati propoziciju za x, = 0.

Sliedece, uotimo da ako postoji totka Qe E(Q) takva da je 2Q=P, tada
postoje tocno Cetiri toCke O, 0,, 0,, O, € E(Q) takve da je 20, = P. Da dobijemo
0., jednostavno dodamo tocCki Q toCku reda dva (e;,0) € E(Q).

Izaberimo toCku Q=(x,y) takvu da je 20=P=(0,y,). Zelimo naéi uvjet za

koordinate jednog takvog racionalnog Q (a stoga i sva Cetiri). Sada tocka Q na
krivulji zadovoljava 20 = P ako i samo ako tangenta na krivulju u tocki Q prolazi

kroz — P =(0,—y,). Tj. Cetiri moguce tocke O dobiju se geometrijski, crtanjem
Cetiri razliCita pravca koja izlaze iz — P i tangente su na krivulju.
Provjerimo da su koordinate (x,y) racionalne ako i samo ako je smjer pravca

od — P do Q racionalan. “Samo ako” se odmah vidi. Obratno, ako je taj smjer
a racionalan, tada x-koordinata od @, koja je dvostruka nultoCka kubike

(ax—y,)" =(x—e)(x—e,)(x—e,) mora biti racionalna. (Eksplicitno, x:%.)
U tom slu€aju y-koordinata od Q takoder je racionalna: y =ax—y,. Iz toga se
vidi da nam je dovoljno znati kada je racionalan jedan (pa stoga i sva Cetiri)
smjer pravca od - P, koji je tangenta na E.
Broj ¢ €C je smjer pravca od — P, koji je tangenta na E ako i samo ako
sljedec¢a jednadzba ima dvostruku nultoCku:
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(ax—y,) =(x—¢)(x—e)(x—e)=x"+ax’ +bx+c, (10.1)
sa
a=-e —e,—e,, b=ee, +ee, +eye;, c=-ee,e, =y, (10.2)
gdje posliednja jednakost c¢=y; slijedi iz ¢injenice da je (0,y,) na krivulji
y* =x’ +ax’ + bx +c. Ako pojednostavimo (10.1) i izlu¢imo x, na$ uvjet postaje
da sljedec¢a kvadratna jednadzba ima dvostruku nultocku:
x> +(a—-a’)x+(b+2ay,)=0.

To je ekvivalentno da njena diskriminanta iSCezava, {j.

(a—a’)’ —4(b+2ay,) =0. (10.3)
Tako da je nas zadatak odrediti kada je jedna (pa stoga i sve Cetiri) nultocka tog
kvadratnog polinoma u « racionalna.
Zelimo nadéi uvjet u terminima e-ova (naime, nasa je tvrdnja da je ekvivalentan
uvjet: \/—_eieQ). U (10.3), a i b su simetriCni polinomi u e, ali y, nije; y, je
simetriCni polinom u \/: Uvodimo f-ove koji zadovoljavaju f;* =—e,. Ako je
e, # 0, postoje dva moguca izbora za f,. |zaberimo za f, bilo koji, ali tako da
dobijemo y, = f,f,f;- Ako su svi e, razliCiti od nule, to znaci da je predznak od
f, i f, proizvoljan, ali je predznak od f, izabran tako da su y, i f, f.f, isti
korijeni od —e,e,e,. Ako je, recimo, e, =0, onda se moze uzeti bilo koji predznak
za f, i f,,inaravno f;=0.U svakom slucaju, imamo Cetiri moguca izbora za
f,, da dobijemo y, = f,f, f;. Kada fiksiramo jedan takav izbor f,, f,, f;, mozemo
poredati Cetiri izbora (pretpostavljamo da su e, i e, razli€iti od nule):

f19f2=f3; fla_fza_f3; _flafz’_fﬁs; _fla_fzafs' (104)

Prednost prelaZenja sa e-eva na f-eve je da su sada koeficijenti u nasoj
jednadzbi (10.3) simetricne funkcije od f,, f,, f;. Preciznije, ako uzmemo da su

ss=hH+L+f s, =060+ 06+ 0G  ss=//./;, elementarne simetricne
funkcije, tada je
a :fl2 +f22 Jrf32 =512 —-2s,;
b=ff+ 7+ S =55 28,55
Vo =55
Tako da jednadzba (10.3) postaje
0=(a’—s+2s,)" —4(s: — 25,5, +205,)
=(a’ —5) +4s,(a’ =) —8s,(a —s,).

(10.5)

Odmah se vidi da je polinom u (10.5) djeljiv sa a—-s,, tj. Da mu je a=s =
fi+/f,+f, nultoCka. Budu¢i da smo mogli izabrati tri druga nacina za
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predznake od f;,, ostale nultoCke moraju odgovarati tim izborima. Tj. Cetiri
rieSenja jednadzbe (10.3) su:

al:fl_'_fz-’_fp aZZfl—fz—f;’
0!3:_fl+f2—f3, a4:_f1_f2+f3- (106)

Zelimo znati kada su te Setiri vrijednosti u (10.6) racionalne. Dakako, ako su svi
f, racionalni, tada su i ¢,. Obratno, pretpostavimo da su ¢, racionalni. Onda su

a +a, a;t+ay

racionalni i f, =%3%, f, =% i f, =% Zaklju¢ak je: Koordinate (x,y) tocke

Q za koju je 20 = P racionalne su ako i samo ako su f; =,/—e, racionaini. [

Napokon, uoCimo da Propozicija 19 vrijedi i kada se Q zamijeni bilo

kojim poljem karakteristike razliCite od 2. Dokaz je u sustini isti. (Jedino trebamo

paziti da koristimo algebarske umjesto geometrijskin argumenata, na primjer
kada smo svodili na slu¢aj P =(0, y,).)

Propozicija 20. Postoji bijekcija izmedu pravokutnih trokuta s racionalnim
Stranicama a <b <c povrSine n i parova toCaka (x,ty)e 2E (Q)—0O. Veza je:

(x,xty) > a=+x+n—-+x—n, b=vx+n+Jx—n, c:2\/;;

2 2 2
a,bjc H c_,iw A
4 8

Dokaz: To je direktna posljedica Propozicije 1 i karakterizacije dvostrukih
toCaka na eliptickoj krivulji iz Propozicije 19. n



11. Literatura 37

11. Literatura

A. Duijella: Elipti¢ke krivulje i njihova primjena u kriptografiji,

http://www.math.hr/~duje/ecc/eccseminar.html

¢ N. Koblitz: Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms,
Second Edition, Springer, New York, 1993.

¢ K. Rubin: Elliptic curves and right triangles,
http://math.stanford.edu/~rubin/lectures/sumo/

® P. Serf: Congruent Numbers,
Computational Number Theory, de Gruyter, 1991, 227-238



