MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

SLUCAJNI PROCESI

Pisana provjera znanja - 18. lipnja 2020.
(Knjige, biljeznice, dodatni papiri i kalkulatori nisu dozvoljeni!)

1.

(al) (5 bodova) Neka je X nenegativna slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P)
takva da je E[X] < oo, te neka je G o-podalgebra od F. Definirajte E[X|G].

(a2) (7 bodova) Neka je X Poissonova slucajna varijabla s parametrom A € (0,00), Y Po-
issonova s parametrom p € (0,00), te pretpostavimo da su X i Y nezavisne. Stavimo
Z = X+Y. Zan € Z, izracunajte P(X = k|Z = n), k = 0,1,...,n, te izvedite
formulu za E[X|Z].

(b1) (5 bodova) Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor s filtracijom I, neka je X = (X,,)n>0
adaptiran slucajni proces, te neka je H = (H,,),>0 predvidiv sluc¢ajni proces. Definirajte
martingalnu transformaciju procesa X po procesu H.

(b2) (8 bodova) Neka je X = (X,,)n>0 integrabilan sluc¢ajni proces adaptiran s obzirom na
filtraciju F = (F,)n>0. Dokazite da je X F-martingal ako i samo za svaki omeden F-
predvidiv proces H = (H,),>o takav da je Ho = 0 vrijedi E[(H - X),,| = 0 za sve n > 0.
Ovdje je ((H - X)n)n>0 martingalna transformacija procesa X po procesu H. (Treba
dokazati oba smjera.)

Rjesenje:

(al) Uvjetno ocekivanje od X uz dano G je G-izmjeriva slucajna varijabla E[X|G] : Q — [0, o0
takva da vrijedi

E[14E[X|G]] =E[14X] zasve A€g.

(a2) Koristimo poznatu ¢injenicu da je zbroj nezavisnih Poissonovih slu¢ajnih varijabli opet
Poissonova slu¢ajna varijabla, odnosno, preciznije, Z ~ P(A+ p). Za 0 < k < n
racunamo

P(X =k, Z= P(X=kY=n—k P(X =kPY =n—k
P(X =k|Z=n) = ( ’ n): ( ’ n ): ( )P( n—k)
P(Z =n) P(Z =n) P(Z =n)
k n—k _
CoweM et AN o VT
Q) \ A A+ k)

n!

Iz gornjeg izraza zakljucujemo da, uvjetno na Z = n, X ima binomnu distribuciju s
parametrima n i A/(A + p). Slijedi da je uvjetno na Z, X ~ B(Z,\/(A+ p)). Zato je
E[X|Z] jednako ocekivanju binomne distribucije B(Z, \/(A + p)), tj.



(bl) Martingalna transformacija procesa X po procesu H je slucajni proces H - X = ((H -
X)n)n>o definiran sa

(H-X)p=HXo+ Y Hp(Xp—Xp1), n>0.

m=1

(b2) Neka je X martingal. Uocimo prvo da je E[(H - X),| < |Ho||Xo| + >0 i [Hm|| Xm —
Xon-1], $to je integrabilno kao zbroj produkata integrabilnih slu¢ajnih varijabli s ograni¢enim
slucajnim varijablama. Takoder je ocito da je H - X adaptiran. Za n > 0 racunamo

]E[(H ) X)n+1|]:n} = ]E[(H ’ X)n + Hn+1(Xn+1 - Xn)"Fn]
(H - X)p+E[Hpi1(Xnt1 — X,)|F]
= (H-X)y+ Hy 1 E[ X1 — Xo| )
= (H : X)n >

gdje tredi redak slijedi zbog F,,-izmjerivosti od H, 1, a ¢etvrti zbog E[X,, .1 — X,,|F,.] =
0. Dakle, ((H - X),)n>0 je martingal. Bududi da zbog pretpostavke Hy = 0 vrijedi
(H-X)p =0, slijedi da je E[(H - X),] =E[(H - X)o] = 0.
Obratno, treba pokazati da za svaki n > 0 vrijedi X,,—1 = E[X,,|F,-1], odnosno da za
svaki A € F,_y vrijedi E[X,,14] = E[X,,_114]. Definirajmo sluc¢ajni proces H = (H; :
j > 0) na sljedeéi nacin:
L ]-A ) ] =n,

;= { 0, j#n.
Tada je H nenegativan, predvidiv proces (H,, = 14 je F,_j-izmjeriva). Po pretpostavci
je E[(H - X),] = 0. Medutim,

(H-X)y =HoXo+ > Hj(X; - X;1) = 14X, — Xp1).

j=1

Slijedi 0 = E[(H - X),] = E[14(X, — X,i_1)].
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2.
(al) (5 bodova) Iskazite teorem o g.s. konvergenciji submartingala.

(a2) (8 bodova) Dokazite teorem o g.s. konvergenciji submartingala.

(b) Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s distribucijom Y; ~ (1_/12 1}2)-

Definiramo sluc¢ajnu Setnju X = (X, : n>0)sa Xo =11 X, =1+Y, + -+ Y,

n > 1 (uocite da Setnja krece iz stanja 1). Neka su Ty = {n >0: X,, =0} i T; =

{n >0: X,, = 5} vremena pogadanja stanja 0, odnosno 5, a7 = min{n > 0: X,, € {0,+5}}
= min{TO, T5}

(bl) (6 bodova) Dokazite da vrijedi EX7 = 1. Detaljno argumentirajte!
(b2) (6 bodova) Izracunajte P(Ty < T5).

Rjesenje:
(al) Neka je X = (X, : n > 0) submartingal takav da vrijedi

supEX;F < o0.

Tada postoji Xoo = lim,, oo X,y g.8., te vrijedi E|X | < oc.
(a2) Neka su a,b € Q, a < b. Zbog (X, —a)™ < X, + |a|, iz Leme 1.80 (nejednakost-
prelazaka) slijedi da je za sve n >0

EU, ([a,b]) < ﬁ(m +IEX,T> < ﬁ(m +81n11pEX;:> < .

Bududi da niz (U,([a,b]) : n» > 0) monotono raste prema U([a,b]), po teoremu o mono-
tonoj konvergenciji slijedi da je

1

EU([a,b]) = lim EU,([a,b]) < b—(|a\ + supEX,,Q <.
n—00 —a m

Zakljuéujemo da je U([a,b]) < co g.s. 1z ¢injenice da je prebrojiva unija P-nul skupova

opet P-nul skup, slijedi

P(U([a,b]) < o0 za sve a,b € Q,a <b) =1.

Iz Leme 1.79 (o konvergenciji nizova) zaklju¢ujemo da je lim sup,,_, . X,, = liminf, . X,
g.s. Definiramo X, := limsup,_,. X, na dogadaju na kojem je limsup,_ X, =
liminf, . X,, te Xoo = 0 inace. Tada je X, slucajna varijabla i vrijedi X, =
lim,, o X, g.s.



(b2)

Jos preostaje pokazati da je E|Xo| < oo. Buduéi da iz X = lim, o X, g.s. slijedi

takoder XT = lim,,,., X;', po Fatouovoj lemi imamo

EXE <liminfEX <supEX < oco.
n—o0 n
Nadalje, zbog EX, < EX,,, imamo EX, = EX' — EX, < EX; — EX,. Ponovno

pomocu Fatouove leme
EXL <liminfEX, < oco.

n—oo

Dakle, E| X | < co.

Slucajni proces X je jednostavna simetri¢na slucajna Setnja koja krece iz stanja 1, te
je stoga martingal. Po Propozicijil.68, zaustavljen proces X7 je takoder martingal.
Stovise, zbog |Xppn| < 5 za sve n € Z,, X7 je omeden martingal. Po teoremu o
opcionalnom zaustavljanju vrijedi EX%: = EXI = EXj, §to povlaci EXp = EXE =
EX,=1.

Alternativno: za svako n € N je T'An = min{7,n} ogranic¢eno vrijeme zaustavljanja.
Zato je po teoremu o opcionalnom zaustavljanju EX7,, = EXy = 1. Bududi da je
P(T < o0) = 1, vrijedi da je lim, o X7rn, = X7 g.s. Nadalje, | X7, < 5 za sve
n € N, pa mozemo primijeniti teorem o dominiranoj konvergenciji i zakljuciti da je
EXT = hmn_,oo EXT/\n =1.

Napomena: T nije omedeno vrijeme zaustavljanja, a X nije ogranicen proces. Zato se
ne mogu direktno primijeniti sluc¢ajevi (i) i (ii) teorema o opcionalnom zaustavljanju
(Teorem 1.71). To¢no je da je ET' < oo te |X,(w) — X,—1(w)| < 1, te bi se mogao
primjeniti slucaj (iii) tog teorema. Medutim, za to prvo treba dokazati da je ET < oc.
To nije ocito, jer je ETy = ET5 = oo.

Iz dijela (b1) imamo

1 = ]E[XT] = ]E[XT,TO < T5] + E[XT,T5 < To] = E[XT(),TO < Tg,] + E[XT5,T5 < To]
= 0- ]P)(T() < T5> + 5P(T5 < T()) = 5]P>(T5 < To)

ShJedl ]P)(T5 < TQ) = 1/5, otkud ]P)(TO < T5) = 4/5
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3.

(al) (5 bodova) Iskazite Kolmogorovljevu integralnu jednadzbu unatrag za funkcije prijelaza
P,;(t) regularnog Markovljevog lanca s neprekidnim vremenom X = (X});>o. Definirajte
sve pojmove koji se pojavljuju.

(a2) (7 bodova) Iz integralne jednadzbe unatrag izvedite Kolmogorovljeve diferencijalne jed-
nadzbe unatrag. U izvodu mozete pretpostaviti da su funkcije prijelaza P;(t) diferen-
cijabilne i da je prostor stanja S konacan.

(b) Za vrijeme svoje poluprofesionalne kosarkaske karijere Fabijan je fluktuirao izmedu tri
stanja: 1-potpuno sposoban za igru, 2-lakse ozlijeden, ali moze igrati, i 3—teze ozlijeden
i sjedi na klupi. Klupski je lijecnik nakon dugotrajnog promatranja zakljucio da se Fa-
bijanova stanja mogu modelirati Markovljevim procesom X = (X;)¢>0 s generatorskom
matricom (parametri su zadani u danima)

12

(bl) (4 boda) Fabijan je teze ozlijeden. Izracunajte ocekivani broj dana da bi Fabijan
bio potpuno sposoban.

(b2) (5 bodova) Izra¢unajte stacionarnu distribuciju.

(b3) (4 boda) Izracunajte asimptotski ocekivani postotak dana u kojima je Fabijan
potpuno sposoban za igru.

Rjesenje:
(al) Zasvei,j€ Sit>0 vrijedi
t
Py(t) = 66790t ¢ / q(i)e™ "Dy " mip Pej(t — ) ds (1)
0 ki

Ovdje je P;(t) = Pi(X; = j), ¢(i) parametar eksponencijalne distribucije vremena
¢ekanja u stanju ¢ € S, m;; prijelazna vjerojatnost pripadajuceg lanca skokova iz ¢ u k.

(a2) Jednakost (1) mozemo napisati u obliku

Pi (t) = e—q(i)t <5U + /Ot q(l)eq(z)u( Z ﬂikij(u)) du) . (2)

ki

Bududi da smo pretpostavili da je P;;(t) diferencijabilna, mozemo derivirati lijevu stranu
u (1). Funkcija

¢
t— / q(i)ed®v Z i Pr (w) du
0

ki



je takoder diferencijabilna funkcija od ¢ kao integral produkta neprekidnih i ogranic¢enih
funkcija q(i)e?® i Zk# T Prj(u) (suma je konacna po pretpostavci), te vrijedi

d
7 (613 —|—/ eq(l v kaij du) = q(i)e? (@)t kapkj t).

k#i k#i

Sada deriviramo lijevu i desnu stranu jednakosti (2): za sve i,j € S,

Pyt) = —qi)e™® <%+ / 9 D miePly(u) )*” (e Y miPiy (1)

k#i k1
= —q(i)Py(t) + q(i) > mePej(t) = > (= q(0)0ik + (i) Py (1))
kA kes

= Z Qi Prj(t).

keS
gdje smo koristili vezu q(i)mx = gix. U matricnom obliku dobivamo P’'(t) = QP(t).

(b) (b1) Vrijeme ¢ekanja u stanju “teze ozlijeden” je eksponencijalno s parametrom 1/12.
Iz stanja “teze ozlijeden” Fabijan moze prije¢i samo u stanje “potpuno sposoban”.
Slijedi da je ocekivani broj dana jednak 12.
(b2) Stacionarna distribucija A = (A1, A2, A3) je rjeSenje sustava AQ = 0, Aj+Ao+ A3 = 1.
Rjesavanjem dobivamo A = (&, &, &).

(b3) Trazi se limy_,o0 1 fot 1(x,=1} dt. Po ergodskom teoremu (Teorem 2.54), taj limes je
g.s. jednak A\ = 6/14.
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(a) (5 bodova) Neka je (S,)n>0 Cisti proces obnavljanja. Definirajte pripadajuéi brojeéi

proces i funkciju obnavljanja.
(b) (5 bodova) Iskazite elementarni teorem obnavljanja.

(¢) (7 bodova) Dokazite Waldovu jednakost.

(d) Dolasci autobusa linije A na autobusno stajaliSte tvore Poissonov proces sa stopom
dva autobusa u satu, dok dolasci autobusa linije Z tvore nezavisan Poissonov proces sa
stopom od 6 autobusa u satu. Dolazak putnika na autobusno stajaliste tvori Poissonov

proces sa stopom 30 putnika po satu nezavisan od dolazaka autobusa.

(d1) (4 boda) Dolazite na autobusno stajaliste. Nadite vjerojatnost da ¢e autobus linije

Z do¢i prije autobusa linije A.

(d2) (4 boda) Nadite distribucija broja putnika koji dolaze na stajaliste izmedu dva

dolaska autobusa linije Z.

Rjesenje:

(a) Broje¢i proces (N;)i>o definiran je sa Ny := > 1 1104(Sn) = > ooy Lis,<iy- Funkcija

obnavljanja je funkcija U : [0, 00) — [0, 0o| definirana sa U(t) := EN,.

(b) Neka je p:=EY; < co. Tada vrijedi

t
lim —V( ) = lim —= =
t—oo t—oo o)

(uz konvenciju 1/00 = 0).
(¢) Waldova jednakost kaze da je
ESy, = EN,EY; + EYy,

s tim da obje strane mogu biti +oo.

Dokaz: Rac¢unamo

Ni [os]
ESk, EZY; = EZYil{igNt}
=0 i=0

= Y E(Miluswy) =EYo+ ) E(Yilyiicny)

=0 i=1

Ut) 1



Buduéidaje {i —1 < Ny} ={N;, <i—1}={S;1 >t} ={V1+---+Y1 >t}
slijedi da je dogadaj {i — 1 < N;} nezavisan od slu¢ajne varijable Y;. Zato vrijedi

ESy, = EYp+ ZEY;E<1{1'—1<Nz}) =EY, + EY; Z P(N, >1—1)

i=1 i=1

= EY;+EY; Y P(N, > i) =EY; + EY,EN, .

=0

Buduéi da dolasci autobusa linije A na autobusno stajaliSte tvore Poissonov proces
sa stopom dva autobusa u satu, slijedi da su meduvremena dolazaka eksponencijalno
distribuirana s parametrom ps = 2 (ocekivanje vrijeme medudolazaka je 30 minuta,
odnosno 1/2 sata). Slicno, meduvremena dolazaka autobusa linije Z su eksponencijalno
distribuirana s parametrom pz = 6.

(d1)

(d2)

Oznacimo sa T4 vrijeme dolaska autobusa linije A, te sa Ty vrijeme dolaska
autobusa linije Z. Zbog svojstva zaboravljanja eksponencijalne distribucije nije
vazno koliko vremena je veé¢ proteklo od odlazaka zadnjih autobusa tih linija
prije nego sto dolazite na stajaliste. Zbog toga trazimo P(7; < T4). Funkcije
gustote slucajnih varijabli T4 i T su dane sa fa(u) = pae #4"Lgo0)(u), od-
nosno fz(u) = pae "#"1 «)(u), a zbog nezavisnosti je njihova zajednicka funkcija
gustoce jednaka produktu marginalnih gustoca. Zato je

P, <1y = [ /{WOM}fz<u>fA<v>dvdu: / " falu) ( / °°fA<v>dv) du

= / pge e (/ pae HaY dfu) du :/ [Lge Mt THAY dy
0 “ 0

Kz 6 3

pz+pa 642 4

Budu¢i da putnici dolaze na stajaliste po Poissonovom procesu s ocekivanjem 30
putnika na sat, vremena izmedu dolazaka putnika su nezavisna i eksponencijalno
distribuirana s ocekivanjem 1/30 sata. Zato je parametar eksponencijalne distribu-
cije jednak A = 30. Vrijeme izmedu dolazaka autobusa linije Z je eksponencijalno
s parametrom u = py = 6. Neka je E slucajna varijabla koja oznacava vrijeme
izmedu dva dolaska autobusa linije Z, E ~ &(u). Oznac¢imo niz dolazaka putnika
s (T, : n>1). Ako je (W, : n > 1) niz vremena medu dolascima, tada su
W, ~ E(N), nezavisne, i nezavisne s E. Nadalje, T,, ~ I'(n,\). Neka je N broj



putnika koji dode na stajaliste izmedu dva dolaska autobusa linije Z. Tada vrijedi

P(N =k) = Tk<E<Tk+Wk+1)

-

u<v<u+tw

1 o0 o0
= /0 = 1)!)\k uk~te A du/u pe M dv /Uu e M dw
o0 1 o0
_ /0 (k — 1)!)\kuk—le—)\u du/u Me—,uve—k(v—u) dv

x 1 o
- / G 1)')\’%’“_1 du/ pe” WY gy
0 - . u

k o0
= ﬁﬁ/ ut e gy

AP H 1 =k
= - _xd
ey A

_ L(L)k
oA+ \AN+p)

Dakle, N ima geometrijsku razdiobu (na Z, ) s parametrom

)\kuk_le_’\“ pe M e ™™ dw dv du

7 6 1

A+pu 6430 6




