Poglavlje 3

Procesi obnavljanja

3.1 Uvod i elementarni teorem obnavljanja

Neka je (Y, : m» > 0) niz nenegativnih nezavisnih sluc¢ajnih varijabli definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (9, F,P). Pretpostavimo da su sluc¢ajne varijable (Y,, : n > 1)
jednako distribuirane s funkcijom distribucije F, F(z) = P(Y,, < x), n > 1, te da nisu
identicki jednake nuli. Dakle

P(Y, <0)=0, PY,=0)<1, n>1, (3.1)

odnosno pomocu funkcije distribucije, F(0—) = 0 i F(0) < 1. Za sluc¢ajnu varijablu Yy ne
pretpostavljamo da je jednako distribuirana kao ostale slucajne varijable. Oznacimo sa G
funkciju distribucije od Y.

Definicija 3.1 Proces obnavljanja (ili niz obnavljanja) je slucajni proces S = (S, : n > 0)
definiran sa S, = Yo+ Y1 +---+Y,, n >0, gdje je (Y, : n > 1) niz nenegativnih nezavisnih
sluc¢ajnih varijabli takvih da su (Y, : n > 1) jednako distribuirane.

Primjetimo da je S u stvari slucajna Setnja u R, s pocetnom pozicijom Sy = Yy > 0 koja
ima nenegativne korake. U kontekstu teorije obnavljanja, o veli¢cinama .S,, razmisljamo kao
o trenucima pojavljivanja nekog fenomena, a .S,, zovemo vremenima obnavljanja. Ukoliko je
Yo = 0 (t.j., So = 0) kazemo da je S = (S, : n > 0) cisti proces obnavljanja. U slucaju
P(Yy > 0) > 0 (odnosno G(0) < 1) govorimo o odgodenom procesu obnavljanja.

Primjer 3.2 (a) U trenutku ¢t = 0 stavimo novu zarulju, te to shva¢amo kao prvo obnav-
ljanje. Nakon §to zarulja pregori, nakon nekog slucajnog vremena S; = Yj, trenutno je
zamijenimo novom zaruljom. To je drugo obnavljanje. Druga zarulja ima sluc¢ajno vrijeme
zivota Y3, te nakon Sto pregori trenutno je zamijenimo. To trece obnavljanje dogodi se u
trenutku S = Y7 +Y5. Postupak se nastavlja. Uz pretpostavku da su vremena zivota zarulja
nezavisna i jednako distribuirana imamo c¢isti proces obnavljanja.

(b) Pretpostavimo da smo dosli u prostoriju sa zaruljom u trenutku ¢ = 0, te da je zarulja veé
gorjela neko vrijeme. Oznac¢imo sa Yj preostalo vrijeme Zivota te zarulje (od ¢t = 0 nadalje).
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3. Procesi obnavljanja 91

Nakon sto zarulja pregori, trenutno je zamijenimo novom zaruljom ($to je prvo obnavljanje)
itd. Proces obnavljanja koji vidimo je odgoden proces.

(c) Neka je X = (X,, : n > 0) ireducibilan i povratan Markovljev lanac sa skupom stanja S.
Odaberimo neko stanje ¢ € S, te definirajmo vremena povratka u stanje ¢ kao

To:=min{k >0: Xy =i}, 71 =min{k>7,: Xpy=1},n>0.

Tada je (7, : m > 0) proces obnavljanja. Zaista, duljine izleta iz stanja i, 79, 71 — 70, . . . , T —
Tn_1,... SU nezavisne slucajne varijable, a 71 — 79, ..., T — Th_1, . . . su jednako distribuirane
(uz vjerojatnost P;, j € S). Uz vjerojatnost P;, (7, : n > 0) je €isti proces obnavljanja
(P;(10 = 0) = 1), dok je uz vjerojatnosti IP;, j # i, to odgoden proces obnavljanja.

Zadatak 3.3 Nekasu X iY nezavisne sluc¢ajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
s distribucijama Py, odnosno Py, te funkcijama distribucije F'x, odnosno Fy. Stavimo
Z =X +Y. Tada vrijedi

Vjerojatnosna mjera Py zove se konvolucija vjerojatnosnih mjera Px i Py, i oznacava se
sa Px x Py = Py x Py. Funkcija distribucije sluc¢ajne varijable Z je konvolucija funkcija
distribucije F'x i Fy i jednaka je

o0

Fale) = / T Fale— ) dFy(y) = / Fy(z — ) dFx(y).

—00 —00

Oznaka: Fy; = Fx x Fy = Fy x Fx. Ako su X 1Y apsolutno neprekidne s gusto¢ama fx,
odnosno fy, tada je i Z apsolutno neprekidna s gusto¢om

f2la) = / e — )y (y) dy = / T hle— o) fx () dy

koja oznacava se sa fz; = fx * fy = fy * fx.

Zadatak 3.4 Promatramo familiju P(R) vjerojatnosnih mjera na (R, B(R)). Pokazite da je
(P(R), %) komutativni monoid s neutralnim elementom dy.

Ako je F' funkcija distribucije nenegativne sluc¢ajne varijable X, induktivno definiramo
n-struku konvoluciju F™* sa

F™" =140, F"=F"Y"%p n>1.
Propozicija 3.5 Neka je S = (S, : n > 0) proces obnavljanja. Tada je
P(S, <z)=F"(z), >0
ako je S cisti proces obnavljanja, odnosno
P(S, <z)=(GxF"™)(x), x>0

ako je X odgodeni proces obnavljanja.
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3. Procesi obnavljanja 92

Jedno od osnovnih pitanja u teoriji obnavljanja je koliko se obnavljanja dogodilo do nekog
trenutka. Uvodimo pojam brojecéeg procesa N = (N : t > 0) sa

Zlot 21{5 <, t>0. (3.2)

Uocite da N broji mogucée obnavljanje u trenutku ¢ = 0.

Napomena 3.6 Uocite da vrijedi N; = min{n > 0 : S, > t}, odnosno N, mozemo inter-
pretirati i kao prvo vrijeme prijelaza preko nivoa t.

Ocekivani broj obnavljanja do trenutka ¢ > 0 definira funkciju obnavljanja koju oznacavamo
s U, odnosno V', ovisno o tome da li je proces obnavljanja ¢ist ili odgoden. Preciznije, ako
je S = (S, : n>0) cisti proces obnavljanja, imamo zbog (3.2)

) :=EN, = ZEl{an}_Z}P’S <t) ZF”*(t), t>0, (3.3)

n=0
a ako je S odgoden imamo
V() :=EN, =) Elgs<y=> P(S,<t)=) (GxF™)(t), t>0. (34
n=0 n=0 n=0

Nadalje vrijedi

V(t) = i(G*F"* = (ZF”) = (G*U)(t), t>0, (3.5)

n=0

gdje je za svaku funkciju g : R — [0, 1]

(gxU)(x) = /Oog(x—y)dU(y), reR.

[e.e]

Primjer 3.7 Neka je Y5 =0, te (Y, : n > 1) niz nezavisnih £(\) slu¢anih varijabli. Proma-
tramo proces obnavljanja S = (S, : n > 0). Vrijedi S,, = > ;_, Yz, te

Ne=Y 1(Sn) =14 1py(Sn) = 1+ Ny
n=0 n=1

Usporedimo li s Primjerom 2.57 vidimo da se N razlikuje od Poissonovog procesa za 1,
obnavljanje u trenutku ¢ = 0. Izra¢unajmo funkciju obnavljanja U (t).

Zadatak 3.8 Neka je F(t) =1 — e t > 0, funkcija distribucije od &(X). Dokazite da za

svaki n > 1 vrijedi
t )\n
F™(t) = / 2" e dy
o (n—1)!
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3. Procesi obnavljanja 93

Slijedi da je za t > 0,
Ut) = OoF"*t—l S A n-le=Aw g
()—Z (t) = +Z (n—l)‘x e " dx
n=0 n=1 0 ’
t = (Az)" !
= 1+/A e Mdr =1+ M.
(S 62)

Zadatak 3.9 Pretpostavimo da vrijedi Y,, ~ I'(2,1), n > 1. Izracunajte funkciju obnavlja-
nja U pripadajuceg brojec¢eg procesa.

Vratimo se na opéi proces obnavljanja S = (S, : n > 0) i dokazimo nekoliko pomo¢nih
rezultata.

Lema 3.10 Vrijed: lim; o, Ny = o0 g.s.

Dokaz: Uoc¢imo da je t — N; neopadajuca funkcija, pa postoji lim;_, N; < +00. Pret-
postavimo da je P(lim;_, Ny < 00) > 0. Zbog {lim;_,o, NV; < oo} = U2 {limy_, Ny < n}
slijedi da postoje € > 0in € N takvi da je P(lim; o, NV; < n) =€ > 0. Tadaje P(N, <n) > e
za sve t > 0, odnosno P(NV; > n) < 1 —¢, za sve t > 0. Buduéi da je {N; > n} = {5, <t}
slijedi P(S,, <t) <1 —¢€zasvet>0. Pustanjem ¢t — oo dobivamo P(S,, < co) < 1 — € §to
je kontradikcija sa 5, < co g.s. |

Zabiljezimo sljedece vazne relacije koje povezuje proces obnavljanja S = (S, : n > 0) i
pripadajuéi brojeéi proces N = (N, : t > 0):

{N: <n} = {S,>t}, n>0,
{Nt:n} = {Sn—l§t<sn}a ”217
SNt—l <t< SNt na {Nt > 1} . (38)

Teorem 3.11 (Jaki zakon velikih brojeva za brojeci proces) Pretpostavimo da je p := EY; <

o0o. Tada vrijedi

N 1
lim — = = g.s. (3.9)
I

t—o00 t

Dokaz: Po jakom zakonu velikih brojeva vrijedi

Sh ) Yo Yi+---+Y,
lim — = lim <—O+L>:u g.s.

n—oo 1 n—oo \ 1 n
Buduc¢i da je po Lemi 3.10 lim; .o, N; = 00 g.s., slijedi

S,

tliglo N, =u gs. (3.10‘
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3. Procesi obnavljanja 94

Po (3.8) vrijedi Sn,—1 <t < Sy, na {N; > 1}, pa je

Sni-1 Ne—1 Sy, < t SNt
Nt —1 Nt N Nt N Nt .

Pustimo ¢t — oo i iskoristimo (3.10). Slijedi

li L
fm oy = e

U nastavku zelimo dokazati elementarni teorem obnavljanja koji kaze da se i prosjecni
ocekivani broj obnavljanja ponasa asimptotski kao 1/u. Za to nam trebaju dvije pomoéne
tvrdnje.

Propozicija 3.12 Funkcija obnavljanja U je neopadajuca, neprekidna zdesna i vrijedi U(t) <
oo za svet > 0.

Dokaz: Zbog t — N, neopadajuéa, slijedi da je i t — U(t) = EN; neopadajuca. Neka je
t > 0 fiksan. Pokazujemo da je U(t) < oo. Zbog P(Y,, > 0) > 0 zan > 1, postoji 6 > 0
takav da je

P(Y, >8) = ¢>0, n>1.

Odaberimo k € N takav da je k6 > t. Zbog
{Yi >(5,...,Yk >5} C {Sk>l€6} C {Sk >t}:{Nt§l€},
te nezavisnosti slucajnih varijabli (Y,, : n > 1), vrijedi

& =P, >06,....Y, >6) <P(N, < k),

odnosno
P(N, > k) <1—¢", (3.11)
Nadalje,
P(Ny > 2k) = P(Sos <t) =P(Yi+ -+ Yy + Yipa + -+ Yo, <t
< P+ 4 Y <Y+ + Yo <)
= PYi+- + Y <HOPYVipr + - + Yo < 1)
= P(S <1 =P(N, > k)? < (1— )2,

gdje smo koristili nezavisnost i jednaku distribuiranost sluc¢ajnih varijabli (Y, : n > 1), i
gdje zadnja nejednakost slijedi iz (3.11). Induktivno slijedi

P(N, > mk) < (1 —€")™, zasvem > 1. (3.12)
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Zbog Fubinijevog teorema i gornje nejednakosti imamo

(m+1)k

U(t) :IENt:/ P(N, > s)d Z/ P(N, > s)ds
0 m=0"Ym

k
0 (m+1)k
> / P(N, > mk)ds

mk

IA

m=0
oo

= kY PN, >mk) <k (1—¢)"<oo
m=0 m=0

Konacno, dokazimo da je U neprekidna zdesna. Neka je t > 01 (¢, : n > 1) padajudi niz
takav da je t = lim,, t,. Buduéi da je N;, < N;,, a Ny, je integrabilna po dokazanom
(U(t;) = ENy, < 00), po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji dobivamo da
je U(t) = ENy = limy 00 EN,, = limy, o0 U(ty). |

Propozicija 3.13 (Waldova jednakost) Vrijedi
ESy, = EN, EY; + EY), (3.13)
s tim da obje strane mogu biti +00.

Dokaz: Racunamo

N 00
ESy, = EZYiIEZYJ{iSNt}

= Z]E (Y;]-{lSNt}) = ]EY'[-) + ZE (Y;]-{ifl<Nt})

=0 i=1

Buduéidaje {i—1 < N} ={N; <i—1}={S;_1 >t} ={YV1+---+Yi_1 >t} slijedi da
je dogadaj {i — 1 < N,;} nezavisan od slucajne varijable Y;. Zato vrijedi

ESy, = EYo+ Y EYE(liicn)) =EYy+EY; > PN, >i—1)
i=1 =1
= EY,+EY; > P(N,>i)=EY, + EY, EN, . |
=0
Teorem 3.14 (Elementarni teorem obnavljanja) Neka je p:=EY; < 0o. Tada vrijedi

lim 140) = lim utt) _ ! (3.14)

t—oco t—oo o

(uz konvenciju 1/0o0 =0).

© ZV 24.05.2010.
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Dokaz: Dokazimo prvo da vrijedi

1 < liminf @ . (3.15)

M t—o00

Ako je p = oo, tvrdnja je ocita. Za pu < oo, pomocu Teorema 3.11 i Fatouove leme imamo

1 N, EN, V(t
Z—FE( lim —* gliminf—t:liminfﬁ.
I t—oo t—00 t t—00 t
Za obratnu nejednakost pretpostavimo prvo da su Yy, Y7, ... ograni¢ene slucajne varijable,

odnosno da postoji ¢ > 0 takav da je Yy < c¢iY, < ¢, n > 1. Iz Waldove jednakost (3.13)
slijedi
ESy, —EYy ESy, — EYj

V(t) =EN, = =
(t) : EY, -

Nadalje, zbog Sy,—1 < t (vidi (3.8)), limy_,oo EYy/t = 0, te Sn, = Sn,—1 + YN, < t+ ¢ imamo

, V(t) . 1 ESy, —EYy . 1 E(Sy, + Y,

limsup—~ = limsup— ——— =limsup— ——

t—o0 t t—oo M t t—oco M t
1 t 1

< —limsup e (3.16)

Botsoo L iz

Neka su sada Yy i Y,, n > 1, proizvoljne. Za ¢ > 0 definiramo slucajne varijable
Yo=Yy Ac, Y=Y, ANc, n>1.

Tada je (Y,°: n > 1) niz n.j.d. slucajnih varijabli, nezavisnih od Y, i sve su odozgo omedene
sa c. Nadalje, za pripadajuéi proces obnavljanja S¢ vrijedi

SC=Yy+Y 4+ -+ Y <Y+ Y+ +Y, <S5,

Sto povladi da za pripadajuéi broje¢i proces N¢ imamo

N =Y se<n 2 Y Lysa<ny = Mo
n=0 n=0

Specijalno, V¢(t) := EN; > EN; = V(t). 1z (3.16) ¢itamo

. V({E) o V() 1
1 — <1 = . 1
P =T T Em A 17

Medutim, lim. , Y; A c = Y7, pa iz Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi
da je lim. oo E(Y1 A ¢) = EY; = p < 0o, Pustimo ¢ — oo u (3.17). Dobivamo

Vit 1
lim sup ﬁ < —.
t—o00 t ,u
Zajedno s (3.16) to dokazuje teorem. |
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3. Procesi obnavljanja 97

Elementarni teorem obnavljanja specijalni je slucaj opceg teorema obnavljanja koji je u
literaturi poznat pod imenom Blackwellov teorem obnavljanja. Za A € B(R,) definiramo
ocekivani broj obnavljanja u skupu A sa

V(A) =ED 1s,ea-
n=0

Lagano se vidi da je V' o-aditivna funkcija na B(R, ) koju zovemo mjera obnavljanja. Uocite
vezu funkcije obnavljanja i mjere obnavljanja: V(t) = V([0,t]). Nadalje, mjera V' moze se
zapisati kao beskonac¢an red mjera

V(A4) = G(A) + f: F™(A).

Neka je Y > 0 slucajna varijabla s funkcijom distribucije F'. Za F' kazemo da je aritmeticka,
ako postoji a > 0 takav da je P(Y € {0,a,2a,...}) = 1.

Teorem 3.15 Neka je F' nearitmeticka funkcija distribucije i p = EY; = fooo x F(dz) < o0.
Tada za sve x > 0 vrijedi

lim V((¢,¢ +2]) = lim (V(t +2) = V(t)) =

t—00

x
—. (3.18)
1

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati.

Zadatak 3.16 Izvedite elementarni teorem obnavljanja iz Blackwellovog.

Neka je S = (S, : n > 0) proces obnavljanja, te pretpostavimo da u trenutku S,
n > 1, primimo nagradu (u Sirem smislu) u slucajnom iznosu @,. Pretpostavljamo da je
(@, : n > 1) niz nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli koje nisu nuzno
nezavisne od niza (Y, : n > 0) (npr., dozvoljen je slucaj @, = cY,, ¢ > 0: ¢m dulje
¢ekamo na obnavljanje, tim primamo veéu nagradu). Stavimo jos @y = 0. Definiramo proces
obnavljanja s nagradom R = (R, : t > 0) sa

N¢—1 0o
Ri=) Qu=) Qulisicy. t20. (3.19)
n=0 n=0

Uocite da druga jednakost slijedi zbog {n < N; — 1} = {n < N;} = {S, < t}. U sljedeéo]
propoziciji racunamo asimptotsku prosjec¢nu nagradu.

Propozicija 3.17 Pretpostavimo da je E|Q;| < oo, te EY; = p € (0,00). Tada je

(3.20)
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Dokaz: Vrijedi
& _ ijiﬁl no_ ZnNigl n Ne—1 (3.21)
t t N, —1 t )
Po jakom zakonu velikih brojeva je lim,, ., % YoioQi = EQq gs., pa zbog Ny — 00 g.s.,

imamo N1
Z t—

. i=0 i
tlir(r)lo N, 1 =EQ;, gs.
Po Teoremu 3.11 je limy_, Ntt_l = ﬁ g.s. Tvrdnja slijedi pustanjem t — oo u (3.21). |

Zadatak 3.18 Usprkos ve¢ poznatim higijenskim problemima, Fabijanov restoran relativno
dobro posluje. Pretpostavite da su vremena izmedu dolazaka gostiju u Fabijanov restoran
nezavisna i jednako distribuirana, te da je ocekivano vrijeme izmedu dolazaka 5 minuta.
Trosak po veceri za gosta je slucajan i ima funkciju gustoce

1000
h(z) = T"T—Q’ 100 < < 1000.

Uz pretpostavku da gosti trose nezavisno jedan od drugog, nadite prosjecan utrzak po satu
u Fabijanovom restoranu.

3.2 Jednadzba obnavljanja

Ovu tocku zapocinjemo s par napomena o integraciji u donosu na neopadajuc¢u funckiju.
Neka je U : [0,00) — [0,00) neopadajuéa, zdesna neprekidna funkcija. Prosirimo U na
(—00,0) sa U(t) =0 zasve t < 0. (U cijeloj ovoj tocki vrijedit ¢e konvencija da se funkcije
definirane samo na [0, 00) automatski prosiruju tako da na (—oo,0) budu identicki nula.)
Neka je p mjera na Borelovoj o-algebri B(R) takva da za sve —oo < a < b < oo vrijedi

p((a,b]) = U(b) = Ula),

Neka je g : [0, 00) — [0, 00) Borelova funkcija. Uvodimo oznaku

[T s ar = [ 10w s,

Pogledajmo neke specijalne slucajeve gornjeg integrala, te pokazimo kako se takvi integrali
racunaju.

Primjer 3.19 (a) U je apsolutno neprekldna Pretpostavimo da postoji Borelova funkcija
u : [0,00) — [0,00) takva da je U(t fo x)dx (gdje dr oznacava Lebesgueovu mjeru).

Tada je p(dt) = u(t) dt, te
/0 g dU(n) = / " g(tyult) de
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(b) U je diskretna. Pretpostavimo da postoje nizovi (a; : i > 0) i (w; : @ > 0) nenegativnih
brojeva takvi da je

Ut)y=>Y w;, t>0.

Tada je pp = ;o wida, 1 vrijedi

| swav® =Y gtayu.

0 i>0

(c) U je mjesovita. Preptostavimo da je U(t) = alU(t) + BUa(t) gdje su o, > 0, Uay
apsolutno neprekidna, te Uy diskretna. Tada je

| st =a [ g dvao+5 [ st

Zadatak 3.20 Cest slucaj u teoriji obnavljanja je funkcija obnavljanja U oblika U(t) =
1+ fo s)ds, gdje je u nenegativna integrabilna funkcija na [0, 00). Pokazite da za Borelovu
funkciju g [0, o0) — [0, 00) vrijedi

| st awe =g+ [~ awuoa,

Definicija 3.21 Neka je U : [0,00) — [0,00) neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija,
te neka je g : [0,00) — R lokalno ogranic¢ana funkcija (t.j., g je ogranicena na svakom
ogranicenom intervalu). Konvolucija funkcija U i g definira se kao

(U=xg)(t) = /0 g(t —x)U(dx). (3.22)

Uocite da bududi da je g ogranicena na [0, t], funkcija  — ¢(t — x) je integrabilna u odnosu
na dU(xz) = u(dz), pa je integral u (3.22) dobro definiran. Ako je g > 0, tada je U x g > 0.

Zadatak 3.22 Neka je U : [0,00) — [0,00) neopadajuéa, zdesna neprekidna funkcija, te
g :[0,00) = R lokalno ogranic¢ena funkcija.
(a) Vrijedi

sup (U +5)(0)| < ( su lo(s)) U0,

0<s<t 0<s<t
odnosno, U % g je lokalno ogranic¢ena.
(b) Ako je g neprekidna zdesna, tada je i U * g neprekidna zdesna.
(c) Bududéi da je U lokalno ogranicena i neprekidna zdesna, mozemo definirati U** = U * U.
Zbog (a) i (b) je U * U opet lokalno ograni¢ena i neprekidna zdesna, pa induktivno mozemo
definirati U™ = U™ D* x U, n > 2. Stavmo jos U% = 1j0,00)- Ako je g lokalno ogranicena i
neprekidna zdesna, po (a) i (b) je U * g lokalno ogranic¢ena i neprekidna zdesna, te mozemo
promatrati U * (U * g). Dokazite da vrijedi

Ux(Uxg)=U=xU)=xg,
te opéenito U % (UM D* x g) = U™ x g za n > 1.
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Neka je F' : R — [0, 00) neopadajuéa, zdesna neprekidna funckija takva da je F(t) = 0
za sve t < 0, te limy_,o F(t) = F(00) < co. Neka je, nadalje, z : R — R Borelova funkcija
takva da je z(t) = 0 za sve t < 0. Jednadzba obnavljanja je konvolucijska jednadzba oblika

Z(t) = 2(¢) —|—/OtZ(t—x) dF(z), t>0. (3.23)

Ovdje je Z : [0,00) — R nepoznata funkcija koja se trazi. Ako su F' i z definirane samo
na [0, 00), prosirimo ih na (—o00,0) tako da budu identicki jednake nuli. Uocite da (3.23)
mozemo krace pisati kao Z =z + F % Z.

Primjer 3.23 (Osnovni primjer) Neka je S = (S, : n > 0) proces obnavljanja, neka je
F' funkcija distribucije sluc¢ajnih varijabli (Y, : n > 1), te neka je U funkcija obnavljanja,
U(t) = EN;. Po (3.3) imamo U(t) =Y, F™*(t). Slijedi

Ut) = > F™(t)=F"t)+> F™(t)

= F%(t)+ (Fx i FU=07) (1) = FO(t) + (F = i F™)/(t)

= F™(t) + (F=U)(1).

Dakle
U=F"+F+«U=14+Fx«U,

t.j., U zadovoljava jednadzbu obnavljanja Z = z + F x Z uz z = F* = 1j ).

Promotrimo sada odgoden proces obnavljanja S gdje slucajna varijabla Y, ima funkciju
distribucije G. Neka je V(t) = EN, pripadajuca funkcija obnavljanja. Po (3.4) vrijedi
V =GxU. Zato je

V = GxU=G*(F" 4+ FxU) =G+ F" 4+ Gx(FxxU)
= G+ Fx(G+xU)=G+Fx*V,

odnosno V' zadovoljava jednadzbu obnavljanja Z = 2+ F' x Z uz z = G.

Vratimo se na opc¢u jednadzbu obnavljanja Z = z + F % Z. Osnovno pitanje, kao i kod
svake jednadzbe, je pitanje egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja. Pretpostavimo da vrijedi:

m::F(oo):tlimF(t)Sl, F(0-)=0, F(0)<1. (3.24)
—00
To znaci da je F' funkcija distribucije nenegativne, i moguée defektne slucajne varijable Y:

PY <0)=0,PY =0)<1iP(Y <oo) <1 Motivirani jednakosti (3.3) definiramo
funkciju U : [0, 00) — [0, 00| kao

U(t) := i F™(t), t>0. (3.25)
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Ako je F' funkcija distribucije slu¢ajne varijable Y takve da je m = F(o00) = P(Y < 00) = 1,
tada po Propoziciji 3.12 vrijedi U(t) < oo zasvet > 0. Ako je m < 1, definiramo F,,, := F/m
za koju vrijedi F,(c0) = 1. Uocite takoder da je F'* = m™"F™ za sve n > 0, pa je

Uty =Y F™(t)=Y m"Fp(t) <Y Fr(t) < oc.

Dakle, U(t) < oo za sve t > 0. Nadalje, na isti na¢in kao u Primjeru 3.23 vrijedi
U=F"+FxU. (3.26)

Teorem 3.24 Neka je z : R — R lokalno ogranicena funkcija takva da je z(t) = 0 za sve
t <0, neka je F neopadajuca, zdesna neprekidna funkcija za koju vrijedi (3.24), te neka je U
definirana s (3.25). Tada je funkcija U * z jedinstveno lokalno ograniceno riesenje jednadzbe
obnavljanja (3.23) koje iséezava na (—o0,0).

Dokaz: Bududi da je z lokalno ogranic¢ena funkcija, iz Zadatka 3.22 (a) slijedi da je za svaki
T>0

sup (0+2)(0) < (s =(0)) VD),

0<t<T 0<t<T

sto znaci da je U * z lokalno ograni¢ena. Primjenom jednakosti (3.26) dobivamo
Fx(Uxz2)=F*U)xz2=U—-F")xz2=Uxz—2z,

odnosno U x z = z+ F % (U x z). Preostaje dokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da su Z;
i Zy dva lokalno ograni¢ena rjesenja takva da je Z;(t) = 0 = Zs(t) za sve t < 0. Stavimo
Z = 7y — Zy. Tada je Z lokalno ogranicena funkcija za koju vrijedi Z(t) = 0 za sve t <0, i
Z zadovoljava jednadzbu

2221_22:(Z+F*Zl)_(Z+F*ZQ):F*(Zl_Z2):F*Z

Jednakost Z = F x Z mozemo iterirati, pa slijedi da je Z = F™ x Z za sve n > 1. Opet po
Zadatku 3.22 (a) slijedi da je za svaki "> 0isve n > 1

sup [Z(1) (F # 2)(0)] < ( sup Z()) (D). (3.27)

| = sup |
0 0<t<T
Medutim, iz >~ 7 F™(T) = U(T) < oo slijedi lim,,_,o F™(T) = 0. Pustimo n — oo u
(3.27). Slijedi da je supy<;<p |Z(t)| = 0. Zbog T' > 0 proizvoljan, dobivamo da je Z = 0 na

[0,00), odnosno Z; = Zs. i
Primjer 3.25 Neka je S = (S, : n > 0) ¢isti proces obnavljanja, gdje (Y, : n > 1) imaju
eksponencijalnu distribuciju s parametrom A > 0. U Primjeru 3.7 izracunali smo da je
U(t) =Y 0" o F™(t) = 1+ At. Promatramo jednadzbu obnavljanja Z = z + F x Z, gdje je
z lokalno ogranicena, a F(t) = 1 — e, t > 0. Iz Teorema 3.24 slijedi da je jedinstveno
lokalno ograniceno rjesenje te jednadzbe dano sa

Z(t):(U*z)(t):/O z(t—x)dU(:E):z(t—O)-1+/0 z(t—a:))\dx:z(t)~|—)\/0 z(z) dx.
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Primjer 3.26 Funkcija obnavljanja V' za odgoden proces obnavljanja zadovoljava jednazbu
obnavljanja
V=G+FxV

gdje je G funkcija distribucije slucajne varijable Y;. Po elementarnom teoremu obnavljanja
vrijedi

Vit 1
limﬁz—, w=EY],
t—oo 2
odnosno, asimptotski je @ ~ %L U ovom primjeru ¢emo pokazati da postoji funkcija
distribucije odgode G tako da za pripadajué¢u funkciju obnavljanja vrijedi @ = }% za sve
t>0,t]j., dajeV(t) = ﬁ, t>0.
Definiramo .
1
G(t) = —/ (1— F(z))dz, t>0. (3.28)
HJo

Funkcija G je o¢ito neopadajuca i neprekidna zdesna. Uocite da je 1 — F'(z) = P(Y; > x) rep
distribucije F', te se stoga distribucija G naziva distribucija integriranog repa. Provijerimo
daje G(o0) =1, t.j., da je G vjerojatnosna funkcija distribucije. Zaista,

G(oo):%/Ooo(l—F(x))dx:%/oooIP’(Yl>:c)da::%EY1:1.

Upotrebom parcijalne integracije (ili Fubinijevog teorema), integral u (3.28) mozemo zapisati
u obliku

/Ot(l—F(x))da: - t—/OtF(x)da::t—(F(t)-t—F(O)-O—/OtxdF(x))

_ t—tF(t)+/0txdF(:c):t—/ox(t—:v)dF(m).
Dakle, i
G = L <t— /0 (t— 1) dF(x)) , (3.29)

Sto mozemo zapisati kao

lt:G(tH/tl(t—x)dF(x).

1 1
Stavimo \7(t) = %t. tada gornja jednakost pokazuje da 1% zadovoljava jednadzbu obnavljanja
V=G+FxV.

Buduci da i V' zadovoljava istu jednadzbu, zbog jedinstvenosti u Teoremu 3.24 zakljucujemo
da vrijedi
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Zadatak 3.27 Neka su X € R"iY € R™ nezavisni slucajni vektori. Tada za svaki Borelov
skup A C R™™ vrijedi

P(X,Y)e A) = /n P((z,Y) € A)Px(dx) :/ P{weQ: (2,Y(w)) € A)Px(dz).

n

Primjer 3.28 U Primjeru 3.23 analiticki smo pokazali da funkcija obnavljanja U(t) zado-
voljava jednadzbu U = F% + F % U, odnosno

U(t):1+/tU(t—:c)F(da:).

U ovom primjeru tu jednadzbu izvodimo vjerojatnosnim argumentima.
Prvo uoc¢imo da je

Ult) = E(N, Y1 >t)+E(N, Y1 <t)=P(Y; >t) +E(V,Y: <)

= P(Yy>t)+» nP(Yi <t,N,=n)=A+B.
n=2

Da bismo izracunali B prvo racunamo

P(Y1 <t,Ny=n) = P(Y1<t,S,1<t<5,)
= PVi<t,Yi+ Yo+ +Yo) <t <Yi+ (Yot +Y, )+ Y,)

t

PYo+---+Y, 1 <t—ax<Yo+---+Y,)dF(x)

t

PYi+ -+ Y, o <t—a <Y+ +Y,1)dF(z)

t

]P)(Sn_g <t—zx< Sn—l) dF(ZL‘)

t

P(N;—p =n—1)dF(z).

o— — S— —

Ovdje treéi redak dobivamo pomoc¢u Zadatka 3.27. Slijedi da je

B = E(N,Y,<{)= i/t WP(N, . = n—1)dF(z)
= /ZE (Ni—y + 1, Ny =n — 1) dF (z)

— / ZE (Ni—z + 1, N,—p = n) dF (x)
_ /OE(NH)dF(x)Jr/OtdF(x)

_ /tU(t—x)dF(:):)JrP(Yl <1).
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Konacéno,
Ult)=A+B=PM, >t)+/tU(t—x)dF(:U)—|—P(Y1 <t)= 1+/tU(t—x)dF(x).

Primjer 3.29 Neka je S = (S, : n > 0) proces obnavljanja zadan nizom (Y, : n > 0) i

neka je N = (N, : t > 0) pripadajuéi brojeéi proces. Definiramo procese B = (B, : t > 0) i
A= (A :t>95) formulama

By=Sy,—t, t>0 (3.30)

Ay =t—Sn_1, t>5. (3.31)

Slucajnu varijablu B; zovemo vrijeme povratka unaprijed (ili ostatak Zivota). To je vrijeme do

prvog obnavljanja nakon trenutka ¢. Slucajna varijabla A; zove se vrijeme povratak unaprijed

(ili dobd), i predstavlja vrijeme proteklo od zadnjeg obnavljanja prije trenutka ¢. U kontekstu

Napomene 3.6 slucajna varijabla B; ima interpretaciju veli¢ine preskoka preko nivoa ¢, dok

je A; podbacaj.
Izracunajmo funkcije distribucije slucajnih varijabli A; i B;. Prvo ¢emo naéi jednadzbu

obnavljanja za funkciju distribucije od A; uz pretpostavku da je proces obnavljanja cist,
Yo = 0. Za x > 0 vrijedi

PA <z)=PA <z,Yi>t)+ P4 <z,Y <t). (3.32)
Na dogadaju {Y; > t} vrijedi A; =, pa je
P(A <2,V >t) =Pt <2,Y; >t) = P(Y; > t)1p(t). (3.33)

Kod drugog sumanda, prvo uoc¢imo da je {Y; = S; < t} = {N, > 2}, pa je po definiciji od
Ay

P(At S CC',)fl S t) :]P)(t— SNt—l S Z)’J,Nt Z 2)

= ZIP’(t —Sn,-1 <x,Ny=n)

n=2

= > P(t—Sp1<,8,0 <t<S,)
n=2

= Y Pl—(MVi+Ya+ Yo ) <z Vit Yot Y, <t <Y+ Vo4 4 Y)

n=2
0 t

= Z/P(t—(y+Y2+~~+Yn_1)g:c,y+Y2+---+Yn_1§t<y+Y2+~~+Yn)dF(y)
n=2 0
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gdje zadnji redak slijedi iz Zadatka 3.27. Nadalje je

et t

P(A<z,Y1<t) = Y [ Pt—y—S2< 2,8 2<t—y<8,1)dF(y)
n=2 0

o t

= Z Pt —y — Sp—2 <x,N,_y =n—1)dF(y)
n=2"0

e t

= Z Pt —y—Sn,_,-1 <2, Ny =n—1)dF(y)
n=2"0

oo t

= ) / P(A_, <2,N,_, =n—1)dF(y)
n=2 0
00 t

S / P(Ar_, < 2. No_y = n) dF(y)
n=1 0

= / tIP’(At_y < x)dF(y). (3.34)

Uvedimo oznaku «a(t) := P(A; < z). Tada zbrajanjem jednakosti (3.33) i (3.34) slijedi

a(t) = (1 — F(t)Lpa(t) + / alt — y) dF(y). (3.35)

To je jednadzba obnavljanja sa z(t) = (1 — F\(t)) 110 (t).
Na sli¢can na¢in moze se naéi jednadzba obnavljanja za §(t) := P(B; > z), > 0, Y5 = 0.
Slijedi

) =1- Flt+)+ [ 8- 9)dF). (3.36)

Po Teoremu 3.24 imamo
P(A, <z)=a(t) =Ux* (1 - F)lpg) (1), (3.37)
P(B, > ) = B(t) = U * (1— F(- + ))(t) = /0 (1= Fle+1t—y)dU(y). (3.38)

[zracunajmo P(B; > x) za specijalna slucaj F(r) = 1 — e~ 2z > 0. Tada po Primjeru
3.7 imamo U(t) = 1 + M. 1z (3.38) slijedi

P(B, > x) = 1—F(x+t)+)\/0t(1—F(ac+t—y))dy

t
_ 6—>\($+t)_|_>\/ e—A(m-&-t—y) dy
0

_ G—A(a:—I—t) o e—A(ac—I—t)(l o €>\t) — G—Az )
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Dakle, preostalo vrijeme zivota B; ima jednaku distribuciju kao i Y,,, vrijeme izmedu n—1-vog

i n-tog obnavljanja, gdje je n > 1. To, naravno, nije iznenadujuce imajuci u vidu svojstvo

zaboravljanja eksponencijalne distribucije. Specijalno, EB, = 1/)\ za sve t > 0.
Izracunajmo sada i distribuciju od A; :

P4 <7) = / (= Flt— )1t — v) dU()
= (1= F(t))1p.(t) + A / (1= F(t — y))Lpuy(t — y) dy
— Mg () + A / (1 - F(y))1p.(s) dy

tAx
= e Mly(t) + )\/ e dy
0
= efAtl[()’x} (t)+ (1 — 67)‘(“\56)) .

Dakle,
1, t<uz,

l—e™, t>u (3.39)

M&g@:{

Oznac¢imo sa Fly, funkciju distribucije od A; i uo¢imo da ta funkcija ima u tocki ¢ skok
velicine e *. Zato je

00 t
EA, = / rdFy,(x) = / Ave M dx + te M
0 0

1 t
— <_xe/\m o Xe)\m) 4 tef)\t
0
1 1
= <—te’\t — Xef)‘t + X) +te M
1 -
= X (1 — € t) .

Slijedi da je
2 1
E(A+B) =~ ——e ™M
(At B =5 -3¢
Sto je priblizno jednako % za velike t. Medutim,
A+ By = (t — Sny-1) + (Sn, — 1) = Sn, — Sny—15
duljina intervala izmedu dva obnavljanja koji sadrzi fiksno vrijeme ¢. Dakle

—At

1 2
E(Sy, — Sny-1) = ~ — N velike ¢,

> o

iako je za svaki fiksni n > 1, E(S,, — S,_1) = % To je paradoks vremena c¢ekanja. Pretposta-
vite da tramvaj broj 11 (iz smjera Crnomerca) dolazi na Trg bana J. Jelaci¢a po Poissonovom

© ZV 24.05.2010.



3. Procesi obnavljanja 107

procesu s parametrom A > 0. To znaci da je za svaki n > 1 vrijeme izmedu n — 1-vog i
n-tog tramvaja eksponecijalno s parametrom A. Ocekivano vrijeme izmedu dva tramvaja
je stoga 1/A, npr. 15 minuta. Vi dolazite na Trg toéno u 20:00 sati, t = 20. Buduéi da
tramvaji voze od zore, osam sati navecer mozemo smatrati velikim vremenom. Po gornjem
ra¢unu ocekivano vrijeme do sljedeée jedanaestice iz Crnomerca je EB; = 1/\ = 15 minuta.
Ocekivano vrijeme od odlaska sa Trga prethodne jedanaestice je EA; ~ 1/A = 15 minuta.
To povlaci da je ocekivano vrijeme izmedu tramvaja koji vam je pobjegao i tramvaja koji
¢ete uhvatiti priblizno 30 minuta, dvostruko vise od oc¢ekivanog vremena izmedu dva fiksna
tramvaja.
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