Poglavlje 2

Markovljevi lanci s neprekidnim
vremenom

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Slucajni procesi koje smo do sada promatrali bili su indeksirani diskretnim vremenskim
skupom Z,. To su bili Markovljevi lanci s diskretnim vremenom, te martingali indeksirani
sa Z.. Kod takvih sluc¢ajnih procesa promjena stanja dogada se u cjelobrojnim vremenskim
trenucima, t.j., proces moze promijeniti stanje tocno nakon jedne vremenske jedinice. U
ovom poglavlju pocet ¢emo proucavati slucajne procese indeksirane neprekidnim vremenskim
parametrom ¢ € [0, c0).

Zapocnimo formalnom definicijom slu¢ajnog procesa s neprekidnim vremenskim para-
metrom.

Definicija 2.1 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, te (S,8) izmjeriv prostor. Za svaki
t >0 neka je Xy : Q — S funkcija izmjeriva u paru o-algebri (F,8) (t.j., sluéajni element u
S). Familija X = (X, : t > 0) zove se slucajni proces s neprekidnim vremenom i skupom
stanja S. Put (ili trajektorija) slucajnog procesa X je funkcija t — X(w), w € Q.

Za 0 <t < ty < -+ < tp, n € N, neka je Py 4, 4, distribucija slucajnog vek-
tora (X¢y, Xty Xy,) (tg., slika vjerojatnosti P po tom slucajnom vektoru). Familija
Pty t, 0 0 <ty <ty < -+ < ty,n € N} zove se familija konacno-dimenzionalnih

distribucija slucajnog procesa X .

Ova definicija je vrlo opcenita i ukljuc¢uje razne klase sluc¢ajnih procesa. Na primjer, ako
je skup stanja S = R, prijelaz iz stanja u drugo stanje dogada se neprekidno u vremenu.
Tehnicki aparat potreban za proucavanja takvih sluc¢ajnih procesa prilicno je slozen. Zato
¢emo se ograniciti na slucajne procese s neprekidnim vremenom i diskretnim skupom stanja.

Pretpostavimo da je skup stanja S prebrojiv, te promatrajmo putove slu¢ajnog procesa
X. Buduéi da je skup stanja prebrojiv, ocekujemo da ¢e tipi¢ni putovi izgledati ovako:
proces krece iz nekog stanja, te provede u tom stanju neko sluc¢ajno, ali pozitivno i konacno
vrijeme. Zatim skoc¢i u novo stanje, te u tom stanju provede opet neko slucajno, ali pozitivno
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2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 46

i konacno vrijeme, itd. Drugim rijecima, ocekujemo da su putovi slu¢ajnog procesa X po
dijelovima konstantne funkcije. To ¢e sigurno biti tako ako zahtijevamo da putovi budu
zdesna neprekidne funkcije.

Definicija 2.2 Neka je X = (X, : t > 0) slucajni proces s neprekidnim vremenom i skupom
stanja S. KaZemo da X ima zdesna neprekidne putove ako je za sve w funkcija t — Xy(w)
zdesna neprekidna.

Ako X ima zdesna neprekidne putove, tada za svaki w € Q i svaki t > 0 postoji € > 0
takav da vrijedi
Xs(w) = Xy(w) zasve s € [t, 1+ €.

Odavde je jasno da ¢e putovi procesa X biti po dijelovima konstantne (zdesna neprekidne)
funkcije. Primjetimo da kod procesa s prebrojivim skupom stanja vrijedi

Pitotn (1,92, dn) =P(Xy, =51, X, = J2, - X, = Jn) s J1,72,--,Jn €S

t.j., vjerojatnosti oblika P(X;, = ji, Xy, = Jjo,..., X, = jn) U potpunosti odreduju familiju
kona¢no-dimenzionalnih distribucija. Vaznost pretpostavke o neprekidnosti zdesna putova
od X ocituje se u tome da se vjerojatnost svakog dogadaja koji ovisi o X moze izracunati
iz konacno-dimenzionalnih distribucija od X. Ilustrirajmo to sljede¢im racunom: neka je
Q4+ ={q1,q, ..., } neka enumeracija nenegativnih racionalih brojeva. Za i € s vrijedi

P(X;=izanekot>0)=1—-P(X; #izasvet>0)
= 1-P(X; e S\ {i}zasvet>0)
= 1-P(X, e S\ {i}zasvet € Q)

= 1_p(ﬁ U {quzjl,...,an:jn}>

n=1j1,jni

- 1_7111—{20 Z ]P(th :jlw--van :]n)
jl?"'?j’fb#i

Neka je X zdesna neprekidni slucajni proces s neprekidnim vremenom i prebrojivim
skupom stanja S. Vremena skokova (J, : n > 0) od X definiraju se na sljedeéi nacin:

J():O, Jn+1:inf{t2Jn: Xt?éXJn}

zan=0,1,2,..., gdje je inf ) = +oo. Uocite, J; = inf{t > 0: X; # Xo}, te Jp < J; <
Jo ... Stovise, ako je J, < oo, tada zbog neprekidnosti zdesna vrijedi J,, < J,41. Vremena
éekanja (ili vremena zadrZavanja) (W, : n > 1) od X definiraju se

Wn:{ Jn_Jn—la Jn_1<OO,

400, Jn1 = 00.
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2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 47

Za sve n > 1 vrijedi W,, > 0. Uocite da za sve n > 1 imamo J, = W; + --- + W,,. Stavimo
= i = = < .
¢ nh_{](r)lo Jn sgp I Zl W, < oo

Vrijeme ( naziva se wvrigeme eksplozije slucajnog procesa X. U slucaju ( < oo, slucajni
proces napravi beskonacno mnogo skokova u konacnom vremenu. Dosadasnje definicije
omogucuju nam da neprekidno-vremenskom slucajnom procesu X pridruzimo diskretno-
vremenski slu¢ajni proces Y = (Y,, : n > 0) formulom

YnZ:XJn.

Slucajni proces Y nazivamo proces skokova (ili lanac skokova) slucajnog procesa X. Proces
Y biljezi stanja kroz koja prolazi X do vremena eksplozije (.
Nakon gornje opc¢e diskusije prelazimo na Markovljeve lance u neprekidnom vremenu.

Definicija 2.3 Markovljev lanac s neprekidnim vremenom 4 prebrojivim skupom stanja S
je slucajni proces X = (X; : t > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) za koji
vrigedi sljedece Markovljevo svojstvo: za sve n > 1, za sve vremenske trenutke 0 < t; <ty <
coe <ty < t, 1 sva stanja iy, ..., ip_2,1,] €S

P(Xy, =j| Xy, =01,..., X4,y =tno0,Xy,_,=10)=P(Xy, =7 Xy,_, =1). (2.1)
Zai,j €S, te0<s<tstavimo
Pi(s,t) =P(X; = j| X, =1).
Tada (2.1) mozemo zapisati u obliku
P(X;, =j| Xy, =i1,..., X4, =in1,Xy, =1) = Pyj(tn_1,tn) . (2.2)
Funkcije P;;(s,t) zovu se prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca X.

Definicija 2.4 Markovljev lanac X = (X, : t > 0) je vremenski homogen ako za prijelazne
vjerojatnosti vrijeds

P,(s,t) = P;(0,t —s), zasvei,j€Sizasvel<s<t.

Dakle, prijelazne vjerojatnsoti ovise samo razlici vremenskih trenutaka. U tom sluc¢aju uvo-
dimo oznaku Pj;(t — s) := P,;(s,t). Tada (2.2) mozemo pisati u obliku

P(th = ] | th = 7:17 A 7th72 — in—27 th,1 - 2) - -Pz] (tn - tn_1> . (23)

Analizirajmo malo detaljnije gornju jednakost. Stavimo t = t, 1, s = t, —t,_1 > 0.
Neka je F;, = o(X, : 0 < u < t) o-algebra generirana slucajnim procesom do trenutka
t. Uotimo da je F; generirana svim dogadajima oblika {X;, = i1,...,X:, = i} gdje je
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2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 48

0<t;<ty<...lty<t,aiy...,i,, €S. S druge strane, o(X;) je generirana dogadajima
{X; =i}, i € S. Stoga iz jednakosti (2.1) mozemo zakljuciti da vrijedi

P(Xips =71 F) = P(Xpys = j | X3),
odnosno u sluc¢aju vremenski homogenog Markovljevog lanca, (2.3) daje
P(Xirs = 7 [Ft) = Px,5(s).

Od sada nadalje promatramo samo vremenski homogene Markovljeve lance koje jednostavno
nazivamo samo Markovljevim lancima.

Uvedimo uvjetne vjerojatnosti P;, i € S, formulom P;(A) := P(A|Xy = ¢). Tada za
1,7 € 9, tet >0 imamo

Pi(Xe = j) = P(X, = j|Xo = i) = P;(t) (2.4)

Neka je \; = P(Xy =4). Tada A = (\; : i € S) zovemo pocetnom distribucijom Markovljevog
lance X.

Propozicija 2.5 Neka je X Markovljev lanac s pocetnom distribucijom A. Konacnodimen-
zionalne distribucije Markovljevog lance X dane su formulom

P(Xe, = j1, Xoy = oo Xoy = Gn) = D NiPis (1) Py (b2 —11) - P by — 1), (2.5)

€S

0<t <ty <-- <ty Obratno, pretpostavimo da je X = (X; : t > 0) slucajni proces cije
su konacnodimenzionalne distribucije dane formulom (2.5). Tada je X Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom X i prijelaznim vjerojatnostima Pj(t).

Zadatak 2.6 Dokazite Propoziciju 2.5 (Uputa: pogledajte Markovljevi lanci, dokaz Te-
orema 1.5)

Zadatak 2.7 Neka je X Markovljev lanac s neprekidnim vremenom. Dokazite da za sve
m,n > 0, sva vremena 0 < t; < --- < t,,1, 1 sva stanja ji, ..., jmin € S vrijedi

P(Xtm+n — jm—‘rna cee 7Xtm = jm | th = jla .. aXtm_1 = jm—l)
- P(Xtm+n - jm—&-m cee 7Xtm, - Jm | Xtm,l = jm—l) .

Uvedimo iznaku P(t) = (P;;(t) : i,7 € S), t > 0. U slucaju kona¢nog skupa stanja, P(t)
je kvadratna matrica.

Propozicija 2.8 Familija (P(t) : t > 0) je stohasticka polugrupa, t.j. vrijeds
(a) P(0) =1, gdje je I;; = ;.

(b) P(t) je stohasticka matrica, t.j., Pi(t) > 04, ¢ Pij(t) =1.

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 49

(¢) P(t+s) = P(t)P(s) (Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti).
Dokaz: (a) VI'lJedl PZJ<O) = PI(X0> :j = 51]
(b) Ocito je P;;(t) > 0. takoder, za i € S,
jes jes
(c) Vrijedi

Pt +s) = PiXys =) = ZR‘(Xt =k, Xiys = J)
kesS

= Y Pu(t)Py(s) = (P(t)P(s))y; .

keS

gdje drugi redak slijedi zbog (2.5).

Pretpostavimo sada da je X Markovljev lanac koji ima zdesna neprekidne trajektorije.
Tada za vrijeme prvog skoka J; = inf{t > 0: X; # X;} vrijedi J; > 0. Prisjetimo se da za
vrijeme ¢ekanja W; imamo W; = J;. PokuSajmo pronaci P;-distribuciju slu¢ajnog vremena
J1. Za t > 0 imamo

Da bismo izracunali gornju vjerojatnost koristit ¢emo konac¢nodimenzionalne distribucije.
Za n € N definiramo dogadaj

Bn = {Xlt/Q" :Xo,l: 1,2,...,2n}.

Vrijedi By D B2 D ..., te N, B, = {J; > t}. Nadalje, iz formule (2.5) slijedi

BB (Pii (;:))2 B [1_ 2" (1 —213—1- (2%))r |

Pretpostavimo da postoji

P.(0) = —lim 1_—13“@

6—0 ) (2.6)

Uocimo da ako limes postoji onda je nepozitivan. Zato postoji

t 1— Py (&
e (1 (£)) - =P

n -
n—o00 2 n—00 5

Upotrebom klasi¢nog limesa lim,, (1 — z,,/m)™ = e~* kada x,, — z, dobivamo da je

n—00 n—00 on

P(J; > t) = lim P;(B,) = lim [1 _Z (- P (2%))] = exp(P/(0)t)

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 50

Dakle, uz pretpostavku (2.6) vidimo da J; ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom
—P/(0). Alternativni nacin kojim mozemo zakljuciti da vrijeme prvog skoka ima eksponen-
cijalnu distribuciju neposredno koristi Markovljevo svojstvo i karakterizaciju eksponencijalne
distribucije pomocu svojstva zaboravljanja. Za s,t > 0 imamo

Pl(Jl >t+S|J1 >t) = ]P)Z(XUZZ,OSUS S+t|Xu:Z,OSUSt)
Pi(X,=i,t<u<s+t|X,=1,0<u<t)
= Pi(X,=i,t<u<s+t|X;=1)
]Pl(Xu:Z,OSUS S) :]P)Z<J1 >S),
gdje treéi i cetvrti redak vrijede zbog Markovljevog svojstva (ovaj argument, iako u biti
ispravan, nije u potpunosti precizan). Dakle, vrijeme ¢ekanja W7, koje je jednako vremenu
prvog skoka Jj, ima svojstvo zaboravljanja, pa mu je distribucija eksponencijalna. Sli¢nim
heuristickim argumentima moze se pokazati da ¢e (uvjetno na proslost) i sva ostala vremena
¢ekanja W, imati neku eksponencijalnu distribuciju.
Zakljucujemo da lanac X prelazi u novo stanje nakon nekog eksponencijalnog vremena
¢ekanja. Jako Markovljevo svojstvo u vremenima skokova (koje ¢emo kasnije dokazati) po-

kazuje da ¢e proces skokova Y = (Y, : n > 0) definiran s Y,, = X ;, biti diskretno-vremenski
Markovljev lanac.

2.2 Eksponencijalna distribucija

Razmatranja na kraju prethodne tocke pokazuju da ¢e eksponencijalna distribucija imati
vaznu ulogu u prouc¢avanju Markovljevih lanaca s neprekidnim vremenom. Zato u ovoj tocki
istrazujemo neka svojstva eksponencijalne distribucije.

Prisjetimo se da slucajna varijabla 7' ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom
q € (0,00) ako funkcija distribucije F' od T" ima oblik

0, z <0,
F(x):{ l—e™®, £2>0.

Pisemo T' ~ &(q). Eksponecijalna sluc¢ajna varijabla je apsolutno neprekidna s gusto¢om
f(z) = ge % 1,501. Nadalje vrijedi ET = 1/q, te Var(T) = 1/¢*. Za sve x > 0 imamo

E [e~*T] = / e “gem dt = q/ et g — 4 2.7
= | 0 . 27
Oznac¢imo sa F rep slucajne varijable s funkcijom distribucije F: F(z) :=1— F(z) = P(T >

Propozicija 2.9 FEksponencijalna slucajna varijabla ima svojstvo zaboravljanja
P(T'>t+s|T>t)=P(T >s), za svet,s > 0. (2.8)
Obratno, ako nenegativna sluc¢ajna varijabla T zadovoljava (2.8), tada je T eksponencijalna

slucajna varijabla s parametrom q = —log F(1) € (0, 00).

© ZV 09.05.2010.
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Napomena 2.10 U obratu propozicije, pretpostavka da T' zadovoljava (2.8) implicitno

ukljucuje da su sve uvjetne vjerojatnosti dobro definirane, t.j., F(t) = P(T > t) > 0 za
sve t > 0.

Dokaz: Uocite da je (2.8) ekvivalentno s

F(t+s)=F(t)F(s), zasve t,s > 0. (2.9)

Ako je T eksponencijalna s parametrom g, tada je F(t) = e~%, pa vrijedi (2.9). Obratno,
neka vrijedi (2.9). Stavimo a = F(1) € [0,1]. Zbog Napomene 2.10 vrijedi a > 0. Kada
bi bilo F(1) = 1, tada bi zbog (2.9) imali P(T > n) = F(n) = F(1)" = 1, te stoga
P(T = o0) = lim,, P(T" > n) = 1 §to je nemoguce. Dakle, 0 < a < 1. Iz (2.9) slijedi

Fin)=F(1+---+1)=F(a)"=a".
Slicno . |
a:F(l):F<—+---+—) = (F(1)",

n n

otkud F(1/n) = a*/™. Za ¢ = m/n € Q, imamo

Pl =F (%) = (F (%))m . —

Buduéi da je F' neprekidna zdesna, to isto vrijedi i za F. Neka jet > 01i (g : k > 1)
padajuéi niz racionalnih brojeva koji konvergira prema t. Tada je

F(t) = lim F(q) = lim a® = a’.

k—o0 k—o0
Stavimo ¢ := —loga = —log F(1) € (0,00). Tada je F(t) = e~189)* = ¢=4* odnosno T ima
eksponencijalnu distribuciju s parametrom gq. |

Zadatak 2.11 Neka je (x, : n > 1) niz realnih brojeva takvih da je 0 < z,, < 1 za sve
n € N. Tada je

[o.¢] m o
Hxn:mli_rgonxn>0 ako 1 samo ako Z(l—xn)<oo.
n=1 n=1 n=1

(Uputa: [[>7, @, > 0 ako i samo ako Y - logx, > —oo, te iskoristite da je logz ~ z — 1
za x blizu 1.)

Propozicija 2.12 Neka je (T, : n > 1) niz nezavisnih eksponencijalnih sluc¢ajnih varijabli
takvih da T, ima parametar q,. Tada vrijeds

o o 1

ZTn<oog.s. ako i samo ako Z—<oo.
dn

n=1 n=1

© ZV 09.05.2010.
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Dokaz: Pretpostavimo ) 1/g, < oo. Upotrebom teorema o monotonoj konvergenciji

imamo
E(ZTn> ZET —Zqi <o,
n=1 n

n=1

sto povlaci da je > > | T,, < oo g.s. Obratno, neka je >~ T, < co. Tada zbog nezavisnosti

imamo -
An
0<E< ) E - ,

gdje zadnja jednakost slijedi iz (2.7). Iz Zadatka 2.11 Slljedl da je

nz::lqn Z( qn+1><oo

n=1

Odavde slijedi da je lim,,_, ¢, = 00, pa zbog 2/(q, + 1) > 1/q, za sve n za koje je g, > 1,

dobivamo da konvergira i red Y~ o
n

Propozicija 2.13 (a) Neka su Ty i Ty nezavisne eksponencijalne slu¢ajne varijable s para-
metrima q; © go. Tada slucajna varijabla T := min(Ty,Ty) ima eksponenijalnu distribuciju s
parametrom qi + qo.

(b) Neka je (T,, : n > 1) niz nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih varijabli, T, ~ E(qy), te
q:=> " Gn < 00. Stavimo T = inf,, T,,. Tada postoji slucajna varijabla N € N takva da je
P(T'=1Tn) =1. Ako je N =n, tada je T,, < T} za sve j # n. Nadalje, T i N su nezavisne,
T ~&(q), te P(N =n) =q./q.

Dokaz: (a) Za sve t > 0 vrijedi
P(min(Ty,T5) > t) = P(Ty > t, Ty > t) = P(Ty > t)P(Ty > t) = e Dl 2! = o~ (@fat

(b) Definiramo N = n ako je T,, < T} za sve j # n, a inace N ne definiramo. Tada je za sve
t>0

P(N=n,T>t) = P(T,>t1T;>1T,zasvej#n)
qne” "P(T; > s za sve j # n)ds
qne”° H e Vds (2.10)
i#n

_ n _
qne P ds =" e

q

Slijedi >~ P(N = n za neki n) = 1, sto znaci da je P(T' = Tyy) = 1. Po definiciji je sada
P(T = Tx) = 1 na dogadaju {N = n}. Nezavisnost slucajnih varijabli T'1 N, te njihove
distribucije slijede iz gornjeg racuna. |

I
— S —
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Zadatak 2.14 Opravdajte jednakost (2.10).

Zadatak 2.15 (a) Neka su 7' i S nenegativne, nezavisne, apsolutno neprekidne slucajne
varijable s funckijama gustoée fr i fg. Tada za svaki ¢ > 0 vrijedi

t e8]
P(T<t<T+S5) :/ fr(u) </ fs(v)dv> du .
0 t—u
Specijalno, ako je T'~ €(q) 1 S ~ &(r), tada je

(et g

gte™ =7.

]P’(T<t<T+S):{

(b) AkosuT ~ E(q) i S ~ E(r) nezavisne, tada vrijedi

P(T > 8) = i rP(T<t<T+95)=qP(S<t<T+S5).

q-+r

2.3 Konstrukcija Markovljevog lanca pomocu lanca sko-
kova

U ovoj tocki cilj nam je konstruirati jednu klasu Markovljevih lanaca s neprekidnim vreme-
nom. Ta klasa ne obuhvaca sve Markovljeve lance, ali je dovoljno Siroka za sve prakticne
primjene. Nakon konstrukcije samog procesa, pokazat ¢emo da ima Markovljevo svojstvo.

Pretpostavimo da je Z = (Z,, : n > 0) diskretno-vremenski Markovljev lanac na prebro-
jivom skupu stanja S s pocetnom distribucijom A = (\; : i € S), te prijelaznom matricom
Il = (my; : 4,5 € S) takvom da je m; = 0 za sve ¢ € S. Neka je (E, : n > 1) niz nezavisnih
eksponencijalnih slucajnih varijabli s parametrom 1, te pretpostavimo da su £, nezavisne od
Markovljevog lanca Z. Konaé¢no, neka je dana funkcija g : S — (0, 00). Sve slu¢ajne varijable
definirane su na nekom vjerojatnosnom prostoru (£2, F,P). Kao i obi¢no, s P; ozna¢avamo
uvjetnu vjerojatnost P(- | Zy = 7). Primjetite da su osnovni podaci prijelazna matrica IT i
funkcija ¢ (pocetna distribucija je takoder dana, ali nije vazna za konstrukciju).

Pomoéu Markovljevog lanca Z i niza (E, : n > 1) zeliko konstruirati Markovljev lanac
X = (X;: t >0) s neprekidnim vremenom.

Stavimo Jy = 0, te W, = q(EZlO). Tada za sve s > 0 vrijedi

E : . »
PWy>s|Zy=1i) = P(q(_Zlo)>3aZ0:Z):P(W1)>3,ZO:Z)
1 0 P(Zy = 1) P(Zo = i)

B ]P’(Wl) > S)P(Zo =1) g

gdje prva jednakost u drugom retku slijedi iz nezavisnosti slucajnih varijabli Zy i E;, a druga
zbog E1/q(i) ~ E(q(7)). To pokazuje da uz P; slucajna varijabla 1 ima eksponecijalnu
distribuciju s parametrom ¢(i). Stavimo

J1:J0+W1 i Xt:ZO,zan§t<J1.
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Nadalje, neka je Wy = q(ETi). Slicno kao gore slijedi da je

P(Wl > S ’ Z1 = Z) = G_Q(i)s .
Stavimo
Jo=J1 + Wy 1 Xt:Zl,zaJ1§t<J2.

Konstrukciju nastavljamo induktivno. Pretpostavimo da su veé¢ konstruirane slucajne vari-
jable (J, : 0 <m < n), Wy, : 1 <m<n), te (X;: 0<t<J,) (nocite da X; nije nuzmo
definirana na cijelom ). Stavimo

Wn+1:%, Jn+1:Jn+Wn+1 1 Xt:Zn7 za Jn§t<Jn+1
q(Zn)
Ocito vrijedi J, = >0 _, Wi, n > 1, te
Jn—Jn,lzwn:i, n>1. (2.11)
Q<Zn71)

Stavimo ( := lim,_,o J, = 220:1 W, < oo. Uocite da je slucajna varijabla X; definirana na
(slucajnom) intervalu [0, (), te da vrijedi

Xe = Zulp (b)) (2.12)
n=0

Uvedimo dodatno stanje koje ¢emo oznagciti s 0 (to stanje se Cesto zove groblje), te stavimo
X, = dzat > (. Vrijeme ( zovemo vrijeme eksplozije (ili ponekad vrijeme zZivota). Za
konstruirani proces X = (X; : 0 <t < () kazemo da je regularan ako je P;(( = +00) =1 za
sve ¢ € S. U tom slucaju je X; definiran za sve t > 0.

Propozicija 2.16 Slucajne varijable (W, : n > 1) su uvjetno nezavisne i eksponencijalno
distribuirane uz dano § := o(Z, : n > 0).

Dokaz: Neka jen > 1, te uy,...,u, >0, ig,...,i,_1 € S. Racunamo
P(Wm>um,1§m§n|Z0:i0,...,Zn_1:in_l)
P<%>Um,1§m§n, ZO:iOa"'7Zn—1:in—1>
IP)(ZO :i();"'aZn—l :'L.n—l)

E,, n .
= P ( . > Um,l S m S n> = H efq(szl)um 7
Q<Zm—1) i}

gdje prva jednakost u tre¢em retku slijedi zbog nezavisnosti lanca Z i sluc¢ajnih varijabli F,,,
a druga zbog medusobne nezavisnosti i distribucije slucajnih varijabli £,,. Oznac¢imo li sa
Gn_1 o-algebru generiranu sa Z, ..., Z,_1, gornju jednakost mozemo pisati kao

P(Wi >ty 1 <m < n|Guog) = [J e ?Fmm.

m=1

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 55

Odavde citamo da jezasve 1 <m < n
P(Wy, >ty | Gpy) = e 4Zm-1)um (2.13)

te zato

P(Wp > tupm, 1 <m <n|G,1) = HIP’(Wm > u|Gn-1).
m=1

Iz (2.13) jednostavno slijedi da vrijedi i
P(Wp, > Uy, | G) = e~ 9(Zm=1)um (2.14)
Zaista, stavimo A = {W,, > u,,). Tada za svaki B € G,,_1, n > m, imamo
E[1415] = E[e"1@n-1)um] 1

No tada gornja jednakost vrijedi i za sve B € U2, G, 1, a buduéi da je § = o (U2, .G, 1),
slijedi da jednakost vrijedi i za sve B € §. No to znaci da vrijedi (2.14).
Slicno
P(Wy > tum, 1 <m<n|G)= || PWn >unl|9).

1

v i

Zadnja jednakost i (2.14) pokazuju da su (W,, : m > 1) uvjetno nezavisne uz dano G, te da

je Wy ~ E(q(Zm-1)) uz dano G . |

Propozicija 2.17 Zan > 0 nekaje H,, = o(Zo, ..., Zo;Wh, ..., Wo) =0(Zo, ..., Zn; 1,y ).
ZajeS iu>0 vrijedi

P(Zpi1 = J, Wit > u|H,) =g, ) =P(Z, 1 = §, W1 > ul| Zy). (2.15)

Napomena 2.18 Uocite da jednakost (2.15) kaze da su slucajni vektor (Z,41, Wy41) 1 0-
algebra H,, uvjetno nezavisni uz dano Z,,. To slijedi iz definicije i Zadatka 1.29.

Dokaz: Za ig,...,i, € S, te B € B(R") imamo

P(Zn—H :j,Wn+1>U|ZO:io,...,Zn:in,(Wl,...,Wn)EB)
P(Zn+1=j,’jg:; >, Zo = ios -+ s Do = i, (Aq( 71)) eB)

q(io)

]P(Zo:io,--wZn:i"’( (30) " 77 q(in- 1)> €B>

P(Zn+1 = j, Zn = Z.n, e ZO = ZO ]P) <<q(10 * g 1)) € B) P (En+1 )
X X — > U
]P)(Zn:Zna'”vZO:ZO) ]P(( G . )> EB) Q(Zn)

Q'LO ) 7fn 1

— ﬂ-’L] G—Q(Zn)u .

To dokazuje prvu jednakost u (2.15), dok je druga tada ocigledna. |
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Vratimo se sada vremenu eksplozije ( i nadimo dovoljne uvjete da je X regularan,
t.j. Pi(( = +o0) =1zasveic S.

Propozicija 2.19 Za svako 1 € S vrijedi

Pi(¢ < o0) = P; (Z q(;n) < oo> : (2.16)

n=0

Slucagni proces X je reqularan ako i samo ako je

= 1
=400 P;-g.s., za svei € S. 2.17
z:% a(Zn) (217)

n

Specijalno, ako je sup;cqq(i) < oo (Sto je wvijek ispunjeno ako je S konacan), tada je X
reqularan.

Dokaz: Vrijedi ( = > 2 W, =5 >, q(zjin,l)' Po Proporziciji 2.16, uvjetno na § = o(Z, :
n > 1), ¢ je zbroj nezavisnih eksponencijalnih slucajnih varijabli s parametrima ¢(Z,_;). 1z

Propozicije 2.12 slijedi da je

1, Y < oo,
P(<<o019):{0 Zoolq(z*f-l)

n=1 q(Zn-1)

= 00,

odnosno
P(¢ <o0|9) = 145, 1/4(Zn-1)<cc} 8-S-

Racunanjem P;-ocekivanja slijedi (2.16), dok je (2.17) neposredna posljedica. Konaéno, ako
je ¢ :=sup;cq q(i) < oo, tada je

d 1 >~ 1
Zq(Zn_1) Z;E:+OO’

n=1
pa je po ve¢ dokazanom X regularan. |

Primjetimo da smo u konstrukeciji procesa X zahtijevali da je q(i) € (0,00) za sva stanja
1 € S. Dobiveni proces X se u takvom slucaju naziva stabilnim. Mogli smo dopustiti da
vrijedi ¢(i) = 0 za neka (ili sva) stanja i € S. U tom slu¢aju bismo uz dano 7, = i
imali W,, = E,,/q(Z,_1) = +00, odnosno vrijeme ¢ekanja bilo bi beskona¢no. To znaci da
bi stanje ¢+ € S bilo apsorbiraju¢e za proces X. Dana konstrukcija se jednostavno moze
modificirati tako da dopusta slucaj ¢(7) = 0. Druga moguénost je dopustiti ¢(i) = 400 za
neko stanje ¢ € S. Tada bi uz dano Z,_; = i vrijedilo W,, = 0. Takvo stanje ¢ € S naziva
se trenutnim - proces odmah napusta stanje. Gornja konstrukcija ne obuhvac¢a Markovljeve
procese s neprekidnim vremenom koji dopustaju trenutna stanja. S druge strane, postoje
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Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom i prebrojivim skupom stanja kod kojih su sva
stanja trenutna. N N

Definiramo vremena skokova procesa X kao Jy = 0, te za n > 0, J,41 = inf{t > 0 :
Xy #X fn}‘ Odmah se vidi da je jn = J,, te X;, = Z,. To znadi da je diskretno-vremenski
Markovljev lanac Z proces skokova neprekidno-vremenskog slu¢ajnog procesa X.

U nastavku ove tocke dokazujemo da je u sluc¢aju regularnosti konstruiran proces X =
(X : t > 0) Markovljev lanac s neprekidnim vremenom u smislu Definicije 2.3.

Teorem 2.20 Pretpostavimo da je X reqularan, t.j., P;(( = +00) =1 za svei € S. Tada
je X Markovljev lanac s neprekidnim vremenom.

Dokaz teorema je prilicno slozen i dugacak, te ¢emo ga provesti u nekoliko koraka. Defini-
rajmo prvo prijelaznu funkciju P;;(¢) od X formulom

Py(t) =Pi(X,=j), t=0,4ij€S. (2.18)

Zbog Propozicije 2.5, da bismo dokazali da je X Markovljev, dovoljno je pokazati da konac¢no-
dimenzionalne distribucije od X zadovoljavaju

Pi(Xe, = g1, Xo, = Jn) = Pijy (1) Pjujo (b2 — t1) ... Py (b — ta1)

zasven > 1,sve J1,...,0, € Sisve 0 <ty <--- <t,. Micemo se zbog jednostavnosti
zapisa ograniciti na slucaj n = 2, te za sve i, j1, 72 € S'1 0 < t; < t5 dokazati jednakost

Pi( Xy, = j1, Xi, = j2) = Py, (t1) Py, (t2 — t1) . (2.19)

Neka su nq,ne € Zy takvi da je 0 < ny < ng, te iy,,...,0n,—1 € S. Promotrimo slucajnu

varijablu ;" - f(lj; Kao zbroj nezavisnih apsolutno neprekidnih slucajnih varijabli, to

je takoder apsolutno neprekidna sluéajna varijabla. Oznacimo njenu funkciju gustoce sa
f(m’m) Uvedimo jos konvenciju fO~1 =11 31 = 0.

tngse-in

Lema 2.21 Zat >0, tei,j € S vrijedi

Py(t)

=3 Y r (Z B Z El“ ”“) Pi(Zy =i1,..., 2, = j) (2.20)

n=0i1,...,in—1 0 =0

=Y % [ e =i =) @21

n=041,...,in—1
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Dokaz: Racunamo

Py(t) =Pi(X = j) = (ZZ L) ( =j>

= Y Pi(Zy=j.Ju <t < Jop)

n=0

= Z Z i(Jn St < Jpg1, Zy =01y Dt = ine1, 2 = )

n=0 i1,..., In—1

o) n—1 n
E E
— = — q(i
o) n—1 n
Ei B . . .
= P - §t< N ]PZZ :Za-'~7Zn— :Zn—aZn: )
2.2 ( i =S gy ) A= L 2 =)

gdje zadnja nejednakost slijedi zbog nezavisnosti lanca Z i slu¢ajnih varijabli (E; : { > 1). To
(0,n— 1)
fi

1,01 5.

dokazuje (2.20). Da bismo dokazali (2.21), stavimo prvo zbog jednostavnosti f =

Zbog nezavisnosti, gustoéa slucajnog vektora (Z? 01 f(l;;)l, f(’;’“l) jednaka je produktu f ( )
q(5)e~10)?. Slijedi (vidi Zadatak 2.15)

n—1 n—1
P <Z B <i< Z Eij1 i En.+1>

a) = Zql) " qlin)
_ //f e 19 du du
u<t<u+v

— /t /OO f(u)q(j)e*q(j)” du dv
0 t—u

_ /t Fw)e D) gy |
0

Lema 2.22 Za 0 <n; < na, Z'O,ih Ce ,inQ € S, te 0 <ty <ty UT’Zj@di
. 1El+1 El+1 . 1El+1 = Ei1
(S b S z—m
g(i q(ir) " & — q(iy

no—1
; E
/ O,.Tznll)l e~ qlin))(t1i—=1) g, . P (Z I+1 ity < Z l+1> . (2.22)

P CI(Zz)
=nq

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom

59

Dokaz: Uvodimo jednostavnije oznake: f = f(

slucajnog vektora

0,n1—

1 g _ f(n1+1n2 1)

----- an

iy 1 reoering 17 Komponente

leEZH L nzzl Ei1 By
 q(ir) qlin)" 2, a(0)" alin,)

su nezavisne, te je gustoéa tog vektora jednaka f(u;)q(i,, )e~ )2 g(us)q(iy, )e ™)
jeva strana u (2.22) jednaka je

. Li-

ni—1 ni—1 ni—1 no—1
Eiq B Enga B B Eiq
P Lt < — + —, — 4+ =+ :
(; q(ir) ; q(ir)  q(in,) ; (i) qlin,) ZZ;H q(ir)
ni— 1 no—1
E
n1+1 +1

<t2<2 z+1

i

2.

n1) I=ny+1 Q(Zl)

qin, e 2 g (uz) g (i,

En1+1
+ —
q(in,) >

e () oy dug dus duy

u1 <t1 <ui-+tuz
u1 +u2+u3 <tz <ui+uz+tuz+tus
>0,i=1,2,3,4

N / / Fur)q(in, e alm)e
t1—u1

(u1+wu2) .
. / / g(ug,)q(im)e’q(“@)“4 dus duy | duy dus
0 to—(u1+uz+us)

{Ul = U1,V = Uy + Ug — tl,dﬂl dUQ = dul,dUQ}

t 00
= /1/ f(vl)q(lnl)e_q(znl)(ﬂ2—1)1+t1)
0
to—t1—v2
</ / g(u?))q(ZnQ)e q(ing Jua dUg d'LL4> dvl dv2
to—t1—vo—us

[ ]

0<votuz<to—t1
to—t1<vatuz+tug

t1 )
= [ et a,
0
En no—1
P -1+1 +
q(in,)

E
Z By <
sto je desna strana u (2.22).

Zn1 e ? an )v2g(u3)q(in2)€_q(in2 Jua dl}g dU3 dU4

no—1

En Erq
L :
q(in, ) l:;H q(ir)

En +1
AR L2 |
Q<Zn2)>

Mt q(i) —
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Lema 2.23 Zan >0, ig,i1,...,in €S, te 0 < t; < ty vrijedi

1
E E E,
(Z By < Z l+; »+1)

q(in)

/ z((?zzl lz )e_q(’”’)(tl_u) du - P (0 shohs ( +;> . (2‘23)
n— 1 q Zn

Dokaz: Oznacimo opet zbog jednostavnosti f = fz(oon b Vrijedi

n—1 n—1
E E E,
P ZT1§t1<t2<Z fly 2ot
— q(i) — q(ir)  q(in)

— . —q(in)u2 V1 = U1
JI e e (220 )

u1 <t1 <t2<ui-+tuz
u1>0,u2>0

t1 00 )
= / £ (v1)q(iy) e 1 @2=01F4) gy oy,

to—t1

11 (o] )
= / fvp)em 9 t=vn) gy, / q(in)e” 1" du,
0 to—11

t1 ) En
= / f(?)l)eiq(l")(tlivl) d'Ul P <O S t2 - tl < _—H) . I
0 Q(Zn)

Napomena 2.24 Definiramo n; = ny = n. Tada, uz konvenciju llnl 0, (2.23) mozemo
napisati u obliku formule (2.22).

Konacno, za 0 < ny < ng, te 4,41, ...,1,,, zbog Markovljevog svojstva vrijedi

]P)z(Zl = il,l = 1,2, o ,77,2> = IP)Z(ZZ = il,l = 1,2, ce ,nl)]P’Z-nl (Zl = in1+17 .. ->Zn27n1 = an) .

(2.24)

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 61

Dokaz Teorema 2.20: Za 7,71, € Si0 < t; <ty raCunamo

Pi(Xe, = j1, Xy = Jo) =P (Z Zn 130 0o () = 01 Zny L gy )(t2) = j?)
n1=0 no=0

Z Pz(Zru - jla Jnl < tl < Jn1+1>Zn2 - j27 Jng < t2 < JTL2+1)

n1<ng

Z Z Pz(‘]nl S tl < Jn1+17 Jng S t2 < an-‘rl) Zl = Z.lal = 17 s an2)

n1<N2  Uleing —1
tnq+1s-lng—1
(inl :jl 7in2 :]2)

no—1 no
Eiiq El+1 — El+1 Eiyq

= E E P <t < E E < iy E
T A (lo q(ir) (i) —o q(u1)

Ing+41seesing—1
(inl :j17in2 :j2)

]P)z(Zl :il,l: 1,...7712)7

gdje zadnja jednakost slijedi zbog nezavisnosti lanca Z i niza (FE, : n > 1). Za prvi faktor
u gornjoj sumi koristimo (2.22) (odnosno (2.23)), a za drugi (2.24). Slijedi

]P)'(Xh _jlaXt2 =7 )

Z Z / z((z)lnl 2711)1 1(u)6_q(jl)(t1_U) du - ]P)’L(Zl SITRRRVANES ]1)

n1=011,...,in; —1
(in1=j1)

no lE E
Z Z (Z z+l; t1<z z;1> W (21 =lnyt1, oy Dng—ny = lny) -

na=mni 'Ln1+17 7'Ln2 1
(ZTLQ_]Q)

Po Lemi 2.21, prvi redak gore jednak je P, (t;). U drugom retku napravimo zamjenu varija-
ble sumacije ns = ns —nq, uvedemo nove oznake za stanja k; = i,, 41, k2 = in, 42, .-, Kip—1 =
Iny+ns—ni+1 = tny—1, t€ iskoristimo da sve slucajne varijable £} imaju istu distribuciju. Slijedi

]P)i(th == jl: th = j2)

= El+1 Erq
’le tl Z Z (Z l) tl < Z )

n2=0 ki,.. 7n2 1
(kng_]Q)

]P)Jl (Zl - kl? ey Zﬁg—l - kﬁg—h Z’flg - ]2)
Pijl (tl)lejz (t2 - tl) )

gdje zadnji redak slijedi opet iz Leme 2.21. |

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 62

2.4 Jednadzba unatrag i generatorska matrica

U prosloj tocki konstruirali smo sluéajni proces X = (X; : ¢t > 0) krenuvsi od diskretno-
vremenskog Markovljevog lanca Z = (Z,, : n > 0) s prijelaznom matricom II = (m; :
i,7 € S), niza nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih varijabli (E, : n > 1), te funkcije
q:S — (0,00). Uz pretpostavku da je X regularan proces, pokazali samo da zadovoljava
Markovljevo svojstvo. Na prijelaznu matricu II i funkciju ¢ mozemo gledati kao na lokalne
karakteristike Markovljevog lance X: ako se X nalazi u stanju ¢ € S, tada u stanje j € S,
J # 1, prelazi s vjerojatnosti 7;; nakon vremena cekanja koje je eksponencijalno s parametrom
q(i). Postavlja se pitanje kako ti lokalni parametri odreduju globalne karakteristike lance,
t.j. vjerojatnosti P;;(t) = IP;(X; = j). Odgovor na to pitanje daju integralna i diferencijalna
jednadzba unatrag. Zbog jednostavnosti ¢emo pretpostaviti da je lanac X regularan.

Teorem 2.25 (Integralna jednadzba unatrag) Za sve i,j € S it > 0 vrijedi

Pyj(t) = 6y~ + / Je 10N iy Pyt — ) ds (2.25)
k#i

Dokaz: Vrijedi

Prvi ¢lan je lako izracunati. Ako je j 7£ z' tada je P;(X; = 7, J; > t) =0, dok za j = ¢ imamo
Pi(X; = j,J1 > t) = Pi(J; > t) = e" %! Dakle, A je jednak prvom ¢lanu na desnoj strani
od (2.25). Da bismo izrac¢unali drugi clan, postupamo sli¢no kao u dokazu Tereoma 2.20:

Pi(X, =j,J1 <t)

= D PilZi=5 i St,Ju St < Jui)

n=1

= Z Z J1<tJ <t<Jn+1,Zl—117...,Zn_1:’in_17Zn:j)

n=1 iy,.
1

:Z Z (Jf_ ZEZ+1<t<ZEl”) Zy=i1,..., 2y =7)

n=1 41,...,in-1 =0
(10 'L'Ln*])

n—1 n
E E E
- Z Z —St Zf1§t<z s
n=1 41,...,in—1 ( Q('Ll) Q(Zl)
(i0=t,in=4)

Pi(Zy =i)Pi (Xy =iy ..., Zp1 = 7)), (2.26)

gdje smo u zadnjem retku iskoristili Markovljevo svojstvo lanca Z.
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Sada zelimo izracunati vjerojatnost u predzadnjem retku. Oznacimo, zbog jednostav-

nosti, £~ sa f. Sluéajni vektor

(3 IR In—1

Ey . El+1 i . El+1 En
’ <Q< Z (i) Z a(7) )

_ / / / q(i)e’qm“l Flun)g()e "9 duy dus dus

UlsS <t
u1+uz <t<u1 “+us+ug
u1>0,u2>0,u3>0

t t—uy 0
— / q(i)e_qm“l </ / f(u2)q(j)e_q(j)"3 dus du3) duy
0 0 t—u1—uo

¢
— / q(i)e_q(")“1 // f(u2)q(j)e_Q(j)“3 dus dus | duy
0

u2 <t—uj <uz-+us

t nflE n E
- / gi)e 1 p ([ STEEL <y < 32 gy,
0 I= = a@)

1 Q(Zz)

Uvrstimo li to u (2.26) dobivamo

Pi(X,=j,J1 <t)

n—1
— ZZ 3y / i)e 90 ( E(”1<t S<Z l:;)ds
n= lzl;ézzz(,...,zn 1 =1 v l

in=j)

'Wiil]P)z‘l(Zl =12,... Zn 1= j)

S RS O D SO SEE RN oty

7
1171 n=1 i2,...,in—1 q l
(in=7)

']P)il (Zl = ig, Cey anl = j)) ds .

Uvedimo sada novi indeks sumacije m = n — 1, te oznacimo k = ko = i1, k1 = t2,..., km_o =
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In_1,km_1 = 7. Dobivamo

Pi(Xe=j, 1 <t)

(ko=t1,km—1=j)
Pu(Z =k, Do = j)) ds
t
= / q(i)e 103 Z i Prj(t — s)ds,
0 ki

gdje je zadnji redak posljedica jednakosti (2.20). Dobiveni izraz jednak je drugom izrazu na
desnoj strani od (2.25). |

Uoc¢imo da zamjenom varijabli u =t — s, jednakost (2.25) prelazi u
t
Py(t) = 66790t 4 o790 / q(i)e? "> " i Prj(u) du. (2.27)
0 ki
Definicija 2.26 Generatorska matrica (ili (Q-matrica) Markovljevog lanca X = (X;: t > 0)
je matrica Q = (g;j : 1,7 € S) definirana s

o _Q(i) ;o J=1,
= { a(i)my, JHi. (2:28)

Primjetimo da je ¢;; <0, ¢;; > 0 za j # 4, te da za svaki ¢ € S vrijedi

Z%‘j = —q(i) + Zq(i)mj =0. (2.29)

Jes J#i

Matrica ) potpuno je odredena prijelaznom matricom II i funkcijom ¢q. Obratno, pretpos-
tavimo da je dana matrica @ = (g;; : 4,7 € S) takva da je ¢; < 0, te Zjes ¢;; = 0 za sve
i € S. Definiramo funkciju ¢ : S — (0, 00), te matricu Il = (7;; : i, € S) sa

q(i) = —q ™ =0, mj=——

Odmah se vidi da je m;; > 0, te ZjeS mi; = 1l zasvei €S, t.]., Il je stohasticka matrica.

Teorem 2.27 (Diferencijalna jednadzba unatrag) Za sve i,j € S je t — P,;(t) neprekidno
diferencijabilna funkcija 1 vrijedi

P'(t) = QP(t), t>0. (2.30)

Specijalno, za t =0 imamo P'(0) = Q.
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Dokaz: Napisimo jednakost (2.27) u obliku

Py(t) = e 90 (523 +/ (Y min Py (u) ) .

k#1

Podintegralna funkcija u + q(i)e?®® > ki TitPrj (1) je omedena na [0, t] (uocite Y, i Prj(u)
< 1), te je stoga njen integral neprekidna funkcija od ¢. Zato je i izraz u zagradi neprekidna
funkcija od t, te je i produkt s e~9™* neprekidna funkcija od t. Zakljuéujemo da je za sve
i,j €8, t— Py;(t) neprekidna funkcija. Odavde slijedi da je ), i Ti P (u) red neprekidnih
funkcija. Nadalje, zbog >, mirPrj(u) < >4 ™k, taj red uniformno konvergira. Zaista,
indeksiramo li elemente od S skupom Z, vrijedi D, T Prj(u) < D\, Tk, Sto je unifor-
mno (po u) malo za dovoljno velike n € N. Bududi da je ., mir.Py;(u) limes uniformno
konvergentnog niza neprekidnih funkcija, zakljucujemo da je u — >, mix Pyj(u) takoder
neprekidna funkcija. Medutim, to znaci da je integral

t— / Gq( iu Zﬂ-lk‘Pk‘]
k#i
diferencijabilna funkcija od ¢, te vrijedi
d 5 q(% u P — () ()t Pt
dt i + 6 Zﬂ—zk k:j - Q(Z)e Zﬂ-ik kj( ) .
k#i ki

Buduéi da je P;;(t) produkt gornje funkcije 1 diferencijabilne funkcije e~ 10t zakljuéujemo
da je P;;(t) diferencijabilna. Nadalje, za sve ¢,j € S vrijedi

t
Pj(t) = —q(i)e 10! <5Z~j+/0 q(i)ed®m kaij(u) du) + 71D (7) et kapkj

k#1 k#i
= —q()Ps(1) +a() S TPt = 3 (= a0)0u + ali)man Py (1))
ki kesS

= Z Qi P (t)

keS

sto dokazuje jednakost (2.30). Buduéi da je ), g qinPy;(t) uniformno konvergentan red
neprekidnih funkcija, zakljuéujemo da je Fj;(t) neprekidna. Konacno, iz P;(Xo = j) = 0y

slijedi P(0) = I, te iz (2.30) odmabh slijedi da je P'(0) = Q. |
Prisjetimo se oznake o(h), h — 0: za funkciju ¢ : (0,e) — R pisemo ¢(h) = o(h) ako
vrijedi
lim @ =0.
h—0 h
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Pogledajmo sada jednakost P'(0) = ) po komponentama. Za i € S vrijedi

. . Py(h) — Py;(0 . Py(h) =1

Sto mozemo pisati u obliku
1 — P;(h) = —qih +o(h) = q(i)h + o(h) .

Uocite da je lijeva strana jednaka vjerojatnosti da proces koji krece iz stanja i € S, u trenutku
h > 0 vise nije u stanju 4 (t.j., da je napustio stanje ¢ do trenutka h > 0). Za male h, ta
vjerojatnost proporcionalna je vremenu h s konstantom proporcionalnosti ¢(i) = —¢;;. Zato
ima smisla zvati ¢(i) brzinom (ili stopom) napustanja stanja . Uocite jos da je (i) = IEI-%/Vl
reciprocna vrijednost oc¢ekivanog vremena ¢ekanja u stanju ¢ € S.

Za j # 1 imamo

Nt = g = P! _ 1 U(h)_
Q(Z)WZJ_qZ]_Pij(O)_}lg% h h—0 h

Sto mozemo pisati kao

Dakle, vjerojatnost prelaska iz stanja ¢ u stanje j # ¢ u malom vremenu h > 0 proporcionalna
je vremenu h s konstantom proporcionanosti g;;.

Korolar 2.28 (Diferencijalna jednadzba unaprijed) Neka je S konacan. Tada za svei,j € S
vrigeds
P'(t)=Pt)Q, t>0. (2.31)

Dokaz: Zbog Markovljevog svojstva prijelazna funkcija zadovoljava Chapman-Kolomogorov-

ljevu jednakost
P(t+s)=P(t)P(s), t,s>0. (2.32)

Buduéi da je po Teoremu 2.27 funkcija P diferencijabilna, (2.32) mozemo derivirati po
varijabli s §to daje P'(t 4+ s) = P(t)P'(s). Stavimo s = 0, pa slijedi P'(t) = P(t)Q. |

U slucaju kona¢nog prostora stanja, konstrukcija prijelazne funkcije P(t) iz generatorske
matrice () puno je jednostavnija. U sljede¢im zadacima detaljnoje opisana ta konstrukcija.

Zadatak 2.29 (eksponencijalna funkcija matrice) Neka je My(R) vektorski prostor d x d
realnih matrica. Na My(R) su definirane operatorska norma i sup-norma formulama

Qx

Q1 =sup 2 Q) = supla, .
x#0 ‘ZE| 1,J

(a) Dokazite da za sve @ € My(R) vrijedi ||Q]|c < Q] < d||Q]co-
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(b) Dokazite da za sve Q1, Qs € My(R) vrijedi |Q1+ Q2| < |Q1]+|Q2] 1 |Q1Q2] < |@Q1]|Q2].

Za n € N definiramo
k=0

(c) Dokazite da je (E, : m > 1) Cauchyjev niz (s obzirom na ekvivalentne norme || i

Il lloo). Koristeéi ¢injenicu da su svi kona¢no-dimenzionalni normirani prostori potpuni,
zakljucite da je dobro definirana eksponencijalna funckija matrice ):

0o Qk
eQ = Z?
k=0

(d) Ako Qy, Qs € My(R) komutiraju, tada vrijedi e@1 %2 = ¢Q1e@2,

Zadatak 2.30 Neka je Q d x d matrica. Za t > 0 definiramo P(t) = €'?.
(a) Dokazite da za sve s,t > 0 vrijedi P(s+t) = P(s)P(t) (svojstvo polugrupe).

(b) Dokazite da je (P(t) : t > 0) jedinstveno rjesenje diferencijalne jednadzbe unatrag
P'(t) = QP(t).

(c) Dokazite da je (P(t) : t > 0) jedinstveno rjesenje diferencijalne jednadzbe unaprijed
P'(t) = P(1)Q.

Zadatak 2.31 Neka je Q = (g;;) d x d matrica, te P(t) = €'?. Dokazite da je Q neka
Q-matrica (t.j., vrijedi ¢; < 0, ¢;; > 0 za j # i, te Zj ¢;; = 0) ako i samo ako je P(t)
stohasticka matrica za sve ¢ > 0.

2.5 Svojstva Markovljevog lanca s neprekidnim vreme-
nom

Neka je X = (X; : ¢ > 0) Markovljev lanac s neprekidnim vremenom i prostorom stanja
S. Ozna¢imo s Q = (¢;; : %, € S) generatorsku matricu od X, te sa P(t) = (P;(t) :
i,j € S) prijelaznu matricu u vremenu ¢t > 0. Neka je (J, : m > 0) niz vremena skokova
od X, teY = (Y, : n>0),Y, = X, , lanac skokova pridruzen procesu X. Oznac¢imo s
Il = (m; : 4,7 € S) prijelaznu matricu (diskretno-vremenskog) lanca Y. Tada je m; = 0, te
Tij = —qij/ i, § 7 ©. Definirajmo jos ¢(i) = —¢;;. Mozemo pretpostaviti da je X konstruiran
pomocu lanca skokova Y kao u 2.3.

U ovoj tocki promatrat ¢emo razna svojstva Markovljevog lanca X kao Sto su klase,
vjerojatnosti i vremena apsorpcije, povratnost i prolaznost, invarijantna mjera i stacionarna
distribucija, te granicna distribucija. Pokazat ¢e se da vecina rezultata neposredno slijedi iz
odgovarajuc¢ih rezultata za proces skokova Y.
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Uvedimo sljedece oznake za vremena pogadanja skupova za lance X, odnosno Y: ako je
B C S, definiramo

Tp:=inf{t >0: X, € B}, 7 :=min{n >0:Y, € B}.
Definicija 2.32 Za stanjai,) € S kaZemo da je j dostizno iz, u oznaci i — 7, ako vrijedi
Pi(T; < 00) =Pi(X; =j za nekot >0) > 0.
Stanja 1,7 € S komuniciraju, u oznaci t <— j ako vrijedi i — j © ] — 1.

Ocito je komuniciranje relacija ekvivalencije. Pojmovi klasa komuniciranja, zatvorena klasa,
apsorbirajuce stanje i ireducibilnost definiraju se analogno kao kod Markovljevih lanaca s
diskretnim vremenom.

Teorem 2.33 Za i # j sljedece turdnje su ekvivalentne:
(a) i — j;
(b) i — j za lanac skokova Y';
(¢c) postoje stanja i, iy, ..., 0, sa iy =1, i, = j takva da je Qiyi, Qivig - - - Giy_yin > 0;
(d) pi;(t) >0 za sve t > 0;

(e) pi;(t) >0 za nekit > 0.

Dokaz: Ocito vrijedi (d) = (e¢) = (a) = (b). Pretpostavimo da vrijedi (b). Po Mar-
kovljevi lanci, Propozicija 3.2, postoje stanja g,%1,...,%, sa ig = i, 1, = J takva da je
TioisTiyin - - Tin_yin > 0. Zbog qu = q(k)m za sve k,l € S, k # [, slijedi (c¢). Kona¢no,
dokazujemo (c¢) = (d). Ako je qi > 0, tada za sve t > 0 vrijedi

pkzl(t) = Pk(Xt = l) > Pk(Jl < t,Yi = l, WQ > t) = (1 — e_q(k)t)ﬂ'kl e—q(l)t > 0.
Bududi da vrijedi (c), gornja nejednakost zajedno s Chapman-Kolmogorovljevom jednakosti
daje

Pij (t) > DPigiy (t/n>pi1i2 (t/n) o Pin_vin (t/’)”b) >0

za sve t > 0. |
Sada promatramo vjerojatnosti pogadanja skupa B C S. Ocito vrijedi da je
{Tp < 0} = {15 < 0}, Tp=J.
Definirajmo vjerojatnost da X, pocevsi iz 7, pogodi skup B:

hE = Pi(Tp < o0) = Py(1p < o0) .
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Teorem 2.34 Neka je B C S. Vektor h® = (h® : i € S) je minimalno rjesenje sustava
linearnih jednadzbi

5 =1 € B
{hZ zai € B, (2.33)

Zjesqijhf =0 zai¢ B.

Dokaz: Po Markovljevi lanci, Teorem 4.2, h? = (hP : i € S) je minimalno rjesenje sustava
linearnih jednadzbi

hE =1 za1 € DB,
hZB:ZjeSﬂ—ijhf zai%B.

Zbog m; = 0, te m;; = —q;;/qi; slijedi tvrdnja. i

Oznac¢imo sa
kP = E;[Ts]

ocekivano vrijeme da X = (X, : t > 0) dode u skup B C S.

Primjer 2.35 Neka je generatorska matrica Markovljevog lanca X = (X, : ¢t > 0) dana s

-2 1 1 0
2 -6 2 2
@= 3 3 -9 3
0O 0 0 0

Zelimo izracunati k, := E,[T}], ocekivano vrijeme od 1 do 4. Krenuvsi iz 1, lance provede
srednje vrijeme 1/q(1) = 1/2 u stanju 1, a tada s jednakom vjerojatnosti prelazi u 2 ili 3.
Stavimo li k; = E;[Ty], slijedi

1 1 1
k1—§+§k2—l—§k‘3.
Sli¢no,
1 1 1 1 1 1
ko ==+ =k + =k ks = — 4+ k1 + =k,
2 6+31+33’ 3 9+31+32

Rjesavanjem slijedi k; = %

Teorem 2.36 Neka je B C S. Vektor kB = (kP : i € S) je minimalno rjesenje sustava
linearnih jednadzbi

B_ .
{ki =0, 201 € B, (2.34)

_Zjesqﬁk]B:17 201 ¢ B.

Dokaz: Pokazujemo da vektor kP zadovoljava (2.34). Ako je i € B, tada je T = 0 P;-g.s.,
pa je kP = E;[Tg] = 0. Pretpostavimo i ¢ B. Tada je Tp > J;, pa zbog Markovljevog
svojstva lanca skokova Y imamo
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Zato je

. , 1
kP = By [TP] = Ei[J)] + § EiIp— 51| Y1 =jP(Ys =) = —q@ + § jmjkf.
J#i J#i

Nakon mnozenja s —q(i) = ¢;; slijedi

jes
Zadatak 2.37 Dokazite minimalnost u prethodnom teoremu.

U nastavku prouc¢avamo povratnost i prolaznost lanca X = (X, : ¢t > 0).

Definicija 2.38 Neka je X = (X; : t > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S. Stanje
1 € S je povratno ako vrijedi

P;({t >0: X; =i} je necomeden) = 1.
Stangje 1 € S je prolazno ako vrijedi
P;({t >0: X, =i} je neomeden) = 0.

Teorem 2.39 (i) Ako je i € S povratno za lanac skokova Y = (Y, : n > 0), tada je i
povratno za X = (X;: t > 0).

(i) Ako je i € S prolazno za lanac skokova Y = (Y, : n > 0), tada je i prolazno za
X=(X¢:t>0).

(i1i) Svako stanje je ili povratno ili prolazno.

(iv) Povratnost i prolaznost su svojstva klase.

Dokaz: (i) Prvo pokazujemo da je P;(( = oo) = 1. Neka je 7;(0) = 0, te 7;(n) = min{k >
Tiln —1) : Yy =i}, n > 1, n-to vrijeme povratka lanca Y u stanje i. Po pretpostavci je
P;(7;(n) < 00) za sve n > 1. Tada je

[e.9]

- E‘ri n)+1
< > Z Wﬁ(n)—f—l = Z ﬁ = 400 ]P’i—g.s.
n=0

Zakljucujemo da je lim,_, J, = 0o P;-g.s., pa zato i lim,_, Jr,(n) = 00 Pi-g.s. Buduci da
je X = Yrm =1, slijedi da je {t > 0: X; =i} neomeden P;-g.s.

(i) Pretpostavimo da je ¢ € S prolazno za lanac skokova Y. Tada i nije apsorbirajuée stanje
za Y, pa stoga nije apsorbirajuce niti za X. Stavimo

n=0

N=sup{n>0:Y,=i}<oco0 Py-gs..

Slijedi da je {t > 0: X; = ¢} omeden odozgo s Jy1, $to je P;-g.s. konacno.
(iii) i (iv) Te dvije tvrdnje slijede iz (i) i (ii), te odgovarajuéih tvrdnji za lanac skokova. |
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Uocite da tvrdnje (i) i (ii) kazu da je ¢ € S povratno za Y ako i samo ako je povratno za X.
Za i € S definiramo vrijeme .S; formulom

SZ:in{tlel Xt:Z}

Teorem 2 40 (1) Ako je q(i) = 0 ili P;(S; < o0) = 1, tada je i € S povratno i vrijedi
Jo~ Pu(t)dt = 0.
(i1) Ako je q( ) >0 i P;(S; < o0) < 1, tada je i prolazno i vrijedi [ Py(t) dt < co.

Dokaz: (i) Ako je q(7) = 0, tada je 7 apsorbirajuce stanje za X, pa je Py(t) = Pi(X; =i) =1
otkud slijedi fo i(t) = 0o. Pretpostavimo da je ¢(i) > 0. Stavimo o; = min{n >0: Y, =
i}. Tada vrijedi

]P)Z'(O'i < OO) = Pz<Sz < OO) =1,

pa slijedi da je ¢ povratno za Y. Zato je povratno i za X. Oznacimo I1" = (Wg;l) ci,7 €9).
Pokazat ¢emo da je

.Amzz :7;§iﬁ | (2.35)

Po Markovljevi lanci, Teorem 6.4, slijedit ¢e da je ¢ € S povratno za X ako i samo ako vrijedi
J,° P(t) dt = oo. Upotrebom Fubinijevog teorema imamo

/ Pu(t) dt = / Ei(1ix,y) dt = E; / Loy di
0 0 0

= ]E ZWn—Hl{Yn—l} = Z]E n—i—l]-{Yn—z})
. 1 <«
= ZE Wi | Y = D)Bi(Y, = =—)Z i
n=0
(i) Slijedi iz P;(0; < 00) = P;(S; < 00) < 11 jednakosti (2.35). |

Propozicija 2.41 Neka je X = (X, : t > 0) Markovljev lanac. Za h > 0 definiramo
Z=(Zy,:n>0)saZ,= X

(i) Ako je i € S povratno za X tada je i povratno za Z.

(i) Ako je i € S prolazno za X tada je i prolazno za Z.

Dokaz: Tvrdnja (ii) je ocigledna: ako je skup {t > 0 : X; = i} omeden, tada je Z, =
X, = i najvise konatno mnogo puta (P;-g.s). Pretpostavimo da je i € S povratno za X.
Zanh <t < (n+1)h vrijedi

Pi((n+1)h) = Pi(Xpenn =1) 2 Pi(Xy =0, Xg)n = )
= Pi(Xt = Z)]P)i(X(nJrl)hft = Z) > Pu( )6 a(i
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Slijedi
/ Py(t) dt < edh / Pi((n+ 1)h) dt = he"" N By(nh) = he'™ > P (h).

Tvrdnja proizlazi iz Markovljevi lanci, Teorem 6.4, i Teorema 2.40. |

Definicija 2.42 Neka je X = (X, : t > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i genera-
torskom matricom Q. Netrivijalna mjera X\ = (\; : © € S) zove se invarijantna mjera za X
(odnosno za Q) ako vrijedi

AQ =0. (2.36)
Invarijantna (ili stacionarna) distribucija je invarijantna mjera koja je vjerojatnosna distri-
bucija. Za mjeru X i matricu ) kaZemo da su u detaljnoj ravnotezi ako vrijedi

NiGi; = NjQji, 2a svei,j€ES. (2.37)

Uoc¢imo da ako su A i ) u detaljnoj ravnotezi, tada je A invarijantna za (). Zaista

(AQ)i = Z AjQji = Z Xigij = 0.

j€S jes
Teorem 2.43 Neka je X Markovljev lanac s generatorskom matricom Q, te' Y pripadajuci

lanac skokova s prijelaznom matricom I1. Za mjeru A = (\; : 1 € S) stavimo p; = X\iq(i),
€ S. Tada je ekvivalentno:

(i) A je invarijantna za X ;
(b) w je invarijantna za Y, t.j., u = pll.

Dokaz: Za sve i,j € S vrijedi q(¢)(m;; — 0;5) = ¢ij, pa je

(M= 1)); = palms = 6i) = > Nigij = (AQ); -

€S i€S

Propozicija 2.44 Neka je Markovljev lanac X = (X; : t > 0) s generatorskom matricom
Q ireducibilan i povratan. Tada X itma invarijantnu mjeru A koja je jedinstvena do na
multiplikativnu konstantu.

Dokaz: U trivijalnom slucaju kada je S = {i} tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da je
|S| > 2. Zbog ireducibilnosti je tada (i) > 0 za sve i € S (u suprotnom bi postojalo
apsorbirajuée stanje, pa lanac ne bi mogao biti povratan). Zbog Teorema 2.33 i Teorema
2.39 slijedi da je lanac skokova Y ireducibilan i povratan. Po Markovljevi lanci, Teorem
7.11, lanac skokova Y ima invarijantnu mjeru p koja je jedinstvena do na multiplikativnu
konstantu. Zbog Teorema 2.43, mjera A definirana s \; = p;/q(i) je invarijantna za X i
jedinstvena je do na multiplikativnu konstantu. |
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Podsjetimo se da je stanje ¢ € S povratno za X ako je ili ¢(¢) = 0 ili P;(S; < o0) = 1.
Definiramo ocekivano vrijeme povratka u stanje i € S kao

Definicija 2.45 Neka je X = (X; : t > 0) Markovljev lanac. Stanje i € S je pozitivno
povratno ako wvriedi ili q(i) = 0 ili m; = E;(S;) < co. Povratno stanje i koje nije pozitivno
povratno zove se nul-povratno.

Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan i (i) > 0 zasvei € S. Zai € S
definiramo 7' = (7} : j € S) kao

] SiNC

Uocite da je 7;. ocekivano vrijeme koje lanac X provede u stanju j € S prije prvog povratka
u stanje ¢ € S (ukoliko lanac prije ne eksplodira). Po teoremu o monotonoj konvergenciji

vrijedi
' SiNC
Z’Y;' =K / Z l{Xt=j} dt | = ]E’(SZ A C) :
0

jes jes

Neka je nadalje

o;—1

V; = Ez Z l{Yn:j} s j € S
n=0

ukupno ocekivano vrijeme koje lanac skokova Y provede u j € S prije prvog povratka u
stanje . Vrijedi:

fy;i = E@'ZWn+11{Ynzj,n<0i}

n=0

= ZEi(Wn+1 | Y, = )Ei(Lyv,=j n<os})
n=0

1 oo
- X E’L 1 Yn=j,n<o; )
q(])g (s
1 o;—1 l/li
= _.Ei 1Yn:‘ :_]-7 (238)
a(j) Z =)

gdje je u drugom retku koristeno Markovljevo svojstvo.

Propozicija 2.46 Neka je X = (X; : t > 0) ireducibilan Markovljev lanac. Sljedeca svoj-
stva su ekvivalentna:

(i) Sva stanja su pozitivno povratna.
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(ii) Postoji pozitivno povratno stanje.
(#i) Lanac je reqularan i ima stacionarnu distribuciju \.

U sluéaju kada vrijede gornja svojstva imamo m; = 1/(Nq(i)) za sve i € S.

Dokaz: Iskljucimo trivijalan slucaj S = {i}. Zbog ireducibilnosti je tada ¢(i) > 0 za sve
i € S. Jasno je da (i) povlaci (ii). Pretpostavimo da vrijedi (ii) te neka je i € S to pozitivno
povratno stanje. Tada je ¢ povratno, te je lanac skokova Y takoder povratan. Iz dokaza
Teorema 2.39 (i) slijedi da je lanac X regularan. Po Markovljevi lanci, Propozicija 7.8,
vrijedi V'I1 = %, pa iz Teorema 2.43 i jednakosti (2.38) slijedi v'Q = 0. Zbog

JjeS

slijedi da je A = (\; : j € §) definirana s \; := 7;»/m,- stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da vrijedi (iii), t.j. da je A stacionarna distribucija. Za proizvoljan i € S
definiramo p = (p; : j € S) sa
[ = AjQ(j) .
Aiq(i)
Tada je p; = 11 pll = p zbog Teorema 2.43. Po Markovljevi lanci, Propozicija 7.10, vrijedi
i > 1/} za sve j € S. Slijedi

7

o i _ ”_3 i
= 2T i = )

= =)

= Z )\j = ! < 0
jes )\iQ(i) /\iQ(i) ’

sto pokazuje da je ¢ € S pozitivno povratno.
Zadnja tvrdnja propozicije slijedi na isti nac¢in kao zadnja tvrdnja Teorema 7.14, Markov-
ljevi lanci.

Napomena 2.47 Usporedite gornji teorem s Teoremom 7.14, Markovljevi lanci. Na prvi
pogled oba teorema tvrde isto. Medutim, u Primjeru 2.63 pokazat ¢emo da Markovljev
lanac s neprekidnim vremenom X moze imati stacionarnu distribuciju, ali da nije pozitivno
povratan (¢ak ni povratan). To je mogucée samo tako da je vrijeme zivota ¢ lanca X konacno.

Sljededi rezultat povezuje definiciju invarijantne mjere s analognom definicijom za diskret-
no-vremenski Markovljev lanac.

Teorem 2.48 Neka je X ireducibilan v povratan Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q i stohastickom polugrupom (P(t) : t > 0), te neka je A mjera na skupi stanja S. Sljedeca
svojstva su ekvivalentna:
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(i) \Q = 0;
(ii) AP(t) = \;

Dokaz: Bududi da je X povratan, iz dokaza Teorema 2.39 (i) slijedi da je lanac X regularan.
Po Proporziciji 2.41, diskretno-vremenski lanac Z,, = X, s prijelaznom matricom P(s) je
povratan. Slijedi da je mjera A\ koja zadovoljava (i) ili (ii) jedinstvena do na multiplikativnu
konstantu. Fiksiramo i € S i definiramo

Si
Vi = Ez/ 1{Xt:j} dt.
0

U dokazu Propozicije 2.46 pokazano je da je v@ = 0. Pokazujemo da vrijedi yP(s) = 7, t.j,
~ je invarijantna za P(s). Upotrebom jakog Markovljevog svojstva u vremenu S; dobivamo,

s Si+s
0

i

otkud

Si
Vo= Ei/ Lix,=j dt
s+S;

s+S;
- E Lix,=jy dt — ]Ez‘/ Lix=y dt
Si

s+S; s
0

s+S;

S

= Ei | lix.-=jpdu

O\U\NNO

gdje zadnji redak slijedi zamjenom varijabli v = t — s. Nadalje, upotrebom Fubinijevog
teorema,

Yio= / Pi(Xs-i-u = j,u < Sz) du
0

= / > P Xy =, Xy = k,u < S;) du
0 kes

— /OO ZP,(XU =k,u < S;)Py;(s) du

0 fes

=¥ (]EZ /OSi 1ix,=k) dU) P;(s)

kesS

= D nPyls).

kesS
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Pretpostavimo da vrijedi (i). Tada je A = ¢y za neki ¢ > 0. Bududi da je 7 invarijantna za
P(s), slijedi da je i A invarijantna za P(s). Obrat se dokazuje na isti nacin. |

Napomena 2.49 Pretpostavimo da je prostor stanja S konacan. Tada se gornji rezultat
moze dokazati jednostavnije na sljedec¢i nacin. Diferencijalna jednadzba unatrag kaze da je
P'(s) = QP(s). Slijedi

d

d_SAP( s) = AP'(s) = MQP(s),

gdje je prva jednakost opravdana ¢injenicom da je suma ) _, - Ay Prj(s) konacna. Ako vrijedi
AQ = 0, tada je (d/ds)A\P(s) = 0, odnosno s — AP(s) je konstanta. Zbog AP(0) = A, slijedi
AP(s) = A (za sve s > 0).

Definicija 2.50 Vjerojatnosna distribucija A = (X\; : i € S) se zove granicna distribucija
Markovljevog lanca X = (X, : t > 0) ako vrijedi

lim P;(t) =\;, zasvei,jeSs. (2.39)

t—o00

Lema 2.51 Neka je QQ generatorska matrica polugrupe (P(t) : t > 0) Tada za sve t,h > 0
vrigeds ‘
|Pyj(t+h) — Py(t)] <1—e 90",

Dokaz: Imamo

|Py(t+h) = Py(t)|| = |D Pulh)Py(t) — Py(t)]
keS
= |3 Palh)Py(t) — (1 — Pa(h))Py(t)]
k#i
< (1= Palh)Py(1)] < 1— Pa(h)
S Pi(JISh):l_e_q(i)h‘ I

Teorem 2.52 (Konvergencija prema granicnoj distribuciji) Neka je X = (X; : t > 0)
ireducibilan i reqularan Markovljev lanac s generatorskom matricom @Q i polugrupom (P(t) :
t > 0). Pretpostavimo da X ima invarijantnu distribuciju X. Tada je A wjedno i granicna
distribucija.

Napomena 2.53 Uocite da za razliku od diskretno-vremenskog slucaja, kod neprekidnog
vremena ne postoji moguénost periodicnosti.

Dokaz: Fiksirajmo h > 0 i definiramo Z = (Z,,: n > 0) sa Z, = X,,,. Tada je

Pi(Zns1 = ins1| Zo =G0, -, Zn = 1n)
= Pi(Xpinn = tns1 | Xo =0, ..., Xph = 1) = Py (R)
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sto znaci da je Z diskretno-vremenski Markovljev lanac s prijelaznom matricom P(h). Po
Teoremu 2.33 vrijedi P;;(h) > 0 (za sve i,5 € S), $to povlaéi da je Z ireducibilan i aperi-
odican. Iz Teorema 2.48 slijedi da je A invarijantna distribucija za Z. Po Markovljevi lanci,
Teorem 8.9, slijedi da za sve 7, j € S vrijedi

lim Py;(nh) = lim P(h) = ;.

n—o0 n—ooo W

Dakle, konvergencija vrijedi po tockama oblika nh. Popunjavamo pomoé¢u Leme 2.51. Fik-
sirajmo stanje ¢ € S. Za dani € > 0 postoji h > 0 takav da je

1—e 905 <1 — em9®h €/2 zasve 0 <s<h.
Nadalje, za taj h > 0 postoji N takav da za sve n > N vrijedi
|Pj(nh) — \j| <€/2.
Neka je t > Nh. Tada postoji n > N takav da je nh <t < (n+ 1)h, te je stoga
[P (1) = M| < [Py (1) — Py(nh)| + [ Py(nh) — Aj| <1 —e 1O pe/2 < e
To dokazuje da vrijedi limy;_,o, P;;(t) = A;. i

Na kraju navodimo bez dokaza ergodski teorem za neprekidno-vremenski Markovljev
lanac X.

Teorem 2.54 (Ergodski teorem) Neka je X = (X; : t > 0) ireducibilan Markovljev lanac s
generatorskom matricom Q. Tada vrijedi

o1t 1
Pl lim — lix,—iyds = — | =1,
t=oo 1 Jo m;q(1)

gdje je m; = E;(S;) ocekivano vrijeme povratka u stanje i € S. Ako je X pozitivno povratan
sa stacionarnom distribucijom A\, tada za svaku omedenu funkciju f: S — R vrijeds

P [ =) =1

gdje je N(f) = [g FdN=3.cq F(I)A;

Uocite da je %fot 1;x,=i} ds srednje vrijeme koje lanac X provede u stanju ¢. To znaci da

lim oo % fot 1;x,=i) ds mozemo interpretirati kao asimptotsko srednje vrijeme u stanju <.

Zadatak 2.55 Za vrijeme svoje poluprofesionalne kosarkaske karijere Fabijan je fluktuirao
izmedu tri stanja: O-potpuno sposoban za igru, 1-lakse ozlijeden, ali moze igrati, i 2-teze
ozlijeden i sjedi na klupi. Klupski je lije¢nik nakon dugotrajnog promatranja zakljucio da se
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Fabijanova stanja mogu modelirati Markovljevim procesom X = (X, : ¢t > 0) kod kojeg je
prijelazna matrica lanca skokova dana sa

II =

—wi= O
O O wi
O wirowoho

pri ¢emu su vremena Cekanja u stanjima 0, 1, 2 eksponencijalne sluc¢ajne varijable s parame-
trima 1/3, 1/3 1 1/6.

(a) Odredite generatorsku matricu Q.
(b) Izracunajte koliki je asimptotski ocekivani postotak Fabijanovog sjedenja na klupi.

(c¢) Fabijan dobiva 400 Kn po danu kada je potpuno spreman za igru, 300 Kn kada igra
ozlijeden, i 200 Kn za sjedenje na klupi. Kolika je asimptotska prosjecna Fabijanova
zarada po utakmici.

Zadatak 2.56 Na tecaju kuhanja masne hrane Fabijan susrece ljupku gospodicu Herminu,
te nakon Sto nekako smogne hrabrosti uspije je upitati za izlazak. Nakon Sto je led probijen,
Hermina i Fabijan vidaju se redovito. Veza je medutim pomalo burna i fluktuira izmedu
perioda velike zaljubljenosti (stanje 1), britkog kriticizma uvjetovanog provodenjem previse
vremena zajedno (stanje 2), zbunjenosti o stanju i smjeru veze (stanje 3), te emocionalne
iscrpljenosti uzrokovane Fabijanovom neumjerenos¢u u popravljanju svog posla (Fabijan vodi
restoran). Fluktuacije medu stanjima slijede Markovljev lanac s prijelaznom matricom

0 07 03 0
o (03 0 06 01
~ 102 03 0 05

0.7 0 03 0

Vremena provedena u stanjima 1,2,3,4 su eksponencijalna s parametrima 1/3, 1/2, 1/4 i 1.
Neka X; oznacava stanje veze u trentuku ¢ > 0.

(a) Izracunajte asimptotsko prosje¢no vrijeme koje par provede u velikoj zaljubljenosti.

(b) Fabijan je primjetio da mu posao u restoranu ide bolje kada je zaljubljen. Zarada po
danu iznosi 4000 Kn u stanju 1, 2000 Kn u stanju 2, 3000 Kn u stanju 3, te 1500 Kn
u stanju 4. Izracunajte asimptotsku zaradau po danu za restoran.

2.6 Primjeri
Primjer 2.57 (Poissonov proces) Neka je Y = (Y,, : n > 0) deterministicko gibanje na
desno na Z,. Prijelazna matrica tog lanca je II = (m;; : 4,5 € Zy) gdje je M1 = 1,

i>0,tem; =0,j%# i+ 1. Definiramo ¢ : Zy — (0,00) sa q(i) = ¢, ¢ € (0,00). Neka
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je X = (X; : t > 0) Markovljev lanac kojem je Y lanac skokova. Buduéi da je funkcija ¢
omedena, iz Propozicije 2.19 slijedi da je X regularan. Generatorska matrica () od X ima
oblik

Slucajni proces X = (X; : t > 0) zove se Poissonov proces s parametrom ¢. [zracunjamo pri-
jelazne funkcije (P(t) : ¢t > 0) od X. Prvo racunamo F;(t) = Po(X; = j). Upotrijebit ¢emo
diferencijalnu jednadzbu unaprijed: P'(t) = P(t)Q (pogledajte sto se dobiva upotrebom
diferencijalne jednadzbe unatrag). Prvi redak tog sustava jednadzbi jest

Pyo(t) = —qPoo(t)
Py (t) = qPoo(t) — qPo(t)
Poo(t) = qPoi(t) — qPoo(t)

Py (t) = qPo(t) — qPojia(t)

Rjesenje prve jednadzbe je Py(t) = e~ % (zbog pocetnog uvjeta Py(0) = 1). Druga jed-
nadzba sada se moze zapisati kao

Py (t) + qPo(t) = qe” .

Rjesenje pripadaju¢e homogene jednadzbe Pj;(t) + ¢Po1(t) = 0 je Ce™ 9. Nehomogenu jed-
nadzbu rjesavamo metodom varijacije konstanti, Py (t) = C'(t)e~%. Diferencijalna jednadzba
za C jest C'(t) = q, pa slijedi Py (t) = (gt + C)e . Pocetni uvjet Py;(0) = 0 daje

Po(t) = qte™™.

Pretpostavimo da vrijedi

'AY
Pylt) = S e 1,
7

Lako se pokaze da je tada rjesenje jednadzbe Fy;,,(t) = qPy;(t) — qFoj+1(t) jednako

j+1
(qt)J 6fqt

Pyii(t) = —— ,
sto dokazuje korak indukcije. Zakljucujemo da za sve j > 0 vrijedi
t)J
Po(X; =j) = —@7,) e,

© ZV 09.05.2010.



2. Markovljevi lanci s neprekidnim vremenom 80

odnosno da X; ima Poissonovu distribuciju s parametrom ¢ (otkud ime procesu). Na slican
nacin se moze pokazati da vrijedi

Gt ¢

]P)Z<Xt = ]) = { (@)=t —qt i< ] )

Bududi da je Y prolazan, isto vrijedi i za X. Na isti nacin, budu¢i da Y nema invarijantnu
mjeru, nema je niti X.

Prisjetimo se konstrukcije procesa X pomocu diskretno-vremenskog lanca Y i niza neza-
visnih eksponencijalnih sluc¢ajnih varijabli (F,, : n > 1). Stavimo W,, = E,,/q, n > 1. Tada je
(W, : m > 1) niz nezavisnih £(q) sluc¢ajnih varijabli. Nadalje, Jo = 0, te J,, = Wi +---+W,,
n > 1. Tada je

Xt = Z Yn]‘[JnyJ7z+1)<t) *
n=0

Uz pocetno stanje ¢ = 0, imamo Y,, = n, pa je

Xt = an[Jn7Jn+1)(t) Po—g.S.
n=0

To mozemo zapisati kao X; = n ako i samo ako je J, <t < J,41.
Definirajmo brojecéi proces N = (N; : t > 0) sa

Nt = Z l[O,t](JTL) ,t Z 0.
n=1

Uocite da N, broji koliko skokova J,, se dogodilo do trenutka ¢ > 0. Bududi da je J, =
> re1 Wi, N¢ broji koliko se nezavisnih eksponencijalnih vremena (s parametrom ¢) dogodilo
do trenutka t > 0. Ocito vrijedi da je NV; = n ako i samo ako je J, <t < J,11 Sto pokazuje
da je X; = N;. Dakle, brojeéi proces N je u stvari Poissonov proces s parametrom ¢ (koji
krece iz nule). Izracunajmo direktno distribuciju slu¢ajne varijable N;. Vrijedi

P(N,=n) = P(J,<t< Jn+1):IP’<ZWk §t<ZWk+Wn+1>

k=1 k=1
= // f(u,v)dudv,

u<t<u+v

gdje je f(u,v) gustota slucajnog vektora (> ;_; Wi, W,41). Prva komponenta ima I'(n, q)-
distribuciju, odnosno funkcija gustoce joj je

1 n, n— —qu
o) = oy e M oo (w).
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Druga komponenta je nezavisna od prve i ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom gq.

Slijedi

P(N; =n) = // f(u,v)dudv

u<t<u4v
=T
= q"u" e Mge " dv du
0 Jt—u (n - 1)‘
' 1 1 t (g)" _u
= MU le e gy = e .
o (n—1)! n!

Zadatak 2.58 Neka je X = (X, : t > 0) Poissonov proces s parametrom .

(a) Dokazite da za 0 < s < t prirast X; — X, ima Poissonovu distribuciju s parametrom
At —s).

(b) Dokazite da su za 0 < s < ¢ sluc¢ajne varijable X, i X; — X, nezavisne.

Zadatak 2.59 (Stanjivanje Poissonovog procesa) Fabijan je vlasnik restorana poznatog
po izvrsnoj hrani i ne tako izvrsnim higijenskim uvjetima. Posjetitelji, privuceni sjajnim
kritikama Fabijanovih delicija, dolaze u restoran po Poissonovom procesu s parametrom
A > 0. No, pogledavsi unutrasnjost restorana, s vjerojatnosti p € (0,1) se zbog bojazni
za svoje zdravlje okrenu i odu Fabijanovoj konkurenciji dvoja vrata niz ulicu. Neka je
X = (X; : t > 0) slucajni proces koji opisuje broj posjetitelja koji su do trenutka ¢ > 0
dosli do vrata Fabijanovog restorana, te = = (Z; : ¢t > 0) broj posjetitelja do trenutka t > 0
¢iji je apetit prevladao strah od uvjeta u restoranu. Opisite proces =, nadite distribuciju
slucajne varijable =;, te nadite E=;. Kakav proces ¢ine posjetitelji koji su otisli kod Fabija-
nove konkurencije? Pretpostavite da svaki drugi posjetitelj ude u Fabijanov restoran. Sto u
tom sluc¢aju mozete reci o pripadaju¢em procesu?

Zadatak 2.60 (Superpozicija Poissonovih procesa) Higijenski problem Fabijanovog restora-
na sastoji se, medu ostalim, i u tome sto u juhu ¢esto upadaju muhe, a misevi se znaju pojaviti
pod stolom (nezavisno od dolijetanja muha). Ako muhe doleéu u juhu po Poissonovom
procesu s parametrom A > 0, a miSevi se pojavljuju po Poissonovom procesu s parametrom
i > 0, kakav proces ¢ine neugodni dogadaji za stolom u Fabijanovom restoranu? Preciznije,
ako je X = (X} : t > 0) proces koji broji muhe do trenutka t > 0, a Y = (Y; : ¢ > 0) proces
koji broji miseve, ispitajte svojstva procesa Z = (Z; : t > 0) definiranog s Z; = X; + Y.

Primjer 2.61 Neka je X = (X, : t > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S takav da je

funkcija ¢ : S — (0, 00) jednaka konstanti ¢. Pripadajuéi lanac skokova je Y = (Y,, : n > 0)
s prijelaznom matricom II = (m;; : 4,7 € S). Vremena skokova J,, lanca X dana su sa

anlzn:Ej,
q
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gdje je (E, : n > 1) niz nezavisnih (1) slucajnih varijabli. Tada vrijedi
Xt = Yn, zZa Jn S t < Jn+1 . (240)

Neka je kao u prethodnom primjeru
N, = Z 1og(Jn),t>0.
n=1

Tada je Ny = n ako i samo ako vrijedi J,, <t < J,11. Zajedno s (2.40) zaklju¢ujemo da je
Xi =Yy, ,t>0.

Dakle, Markovljev lanac X jednak je pripadajuc¢em lancu skokova ra¢unatom u Poissonovom
procesu s parametrom ¢ > 0. Uoc¢imo da su lanac Y i Poissonov proces N nezavisni.
Izracunajmo prijelaznu funkciju P(¢) lanca X. Vrijedi

Pij(t) = Pz’(Xt :]) = Pi(YNt :])

n=0

n=0

= t
— Z ﬂ-z(]n) e—qt (qn?

n=0

Primjer 2.62 (Proces radanja) Pretpostavimo kao i u Primjeru 2.57 da je lanac skokova Y’
deterministicko gibanje na desno na Z.,, te neka je g : Z, — oo dana funkcija. Pripadajuci
proces X = (X; : t > 0) zove se (¢isti) proces radanja. Uocite da se proces X monotono
giba po Z, te da je vrijeme cekanja u ¢ € Z, eksponencijalno distribuirano s parametrom
q(7). Interpretacija je da proces X opisuje populaciju u kojoj nema umiranja. Iz Propozicije
2.19 slijedi da je proces regularan ako i samo ako vrijedi

U suprotnom proces eksplodira u kona¢nom vremenu.

Specijalan slucaj gornjeg procesa je linearni proces radanja (ili Yuleov proces) kod kojeg
je q(i) = qi, ¢ € (0,00), © > 1. Zbog > °,1/(qi) = +o0, proces je regularan. Interpre-
tacija linearnog procesa radanja X je sljedeca: proces opisuje broj jedinki neke populacije.
Svaka jedinka u populaciji se nakon eksponencijalnog vremena s parametrom g > 0 podijeli
na dvije nove jedinke. Eksponencijalna vremena za pojedine jedinke su nezavisna. Neka je
1 > 1 broj jedinki neke populacije u trenutku ¢ > 0. Zbog svojstva zaboravljanja ekspo-
nencijalne distribucije, mozemo pretpostaviti da je vrijeme do podjele svake od tih 7 jedinki
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eksponencijalno s parametrom ¢ (jedinka je zaboravila da je dozivjela do vremena t), te da
su ta vremena nezavisna. Kako izgleda distribucija vremena do prve podjele jedne od tih
jedinki? To vrijeme ¢e po Propoziciji 2.13 imati opet eksponencijalnu distribuciju s parame-
trom Z;’:1 q = qi. Dakle, proces X ¢e iz stanja ¢ prije¢i u stanje ¢+ 1 nakon eksponencijalnog
vremena s parametrom q¢i. To objasnjava stope prijelaza kod linearnog procesa radanja.

Primjer 2.63 (Proces radanja i umiranja) Neka je X = (X; : t > 0) Markovljev lanac sa
skupom stanja Z, i generatorskom matricom @ = (g;; : 4,7 € S) zadanom sa ¢;;41 = \;,
>0, gii—1 =i, 1 > 1, g = —(Ni+ ), © > 1, te ¢;; = 0 usvim ostalim sluc¢ajevima. Dakle,

—Xo Ao 0 0
pr = (A4 ) A1 0

Lanac skokova Y = (Y, : n > 0) dan je prijelaznim vjerojatnostima

)

=:p;,1 >0, Tiit1 =

Tii+1 = =
i Ai + Ai + i

Primjetimo da je X ireducibilan ako i samo ako je A; > 0 zasvei > 0, te u; > 0 zasve i > 1.

Zadatak 2.64 Neka je Y = (Y, : n > 0) ireducibilan (diskretno-vremenski) Markovljev
lanac na skupu stanja S i prijelaznom matricom P = (p;; : ¢,j € S). Dokazite da je YV
prolazan ako i samo ako postoji stanje ¢ € S i ogranic¢ena funkcija h: S\ {i} — R koja nije
identicki jednaka nuli i zadavoljava

h(j) =Y pixh(k).

ki

Pretpostavimo da je X ireducibilan, te nadimo pomoc¢u prethodnog zadatka kriterij pro-
laznosti Markovljevog lanca X (odnosno, §to je ekvivalentno, pripadajuceg lanca skokova
Y). Uzmimo i = 0, te trazimo funkciju h : {1,2,...} takvu da za sve j > 1 vrijedi
h(j) =3 1o, mirh(k). Dobivamo sustav jednadzbi

h(1) = ph(2)
h(2) = gqh(1) + p2h(3)

h(n) = ¢,h(n—1)4 p,h(n+1)

Napisemo li h(n) kao (p, + ¢.)h(n), dobivamo ¢,(h(n) — h(n — 1)) = p,(h(n + 1) — h(n)),
odnosno

h(2) — h(1) = %h@), h(n + 1) — h(n) = Z—:(hm) —h(n—1)),n>2.
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Iteracijom slijedi
4192 - - - 4n
h(n+1)—h(n) = ——,
( ) () pip2---DPn
odakle

n—1 n—1

_ . _ q19z2 - - - gk
h(n) = h(1) + kZI(h(k +1) — h(k)) = h(1) + Dt

Vidimo da ¢e h biti omedeno rjesenje ako i samo ako vrijedi

q192 -
sup h(n )+ 2.42
n>1 Z 1 P1p2 - ( )

Iz Zadatka 2.64 slijedi da je lanac prolazan ako i samo ako vrijedi uvjet 2.42, odnosno
ekvivalentno

o~ Hafhs -

SIS N

Pronadimo sada invarijantnu mjeru n Markovljevog lanca X. Dovoljno je pronaci n tako
da je u detaljnoj ravnotezi s @, t.j. da vrijedi 1;q;; = 1;q;; za sve i, € Z,, odnosno

770/\0 = Nt
MAL = N2fle

Tin )\n = MNn+1ln+1

Rjesavanjem slijedi 1,11 = #’\il za sve n > (, pa iteriranjem dobivamo
AOAL - Ap
e = Ly n > 1, (2.43)
Haph2 - -

gdje je o proizvoljna strogo pozitivna konstanta. Pretpostavimo da je >~ 7 7, < 0o, §to je
ekvivalentno s

Ao - A
P
Hipt2 - - tn

n=1
Tada postoji stacionarna distribucija Markovljevog lanca X. Ukoliko je X regularan, tada
¢e po Propoziciji 2.46 lanac biti i pozitivno povratan.

Navedimo bez dokaza kriterij regularnosti: proces radanja i umiranja X je regularan ako
i samo ako vrijedi

- 1 Ln P - - A1
1 g e N 2.44
; ()\n LDV WA W /\1>\0) oo (244)
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Promotrimo specijalan slucaj gornjeg lanca radanja i umiranja kod kojeg se lanac sko-
kova ponasa izvan ishodista kao slucajna Setnja s vjerojatnoséu koraka nadesno jednakoj p.
Preciznije, neka je r : Z, — (0,00), te pretpostavimo da je \; = rp, i > 0, te u; = riq,
1 > 1. Uvjet prolaznosti postaje

— iz e ()"
=R -] <o,
ot /\1>\2>\n ; (p)

odnosno ¢ < p. Invarijantna mjera n jednaka je

n \4

Ako je r, = r za sve n > ng, tada vrijedi da

[es) no n [e’¢) n

S TORSETO R

n=0 n=0 " n=ng+1 "
ako i samo ako je p < ¢. U tom sluc¢aju normalizacijom invarijantne mjere 1 dobivamo
stacionarnu distribuciju. Primjetimo nadalje da je u slucaju r, = r za sve n > ng lanac
radanja i umiranja X regularan. To slijedi iz Propozicije 2.19 zbog sup;>r; < oo (uocite da
r; imaju ulogi stopa ¢(i)). Iz Propozicije 2.46 slijedi da je X pozitivno povratan. S druge
strane, neka je r; = 2 i 1 < p/q < 2. Tada vrijedi

Znn = ZQ_" (2—9) Mo < 00,
n=0 n=0

q

Sto znaci da invarijantna mjera 7 normalizacijom postaje stacionarna distribucija. Medutim,
zbog p > ¢, uvjet (2.42) pokazuje da je lanac X prolazan. U svijetlu Propozicije 2.46
zakljucujemo da je to jedino moguce ako X eksplodira u kona¢nom vremenu.

Vratimo se na opéi primjer lanca radanja i umiranja s generatorkom matricom ) danom
s (2.41). Kretanje lanca mozemo interpretirati na sljedeéi nacin: ako je lanac u stanju i > 1,
pretpostavimo da su nam dane dvije nezavisne eksponencijalne sluc¢ajne varijable R; ~ E(\;)
(“radanje”) i U; ~ E(p;) (“umiranje”). Lanac X prijede iz stanja ¢ u stanje i + 1 ako je
R; < U;, a u stanje i — 1 ako je U; < R;. Jednostavno se izracuna (vidi Zadatak 2.15) da
vrijedi P(R; < U;) = /\iu Nadalje, vrijeme promjene stanja je R; A U; §to je po Propoziciji
2.13 eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom \; + ;.

Kod linearnog procesa radanja i umiranja imamo \; = Ai, te pu; = pi, A, u > 0. Interpre-

Primjer 2.65 Teorija repova bavi se situacijom u kojoj stranke (kupci, pacijenti ili sli¢no)
dolaze jedan za drugim sa zeljom da budu posluzeni. Nakon dolaska, svaka stranka ¢eka u
repu (redu) na prvog slobodnog posluzitelja. Broj posluzitelja moze se kretati od jednog
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do beskonac¢no. Pretpostavka je da su meduvremena dolazaka stranaka nezavisna i jednako
distribuirana, te da su vremena posluzivanja stranaka takoder nezavisna i jednako distribu-
irana (s distribucijom koja moze biti razlicita od distribucije meduvremena dolazaka). Nakon
Sto je stranka posluzena napusta sustav (servis, trgovinu ili slicno). Osnovna veli¢ina koja
nas ovdje zanima je slucajni proces X = (X; : t > 0) gdje je X; broj stranaka u sustavu
(t.j., ukupan broj stranaka koje ¢ekaju i koje se posluzuju u trenutku ¢). Vrste repovi se
uobicajeno oznacavaju kao a/f/s gdje a oznacava distribuciju vremena medudolazaka,
distribuciju vremena posluzivanja, a s broj posluzitelja. Najjednostavnija situacija je kada
su i vremena medudolazaka i vremena posluzivanja eksponencijalna. Oznaka za takve repove
je M/M/s. Slovo M stoji za “Markovljev”.

(a) M/M/1 rep: Pretpostavimo da su meduvremena dolazaka eksponencijalna s parame-
trom A > 0, a vremena posluzivanja eksponencijalna s parametrom g > 0. Pretpostavimo
da je broj stranaka u sustavu u trenutku ¢t > 0 jednak ¢ > 1, t.j., X; = i. Vrijeme do dolaska
sljedece stranke R; u sustav je eksponencijalno s parametrom A\ - zbog svojstva zaborav-
ljanja eksponencijalne distribucije nije vazno koliko vremena je proteklo od dolaska zadnje
stranke do trenutka t. Zbog istog razloga je vrijeme U; preostalog posluzivanja stranke koja
se trenutno posluzuje eksponencijalno s parametrom y. Vrijeme u kojem ¢e se X promije-
niti jednako je R; A U;, Sto je eksponencijalno s parametrom A + p. Vidimo da ovakav opis
odgovara lancu radanja i umiranja s generatorskom matricom

“A A 0 0
o —(A+p) A 0
Q=10

p —(A+p) A

Dakle, M/M/1 rep je lanac radanja i umiranja s gornjom generatorskom matricom. Iz
Primjera 2.63 izvodimo sljedec¢e zakljucke: X je prolazan ako i samo ako je A > u. U tom
slucaju rep ¢e neograniceno rasti, limy ., X; = oo. Iz Primjera 2.63 (2.43) slijedi da je
invarijantna mjera n oblika .

1

;%%Z(;) *Uolu_—)\,

n=0

U slucaju A < n, vrijedi

otkud slijedi da je stacionarna distribucija p = (p, : n > 0) dana sa

(D)) e
n) \

Uocite da je to geometrijska distribucija s parametrom 1 — A/u. Srednje vrijeme povratka u
stanje 0 (t.j. da se rep isprazni) je po Propoziciji 2.46
1 1 7
mO = = =

Coporo (L=AmA (p= Ny
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Bududi da je srednje vrijeme boravka u stanju 0 jednako 1/rq = 1/, slijedi da je (uz oznaku
= ) iz Primjera 2.63) srednja duljina vremena tokom kojeg je sustav neprekidno zaposlen

jednaka
1 1

my— — = ——

ro  p—A
Pretpostavimo da je pocetna distribucija repa X jednaka stacionarnoj distribuciji p. Tada
¢e X biti stacionaran proces. Zato je

= A\" A
P, (X, > n) ( ) S
-3 > (3) -
(b) M/M/s rep: Ovajrep je slican prethodnom uz razliku da postoji s > 1 posluzitelja. Dis-
tribucije vremena medudolazaka i posluzivanja su eksponencijalne s parametrima A, odnosno
1. Pretpostavimo da je X; =i, 7 > 1. Ako je i < s, znaci da je to¢no i posluzitelja zauzeto,
te je vrijeme do oslobadanja jednog od posluzitelja minimum od 7 nezavisnih eksponencijanih
vremena s parametrom p Sto je eksponencijalno vrijeme s parametrom pe. U slucaju ¢ > s,
svih s posluzitelja je zauzeto, te je vrijeme do oslobadanja jednog od njih eksponencijalno
s parametrm ps. Vrijeme do dolaske nove stranke u sustav je kao i prije eksponecijalno s
parametrom A. Slijedi da je generatorska matrica lanca X jednaka @ = (g;; : 4,7 > 0) gdje
je
Giiv1 =X, 120, qia=p,1<i<s, @gi1=ps,1>5.

Vidio da je lanac X opet specijalan sluc¢aj procesa radanja i umiranja. Uvjet prolaznosti
pisemo kao

Bl - 1 2u 1(2p) - )( p)"
)\1)\2 Z Z < 00

n=s+1
ako i samo ako je sy < A. Invarijantna mjera lanca X slijedi iz (2.43) i jednaka je
A" A"
Mm,0<n<s, n=
nlun

 slgn—syn
Ako je A < su postoji stacionarna distribucija p = (p,, : n > 0) dana s

N = Mo, N> 8.

pn %(ﬁ) n:O,l,...,S,
po sn}55!<§) n=s+1,s+2,....

Zadatak 2.66 Promotrimo M/M/1 rep s intenzitetom dolazaka A > 0 i intenzitetom
posluzivanja 1 > 0. Pretpostavimo nadalje da najvise dvije stranke mogu biti u sustavu
(npr., ¢ekaonica kod lije¢nika ima samo jednu stolicu). Ako stranka dode kad su u sustavu
ve¢ dvije stranke, odmah odlazi. Takav rep se zove M/M/1 rep s ograni¢enim kapacitetom.
Neka je X; broj stranaka u sustavu u trentuku ¢t > 0. Pokazite da je X Markovljev lanac,
nadite generatorsku matricu, te izracunajte asimptotsko prosje¢no vrijeme koje ¢e posluzitelj
biti bez posla.
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Zadatak 2.67 Za M/M/1 rep s intenzitetom dolazaka A > 0 i intenzitetom posluzivanja
u > 0 izracunajte distribuciju broja dolazaka za vrijeme jednog posluzivanja.

Primjer 2.68 (Markovljev lanac sa dva stanja) Neka je X = (X, : ¢ > 0) Markovljev lanac
sa dva stanja, 01 1, i generatorskom matricom

o[ 3]

Zelimo izracunati prijelaznu funkciju (P(t) : t > 0) tog lanca. Koristimo diferencijalnu
jednadzbu unaprijed P'(t) = P(t)Q uz pocetni uvjet P(0) = I. Po komponentama imamo

Poo(t) = —APoo(t) + plPoi(t) = =APoo(t) + p(1 — Poo(t)) = —(A + ) Poo(t) + 1
P(t) = APo(t) — pPu(t) = M1 = Pu(t) — pPu(t) = —(A+ @) Pu(t) + A.
Rjesenje homogene jednadzbe Pjy(t) = —(A + u)Poo(t) je Ce~ P+t otkud uz koristenje

pocetnog uvjeta Pyo(t) = 1 slijedi da je rjesenje nehomogene jednadzbe Pjy(t) = —(\ +
1) Poo(t) + p dano sa

A 7
Pyo(t) = e Ot . &
Na isti nacin se dobije da je
__H Ot A
Py(t)=———e V" ——
u(?) A+ A+

Izra¢unajmo stacionarnu distribuciju p = (pg, p1) od X rjesavajuéi jednadzbu p@Q = 0 uz
uvjet pg + p1 = 1. Dobivamo sustav

—Apo+pupr = 0
Po + P = 1 ’
¢ije je rjeSenje p = (ﬁ, ﬁ)
Izracunajmo jos i ukupno ocekivano vrijeme koje lanac provede do trenutka ¢ u stanju 0
ako je krenuo iz stanja 0. Trazi se

t t t
EO / 1{X5:0} ds = / E()]_{sto} ds = / P00(3> ds
0 0 0

t )\ )
_ —(A+p)s 12
= —e +—— | ds
/0 (Mru At p

A p
= = (1) 4 B ¢
oy A
Asimptotsko prosjecno vrijeme provedeno u stanju 0 biti ¢e jednako

t

- p
lim — [ 1ix._qds=py=~——.
it Jy TG E AT
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Zadatak 2.69 Shema naknade za onesposobljenost modelirana je vremenski neprekidnim
Markovljevim lancom sa stanjima A (aktivan), P (privremeno nesposoban), 7' (trajno nes-
posoban) i M (mrtav). Prijelazne stope su kako slijedi:

A— P: 3\ P— A: 5\ T — M: 2«
A—T: \ P—T: 2\
A— M: « P— M: «

i) NapisSite generatorsku matricu procesa.
g

(ii) Izracunajte vjerojatnost da proces koji poc¢inje u stanju A ne posjeti stanja P i T" do
trenutka .

(iii) Napisite matri¢ni oblik Kolmogorovljevih diferencijalnih jednadzbi unatrag, te ga upo-
trijebite za izvod diferencijalne jednadzbe za prps(t), vjerojatnosti da ¢e ¢lan sheme u
stanju 7" u trenutku 0 biti u stanju M u trenutku ¢.

(iv) Rijesite jednadzbu za pra/(t), vierojatnost da ¢e osiguranik, pocetno trajno nesposo-
ban, biti mrtav do vremena t.
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