Poglavlje 9

Ergodski teorem

Ergodski teorem je rezultat o graniénom ponasanju srednjih vrijednosti (vezanih uz Markov-
ljev lanac) kroz vrijeme. Tipi¢an primjer je srednje vrijeme koje lanac X provede u nekom
stanju ¢ € S. Za n € N definirajmo sa

Nl(n) = 1(Xk:i)

vrijeme koje lanac provede u stanju i prije trenutka n. Sto mozemo reéi o granicnoj vri-
jednosti srednjeg vremena N;(n)/n kad n — oo? Pretpostavimo da je lanac ireducibilan i
pozitivno povratan, te da krece iz ©. Mozemo razmisljati na sljede¢i nacin: ocekivano vri-
jeme povratka u stanje i je E;(T}) sto je po Teoremu 7.14 jednako 1/7; (gdje je 7 stacionarna
distribucija). Dakle, prosjeéna duljina jednog izleta iz stanja i jednaka je 1/m;. U n koraka
lanca X, imat ¢emo, u prosjeku, n/(1/m;) = nm; takvih izleta, sto znaé¢i da ¢ée prosjecno
ukupno vrijeme koje lanac provede u stanju ¢ biti reda nm;. Malo preciznije, ocekujemo da
je Ni(n) ~ nm;. Zato je srednje vrijeme N;(n)/n ~ m; za velike n. Drugim rije¢ima, rezultat
kojem se mozemo nadati je lim,, .o, NV;(n)/n = m; (u nekom smislu).

Cilj ovog poglavlja je opravdati gornje heuristicko razmatranje. Za to ¢e nam trebati jaki
zakon velikih brojeva koji navodimo bez dokaza.

Teorem 9.1 (Jaki zakon wvelikih brojeva) Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih jednako
distribuiranih sluc¢agnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P), takvih da je E|Y:| <
00, te stavimo p=E(Y7). Tada je

P(hm Y1+Y2+~-+Yn:ﬂ):L

n—o0 n
Napomena 9.2 U slucaju kada su Y,, nenegativne g.s., dopusteno je p = EY; = +o00.

Pomocu zakona velikih brojeva mozemo dokazati sljedeci rezultat.
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9. Ergodski teorem 60

Teorem 9.3 (Ergodski teorem) Pretpostavimo da je Markovljev lanac X = (X, : n > 0)
wreducibilan @ pozitivno povratan, te neka je ™ mjegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena realna funkcija definirana na S. Tada

vrigeds
P ( Tim (X0 = Zﬂm) 1. (9.1)
k=0

JjeS

Napomena 9.4 (a) Primjetimo prvo da je } . s f(j)m; dobro definirano. To je ocito u
slucaju S konacan. Za S beskonacan, ako je f > 0, tada imamo red nenegativnih brojeva koji
ili konvergira ili divergira u +o00. Ako je |f(j)| < K za sve j € 5, tada je > . ¢ [f(j)|m; <
K>’ jes ™ = K, sto znaci da red apsolutno konvergira. Oznacimo, zbog jednostavnosti,
m(f) = 2jes f)75.

(b) Interpretacija ergodskog teorema. O izrazu (1/n) Z;(l) f(X%) razmisljamo kao o vremen-
skom usrednjenju funkcije f po putu Markovljevog lanca. S druge strane, 7(f) je prostorno
usrednjenje funkcije f po (stacionarnoj) distribuciji 7. Ergodski teorem kaze da je za gotovo
sve putove grani¢no vremensko usrednjenje jednako prostornom usrednjenju.

(¢) Upotrebom (7.6) i (7.7) limes u (9.1) mozemo transformirati na sljede¢i nac¢in:

m(f) = > f0U)m

jes
1 T,—1
= ]EZS f(])EZ(E)El kZ:O 1(Xk=J)
1 T,—1
- (T) Ezz Z F)x=j)
e jES k=0
1 Ti—1
= @) ) (Z f(j)l(Xk:j)>
LAt k=0 \jes
1 Ti—1
= B0 EiZf(Xk)
7 7 k=0

Dakle, srednja vrijednost funkcije f (po stacionarnoj distribuciji 7) jednaka je i ocekivanoj
vrijednosti funkcije f po izletu Markovljevog lanca iz ¢ podijeljenoj sa ocekivanom duljinom
izleta.

Uzmemo li u Teoremu 9.3 f = 1;;; dobivamo

Korolar 9.5 Za ireducibilan i pozitivno povratan Markovljev lanac sa stacionarnom dis-
tribucijom m vrijeds

N,
P(limﬂ:m)zl, za sve j € S.
n—oo n
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Dokaz teorema: Pretpostavimo da za svaki i € S vrijedi

(JLH;OHZf (Xk) Zf(j)%) =1 (9.2)

jes

Budué¢idajeP=>"
i(9.1).

Fiksirajmo, dakle, i € S, te dokazimo (9.2). Pretpostavimo da je f > 0. Tada je
dopusteno ZjeS f(j)mj = +oo. Prisjetimo se da je Ti(k), k > 1, k-to vrijeme povratka u
stanje 7, te TZ-(O)
definiramo

e MilPi, gdje je A pocetna distribucija od X uz P, vidimo da tada vrijedi

= 0. Buduéi da je i povratno stanje, imamo IP’i(Ti(k) <o0)=1 ZaneN

B(n) = max{k >0: Ti(k) <n}.

Uocimo da je B(n) broj izleta iz i koji u potpunosti stanu u (cjelobrojni) vremenski interval
[0,n], te primjetimo da vrijedi

TEO) B s (9.3)

Prvo zelimo pokazati da je (uz oznaku T; = Ti(l))

. B(n) 1
P lm ——=—]=1. 4
(HLH;O " ET) (94)

Za n > 1 stavimo o, = Ti(n) — T,L-(n_l). Tada je a, duljina n-tog izleta iz i. Po Teoremu 5.5
je (v, : m > 1) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s o¢ekivanjem E;c.

Po jakom zakonu velikih brojeva imamo

nh—{EO " Zozk =E,0y = ET;, P;gs. (9.5)

n—oo M

Buduéi da B(n) — oo za n — 00, iz (9.5) slijedi

7(B®) T.(B(n)+1)
i D
ng{olo B(n) +1

e

)
Ocito je lim,, . (B(n) + 1)/B(n) = 1. Podijelimo (9.3) s B(n). Slijedi

TPy B By 41
d < <z
B(n) — B(n) — B(n)+1 B(n)

Pustimo n — oo u gornjoj nejednakosti. 1z svega dokazanog dobivamo
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odnosno vrijedi (9.4).
Dokaz nastavljamo definicijom slucajnih varijabli

7 1

= Y,  [(Xn), k>1. (9.6)

m— T(k: 1)

Uocimo da suma ide po k-tom izletu iz stanja i (odnosno po k-tom regenerativnom ciklusu).
Po Teoremu 5.5 vrijedi da su regenerativni ciklusi

& = (XT_(k—l),XT_(k—1)+1, - ,XT(k)_l) Jk>1,

nezavisni i jednako distribuirani elementi s vrijednostima u skupu £ := U S'. Definiramo
funkciju F': E — [0, +00] sa

l

F(f):Zf(sj), s=(s1,...,8)€S".

Jj=1

Tada je n, = F(&), k > 1. Dakle, slucajna varijabla 7, je funkcija k-tog regenerativnog
ciklusa &, i ista funkcija F' se primjenjuje na svaki regenerativni ciklus. To implicira da je
n = (nr : k > 1) niz nezavisnih, jednakodistribuiranih, nenegativnih slu¢ajnih varijabli. Iz
zakona velikih brojeva dobivamo

T,—1
lim —Zm =B =5 Y f(Xn), Prgs. (9.7)
m=0

k—o0

Zbog pretpostavke f > 0, nejednakosti (9.3) i jednakosti (9.6) vrijedi

B(n) B(n) T -1 7B _y
m=Y Y, fXn)= Y f(X)
k=1 k=1 == m=0
n—1
< f(Xm)
m=0
TZ(B(n)Jrl) 1 B(n)+1 Ti(k)_1 Blm)+1
< f(Xm) = Yo fXa) =Y me (9.8)
m=0 k=1 -1 k=1

Nadalje, zbog (9.4) i (9.7) vrijedi

-1
lim an lim ( ) Zk 1Lk _ L E; Z f(Xn), Pi-gs.
n—oo n n—oo B(n) E,T; ’
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Na isti nacin se vidi da je
B(n +1 1
lim —
Jm Z =

k=1 m=0

Iz gornje dvije relacije i nejednakosti (9.8) slijedi da je

-1 T —1

.1 1
Jim Zf(Xm) =g Ei Y f(Xm), Prgs,

m=0 v m=0

<

sto je zbog Napomene 9.4 (c) isto $to i (9.2). Time je dokaz zavrsen u slucaju f > 0.

Neka je sada f proizvoljna ogranicena funkcija. Tada je w(f) = > ¢ f(j)m; dobro
definirano. Rastavimo f na pozitivni i negativni dio: f = f* — f~. Buduéi da je teorem
dokazan za f* i f7, iz jednakosti 7(f) = > s f(j)m; = 7(f*) — 7(f7) odmah slijedi da
teorem vrijedi i za f. O

Korolar 9.6 Neka je f : S — R ogranicena funkcija. Tada za svaku pocetnu distribuciju

lanca X wvrijedi
n—1

1
lim — > E(f(X,) =7 (f). (9.9)
k=0
Specijalno, za f = 1yj, te pocetno stanje © dobivamo
SRR IS
nll—>r20 - sz‘j =7;. (9.10)
k=0
Dokaz: Pretpostavimo da je |f(i)] < K za sve i € S. Primjetimo da je
LS s(rx) ( S 500 )
n )
k=0

te |(1/n) 1=y f(Xi)| < K. Sada (9.9) slijedi iz Teorema 9.3 upotrebom teorema o domini-
ranoj konvergenciji. Specijalan slucaj slijedi zbog E;1;;(X}) = Piy(X, = j) = pgf). O

S|
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