Poglavlje 8

Granicna distribucija

U ovom poglavlju definiramo grani¢nu distribuciju, pokazujemo njenu vezu sa stacionarnom
distribucijom, te rjesavamo pitanje egzistencije granicne distribucije.

Definicija 8.1 Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na skupu stanja S s prijelaznom
matricom P. Vjerojatnosna distribucija m = (m; : 1 € S) naziva se granicnom distribucijom
Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako za sve i,j € S, vrijedi

(n) _

ij

lim p

n—oo

Ty

Napomena 8.2 Uoc¢imo da moze vrijediti lim,, pz(?) =pjzasvei,j €S, alip=(p:
i € S) nije granicna distribucija. Zaista, neka je X Markovljev lanac u kojem su sva stanja
prolazna. Neka sui,j € S. U Napomeni 6.5 (c), pokazali smo da za prolazno stanje j vrijedi

(n) _

Zf;op(n) < o0o. Specijalno, p; = lim, . p;;” = 0. Dakle, limes postoji, ali ne definira

ij
grani¢nu distribuciju.

U Propoziciji 7.5 pokazali smo za slucaj kona¢nog skupa stanja S da je grani¢na distribu-
cija ujedno i stacionarna. Sada taj rezultat poopéavamo na prebrojiv skup stanja.

Propozicija 8.3 Neka je m granicna distribucija Markovljevog lanca X. Tada je m i sta-
cionarna distribucija.

Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je S ={0,1,2,...,}. Za svako
stanje 57 € S isvaki M € N vrijedi

0 M M M
™=l 3 pipy 2 Jm 3o =3l i pg = 3 mp.
k=0 k=0 k=0 k=0
Pustimo M — oo 1 dobivamo

T > ) mpk, JES. (8.1)
k=0
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8. Granic¢na distribucija 51

Pretpostavimo da za neko jy € S vrijedi stroga nejednakost

Ty = Zﬂkpkjo (82)
k=0

Zbrojimo nejednakosti (8.1) po j € S. Uzevsi u obzir strogu nejednakost (8.2) dobivamo

ITED DD T T (Zpkj) “Y =1

jes jes kes kesS jes kesS

Kontradikcija! Dakle, u (8.1) vrijedi jednakost za sve j € S §to znaci da je 7 invarijantna
distribucija. O

Sljededi primjer pokazuje da grani¢na distribucija ne mora postojati iako postoji (jedin-
stvena) stacionarna distribucija. Po Teoremu 7.14 sva stanja takvog lanca su (pozitivno)
povratna (usporedite s Napomenom 8.2).

Primjer 8.4 Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac na dvo¢lanom skupu stanja
S = {1, 2}, s prijelaznom matricom
0 1
P=[t )

Buduéi da je lanac ireducibilan i povratan, postoji (jedinstvena) stacionarna distribucija.
Lako se vidi da je to m = (1/2,1/2). S druge strane, buduéi da je P?" = [ i P>l = P,
oc¢ito je da lim,, ., pg;l) ne postoji niti za jedan par i,7 € S. Dakle, grani¢na distribucija
ne postoji. U ovom primjeru kljuénu ulogu ima ¢injenica da je pgf) > () samo za parne n,
odnosno da svako stanje ima period 2.

Definicija 8.5 Neka je X Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za stanje i € S,
oznacéimo sa d(i) najveéi zajednicki djelitelj (nzd) skupa {n >1: pgf) > 0}, gdje je d(i) =1
ako je taj skup prazan. KaZemo da je stangje i aperiodi¢no, ako je d(i) = 1. U suprotnom je
i periodicko stanje, a d(i) se zove period od i.

Lema 8.6 Stanjei € S je aperiodicko ako i samo ako postoji ng = ng(t) takav da je pgf) >0
2a Sve n > ny.

Dokaz: Pretpostavimo da je ¢ aperiodicko stanje. Stavimo A = {n > 1: pg?) > 0}. Tada
vrijedi

(i) nzd A =1 (po pretpostavci),

n)

(m),(n)

(ii) m,nEA:>m+nEAzbogpglwr 2 Dy Pi
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8. Granic¢na distribucija 52

Pokazimo prvo da A sadrzi dva susjedna broja.

Neka su mg,mg + k € A. Ako je k = 1, tada smo ve¢ nasli dva susjedna broja. Pret-
postavimo, stoga, da je k > 1. Tada zbog d(i) = 1 postoji m; € A takav da k ne dijeli
my (u suprotnom bi k bio djelitelj od A, te d(i) > k). Napisimo m; =lk+r, 0 <r < k.
Zbog (ii) slijedi (I + 1)(mo + k) € Ai (I + 1)mg + my € A. Razlika ta dva broja je jednaka
k(l4+ 1) —my = k —r < k. Dakle, nasli smo dva broja iz A ¢ija je razlika 0 < k —r < k.
Ponavljanjem postupka najvise k puta, dolazimo do para susjednih brojeva N, N +1 € A.

Sada mozemo uzeti ng = ng(i) := N?2. Ako je n > N2 vrijedi n — N? = kN +r za
0 <r < N. Tada je

n=r+N>+kN=r(N+1)+(N—-r+k)N €A,
zbog (ii) i NN +1 € A. O
Pokazimo jos da je periodi¢nost svojstvo klase komuniciranja.

Lema 8.7 Za sva stanja i,j € S takva da i < j vrijedi d(i) = d(7).

Dokaz: Zbog pretpostavke da i «— 7, te Propozicije 3.2, postoje m,n € N takvi da je

P > 00 ™ > 0. Slijedi da je za sve k > 0

m+k+n m) (k) (n k
Py = el = el

n)

Zbog pgg) = 1, slijedi p§-?+ > 0, pa d(j) dijeli m + n. Napisimo, m + n = ki1d(j) za neki

k e N.

Za svaki k > 1 takav da je pl(f) > 0 vrijedi pg.TJrkJrn) > cpl(f) > 0, pajem—+k+n = kd(j).
Tada je k = (m+n+k) — (m+n) = kod(j) — k1d(j) = (ko — k1)d(j), odnosno d(j) dijeli
k. Slijedi da je d(j) djelitelj skupa {k > 1: pgf) > 0}. Bududi da je d(7) najveéi zajednicki
djelitelj tog skupa, dobivamo d(j) < d(i). Zbog simetrije, d(i) < d(j), odnosno periodi su
jednaki. O

Iz zadnje dvije leme odmah dobivamo sljede¢i pomoéni rezultat.

Lema 8.8 Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan @ aperiodican. Tada za sve

i,7 € S postoji ng = ny(i,j) € N takav da je p(-n) > 0 za sve n > ng.

ij
Dokaz: Zbog i — j postoji m € N takav da je pz(;n) > (0. Po Lemi 8.6 postoji ng(j) takav

dajep( )

] ]? > 0 za sve n > ng(j). Definiramo ng(i,j) := m + no(j). Tada za sve n > ngy(i, j)
vrijedi

i > ppy ™ > 0.

O

Sljedeci teorem je osnovni rezultat o postojanju granicne distribucije. Dokaz teorema je
vjerojatnosni i zasniva se na metodi sparivanja.
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8. Granic¢na distribucija 53

Teorem 8.9 Neka je \ proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S. Pret-
postavimo da je X = (X,, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican,
te ima stacionarnu distribuciju w. Tada je

lim P(X,, =j)=m;, zasvejes. (8.3)
Specijalno,
lim pg-l) =m;, zasvei,jES, (8.4)

t.7., stacionarna distribucija ujedno je i granicna.

Dokaz: Metoda sparivanja sastoji se u tome da se uz dani lanac X promatra i s njim
nezavisan (7, P)-Markovljev lanac Y = (Y, : n > 0). Uocite da je pocetna distribucija lanca
Y upravo stacionarna distribucija 7. Po Teoremu 7.4 vrijedi P(Y, = j) = m; za sve n > 0
isve j €5, pa (83) trivijalno vrijedi za Y. Promatramo oba lanca, X i Y, istovremeno i
¢ekamo trenutak u kojem se oba nalaze u istom stanju (kazemo da su se sparili). Iz jakog
Markovljevog svojstva intuitivno je jasno da je nakon sparivanja vjerojatnosno ponasanje
oba lanca isto. Bududi da (8.3) vrijedi za Y, o¢ekujemo da ée vrijediti i za X.

Provedimo sada detaljno gore opisan program. Neka je Y = (Y, : n > 0) (w, P)-
Markovljev lanac nezavisan od X, definiran na istom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).
Fiksirajmo neko stanje ig € S, te definiramo prvo vrijeme u kojem su oba lanca (istovremeno)
u iol

T=min{n>0: X, =Y, =ip}. (8.5)

Zelimo pokazati da je P(T < oo) = 1. Definiramo slucajni proces W = (W, : n > 0) s
vrijednostima u S x S kao W,, = (X,,,Y,,). Tada mozemo pisati
T =min{n > 0: W, = (ig,i0)} .

Tvrdimo da je W (i, P)-Markovljev lanac na S x S, gdje je
[i(ik) = AiTlk

pocetna distribucija, a

5@,@(]’,1) = PijPki
elementi prijelazne matrice P. To neposredno slijedi iz Markovljevog svojstva procesa X i
Y, te njihove nezavisnosti. Takoder se jednostavno vidi da je

~ (n) () _(n)
PanGn =Pij P> n=1.

Nadalje, iz gornje jednakosti i Leme 8.8 dobivamo da za n > max{ng(i, j), no(k,{)} vrijedi

ﬁ(i(”z))w) > 0. Po Propoziciji 3.2 slijedi da (i,k) — (j,1). Kako to vrijedi za svaka dva
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8. Granic¢na distribucija 54

para (i,k) i (j,0) zakljuéujemo da je Markovljev lanac W ireducibilan. Pokazimo da je
T = (Tuw : (i, k) € S x 5) definirana s 7(; ) := m;m;, stacionarna distribucija za W. Zaista,

Z %(l Hf)(yl Z T Tk Pij Pkl

(i,k)ESX S i€S, kesS
(Z WiPz’j) (Z Wkpkl) =TT = T(j)
i€S kes

Dakle, W je ireducibilan i ima stacionarnu distribuciju, pa je po Teoremu 7.14 pozitivno
povratan, pa stoga i povratan. Po Teoremu 6.11 slijedi da je P(T" < oo) = 1 kao §to smo i
htjeli. Dakle, s vjerojatnosti 1 lanci X 1Y ¢e se spariti (i to u stanju ).

Sada pokazujemo da za svaki n € N isve j € S vrijedi

P(X, =4, T <n)=PY,=jT<n). (8.6)

Rac¢unamo

P(X,=jT<n)=Y PX,=jT=m)

m=0
= ZZP ), T =m)
kGSm 0
- ZS ZOP T m Z(Zo)ﬂ(?k)
kesS m
= S P =mpl™ S Pl
m=0 keS

= ZIP’(T:mpZ(gJ ™

gdje smo u tre¢em retku iskoristili Markovljevo svojstvo procesa W. Sliéni racun pokazuje
da je i desna strana u (8.6) jednaka 3" _ P(T = m)p!" ™.

207

Primjetimo da zbog P(X,, = j) = P(X,, = j,T < n) + P(X,, = 4,7 > n), analogne
relacije za Y, te jednakosti (8.6) vrijedi

IP(X, =j) =~ P(Y, =j)| = [P(Xp=4T>n)—PY,=jT>n)
E(Lx,=pLrsn) — Lyva=plasn)]

< (|1(X =) — Lva=i) |1(T>n)>
< ]El(T>n) = P(T > TL) .
Buduéi da je P(T' < oo0) = 1, vrijedi da je lim, o P(T" > n) = 0. Zbog P(Y,, = j) = 7,

dobivamo lim,, ., P(X,, = j) = 7; za svaki j € S sto je (8.3). Uzmemo li A = ¢* slijedi (8.4).
O
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Za potpuno razumijevanje uloge aperiodi¢nosti u gornjem dokazu instruktivno je vidjeti
gdje taj dokaz ne prolazi u slucaju periodicnog lanca. Vratimo se na Primjer 8.4, te pret-
postavimo da lanac X pocinje iz stanja 1, t.j., X je (6%, P)-Markovljev lanac. Neka je, kao
u dokazu, Y (7w, P)-Markovljev lanac. Neka je T' vrijeme sparivanja za, na primjer, stanje
ip = 1 (isti argument vrijedi i za i = 2). Uoc¢imo da u slucaju Yy = 1 vrijedi T' = 0, dok
za Yy = 2 imamo T = +o00, t.j., do sparivanja uopcée neée doci (kad je X u 1, Y je u 2,
i obratno). Bududi da je P(Yy = 1) = m = 1/2, slijedi P(T" < o0) = 1/2 # 1. Druga
posljedica aperiodi¢nosti u dokazu teorema bile je tvrdnja da je W = (X,Y") ireducibilan.
U primjeru koji promatramo lako se vidi da zbog periodic¢nosti skup stanja S x S lanca W
ima dvije klase komuniciranja: {(1,1),(2,2)} 1 {(1,2),(2,1)}.

Napomena 8.10 U dokazu Teorema 8.9 je stacionarna distribucija 7 bila pocetna distribu-
cija lanca Y. Pretpostavimo sada da su X i Y nezavisni Markovljevi lanci s istom prije-
laznom matricom P, te neka je A\ pocetna distribucija od X, a p pocetna distribucija od Y.
Ne pretpostavljamo da X ima stacionarnu distribuciju. Umjesto toga ¢emo pretpostaviti da
je produktni lanac W = (X,Y’) povratan. Definiramo li vrijeme zaustavljanja 7' kao prvo
vrijeme pogadanja stanja (ig, i) € S X S, iz pretpostavke o povratnosti lanca W slijedi da
je P(T' < o0) = 1. Sada na isti naé¢in kao u dokazu teorema zaklju¢ujemo da vrijedi

lim [P(X,=7)—P(Y,=7)]=0, zasvakijeSs.
n—oo
Prouc¢imo sada Sto mozemo reci o grani¢nom ponasanju prijelaznih vjerojatnosti u slucaju
periodickog, pozitivno povratnog lanca.

Propozicija 8.11 Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s periodom d. Neka je i € S, te
za svaki j € S definiramo
Kj:{nzlzpl(?)>0}.

(a) Postojir; € {0,1,...,d — 1} takav da za n € K; vrijedi n = r; (mod d).

(b) Za 0 <r < d definiramo C, = {j : r; =r}. Ako je j; € C,, jo € C,, Zpg?j) > 0, tada
jen =1y —1r; (mod d).

(c) Co,Ch,...,Cq 1 suireducibilne klase za prijelaznu matricu P¢ i sva stanja imaju period
1.

Dokaz: (a) Neka je m € N takav da je pg-rin) > 0. Ako je n € K, tada je pSHm) > pl(-?)pyin) >
0, pa d dijeli n + m i mozemo pisati n +m = ld, | € Z. Definiramo r; = d —m (mod d). To
znacida je d—m = kd+rj zaneki k € Z. Sadajen—r; = (ld—m)—(d—m—kd) = (I—-1+k)d.
(b) Neka je pg?J) > 0 i odaberimo m € N takav da je pl(-;?) > 0. Tada je pg;”r") > 0, pa je
zbog (a) m 4+ n = ry (mod d). Nadalje, zbog m = r; (mod d) slijedi ro — r; = n (mod d).
(c) Neka su j,k € C,. Postoji n € N takav da je pEZ) > 0. Zbog (b) imamon =r—7r =0

(mod d), odnosno n = Id za neki | € N. To znaci da je (Pd)yk) > 0, sto povlaci da je C,
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ireducibilna za P%. Kona¢no, oznacimo sa d period od j za P?, t.j., d = nzd{n : (Pd)§?) > 0}.
Zbog d = nzd{n : pg-?) > 0}, slijedi d = 1. O

Particija Cy, C4, ..., Cy_1 skupa stanja S naziva se ciklickom dekompozicijom. Ta parti-
cija je jedinstvena do na numeraciju, t.j., do na izbor prvog skupa Cj koji ovisi o odabranom
stanju? € S.

Teorem 8.12 Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s periodom d i stacionarnom dis-
tribucijom m, te neka je Cy, CY, ..., Cyq_1 ciklicka dekompozicija iz Propozicije 8.11. Tada za
7 € C,. imamo

lim p

n—oo

E;de) =dm;.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je j € Cy. Definiramo Markovljev lanac Y = (Y, : n > 0)
sa Y, = X,q, n > 0, te neka je §" pocetna distribucija tog lanca. Prijelazna matrica lanca
Y je P4, a skup stanja je Cy (vidi Propoziciju 8.11). Nadalje, Y je ireducibilan, aperiodicki,
te pozitvno povratan (to slijedi iz pozitivne povratnosti originalnog lanca X'). Po Teoremu
7.14 Y ima stacionarnu distribuciju. Sada iz Teorema 8.9 slijedi da postoji

lim (P?){" = lim p{}”. (8.7)

ij
n—oo n—oo

Limes ¢emo identificirati upotrebom formule (9.10) po kojoj je

1 n—1
- * _
fi 52 by =
=0

()

Bududi da je p;;” = 0 osim za k = ld, | € N, gornji limes mozemo pisati kao

m—1
1
lim — E pg-d) =7,
1=0

m—0o0 md
odnosno )
1 —
lim — Z pg-d) =dm; . (8.8)
m—oo M,
1=0

Sada iz egzistenicije limesa (8.7) i gornje jednakosti (8.8) slijedi !

lim p(@d) =dn;.

)
n—oo W

LAko niz (a, : n > 0) konvergira, tada konvergira i niz (b, : n > 1) definiran s b, = %Zz;é ay 1 limesi
su im jednaki.
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(nd+r)

Neka je sada j € C)., 1 < r < d. Tada je pZ = D kec, pzk p,(;;d). Zbog j, k € C,, iz ve¢
dokazanog zakljucujemo da je lim,, . p,(cj = dm;. Slijedi
lim p(nd-i—r hm Z plk p nd)
") g — does
Dy, 4T = ATy,
keCy

gdje se zamjena limesa i sume opravdava s pl(gd) <1, > ee, pgz) =11 teoremom o domini-
ranoj konvergenciji. O

Teoremi 8.9 i 8.12 rjesavaju pitanje konvergencije za pozitivno povratan slucaj. Otprije
znamo da u slucaju prolaznog lanca vrijedi lim,, . pgb = 0. Jedini preostali slucaj je nul-
povratan koji je malo tezi od ostalih.

Teorem 8.13 Neka je X = (X, : n > 0) ireducibilan, nul-povratan Markovljev lanac sa
skupom stanja S i prijelaznom matricom P. Tada za sve i,j € S vrijedi

lim p{™ =0. (8.9)

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je lanac X aperiodican, te neka je A pocetna distribucija od
X. Kao i u dokazu Teorema 8.9, neka je Y (u, P)-Markovljev lanac nezavisan od X, gdje
je 1 neka vjerojatnosna distribucija na S. Stavimo W = (X,Y). Tada je W ireducibilan i
aperiodicki, ali ne mora b1t1 ovratan U slucaju da je W prolazan, za prijelazne vjerojatnosti
iz (i,7) u (j,7) vrijedi ng pw p(Z 2)(”) — 0 za n — oo. Stoga je i lim,, .. pfj) = 0 za sve
1,] €85.

Pretpostavimo sada da je produktni lanac W povratan. Po Napomeni 8.10 vrijedi

lim |P(X, =7)—P(Y,=7)]=0, =zasvakijeSs. (8.10)
Pretpostavimo da (8.9) ne vrijedi. Tada postoje i,j € S, podniz (ns : s > 1) prirodnih
brojeva koji tezi u beskonac¢nnost, i a > 0 takvi da je

lim p( ) = .

1,
S§— 00 '7

Uvedimo oznaku p™) = (p7*) : k € §), s > 1. Tada je (p"™ : s > 1) niz u produk-

tnom prostoru [0,1]°. Po Tihonovljevom teoremu (o kompaktnosti produktnog prostora),
zakljuéujemo da postoji strogo rastuéi podniz (ns, : r > 1), te x = (x, : k € S) takvi da
vrijedi

lim p("ST) =ux,, zasveke€SsS.

ik
T—00
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Zbog z; = a > 0 slijedi da = = (x), : k € S) nije trivijalan. Bududi da je Zkespzlf”) =1,
po Fatouovoj lemi imamo

Zxk—z hmpk” < hm an”)

kesS kesS k:ES

Odaberimo sada u (8.10) A = %, te u = (pix : k € 9) (tj L je distribucija od X uz pocetnu

distribuciju ¢%). Tada (8.10) kaze da vrijedi lim,, .., |pzk - sz | = 0, i specijalno
hm |plk - ns’"ﬂ |=0. (8.11)

Bududi da je p;; (nar 1) =Y es pzl plk, po teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

77»37 +1) _ 37‘) 7
Ty = ,,lim Dik rhﬂoﬂo ;pl Pk = lz; lim pll Dik = ZZ; TPl -
S S S

Dakle, z = (2 : k € S) je invarijantna mjera konacne mase (Y, q2r < 1), pa postoji
stacionarna distribucija. Medutim, to po Teoremu 7.14 povlac¢i da je Markovljev lanac X
pozitivno povratan suprotno pretpostavci.

Konacno, ako X ima period d > 1, tvrdnja slijedi iz gore dokazanog promatranjem
restrikcije od P? na proizvoljnu ciklicku klasu, uz napomenu da je tako dobiveni lanac opet
nul-povratan. a
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