Poglavlje 7

Stacionarna distribucija i invarijantna
mjera

Stacionarnost kod slucajnih procesa znaci da se vjerojatnosna svojstva procesa ne mijenjaju
kroz vrijeme. Preciznije, ako je X = (X, : n > 0) stacionarni slu¢ajni proces, tada je
distribucija svih slucajnih elemenata X, jednaka. Stacionarna distribucija Markovljevih
lanaca (ako postoji) usko je vezana s grani¢nom distribucijom koju ¢emo promatrati u jednom
od sljede¢ih poglavlja.

Zapocnimo nasu diskusiju o stacionarnosti jednostavnim primjerom. Radi se o Primjeru
1.7 iz prvog poglavlja.

Primjer 7.1 Promatramo Markovljev lanac sa samo dva stanja koja oznacavamo sa 11 2:
dakle S = {1,2}. Oznac¢imo sa a prijelaznu vjerojatnost iz 1 u 2, a sa b prijelaznu vjerojatnost
iz2ul, 0<a,b<1. Tada je pripadajuca prijelazna matrica jednaka

1—a a
P:[ b 1—5]'

Sljedec¢i nacin gledanja na Markovljeve lance ponekad je vrlo ilustrativan. Pretpostavimo da
se u trenutku n = 0 u stanju 1 nalazi Cestica mase 1. U trenutka n = 1 ta se Cestica podijeli
na dvije Cestice s masama koje odgovaraju prvom retku prijelazne matrice, p1; = 1 —a i
p12 = a. Cestica mase 1 — a ostaje u stanju 1, dok ¢estica mase a odlazi u stanje 2. Uocite
dajeP(X; =1)=1—-aiP(X; =2) =a. U trenutku n = 2, obje ¢estice se simultano
dijele proporcionalno vjerojatnostima u odgovarajué¢im recima prijelazne matrice, te ostaju
u istom ili prelaze u drugo stanje. Preciznije, Cestica u stanju 1 dijeli se na Cesticu mase
(1 —a)p;; = (1 —a)(1 — a) koja ostaje u stanju 1, i Cesticu mase (1 — a)p;s = (1 — a)a
koja odlazi u stanje 2. Cestica u stanju 2 se dijeli na esticu mase apy; = ab koja odlazi u
stanje 1, i Cesticu mase apay = a(1 —b) koja ostaje u stanju 2. Cestice u pojedinim stanjima
sljepljuju se u jednu c¢esticu. To znac¢i da nakon trenutka n = 2 u stanju 1 imamo c¢esticu
mase (1 —a)(1—a)+ab, a u stanju 2 ¢esticu mase (1 —a)a+ a(l —b). Izracunajte da vrijedi
P(Xo=1)=(1—a)(l —a)+ab, te P(Xy =2) = (1 —a)a+ a(l —b). Dakle, mase Cestica
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u pojedinim stanjima nakon n koraka odgovaraju n-koracnim prijelaznim vjerojatnostima
(barem za n = 11 n = 2, ali se jednostavno vidi da to vrijedi i za sve n € N). Buduéi da
smo u Primjeru 1.7 izracunali da je

b a
lim P — Fb T} |
e atb  atb

to zaklju¢ujemo da je graniéna raspodjela masa u stanjima jednaka b/(a + b) u stanju 1,
odnosno a/(a + b) u stanju 2.

Pretpostavimo sada da u trenutku n = 0 u stanju 1 imamo ¢esticu mase b/(a + b), a u
stanju 2 ¢esticu mase a/(a+b). Podijelimo te ¢estice u skladu s prijelaznim vjerojatnostima,
i podijeljenje cestice ostavimo u istom ili posaljemo u drugo stanje. Kolike su mase cestica u
stanjima 1, odnosno 2, u trenutku n = 1?7 U stanju 1 imamo masu ﬁ)(l —a)+ b= aLer
(prvi sumand odgovara dijelu mase koji ostaje u stanju 1, a drugi dijelu mase koji dolazi
iz stanja 2). Slicno, masa u stanju 2 jednaka je a;:ba + 251 =b) = ;5. Zakljucujemo da
su mase u stanjima 1 i 2 ostale iste. Naravno, nakon sljedec¢ih dijeljenja te mase ¢e ostati

nepromijenjene. MozZemo reéi da je par masa (b/(a +b),a/(a + b)) stacionaran.

Definicija 7.2 Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) zove se stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0, slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xx)
i (X, Xog1, o, Xoak) tmaju istu distribuciju (v odnosu na vjerojatnost P).

Specijalno, ako X poprima vrijednosti u prebrojivom skupu stanju S, tada uzimajudéi
k = 0 slijedi P(X,, =) = P(Xo =1) zasve i € S isva vremena n > 1. Dakle, kao specijalan
slucaj dobivamo da se jednodimenzionalne distribucije ne mijenjaju kroz vrijeme.

Definicija 7.3 Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja S
i prigelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija m = (m; : i € S) na S je stacionarna
distribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice
P) ako vrijedi

T=7P, (7.1)

odnosno po komponentama

T = Zﬂkpkj . za svej € S. (7.2)
kes

Teorem 7.4 Neka je X = (X,, : n > 0) (w, P)-Markovljev lanac gdje je w stacionarna
distribucija za P. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je stacionaran uz vjerojatnost
Pr = Y .comlPi. Nadalje, za svaki m > 0 je (Xpqn : n > 0) ponovno (w, P)-Markovljev
lanac.

Dokaz: Uoc¢imo prvo da iz 7 = 7P slijedi 7 = (7P)P = 7P?, te indukcijom m = 7P" za
sve n > 1. Po komponentama,
;= Z ﬂkp,(g) : (7.3)

keS
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Neka je sada k > 0, n > 0, te neka su ig,1,...,% € S. Vrijedi:

]P)TI'(XTL = iO, Xn+1 = 7:17 cee n+k E szzzopzo i1 o Dig_q i,
€S
= T Digir - - Pip_rin = P(Xo =10, X1 =1,..., Xk =11),

gdje drugi redak slijedi zbog (7.3).

Nadalje, otprije znamo da je (X,,1, : n > 0) Markovljev lanac s prijelaznom matricom
P. Pocetna distribucija tog lanca jednaka je (P.(X,, =) : i € S). Bududi da je P.(X,, =
i) = m;, tvrdnja slijedi. O

Dokazimo sada za slucaj konac¢nog skupa stanja rezultat koji povezuje stacionarnu i
grani¢nu distribuciju Markovljevog lanca.

Propozicija 7.5 Neka je S konacan skup stanja, te pretpostavimo da za neki i € S,

lim p( R

i ; zasvej€ES.

Tada je m = (m; : j € S) stacionarna distribucija.

Dokaz: Vrijedi

ij :Z ILm pl(?) = le sz(?) =1,

jES JjES i)

pa je m vjerojatnosna distribucija. Zamjena limesa i sume je opravdana zbog S konacan.

Nadalje,
T = nh_)nolopz(]) hm pz hm szk Pkj = Zﬂ'kpkj.
% kes kes
Dakle, 7 je stacionarna distribucija. O

Promotrimo sada jednostavnu simetricnu slucajnu Setnju na Z, te pokusajmo naci sta-
cionarnu distribuciju. Zamislimo da u svakoj tocki od Z imamo cesticu mase 1. Svaka od tih
cestica podijeli se u skladu s prijelaznim vjerojatnostima i pomakne na odgovarajué¢e mjesto.
Konkretnije, ¢estica u stanju i podijeli se na dvije ¢estice, svaka mase 1/2 od kojih se jedna
pomakne u ¢ — 1, a druga u i+ 1. S druge strane, u stanje ¢ dolaze dvije ¢estice, svaka mase
1/2, jedna iz i — 1 a druga iz i + 1. Nakon simultane podjele svih ¢estica, odgovarajuéih
pomaka i sljepljivanja, ocito je da u svakom stanju ¢ imamo opet ¢esticu mase 1. Preciznije,
neka je A = (\; : i € Z) definirano s \; = 1, i € Z. Tada se gornji postupak kratko moze
zapisati kao

A= AP,
gdje je P prijelazna matrica jednostavne simetri¢ne slucajne Setnje. Drugim rije¢ima, A je
skoro stacionarna distribucija. Razlog zasto to nije je taj da A nije vjerojatnosna distribucija

(suma komponenti nije jednaka 1). Stovise, ..., A = +00, §to znaéi da se A ne moze
normirati tako da postane stacionarnom dlStl“lbUClJOHl Intuitivno je jasno da bi stacionarna
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distribucija 7 trebala imati svojstvo da je m; = 7; za sve i,j € Z, t.j., da je konstantna.
Medutim, takva vjerojatnost na Z ne postoji. Zakljucujemo da jednostavna simetri¢na
slucajna Setnja nema stacionarnu distribuciju (to ¢emo strogo dokazati poslije). Medutim,
A ima dobro svojstvo A = AP. To motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 7.6 Niz A = (\; : i € S) naziva se mjera ako je \; € [0,00) za sve i € S.
Mjera X\ je netrivijalna ako postoji i € S takav da je N\; > 0. Neka je X = (X, : n > 0)
Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Netrivijalna mjera A na S je invarijantna mjera
Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice P) ako vrijedi

A=A\P, (7.4)

odnosno po komponentama

A= Zkkpkj, za sve j € S. (7.5)
kesS

Osnovno pitanje u vezi invarijantne mjere je pitanje egzistencije i jedinstvenosti. Pokazat
¢emo da ireducibilan i povratan Markovljev lanac ima esencijalno jedinstvenu invarijantnu
mjeru. Dokaz koji ¢emo dati je vjerojatnosan, te ima vjerojatnosnu interpretaciju. Uocite
da je za slucaj konac¢nog skupa stanja S pitanje egzistencije invarijantne mjere ekvivalentno
pitanju egzistencije svojstvenog vektora transponirane prijelazne matrice PT za svojstvenu
vrijednost 1. Zaista, A = AP je isto sto i PTAT = AT Taj problem se relativno jednostavno
moze rijeSiti metodama linearne algebre.

Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Prisjetimo se
definicije prvog vremena povratka u stanje i € S

T; =min{n > 0: X, =i}.
Definicija 7.7 Stanje i € S je pozitivno povratno ako je E;(T;) < co.

Uocite da iz E;(T;) < oo slijedi P;(7T; < 0o) = 1, §to znaci da je pozitivno povratno stanje
uvijek povratno. Povratno stanje koje nije pozitivno povratno naziva se nul-povratnim.
Sljedeca propozicija je klju¢na za egzistenciju invarijantne mjere.

Propozicija 7.8 Neka je i € S povratno stanje. Za j € S definiramo

T, -1
vy = Ez Z ]-(Xan) . (76)
n=0
Tada je v invarijantna mjera. Ako je stanje i pozitivno povratno, tada je
M=t jeS, (7.7)
stactonarna distribucija.
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Napomena 7.9 (a) Primjetimo da je zbog pretpostavke o povratnosti stanja i, P;(7; <
o00) = 1, te uz P; vrijedi Xg = Xz, = i. (b) v; definiran u (7.6) je ocekivani broj posjeta
stanju j prije prvog povratka Markovljevog lanca u stanje ¢ (lanac starta iz ¢). Sli¢no, ; je
ocekivani broj posjeta stanju j normiran o¢ekivanom duljinom izleta iz ¢, E;(T;). (c) Vrijedi
sljedeca ekvivalentna reprezentacija za v;:

T,—1 oo
vy = E; Z 1(Xn:j) =E,; Z 1(Xn:j,n<Ti)
n=0 n=0

= Y Eildix,—jinery = Y _Pi(X, =jn<T). (7.8)
n=0 n=0
Sli¢no,
T; 0o
vi=E: > lxe—p = > Pi(Xn=jn<T). (7.9)
n=1 n=1

Dokaz: Dokazimo prvo da vrijedi v = vP gdje dopustamo moguénost v; = +oo (u tom
slucaju koristimo konvenciju oo - 0 = 0). Prvo uo¢imo da je v; = 1. Nadalje, zan > 1
dogadaj {n < T;} = {T; < n}° ovisi samo o Xy, Xi,...,X,,_1, te upotrebom Markovljevog
svojstva u trenutku n — 1 dobivamo

Pi(Xp1 =k X, =3,n<T) =P(Xp1 =k,n<T)pj, jkeS. (7.10)
Slijedi:

e}

v = » Pi(X,=jn<T)

n=1
[eS)

= > ) Pi(X, =4 Xp1 =kn<T)

keS n=1

= Zpkj Z]P)i(Xn—l — k;n S E)

keS n=1

= Zpkjipi(szk,mﬁTz—l)

keS m=0

Ti—1
= Z Prj B Z Lx,n=k)
m=0

kes

= ZijVk-

keS

Jednakost u prvom retku slijedi iz (7.9), u drugom po formuli potpune vjerojatnosti, u treéem
zbog (7.10), u ¢etvrtom zamjenom indeksa sumacije, u petom po (7.8) i u Sestom po definiciji
za Vi.
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Pokazimo sada da je v; < oo za sve j € S. Ukoliko ¢ - j, za svaki n > 0 vrijedi
0="Pi(X, =j) >Pi(X, =jn<T), paje stoga v; = 0. Ako i — j, tada iz Napomene
6.9 slijedi 7 — 1, pa postoji m € N takav da je pg-;ﬂ) > (. Iz v = vP dobivamo da vrijedi i
v =vP™, paimamo

l=v, = Z Vkpgf) > Vjp§§n) .
kes
Dakle, v; < co. Bududéi da v nije trivijalna (v; = 1), slijedi da je v invarijantna mjera.
Konac¢no, pretpostavimo da je ¢ pozitivno povratno. Rac¢unamo,

T,—1 T,—1
Svp= Y EY lxen =E DD
jes jes  n=0 n=0 jes
T,—1

= E ) 1=E(T). (7.11)

n=0

Dakle, za 7; definiran u (7.7) vrijedi

Vj
T = =——,
D kes Vi
Sto znaci da je m vjerojatnosna distribucija i ocito je stacionarna. a

Propozicija 7.10 Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan, te neka je A\ inva-
rijantna mjera od X takva da je N\; = 1. Tada je \j > v za sve j € S.

© ZV 08.01.2009.
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Dokaz: Za svaki j € S vrijedi

Z AigPioj = Pij + Z NigPioj

19€S 107t

Dij + Z (Z )‘i1pi1i0) Pigj

1071 \i1ES

Dij + Z (piio + Z Anpum) Digj

0 i1

= (pij + Zpiiopioj> + Z AirDivio Piog

1074 10,8171

= | Pyt Zpiiopioj +t Z Diip_y - - - PirioPio j

i1 10,5nyin— 170

+ Z )\inpininA -+« Digj

i03~"ain,¢i

> Pi(Xi=4T,>1)+P(Xo=4T;>2)+ -+ Py(X, =35T; >n)
— Z]P’i(Xn:j,ngTi):yj, kada n — oo.

O

Teorem 7.11 Neka je X = (X, : n > 0) ireducibilan i povratan Markovljev lanac. Tada
jev = (v; : j € S) invarijantna mjera takva da vrijedi v; > 0 za sve j € S. Ako je
A= (A;: j€Y95) neka druga invarijantna mjera za X tada postoji ¢ > 0 takav da je A = cv.

Dokaz: U Propoziciji 7.8 %Dokazano je da je v invarijantna mjera. Zbog ireducibilnosti
postoji m € N takav da je p;;° > 0. Zbog v = vP™ vrijedi

= " upl? > vipl =i > 0.
kesS

Neka je A invarijantna mjera za X. Tada postoji k € S takav da je A\;, > 0. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A; > 0. Definiramo novu invarijantnu mjeru \ sa
A;j = Aj/Ai. Tada je \; = 1, pa po Propoziciji 7.10 slijedi A > . Deﬁnlramo o= A= .

Tada p zadovoljava = P, u; > 0 zasve j € S, te p; = 0. Neka je pji > 0. Slijedi

0=pi=> mp = s
keS

otkud s; = 0. Dakle, \; = v, odnosno \; = cv; za ¢ = \;. O
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Napomena 7.12 Uocite da iz teorema slijedi da ako je A invarijantna mjera ireducibilnog
i povratnog lanca X takva da je \; =1, tada je A = v.

Primjer 7.13 Promotrimo ponovno jednostavnu simetricnu slucajnu Setnju na Z. Ve¢ smo
pokazali da je A = (\; : j € Z) definirano s \; = 1 za sve j € Z invarijantna mjera. Iz
gornjeg teorema slijedi da je ta mjera jedinstvena do na pozitivnu multiplikativnu konstantu.
Specijalno, ne postoji stacionarna distribucija.

Nadalje, neka je v invarijantna mjera definirana s (7.6) gdje smo uzeli ¢ = 0. Tada je
vg = 1. Zbog Ao = 1, iz Napomene 7.12 slijedi v = A. Specijalno, dokazali smo sljedeci

rezultat:
To—1

Eng(Xn:j):l, zasvejEZ,
n=0

odnosno ocekivani broj posjeta stanju j prije prvog povratka u stanje 0 jednak je jedan,
neovisno o j € Z.

Teorem 7.14 Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Sljedece
turdngje su ekvivalentne:

(a) svako stanje je pozitivno povratno;
(b) postoji pozitivno povratno stanje i € S;
(¢c) X ima stacionarnu distribuciju .
Nadalje, ako vrijedi (c), tada je E;(T;) = 1/m; za sve j € S.

Dokaz: (a) = (b) je ocito. Tvrdnja (b) = (c) dokazana je u Propoziciji 7.8. Dokazimo da
(c) = (a). Prvo pokazujemo da je lanac povratan. Pretpostavimo suprotno, t.j., da su sva
stanja prolazna. Tada za sve j, k € S vrijedi

lim pgz) =0

n—oo

(vidi Napomenu 6.5 (c)). Za proizvoljan k € S imamo 7, = 3, ¢ 7ij§z,), pa slijedi

me= i 3w = 3 (Jim oY) =0,
JjeSs

jes

gdje se zamjena limesa i sume opravdava teorem o dominiranoj konvergenciji (py,? < 1).

Medutim, to je u kontradikciji s ¢injenicom da je Zjes m; = 1. Dakle, lanac je povratan.

Specijalno, mozemo definirati invarijantnu mjeru v formulom (7.6) (za stanje ¢ € S).
Nadalje, budu¢i da je ZjeS m; = 1, postoji k € S takav da je m; > 0. Zbog ireducibilnosti,

postoji n € N takav da je pgz) > 0. Zato je m = Y i ijg?) > wkpgz) > 0, te moZemo
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definirati \; = 7;/m;. Tada je A = ()\; : j € S) invarijantna mjera takva daje \; = 1. Po
Teoremu 7.11 vrijedi A = v. Zajedno sa (7.11) to daje

5 1
. — i e
JES JES
sto dokazuje da je ¢ pozitivno povratno.
U gornjem dokazu stanje ¢ € S bilo je upravo ono za koje je definirana invarijantna mjera
v. Bududi da je lanac X ireducibilan i povratan, stanje ¢+ mozemo zamijeniti bilo kojim
drugim stanjem 7, te definirati novu invarijantnu mjeru v’. Ponavljanjem gornjeg dokaza za
stanje j € S slijedi da je j pozitivno povratno, te vrijedi E;(T;) = 1/7;. O

Primjer 7.15 (a) U Propoziciji 7.8 pokazano je da je postojanje barem jednog povratnog
stanja dovoljno za egzistenciju invarijantne mjere. Pokazujemo da ako su sva stanja pro-
lazna, tada invarijantna mjera ne mora, ali moze postojati. Neka je X = (X, : n > 0)
deterministicko gibanje na desno na Z,. Interpretacija invarijantne mjere kao raspodjele
mase po stanjima odmah pokazuje da X nema invarijantnu mjeru (nakon prvog koraka sva
masa iz stanja 0 ode u stanje 1, te vise nema mase u stanju 0). Formalni dokaz ¢injenice da
invarijantna mjera ne postoji je takoder lagan, te ga ostavljamo ¢itatelju. S druge strane,
ako je X = (X, : n > 0) deterministicko gibanje na desno na Z, tada X ima invarijantnu
mjeru. Zaista, stavimo li \; = 1 za sve ¢ € Z, tada imamo

Z Aipji = Ni—1pi—1i = 1= A,

JEZ

Drugi primjer prolaznog Markovljevog lanca koji ima invarijantnu mjeru je jednostavna
simetri¢na slucajna Setnja na Z3. I u ovom slu¢aju se jednostavno provjeri da je s \; = 1,
i € 73, dana jedna invarijantna mjera.

(b) Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S = {1,2,3,4} i
prijelaznom matricom

/2 1/2 0 0

/2 1/2 0 0

P=1o 0 12 17
0 0 1/2 1/2
Za a € [0,1] definiramo 7, = (30, 3, 3(1 — @), 3(1 — )). Bududi da je m, = m, P, slijedi

da je m, stacionarna distribucija za svaki o € [0,1]. Uocite da su sva stanja povratna, ali
lanac nije ireducibilan. Usporedite s Teoremom 7.11.

(c) Neka je X = (X, : n > 0) jednostavna slucajna Setnja na Z s prijelaznim vjerojatnostima
Piic1 = q, Piiv1 = p za sve i € Z gdje su p,q > 0, p+ g = 1. Pretpostavimo da je p # ¢,
t.j., da Setnja nije simetricna. Dobiveni lanac X je tada prolazan (vidi Primjer 6.13 (a)) i
ireducibilan. Trazimo invarijantnu mjeru za X. Stavimo \; = 1 za sve ¢ € Z. Bududi da
vrijedi A;_1pi—1; + Nivipivii = p+q = 1 = \;, vidimo da je A invarijantna mjera za X.
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Medutim, uz A postoji jo§ jedna invarijantna mjera. Zaista, definiramo A sa \; = (p/q)’,
t € Z. Racunamo

i—1 i+1 i
Y 3 p p p 0N
Nic1 Die1i + Nig1 Dit1i = (E) P+ (—) q= (E) (q —I—p) =\.

q
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