Poglavlje 6

Povratnost i prolaznost

U ovom poglavlju klasificiramo stanja Markovljevog lanca ovisno o tome da li se lanac
beskonac¢no mnogo puta vraca u stanje ili ne. U prvom slucaju stanje ¢emo zvati povratno
(rekurentno), a inace prolazno (tranzijentno).

Prisjetimo se definicije prvog vremena povratka Markovljevog lanca u dano stanje. Neka
je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i prijelaznom matricom P. Za

stanje ¢ € S stavimo
TZ-:Ti(l) =min{n >0: X, =i},

uz konvenciju da je min ) = +o0o.

Definicija 6.1 Stanje i € S je povratno ako vrijedi P;(T; < oo) = 1. Stanje i € S je
prolazno ako vrijedi P;(T; < 00) < 1.

Uvedimo P;-distribuciju vremena 7;:
f=PTi=n), n=1, ijes,

te fj(?) = 0. Stavimo

fii = fjf;?) = f}ﬂw =n) =Py(T} < 00).

n=0

Tada je za j =i, fi; = P;(1; < 0o) vjerojatnost povratka u stanje ¢, dok je za j # i, fj
vjerojatnost dolaska u stanje ¢ uz pocetno stanje j. Dakle, ¢ € S je povratno ako i samo ako

je fi = 1. Uvedimo, nadalje, funkcije izvodnice nizova (f}f) :n>0)1 (pg?) :n > 0):

oo

Fii(s) = ij(?)sn, 0<s<l, (6.1)
n=0

Pji(s) = Zp§?)5”, 0<s<l1. (6.2)
n=0
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6. Povratnost i prolaznost 32

Propozicija 6.2 (Dekompozicija u prvom vremenu posjeta)
(a) Za i € S vrijedi

pgz _an nn nzl?
k=0

teza 0 <s <1,

Pi(s) = (6.3)

(b) Za j # i vrijedi
pgz _Zf n n217
k=0

te za 0 < s <1,
Pji(s) = Fji(s)Pii(s) .

Dokaz: (a) Ako je X,, = i, tada je T; = k za neko k < n. Zato vrijedi

P = ZIP’ T = k) =Y PuTi = k, X = ).
k=1

Po Teoremu 5.4, (X7, : 1 > 0) je uvjetno na Xr. = i, (6°, P)-Markovljev lanac nezavisan
od Xo, X1, ..., Xp,. Bududi da je X7, =7 nal; =k < n, slijedi da uvjet ima vjerojatnost 1,
Sto znaci da je (Xr,4q : 1 > 0), (6%, P)-Markovljev lanac nezavisan od Xy, X1,..., Xr,. Zato
je

Pi(T; = k, Xryonp = 1) = Py(T; = k)Bi (X = 0) = £ 7Y,

v

sto dokazuje prvu tvrdnju (po definiciji je fi(io) = 0). Za drugi dio tvrdnje ra¢unamo

P’L’L(S)_l = sz(z Zqu Di;

n=1 k=1
I
n=0 k=0
5 (e
k=0 n=~k

- Z Pi(s) [\ s* = Pi(s)Fu(s) ,
k=0

gdje smo u drugom retku iskoristili fi(io) = 0, a treci redak slijedi zamjenom poretka sumacije.
Time je dio (a) dokazan. Tvrdnja (b) se dokazuje analogno. a
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Vratimo se na definiciju funkcija izvodnica Fj; i Pj;, te pogledajmo sto se dogada kada
pustimo s — 1. Po Propoziciji 13.5 slijedi da je

£1_I)1}Fm<5) Zofn fll7 }QEI%PM(S) Zopu )

s tim da u drugoj jednakosti obje strane mogu biti jednake +oo. Ako pustimo s — 1 u (6.3)
i iskoristimo gornje jednakosti dobit ¢emo

=~ ) 1 1
an' = ~ ) ; (6.4)
n=0 1 - ano fz(z ) 1 o f”

s tim da obje strane mogu biti beskonac¢ne.

Propozicija 6.3 Stanje i € S je povratno ako i samo ako vrijedi y .- pz(?) = 00.

Dokaz: Ako je i € S povratno tada je f; = 1, pa iz (6.4) slijedi Zzozopz(f) = 00. Na isti

nacin se vidi i obrat. O

Uocite da je neposredna posljedica gorng'e propozicije sljedeé¢i kriterij prolaznosti: stanje
i € S je prolazno ako i samo ako je > p;"” < oo.

Prouc¢imo sada na koji nacin broj posjeta pojedinom stanju ovisi o tome da li je to stanje
povratno ili prolazno. Oznac¢imo sa N; broj posjeta stanju ¢« € S. Preciznije,

Ocekivani broj posjeta Markovljevog lanca stanju i, uz pocetno stanje j € S, mozemo
izracunati na sljedec¢i nacin:

E;N; = E; (Z 1{Xn—i}> =Y Bilix,—p = Pi(X, =i) = Zp§?) : (6.5)
n=0 n=0 n=0 n=0

Druga jednakost slijedi iz teorema o monotonoj konvergenciji. Specijalno, u slucaju j = i
slijedi da je stanje ¢ povratno ako i samo ako je E; N; = 400, odnosno ocekivani broj posjeta
stanju 7 je beskonacan. Alternativno, stanje ¢ je prolazno ako i samo ako je E;N; < co. U
tom slucaju je N; < oo, P;-g.s. Pokazat ¢emo i jacu tvrdnju, naime da je ¢ € S prolazno
ako i samo ako je N; < oo, P;-g.s. (8to povlaci da je ¢ povratno ako i samo ako je N; = oo,
P;-g.s.).

Sjetimo se definicije vremena 7; = Ti(l) = min{k > 0 : X} = i}. Induktivno definiramo
n-to vrijeme posjeta stanju i € S kao

: (-1 .y _ D)
T(n):{mln{k’>Tl— c Xy =1}, T, < 00, n>2.

‘ +00, inace
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Zelimo izracunati P;(T\") < o0), n > 2:

PiT™ < o00) = Pj(T"Y < 00, T < o)

(2

= P(T"Y < 00) P(T" < 00| TI" Y < 00)

(2

= P{T"Y < 00) BT < o0). (6.6)

U zadnjoj jednakosti koristili smo jako Markovljevo svojstvo. Zaista, po Teoremu 5.4,

uvjetno na Xp-n = i je (Xpmv, : m > 0) (6%, P)-Markovljev lanac nezavisan od
Xo, X1, ..+, Xy Iz (6.6) indukcijom slijedi

Py(T" < o00) = fufi ', n>1. (6.7)

Za n = 1 tvrdnja je istinita po definiciji. Pretpostavimo da (6. 7) Vrijedi za n > 1. Tada je
zbog (6.6) P;(T" < 00) = Pj(T™ < 0o)Pi(T1 < 00) = f5: 2 fii = fufm.
Teorem 6.4 Sljedece turdnje su ekvivalentne:

(i) i € S je povratno;

(7’7’) Z Opzz = 05

Dokaz: Ve¢ smo dokazali da su tvrdnje (i), (ii) i (iii) ekvivalentne. O¢cito je da iz (iv) slijedi
(iii). Pretpostavimo da je i € S povratno, t.j., f;; = 1. Uocimo da vrijedi {Ti(n) < oo} =
{N; > n+ 1} P;-g.s. (zbog definicije sluc¢ajne varijable N; slijedi P;(N; > 1) = 1). 1z (6.7)
slijedi da je P;(N; > n+1) = fI! =1, te je

Napomena 6.5 (a) Iz gornjeg teorema odmah slijedi da je ekvivalentno: (i) i € S je pro-
lazno; (ii) Y Opﬁf) < oo (iii) E;N; < oo (i ) P;(N; < 00) = 1.

(b) Zbog P;(N; > n+1) = ]P’,-(Ti(n) < 00) = f1, slijedi da je

Pi(N; =n) =Py(N; >n) —=Py(N; >n+1) = fi = fir=(1—fu)fi', n>1.
Dakle, ako je i € S prolazno stanje, tada broj posjeta stanju ¢ ima (uz vjerojatnost PP;)

geometrijsku distribuciju (na N) s parametrom 1 — f;;.
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(c) Izracunajmo jos i E;N; za j # i. Vrijedi

EN; =) Pi(Ni>n)=> fufh = 1—jf-- . (6.8)
n=0 n=0 n

Usporedimo li s (6.5) dobivamo

BiNi =) _pf = 125 (6.9)
TZZO k23

Specijalno, ako je stanje ¢ € S prolazno, tada je Y -, p§?) < 0.

Sada ¢emo pokazati da su povratnost i prolaznost svojstva klase.

Propozicija 6.6 Neka je v € S povratno stanje, te neka i «— j. Tada je j € S povratno
stanje.

Napomena 6.7 Iz propozicije neposredno slijedi da ako je ¢ € S prolazno, te i «<—— j, tada
je j € S prolazno. Zaista, kada bi j bilo povratno, onda bi iz propozicije zakljucili da je
1 € S povratno. Propozicija nam kaze da ako je jedno stanje u nekoj klasi komunikacije
povratno (odnosno prolazno), tada su sva stanja u toj klasi povratna (odnosno prolazna).

Dokaz: U dokazu koristimo karakterizaciju (ii) iz Teorema 6.4, te kriterij dostiznosti (ii) iz
(n)

Propozicije 3.2. Po tom kriteriju slijedi da postoje n > 1 i m > 1 takvi da je pij > 01
pg-zn) > 0. Zato je za sve k > 0,

m-+k+n m k

prEE > i pp
otkud slijedi
m+k+n
Sl Y S - () -

k=0

Dakle, 7 € S je povratno. O

Propozicija 6.8 Svaka povratna klasa je zatvorena.
Dokaz: Neka je C' neka povratna klasa. Pretpostavimo da C nije zatvorena. To po definiciji

znaci da postoji i € C takav da vrijedi P;(Ts\¢ < 0o) > 0. Slijedi da postoje j ¢ C'im > 1
takvi da je
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Nadalje imamo

P;({X,, = j} N {X,, =i za beskona¢no mnogo n})
= IP)Z-(X = j)P;({X,, = i za beskona¢no mnogo n} | X,, = j)
P;( X, = j)P;({X,, = i za beskona¢no mnogo n}) =0,

jer je P;(T; < 00) = 0 (u suprotnom bi 7 i j komunicirali). Bududi da je stanje i povratno
vrijedi

P;({X,, = j} N {X,, =i za najviSe kona¢no mnogo n})

< P;({X, =1 za najvise kona¢tno mnogo n}) = 0.

Zbrajanjem gornjih dviju jednakosti slijedi da je P;(X,, = 7) = 0. Kontradikcija. O

Napomena 6.9 Dokaz gornje propozicije pokazuje i sljede¢u tvrdnju: ako je i € S povratno
stanje, te ako ¢« — j, tada ;7 — 4. Zaista, zbog ¢ — j postoji m > 0 takav da je
Pi(X,, = j) > 0. Pretpostavimo li da i i j ne komuniciraju, dokaz Propozicije 6.8 daje
kontradikiciju.

Propozicija 6.10 Pretpostavimo da je S konacan prostor stanja. Tada S sadrzi barem
jedno povratno stanje.

Dokaz: Pretpostavimo da su sva stanja prolazna. Tada za j € S i sve ¢ € S vrijedi
E;N; < oo (vidi Napomenu 6.5 (c)). Zbog pretpostavke da je S konacan slijedi da je i

€S €S

S druge strane je ocigledno >, ¢ N; = +o00, te je stoga E; Y. o N; = 400. Kontradikcija.
Znaci da S sadrzi barem jedno povratno stanje. a

Teorem 6.11 Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan © povratan. Tada za sve
i€ S vrijedi P(T; < 00) = 1.

Dokaz: Buduéi da je P(T; < o0) = >, ¢P(Xo = j)P;(T; < 00), dovoljno je pokazati da

vrijedi P;(7; < 00) =1 zasve ¢,j € S. Odaberimo m € N takav da je p(m)

i > 0. Po Teoremu
6.4 (iv) imamo

1 = P;(X, =1 za beskona¢no mnogo n) = P;(X,, =i za neki n > m + 1)
= ZIP’ n=rtzanekin>m+1|X,, =k)P;(X,, =k)
kes
= Y BT < co)ply”
kes
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gdje zadnji redak slijedi iz Markovljevog svojstva. Kada bi bilo IP;(7; < co) < 1, imali bismo
(m)

zbog p;; > 0,
> Pu(Ti < co)pl) <> i =1
kes kes
Kontradikcija! Dakle, P;(T; < oo) = 1. O

Napomena 6.12 Alternativni dokaz da je IP’ (T < o0) = 1. Pretpostavimo suprotno, t.j.,
P;(T; < 00) < 1. Neka je K = min{k > 1: pl ) > 0}. Tada postoji niz ji, jo, . .., jx_1 takav
da je

PijiPjrja - Pix—1j > 0
Buduéi da je K minimalan, vrijedi j, # j za sve 1 < k < K — 1. Po pretpostavci P;(T; =
00) > 0. Iz jakog Markovljevog svojstva u 7 slijedi

Pi(T; = 00) 2 pijDjajs - - - Pise—1s B (T = 00) > 0,
Sto je kontradikcija s ¢ povratno.

Ovo poglavlje zavrsit ¢emo klasiénim primjerom jednostavne slucajne Setnje u Z¢. Za
analizu ¢e nam vazna biti sljedeca Stirlingova formula:
n!
lim —=1. (6.10)

n—oo \/21n e~

Za nizove (a, : n >)1i (b, : n > 1) uvodimo oznaku a,, ~ b, ako vrijedi lim,,_, a,/b, = 1.
Uz ovaku uvedenu oznaku, Stirlingovu fromulu mozemo pisati

nl ~V2rn e "n".

Primjer 6.13 (a) Jednostavna slucajna Setnja u Z. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih
slucajnih varijabli s distribucijom P(Y; = +1) = p, P(Y; = —1) = ¢ = 1 — p, 0<p<l
Jednostavna slucajna Setnja X = (X,, : n > O) deﬁnirana je s Xo = =>r Y.
[zracunajmo m-koracne prijelazne vjerojatnosti poo . Ukoliko je m = 2n —|— 1 neparan, tada
je p(()o) = 0 (u pocetno stanje Setnja se moze vratiti samo u parnom broju koraka). Za

m = 2n vrijedi

@) (Qn) B 2n)!( yn V2T 2ne’2"(2n)2”( o=
pOO p q TL')2 pq (\/ﬁe_nnn>2 pq

Gornja asimptotska jednakost povlaci da postoji ng € N takav da je za sve n > ny,

(4PQ) (6.11)

3)-

1
(4pg)™ < pi” <2

1 n
5 \/— Jn (4pq)" .
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Pretpostavimo p = ¢ = 1/2, odnosno X je jednostavna simetricna slu¢ajna Setnja. Tada je
4pq =1, pa je

no—1
(2n)
ZPOO = Poo >ZP Z —— = +00.
n=0 n=ng 2 mn
Po Teoremu 6.4 slijedi da je X povratan. Ako je p # 1, tada je 4pq < 1, pa imamo
no—1 (2 1

n=ng

Iz Napomene 6.5 slijedi da je X prolazan.

(b) Jednostavna simetri¢na slucajna Setnja u Z?. Neka je e; = (1,0) i ea = (0, 1), te neka je
(Y, : m > 1) niz nezavisnih slucajnih vektora s distribucijom P(Y; = e;) = P(Y; = —e;) =
P(Y; = ey) = P(Y; = —eq) = 1/4. Jednostavna simetri¢na slucajna setnja X = (X, : n > 0)
u Z? definirana je s Xo =01 X,, = >_;_, ¥}, n > 1. Isto kao gore zaklju¢ujemo da je p(()gl) =0
u sluc¢aju neparnog m. Za m = 2n, vjerojatnost svake trajektorije Setnje X koja je nakon
2n koraka ponovno u ishodistu jednaka je (1/4)?". Broj takvih trajektorija koje imaju k
horizontalnih koraka jednak je

(2n)!
Kk (n — k)!/(n — k)~

Slijedi da je

- 2n
(2n)  _
Poo = 42nzk|k| (n—k)l(n— k)|

1 (2n)! nin!
T 42n ; nln! Klkl(n — k)l(n — k)!

- =) ==

gdje je u zadnjoj jednakosti koristen kombinatorni idenitet >, (Z)2 = (2:) Iz (6.11) uz
p=q=1/2 slijedi

pem (L 1
00 VTN ™ '

Na isti nac¢in kao u dijelu (a) zakljuéujemo da je >~/ p(()%n) = +00, t.j., jednostavna
simetri¢na slucajna Setnja u Z?2 je povratna.

(c) Jednostavna simetri¢na slucajna Setnja u Z®. Neka je e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) i
e; = (0,0,1) te neka je (Y, : m > 1) niz nezavisnih sluc¢ajnih vektora s distribucijom

P(Y; = +e;) = 1/6, i = 1,2,3. Jednostavna simetri¢na slu¢ajna Setnja X = (X,,: n > 0) u
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Z3 definirana je s Xo =01 X,, = > _, Y%, n > 1. Isto kao gore zakljuceujemo da je i =0
u sluéaju neparnog m. Za m = 2n sli¢no kao u dijelu (b) zakljuéujemo da vrijedi

n

(gn) . 1 (2n)
Poo— = Gon Wkl (n—j — k)l(n— 5 — k)
G2 2= G (n = j = k)i(n = j — k)!

1 [2n 1 n! )2
B 22”(n)J;0(3” Gk (n — j — k)!

IN

7,k=0

1 (2n . 1 n!
= — max | —
222\ n ) gk \3" jlkl(n —j —k)!

1 [2n e 1 n! i 1 n!
— X
220\ n ) ik \3" jkl(n—j— k) 3n jlkl(n —j5 —k)!

gdje smo iskoritili ¢injenicu da je suma u predzadnjem retku jednaka 1 (to je vjerojatnost

sigurnog dogadaja u polinomijalnoj shemi s tri ishoda, svaki vjerojatnosti 1/3).

Ako je n = 3l za | € N, tada se jednostavno vidi da je

1 n! n!

1
- < )
30 j1kl(n —j — k)l = 37 1M1

(61—2

Takoder, piy > < 6%p iphy < 6'ply - Slijedi da je

o (61-2) 6[ 1)
p(()o) < poo + E p E
1=0

- 6l (31).
< .64 _ i St
s 36 £ 26 (31) 330 11111

Upotrebom Stirlingove formule slijedi da je

61\ 1 (3! 11
261 31) 3 T 232 32

Bududi da je >25°, 1732 < 0o, na isti nacin kao u (a) zakljuéujemo da vrijedi

oo
> pl) < oo
n=0

pa je po Napomeni 6.5, jednostavna simetri¢na slu¢ajna Setnja u Z* prolazna.

oo

n=0
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