Poglavlje 5

Jako Markovljevo svojstvo

Markovljevo svojstvo kaze da je (1) uvjetno na X, = i buduée ponasanje Markovljevog
lanca (X4 @ n > 0) jednako (po distribuciji) ponasanju Markovljevog lanca (X, : n > 0)
koji krece iz stanja i, te (2) uvjetno na X, = ¢ buduénost (X1, : n > 0) je nezavisna
od proslosti (X, : n =0,...,m —1). Rije¢ima, lanac je zaboravio proslost do vremena m,
zna samo da se u trenutku m nalazi u stanju ¢, te pocinje ispocetka. Postavlja se pitanje
da li takvo svojstvo Markovljevog lanca vrijedi i za neka slucajna vremena T, na primjer
za T;, prvo vrijeme pogadanja stanja i. Pokazat ¢emo da Markovljevo svojstvo vrijedi i za
tzv. vremena zaustavljanja.

Definicija 5.1 Slucajna varijabla T : Q — {0,1,2,... }U{occ} zove se vrijeme zaustavljanja

ako je za sve n >0
{TSTL} EO’(X(),Xl,...,Xn),

t.g., dogadaj {T < n} ovisi samo o Xo, X1, ..., X,.

Intuitivno, T je vrijeme zaustavljanja ako promatrajué¢i Markovljev lanac do deterministickog
vremena n > 0 mozete rec¢i da li se slu¢ajno vrijeme T dogodilo do trenutka n ili ne.

Propozicija 5.2 Slucajno vrijeme T je vrijeme zaustavljanja ako i samo ako za sve n >0
vrigeds

{T: TL} € O'(X(),Xl,...7Xn).
Dokaz: Jedan smjer slijedi iz jednakosti {T' = n} = {T < n} \ {T < n — 1}, a drugi iz
{T'<n} =Up_{T =k}. O

Primjer 5.3 (i) Deterministicko vrijeme 7" = m, m > 0, je vrijeme zaustavljanja. O¢ito,
{T =n} =Qili 0, te se nalazi u svakoj o-algebri.
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5. Jako Markovljevo svojstvo 28

(ii) Za B C S, prvo vrijeme pogadanja Tg = min{n > 0 : X,, € B} je vrijeme zaustav-
ljanja. Zaista,

(Ts=nY={Xo¢B,.... X, 1¢ B, X, € B} €0(Xo,...,X,).

Specijalno, T} je vrijeme zaustavljanja. S druge strane, 7; — 1, t.j., vrijeme neposredno
prije prvog posjeta stanju j, nije vrijeme zaustavljanja. Naime, ako je T; —1 = n, tada
je T; = n + 1, a na osnovu ponasanja lance do trenutka n ne mozemo, opcenito, reci
da li ¢e u trenutku n + 1 biti po prvi put u stanju j.

(iii) Vrijeme zadnjeg izlaska iz skupa B C S, definirano sa
Lgp=max{n>0: X, € B}, max( =0,

nije vrijeme zaustavljanja. Ocigledno, dogadaj {Lp = n} ovisi o cijeloj buduc¢nosti
(Xpntm : m > 0) Markovljevog lanca X.

Za dano vrijeme zaustavljanja T : Q@ — {0, 1,2, ...} U{oc} definiramo slu¢ajnu varijablu
X7 formulom
Xr(w) = X,(w), akojeT(w)=mn.

Primjetimo da je Xt definirana samo na skupu {T" < oc}. Iz jednakosti
{Xr =i} = {X,, =4, T =n},
vidi se da je X zaista slucajna varijabla.

Teorem 5.4 Neka je X = (X, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac sa prostorom stanja S, te
neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je wvjetno na Xt =i, sluc¢ajni proces (Xripn : n > 0)
(6%, P)- Markovljev lanac nezavisan od slucajnih varijabli Xo, X1, ..., Xr.

Dokaz: Neka je A dogadaj koji ovisi o slucajnim varijablama X, Xi,..., Xpr. Trebamo
pokazati da vrijedi

P{Xr4n = Jns- s X1 = j1, Xr = joy N A|T < 00, X7 = 1)

J

za sve n > 11 sve jo,j1,...,Jn € S. Buduéi da A ovisi 0 X, X1,..., Xp, to AN{T = m}
ovisi 0 Xg, X1, ..., X,,. Zbog Markovljevog svojstva u vremenu m vrijedi

P X7 = jns s Xrg1r = j1, X = jo} NAN{T = m} N {Xp =i})
= P{Xr4n =Jns--» X1 = J1, Xr = jo} NAN{T = m} | X,, = i)P(X,, = i)
= P{Xmin = Jnr-- s X1 = J1, Xow = Jo} NANA{T = m} | X, = )P(X,, = i)

5o Djojs -+ - Pin—1juP(ANAT = m} | X, = ))P(X,, = 4)
= 0 Diojr - - Pjurin PAAN{T = m} N {Xr =1i}). (5.2)
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Ovdje smo u trec¢oj jednakosti iskoristili (1.8) za AN{7T = m}. Sumiramo li gornju jednakost
po svim m > 0, te podijelimo sa P(T" < oo, X1 = i) dobit ¢emo trazenu jednakost (5.1). O

Fiksirajmo stanje ¢ € S. Promatramo vremena u kojima se Markovljev lanac X vraca u

stanje 7. Definiramo
T =min{n >0: X, =i},

te indukcijom za m > 1

/ o0 T = 0.

T = { winfn > T X, = i}, T < o,
Vrijeme Ti(m) zove se vrijeme m-tog povratka u stanje 1. Uocite da je definicija vremena Tz‘(l)
malo drugacija od definicije vremena pogadanja iz Primjera 5.3 (2). Bududi da vrijedi

(11" =n} = {Z Lixgmiy = M, Xp = z} ,
k=1

vidimo da je Ti(m) zaista vrijeme zaustavljanja. Pretpostavimo da je Tl-(m)

< 00. Po jakom
Markovljevom svojstvu, predproces Xo, X1,..., X . 1 postproces (XT(m)Jrn :n > 0)su
nezavisni, i postproces je Markovljev lanac s istom prijelaznom matricom kao i originalni

lanac X (uocite da zbog {X ) = i} = (2, uvjetna nezavisnost postaje nezavisnost). Dio

puta Markovljevog lanca (X m), Xopm) gy

7

se izlet iz stanja 1, ili regenerativni ciklus. Gornje razmatranje pokazuje da vrijedi sljedeéi
rezultat.

,XTl_(mH)_l) izmedu dva posjeta stanju ¢ naziva

Teorem 5.5 Neka je X (6%, P)-Markovljev lanac. Stavimo Ti(o) = 0 7 pretpostavimo da je
Ti(m) < oo za sve m > 1. Tada su regenerativni ciklusi

,1.‘1(7n)_"_17 “e. 7XT,L'("L+1)_1) ,m Z O,

nezavisni i jednako distribuirani. Specijalno, (Ti(m) — Ti(m_l) :m > 1) je niz nezavisnih i
jednako distribuiranih slucajnih varijabli.

Primjer 5.6 Neka je X Markovljev lanac na prostoru stanja S s prijelaznom matricom P.
Pretpostavimo da lanac mozemo opazati samo ako se nalazi u podskupu B C S, te da ne
znamo sto se dogada izvan B. Neka su Yy, Y7, ... nasa opazanja Markovljevog lanca u B.
Dali (Y,, : m > 0) ima Markovljevo svojstvo?
Formalna definicija slu¢ajnog procesa Y je sljedeca: definiramo vremena posjeta skupu
B kao
Ty =min{n >0: X,, € B},

tezam >0
Toy1 =min{n > T, : X, € B}.
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Pretpostavimo da je P(7,, < oo) = 1 za sve m > 0. Sada mozemo definirati Y,, = Xr,

m*

Uocite da je T), vrijeme zaustavljanja, te stoga u trenutku 7,, mozemo primijeniti jako
Markovljevo svojstvo. Za ig, ..., ine1 € B vrijedi

P(Yerl :ierll}/E]:iOa"'aYm:im)
= ]P)(XTm+1 = im—i—l |XTm = im,. .. 7XT0 = Zo)

= le (XTl - Zm“l‘l) = qjmim+l 9

gdje zadnji redak slijedi zbog jakog Markovljevog svojstva u trenutku 7),. Dakle, Y je
Markovljev lanac na prostoru stanja B s prijelaznom matricom @ = (g¢;; : i,j € B) gdje je

¢ij = Pi(Xp, =) .

Preostaje izracunati prijelazne vjerojatnosti ¢;;. Slicno kao u dokazu Teorema 4.2 koristit
¢emo analizu prvog koraka. Za i € S definiramo vjerojatnosti pogadanja h{ = Py(X7, = j)
i uocimo da za ¢ € B vrijedi ¢;; = h]. Upotrebom Markovljevog svojstva u tre¢em retku
slijedi

hg = Z]Pl(Xﬂ :j7X1 = k)
kes

= pijt ZR‘(XTl =j,X1=k)
k¢ B

= py+ Y Pi(Xy = k)Pp(Xpy = k)
k¢ B

= Pyt Zpikhi-
k¢B

Dakle, W/ = (h{ : 1 € 5) je rjeSenje gornjeg sustava, i moze se pokazati da je to minimalno
nenegativno rjesenje.

Zakljucujemo da je Y = (Y, : m > 0) Markovljev lanac s prijelaznom matricom Q =
(g5 : 1,5 € S) gdje je gij = hj.
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