Poglavlje 4

Apsorpcijske vjerojatnosti

U ovoj tocki pokazujemo: (1) kako se racunaju vjerojatnosti da Markovljev lanac bude
apsorbiran u nekom danom stanju ili podskupu skupa stanja, odnosno vjerojatnosti da
Markovljev lanac prije dode u jedno od dva zadana stanja, te (2) ocekivano vrijeme ap-
sorpcije. Oba ra¢una zasnivaju se na analizi prvog koraka lanca, §to je opcenito vrlo vazna
metoda proucavanja Markovljevih lanaca. Da bismo bolje ilustrirali metodu zapoc¢injemo
jednostavnim primjerom.

Primjer 4.1 Markovljev lanac X na prostoru stanja S = {1,2,3,4,5} zadan je prijelaznom

matricom
1 0 0 0 0

1/2 0 1/2 0 0
P=|0 1/2 0 1/2 0
0 0 3/4 0 1/4
o 0 0 0 1

Uocite da su stanja 11 5 apsorpcijska. Neka su 7} i T5 vremena pogadanja stanja 1, odnosno
5, te neka je T' = T} A T5 manje od ta dva vremena. U trenutku 7' lanac je apsorbiran bilo
u stanju 1, bilo u stanju 5. Pretpostavimo da X krece iz stanja 3. Zanima nas vjerojatnost
da bude apsorbiran u stanju 5, t.j. P3(75 < T1), te ocekivano vrijeme do apsorpcije, E3(T).

Uvedimo sljedeée oznake: h; = P;(Ts < Ty), ¢ € S. Tada je o¢ito hy = 01 hy = 1. Za
1 =2, 3,4 promatramo gdje se lanac nalazi nakon prvog koraka. Dobivamo:

hi = ]P)Z(T5 < Tl) = ]P)Z(Tg) < Tl,Xl =1 — 1) + IP)Z(T5 < Tl,Xl =1+ 1)
= ]PJZ(Xl =1 — 1)Pi_1(T5 < Tl) +PZ(X1 =1+ 1)]P)i+1(T5 < Tl)
== IP)Z(Xl :Z— 1)h171+]P)Z(X1 :Z+1)hl+1,

gdje drugi redak slijedi iz Markovljevog svojstva. Uz poznato hy = 0 i hs = 1 to nam daje
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sljedeci sustav jednadzbi za hso, hs, hy:

1
hg — §h3

1 1
h3 - §h2+§h4

3 1
h4 - Z—lh3+z

Rjesavanjem slijedi ho = 1/6, h3 = 1/31 hy = 1/2.
Izrac¢unajmo sada trazeno ocekivanje E3(7") istom metodom. Stavimo g¢; = E;(7T"). O¢cito
je g1 = g5 = 0. Nadalje, za 1 = 2, 3,4 vrijedi

g = E(T)= (T Xi=i—-1)+E(T; Xy, =1i+1)
= Pi(Xi=i—-DE, (T +1)+Py(Xy =i+ )E;a (T +1)
= P(Xi=i—1DE1(T)+Pi(X1 =i+ 1)E 1 (T) + 1
= Pi(Xi=i—-1)gi1+Pip1(Xi=i+1)gin + 1.

Opet, koriste¢i rubne uvjete g; = g5 = 0 dobivamo sustav jednadzbi

1
g2 = 5934—1
_ ! —i—l +1
g3 = 292 294
.
gy = 493 .

Rjesavanjem slijedi g; = 11/3, g3 = 16/3 1 g4 = 5.

Sada ¢emo rijesiti malom opcenitiji problem u generalnom obliku. Neka je B C S podskup
skupa stanja, te neka je Tg vrijeme pogadanja skupa B. Definiramo vjerojatnosti pogadanja
(u kona¢nom vremenu) sa

hP =Pi(Tp < 00).
Ako je B zatvoren podskup od S, tada su hP apsorpcijske vjerojatnosti. Uocite da se

prethodni primjer moze svesti u ovaj kontekst: ako je A C S neki drugi zatvoren skup stanja
disjunktan sa B, tada je P;(Ts < 00) = P;i(Tp < Ta).

Teorem 4.2 Vektor vjerojatnosti pogadanja h? = (h2 : i € S) je minimalno nenegativno
rjesenje sustava linearnih jednadzbi

B_ .
{hi—l zai € B, (4.1)

hi =3 cspishy zai ¢ B.
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Minimalnost znaci da ako je z = (z; : i € S5) neko drugo nenegativno rjesenje gornjeg
sustava, tada vrijedi z; > hZ za sve i € S. RjeSenje sustava (4.1) opéenito ne mora biti
jedinstveno, te ima smisla govoriti o minimalnom rjesenju. Kao primjer promatrajte lanac
sa tri stanja, 1, 21 3, gdje su 1 i 2 apsorpcijska stanja, a iz stanja 3 se s vjerojatnosti 1/2
prelazi u jedno od preostala dva stanja. Uvjerite se da tada sustav (4.1) ima beskonacéno
mnogo nenegativnih rjesenja oblika hy = 1, hy = 2hg — 1, hs proizvoljan realan broj vedéi ili
jednak 1/2. Minimalno rjesenje je hy =1, ho =01 hg = 1/2.

Dokaz: Prvo pokazujemo da h? = (hP : i € S) zadovoljava sustav (4.1). Za i € B je
ocigledno h? = P;(Tp < 00) = 1. Zai ¢ B je Tg > 1, pa zbog Markovljevog svojstva vrijedi
]P)z(TB < 00 | X1 :j) = Pj(TB < OO) Zato je

jeS JES jeSs

Minimalnost: pretpostavimo da je x = (x; : i € S) neko drugo nenegativno rjeSenje sustava
(4.1). Tada je z; =1 =hP zasvei € B. Za i ¢ B vrijedi

T = Zpijxj = Zpij + sz'j%' :
= jEB i¢B

Uvrstimo x; = ZkEB Djk + Zk¢B pjrTr u gornju formulu i dobivamo

Tp = sz'j + sz'j (Z Djk + Zij%) .

jEB j¢B keB k¢B

Zbog ZjeBpij =P;(X; € B), te ngzB > rep Pipik = Pi(Xy ¢ B, X, € B), gornju jednakost
mozemo zapisati kao

xr; = Pl(Xl € B) +PZ(X1 ¢ B,XQ € B) + ZZpijpjkxk .
j¢B k¢B

Iteriranjem ove jednakosti slijedi da je

2, = PuX;€B)+P(X1¢B,X2€B)+-+Pi(X1¢B,...,Xp1 ¢ B, X, €B)

+ Z e Z PijiPjrgz - - - Pin-1jnTin »

j1¢B jn¢B

za sve n > 1. Bududi da su komponente vektora x nennegativne, to isto vrijedi za n-struku
sumu na desnoj strani. Nadalje, P;(X; € B) + Pi(Xy ¢ B, Xy € B) +--- +Pi(X; ¢
B,....X, 1 ¢ B,X,, € B)=P;(Tp <n). Zato za sve n > 1 vrijedi z; > P;(Ts < n).
Pustanjem n — oo dobivamo

z; > lim Py(Tp <n) =P;(Tp < c0) = h!.

(3
n—oo
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O

Sada dokazujemo opéi rezultat za ocekivanje vremena pogadanja skupa B. Stavimo

Teorem 4.3 Vektor oéekivanja vremena pogadanja g% = (g2 : i € S) je minimalno nene-
gativno rjesenje sustava linearnih jednadzbi

B_ .
{gi—O za1 € B, (4.2)

ng: 1+Zjespijng zai ¢ B.

Dokaz: Pokazujemo da g% = (hP : i € S) zadovoljava sustav (4.2). Za i € B je P;(Tg =
0) =1, paje g2 =E;(Tg) =0. Zai ¢ B je Tg > 1, pa zbog Markovljevog svojstva vrijedi
E1<TB ‘ Xl = ]) =1+ E](TB> Zato je

9F = Y EiTmi Xy = j) = D Pi(Xy = DETs | X1 = j) = 1+ pyg)
jes jes jes

Pretpostavimo sada da je y = (y; : ¢ € S) bilo koje rjesenje sustava (4.2). Tada je
gP =y;=0akojei e B. Zai ¢ B vrijedi

Yi = 1+Zpijyj
j¢B

= 1+ Zpij (1 + Zij?ﬂ«)

i¢B kB

= Pi(Tp > 1) +Pi(Tp > 2)+ > ) pisDinte -
J¢B kgB

Indukcijom slijedi da za svaki n > 2 vrijedi

yi =PiTp > 1)+ +P(Ts =)+ Y - Y PisiPisjo - Pin s julin -
j1$B anB

Bududi da su svi y > 0 slijedi y; > P;(Tg > 1) + - -- + P;(Ts > n), te pustanjem n — oo,

Yi = ZR‘(TB >n)=E;(Tp) =g’ .

n=1
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