Poglavlje 3

Dekompozicija prostora stanja: klase

Za razumijevanje evolucije Markovljevog lanca vazno je znati koji su putevi kroz prostor
stanja mogué¢i. Kao najjednostavnije postavlja se pitanje koja stanja lanac uopée moze
posjetiti krenuvsi iz nekog zadanog stanja. Kao rezultat analize u ovoj tocki pokazat ¢e se
da se Markovljev lanac moze razbiti u manje dijelove koje je (ponekad) lakse razumijeti.

Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S i prijelaznom matricom
P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Tp =min{n >0: X, € B}, (3.1)

uz konvenciju da je min{) = +oo. U slucaju B = {j} za j € S zbog jednostavnosti pisemo
T; umjesto preciznijeg Ty ;.

Definicija 3.1 Za stanja i,j € S kaZemo da je j dostizno iz i, v oznact i — j, ako vrijedi
P;(T; < 00) > 0.

Primjetite da se skup {7; < oo} moze zapisati kao Uy> ({X,, = j} = {X, =j zaneko n >
0}, sto i dokazuje da je to dogadaj.

Rijecima, stanje j dostizno je iz stanja ¢ ako lanac s pozitivhom vjerojatnosti posjeti j
krenuvsi iz i. Uocite da vrijedi 1 — .

Propozicija 3.2 (Kriterij dostiznosti) Sljedeéa svojstva su ekvivalentna:
()
(ii) p;;” >0 za nekon > 0,
(111) DiiyDiriy - - - Pir_1j > 0 za neka stanja iy, ..., i,_1.

Dokaz: Bududi da je {X,, = j} C U { Xk =7} ={T; < oo}, slijedi
Py =Pi(X, = j) S BT < 00) = Py(UpLo{Xe = j}) < Y Pi(Xp =) = > _plf.
k=0 k=0
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To dokazuje ekvivalenciju (i) i (ii). Ekvivalencija tvrdnji (ii) i (iii) slijedi iz formule

pz] Z Z Piiy Pivig - - - Pin_1j -

11ES in—1€S
O

Sada gednostavno mozemo pokazati da ako 1 — j, te j — k, tada i — k. Zaista,
neka je p;.” > 01 p]k > 0. Tada je zbog Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti

(n+m) __ (n), (k)
Pir E :pzl ka pij Pjr > 0.
les

tj

Definicija 3.3 Stanja i,j € S komuniciraju, u oznaci i < j, ako vrijedi i — j 1 j — 1.

Relacija komuniciranja je relacija ekvivalencije na S x S, te stoga inducira particiju
prostora stanja S na klase. Oznacimo te klase sa Cy,Cy, ... (konacno ili beskonacno klasa).
Dakle, C.NCy = 0 za k # 1, te J;C; = S. Sva stanja iz jedne klase medusobno komuniciraju.

Primjer 3.4 (1) Deterministicki monoton Markovljev lanac na Z,. Trivijalno se vidi da
1 — 7 ako isamo ako je j > 7. Slijedi da ¢ «+— j ako i samo ako je 7 = i. Zakljuc¢ujemo
da su klase jednoclane, te da ih ima prebrojivo mnogo: C; = {i}, i € Z,.

(2) Kockarev kraj na S = {0,1,2,3}. Bududi da su stanja 0 i 3 apsorbirajuca, to svako
od njih ¢ini klasu. Preostala dva stanja 1 i 2 medusobno komuniciraju, te ¢ine klasu.
Dakle, klase komuniciranja ovog lanca su {0}, {1,2} i {3}.

(3) Markovljev lanac na prostoru stanja S = {1,2,3,4} i prijelaznom matricom
12 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

P =

Iz grafa Markovljevog lanca vidimo da postoje dvije klase: {1,3} i {2,4}.

Definicija 3.5 Markovljev lanac X je ireducibilan ako se prostor stanja S sastoji samo od
jedne klase komuniciranja, t.j., za sve i, € S vrijedi i < j.

Niti jedan od Markovljevih lanaca u gornjem primjeru nije ireducibilan.
Za podskup C' C S skupa stanja kazemo da je zatvoren ako za svako stanje i € C' vrijedi

Pi<TS\C = OO) = 1

Rije¢ima, skup C' je zatvoren ako lanac ne moze izaéi iz C'. S druge strane, u zatvoren skup
se moze uéi. U Primjeru 3.4 (2), klase {0} i {3} su zatvorene, dok klasa {1, 2} nije zatvorena.

Za stanje j € S kazemo da je apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup. To znaci da nakon
Sto lanac ude u stanje j tamo ostane zauvijek.
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