Poglavlje 11

Teorija potencijala Markovljevih
lanaca

Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i prijelaznom matricom
P. Podijelimo S na dva disjunktna podskupa, D i dD. Skup 0D zovemo granicom od D.
Dopusteno je 0D = () u kojem slucaju je D = S. Neka je T = min{n > 0: X,, € 9D} prvo
vrijeme pogadanja granice. Pretpostavimo, nadalje, da su nam dane funkcije ¢ : D — R i
f : 0D — R koje ¢emo oznacavati sa (¢; : ¢ € D)1 (f; : i € 0D). Pridruzeni potencijal
¢ = (¢; : i € S) definira se formulom

¢i =E; ( Z c(Xn) + f(XT)l(T<OO)> : (11.1)

n<T

Pretpostavljamo da su funkcije ¢ i f takve da je gornji izraz dobro definiran. To ¢e, na
primjer, biti tako ukoliko su ¢ i f nenegativne. U tom slucaju ¢; mozemo interpretirati kao
trosak u stanju ¢ € D, a f; kao trosak u stanju ¢ € dD. Tada ¢ée ¢; biti ocekivani ukupni
trosak ukoliko lanac krece iz stanja i € S.

Teorem 11.1 Pretpostavimo da su (¢; : ¢ € D) i (f; : 1 € OD) nenegativni, i stavimo

n<T
Tada:

(a) Potencijal (¢; : i € S) zadovoljava

{zzf(bJrc ZgD; (11.2)
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11. Teorija potencijala Markovljevih lanaca 70

(b) Ako ¢ = (3; : © € S) zadovoljava

{ziflﬁc Zga (11.3)

1Y; >0 za sver € S, tada je v; > ¢; za svei € S.
(c) Ako je Pi(T < 00) =1 za svei € S, tada (11.2) ima najvise jedno ograniceno rjesenje.

Napomena 11.2 Na vektore ¢, ¢, ¢ i f gledamo kao na vektor-stupce, tako da, npr., P¢
ima smisla.

Dokaz: (a) Zbog P;(T = 0) = 1 za i € 0D, ocito vrijedi ¢ = f na dD. Za i € D, zbog
Markovljevog svojstva je

E, < D e(Xn) + F(Xr)ren) ‘Xl = j)

1<n<T
= E; ( Z o(Xy) + f(XT)l(T<oo)> = ;5
n<T
pa je

O = Ci+zpij]Ei( Z C(Xn>+f(XT>1(T<oo)‘X1:j>

jeSs 1<n<T

= G+ Zpij(bj :

jes

(b) Promatramo ocekivani trosak do trenutka n > 0:

n—1
gbgn) =E, ( (X)L (ke + f(XT)l(TSn)> :
k=0

Zbog teorema o monotonoj konvergenciji vrijedi 11im,, . ¢;(n) = ¢;. Nadalje, ¢§0) =0ub
i ¢§°) = f u dD. Upotrebom argumenta kao u (a) slijedi

oY) = ¢ i€dD.

(2

{ o = c4 (PgM). ieD

Pretpostavimo da v zadovoljava (11.3) i ¢ > 0. Tadaje ) > 0=¢@ uDiv > f = ¢ u
0D. Nadalje, ©» > Pty +c¢ > PO +c=¢M u D, te p = f = ¢ u 9D. Dakle ¢p > ¢ u
S. Indukcijom dobivamo 1 > ¢ za sve n, te zato i 1) > ¢.
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(c) Pokazat ¢emo da ako 1) zadovoljava (11.3), tada za sve i € S isve n >0,

i > 0™+ Ei(V(X) L rom)) (11.4)

i jednakost vrijedi ako i samo ako vrijedi jednakost u (11.3). Uocite da (11.4) daje alternativni
dokaz za (b). Takoder, ako je 1 omedeno rjesenje od (11.2), |[¢| < M, te ako je P;(T < o0) =
1 za sve 1 € S, tada vrijedi

lim |E;(¥(Xn)lrsn)| < M lim Py(T >n) =0.

n—oQ n—oo

Zajedno sa jednakosti u (11.4) dobivamo 1 = lim,, (™ = ¢.
Dokazujemo (11.4). Za i € D imamo

Ui >+ Z pijfi + Zpij% ;
j€edD jeD
te ponavljanim supstitucijama za v na desnoj strani

Ui > G+ > pufit Y pic

jedD jeD

+ +Z Z Diji -+ Pjn—2in-1Cin_1

j1€D JlnfleD

+Z Z Z Pijr - Pin2in-1tin

Jj1€D jn—1€D jn€8D

+D D Dig e Pisiua Vi

J1€D Jjn€D
- E( (XO)I(T>0)+f(X1) (r=1) + c(X1)1rs1)
(Xn 1)1(T>n 1) +f( )1(T:n)+1/)<X”>1(T>”))
= ”)+E(@/}( Xo)Lrsn))

uz jednakost u prvom retku ako i samo ako u (11.3) vrijedi jednakost. O

Ponekad je zbog ekonomskih razloga potrebno promatrati diskontirane buduce troskove.
Preciznije, za dan o € (0,1), trosak u trenutku n > 0 iznosi o"¢(X,,). To vodi na pojam
potencijala s diskontiranim troskom ili a-potencijala.

Teorem 11.3 Pretpostavimo da je (¢; : i € S) omedena i stavimo

n=0
Tada je ¢ = (¢; : i € S) jedinstveno omedeno riesenje od

p=aP¢p+c.
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Neka je sada 0D = (), te proucimo strukuru skupa svih potencijala s nenegativnim
troskom c. Preciznije, neka je ¢ : S — [0, +00] funkcija troska i stavimo

¢ =E; Y c(X,) =) Eic(X,),

n=0 n=0

gdje druga jednakost slijedi iz Fubinijevog teorema. Racunamo

Eice(X,) = sz(-?)cj = (P"c);.

jes

Definirajmo Greenovu funkciju (ili Greenovu matricu) G = (gi; @ i,j € S) kao

n=0

i uoc¢imo da je

N _p N _Ju
g5=) v =Ei) lix,— = .
n=0 n=0 29

Druga jednakost slijedi iz (6.5), a tre¢a iz (6.8). Sada mozemo pisati

¢ = Z(P”c)l- = (Go)i,
n=0
odnosno
¢ =Ge.

Dakle, potencijal za trosak ¢ dobijemo primjenom Greenove matrice G na vektor c¢. Uoc¢imo
da je za fiksni j € S, (g5 : © € S) potencijal za funkciju troska ¢ = 1. Otprije znamo
da je g;; = oo ako i samo ako ¢ — j i j je povratno. Greenova matrica G' naziva se
fundamentalnom matricom linearnog sustava (11.2). Pretpostavimo da je Markovljev lanac
ireducibilan. Tada je u sluc¢aju prolaznog lanca g;; < oo za sve ¢,j € S, te vrijedi

(I—P)iP”:iP"—iP”“ =1,
n=0 n=0 n=0

Sto pokazuje da je
G=(I-P)".

U slucaju povratnog lanca g;; = 0o za sve 7,5 € S §to pokazuje da Greenova matrica nije
narocito korisna za povratan lanac. Tada je puno korisnije promatrati

Ro=3 anpn
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za o € (0,1). Bududi da je Y .2, a"pgy) < o o < oo, gornji red uvijek konvergira.
Stovise,
Ry = (I —aP)™*.
Familija matrica (R, : a € (0,1)) naziva se rezolventom Markovljevog lanca X.
Od sada promatramo opéi slucaj u kojem moze vrijediti 9D # ().

Definicija 11.4 Funkcija ¢ : S — R je harmonijska v D C S ako vrijedi
op=Pop uD.
Uvedemo li operator L na funkcijama ¢ : S — R formulom
Lé=Po— o,

tada je ¢ harmonijska u D ako i samo ako je L¢ = 0 u D. Uoc¢imo da u slucaju D = S'i
prolaznog Markovljevog lanca X vrijedi G = (—L)~1.

Cilj nam je prouciti strukturu svih nenegativnih ogranicenih funkcija ¢ : S — [0, +0o0]
harmonijskih u D. Drugim rije¢ima, zelimo naci opée nenegativno ograni¢eno rjeSenje jed-

nadzbe ¢ = Pp u D.

Teorem 11.5 Pretpostavimo da je P;(T < oo) = 1 za sve i € D, gdje je T = min{n > 0 :
X, € 0D}. Svaka nenegativna omedena funkcija ¢ : S — [0,4+00) koja je harmonijska u D
je oblika

0 = Ei(6(Xr)) = Y ¢;Pi(Xr = ). (11.5)

jeaD

Dokaz: U Teoremu 11.1 stavimo ¢ = 0 u D, te neka je f = ¢op vrijednost od ¢ na granici
0D. Definirajmo ¢ : S — R sa

i =Ei(f(X7))-
Po Teoremu 11.1 (a), 9 je rjesenje jednadzbe

¢=Pp uD
¢=f udD,

koje je ograni¢eno (zbog f ograni¢ena). Nadalje, zbog Teorema 11.1 (c), ¢ je jedinstveno
ograniceno rjesenje gornje jednadzbe. S druge strane, bududi da je ¢ harmonijska u D vrijedi
¢ = P¢p u D, te po definiciji ¢ = f na dD. Zbog jedinstvenosti slijedi ¢ = 1 na S, ¢ime je
dokazana prva jednakost u (11.5). Druga jednakost je definicija ocekivanja. 0

Propozicija 11.6 Neka je X ireducibilan Markovljev lanac na konacnom skupu stanja S,
te ¢ : S — R funkcija takva da je @ = P¢ na cijelom S. Tada je ¢ konstanta.

© ZV 20.12.2011.
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Dokaz: Postoji staje ¢ € S u kojem ¢ postize maksimum: ¢; > ¢, za sve j € S. Vrijedi

¢i = Zpij¢j < ZP@@ = ¢;.
j€S jes
Zato je ¢; = ¢; za sve j € S za koje p;; > 0.
Neka je 5 € S proizvoljan. Zbog ireducibilnosti postoje iy,...,ix € S takvi da je
Piiy > 0,piyi, > 0,...,p;,; > 0. Iz dokazanog vrijedi ¢; = ¢;, = -+ = @5, = @;. O

Za j € 0D definirajmo f7: 9D — R kao f7 = 1y;;. Tada vrijedi
Pi(Xr = j) = Ei(f(X1)),

Sto pokazuje da je ¢’(i) := P;(Xp = j), 1 € S, harmonijska funkcija u D. Iz formule (11.5)
vidimo da je svaka nenegativna ogranicena funkcija ¢ : S — [0, 00) koja je harmonijska u D
linearna kombinacija harmonijskih funkcija ¢/, j € D. Shvatimo li D kao pravi skup stanja
Markovljevog lanca X, a 0D kao granicu tog skupa, funkcije ¢/, j € 9D, opisuje sve nacine
kako lanac X moze izaci iz skupa stanja D. Naime, izlaskom iz D, lanac ¢e pogoditi jedno i
samo jedno stanje j € dD. Nenegativne harmonijske funkcije su tada linearne kombinacije
harmonijskih funkcija koje opisuju kako lanac izlazi iz D. Uocite da su gornja razmatranja
provedena uz pretpostavku da je 7' = min{n > 0 : X,, € 0D} konacno. Sljede¢i primjer
ilustrira da se i u slucaju T = +oo nenegativne harmonijske funkcije mogu napisati kao
linearne kombinacije harmonijskih funkcija koje opisuju kako lanac napusta prostor stanja.

Primjer 11.7 Promatrajmo Markovljev lanac X na Z sa sljede¢im prijelaznim vjerojatnos-
tima:

Po1 =Ppo—1=1/2
Diiv1 =P, Piici=1—p, 1>1,
Dii-1 =D, Piiqr=1—p,, 1< -1,

te stavimo ¢ = 1 — p. Rijec¢ima, lanac se pomice prema ishodistu s vjerojatnosti ¢, a od
ishodista s vjerojatnosti p. Pretpostavimo da je p > 1/2 tako da odgovarajuéi lanac bude
prolazan. Moze se pokazati da vrijedi

Py(lim X, = +o00) = Py(lim X,, = —o0) = =

n—00 n—o00 2

Nadimo sve nenegativne funkcije ¢ pripadajuceg lanca. Mora vrijediti:

Gi = qPic1+ppiyr 1=1,2,...,

1 1
o = §¢—1 + §¢1 ; (11.6)
¢i = qpi1 +ppi1 i=-—1,-2....

© ZV 20.12.2011.
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Opce rjesenje prve jednadzbe je

i bit ¢e nenegativno za A+ B > 0. Sli¢no, opce rjesenje trece jednadzbe je

¢ =A +B(1—(q/p)7"), i=0-1,-2,...,
i bit ¢ée nenegativno za A" + B’ > 0. U oba rjeSenja ¢y mora biti isti, t.j., A = ¢ = A’, te
mora zadovoljavati i drugu jednadzbu ¢g = (¢_1 + ¢1)/2, Sto povlaci B + B’ = 0. Slijedi da
sve nenegativne harmonijske funkcije imaju oblik

b= f"h™+ [hT

gdjesu f=,fT>0,ah; =h', uz

)

L+l —(q/p)) i=0,1,2,...,

N

hi =

(3

3 —3l=(g/p)7) i=-1,-2,....

Stavimo ¢ = P;(lim,, o, X,, = +00). Tada se jednostavno vidi (analiza prvog koraka) da
¢ zadovoljava jednadzbe (11.6), te ocito vrijedi ¢f = 1/2 i lim;_,o, ¢; = 1. Zakljuéujemo
da je h = ¢ = Pi(lim,, o0 X, = +00). Slicno, h; = P;(lim,, o, X,, = —00). Prema tome,
svaka nenegativna harmonijska funkcija je linearna kombinacija funkcija h~ i ™ koje opisuju
kako lanac napusta prostor stanja.

Vratimo se sada na Primjer 10.4 iz prethodnog poglavlja, te ga interpretirajmo u kontek-
stu elektriénih mreza. Pretpostavljamo da su vrhovi grafa G = (V| E') povezani zicama, te da
svaka Zica sadrzi otpornik. Provodljivost ¢;; = ¢;; > 0 Zice koja povezuje vrhove 7 i j obrnuto
je proporcionalna otporu. Ako vrhovi ¢ i j nisu povezani zicom, stavljamo c¢;; = c¢j; = 0.
Definiramo kao i prije kapacitet vrha 7 sa ¢; = Zjev c;j. Svaki vrh ¢ sadrzi odreden naboj
x; koji definira potencijal ¢; pomocu

Xi = Qi€ .
Struja ili tok naboja je antisimetricna matrica (y;; @ 4,5 € V), 75 = —7i;. Fizikalna je
¢injenica da struja 7;; iz ¢ u j zadovoljava Ohmov zakon
Yij = Cij(Cbi - ¢j) . (11.7)

Dakle, struja tece iz vrha s visim potencijalom u vrh s nizim potencijalom. Za vrh i € S
neka je y; := Zjev 7i; ukupan tok struje u vrhu i.

Podijelimo sada vrhove iz V' na dva disjunktna skupa, D — unutarnji vrhovi, i 0D —
vanjski vrhovi. Vrhovi iz 0D spojeni su na bateriju (vanjski spoj). Na taj nacin je zadan
(i fiksiran) potencijal f; vrhova iz D. Prvi problem vezan uz elektricnu mrezu je odrediti
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ravnotezni tok i potencijale uz dane vanjske uvjete (t.j., dane potencijale f;, i € 0D). Za
to ¢e nam trebati Kirchhoffov zakon koji kaze da je tok struje u svakom unutarnjem vrhu
jednak nuli:

%=y =0, i€D. (11.8)

jev

Zajedno s Ohmovim zakonom (11.7) dobivamo za sve i € D

0 = Zcij(¢i—¢j):¢iZC¢j—Cizpij¢j

jev jev jeV
= ci(di — Zpij¢j) ;
jev
odnosno
¢o=Pp ub
p=1Ff uadbD.

Dakle, ravnotezni potencijal ¢ je harmonijska funkcija u D s rubnim uvjetom f u 0D. Pret-
postavimo, zbog jednostavnosti, da je skup vrhova konacan. Tada je prvo vrijeme pogadanja
granice 0D konacno i f je omedena funkcija. Po Teoremu 11.1 (c), ¢ je jedinstveno rjesenje
gornje jednadzbe.

Od sada pretpostavljamo da je 9D = {A, B}.

Lema 11.8 Neka je v tok struje takav da je v4 = vg = 0. Tada je v = 0.

Dokaz: Oznacimo sa ¢ pripadajuéi potencijal: v;; = ¢;(¢; — ¢;) (¢ je definiran do na
aditivnu konstantu). Vrijedi

0 = = ZWAJ‘ = ZCAj(ch - ¢;)

JEV JEV
= Cyp ZPA] ¢j =Ca QbA - Zij¢j
Jjev jev

odnosno ¢4 = > .y, pajo;. Na isti nacin dobijemo ¢p = >y, ppj¢;. Zajedno sa ¢; =
Zjev pij@; zasve t € D, dobivamo ¢ = P¢ na cijelom V. Tvrdnja sada slijedi iz Propozicije
11.6. O

Definiramo vremena zaustavljanja T4 = min{n > 0: X,, € A} i T{ := min{n > 1:
X, = A}

Lema 11.9 Neka je ¢ potencijal s rubnim uvjetima fqa = 1, fg = 0. Tada za sve i € V
vrijedi ¢; = P;(Ty < Tg). Nadalje,

Py(Ty < T = 4.
CA
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Dokaz: Pokazali smo opc¢enito da je ravnotezni potencijal ¢ jedinstvena harmonijska funkcija
u V' \ {4, B} uz rubni uvjet ¢4 = 1, ¢p = 0. Buduéi da je i — P;(Ty < Tp) takoder
harmonijska s istim rubnim uvjetima, slijedi prva tvrdnja. Za drugu tvrdnju racunamo

Ya = D vai= Y caj(da— ;)= caj(1=P;(Ta < Tp))

JEV JEV JEV
= Y _capaPi(Tp < Ta) = ca Y _paiPi(Tp < Ta) = caPa(Ts < Tf).
JjEV JEV

Teorem 11.10 Promatrajmo konacnu elektricnu mrezu s vanjskim spojem u vrhovima A i
B, te neka je X = (X, : n > 0) pripadajuéi Markovljev lanac. Stavimo Ty = min{n > 0 :
X, =A}iTg =min{n >0: X,, = B}.

(a) Jedinstveni ravnotezni potencijal ¢ koji zadovoljava ¢ =1 i ¢p = 0 dan je sa

¢ =Pi(Ta <Tp).

(b) Jedinstveni ravnoteini tok (struja) v koji zadovoljava v4 =1 i yg = —1 dan je sa
Yij = Ea(lij — L)
gdjge je I';; broj koliko puta X prelazi 1z i u j prije pogadanja vrha B.

(c) Naboj x pridruzen struji v koji zadovoljava xg = 0 dan je sa

Tp—1
Xi=Ea Y lix,=.
n=0

Dokaz: (a) To je pokazano u prethodnoj lemi.
(b) Neka je Xy = A. Tada vrijedi
1 akojei=A
Z(F” — Fﬂ) = 0 ako @ §é {A, B}

G —1 akojei=B.

Zaista, Z#i I';; je broj koliko puta lanac prijede u neko stanje iz stanja 4, dok je Z#i L
broj koliko puta lanac prijede u stanje ¢ iz nekog stanja. Za ¢ # A, B ta dva broja su ocito
jednaka, dok se za i = A (odnosno za i = B) razlikuju za 1 (odnosno -1). Stavimo

Yij = Ea(Ty — Tj) -
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Tada je za sve i ¢ {A, B}, >, vi; =0, dok je ya = > ;745 = 11i7vp = ;78 = —1. Dakle,
ovako definiran (v;; : 4,j € V) je jedini¢ni tok struje iz A u B. Jedinstvenost slijedi iz Leme
11.8.

(c) Uocimo da mozemo pisati

o0
= : :1(Xn:Z7Xn+1:]7n<TB) :
n=0

Iz Markovljevog svojstva slijedi

EAT'; Z]PA(Xn =14, X1 =7,n <Tp)

= Y Pa(X, =1i,n<Tp)p;

Tp—1

pij Ea Z Lix,=i)
n=0
Cij
= =X
G

Definiramo ¢ = (¢, : i € V) sa ¢; = x;/¢;. Tada vrijedi E4L';; = ¢;;4, i € V, pa je
Yij = Ealyy —Ealyi = cijths — cjihy = cij(i — y) .

Dakle, 1 je potencijal pridruzen struji v. Buduéi da je po definiciji x; = ¢;1;, x je naboj
koji definira potencijal v, te je stoga pridruzen struji . Ocito vrijedi xp = 0. a

Efektivni otpor izmedu vrhova A i B, u oznaci R4p, definira se kao

}{AB = ;k_v
YA
a efektivna provodljivost izmedu A i B kao
Cap = ! =7a-
Rap

Ukoliko je ¢4 = 11 ¢ = 0, tada je Ry = ‘z’AA/:‘d’B. Uocite da iz drugog dijela Leme 11.9
slijedi
1

Pu(Ts < TT) = o

Uvedimo sada pojam energije pridruzen potencijalu ¢ = (¢; : ¢ € V), odnosno toku
v = (v : 1,7 € V) na sljedei nacin:

E(p) = —Z — ;)i (11.9)

INIS%

I(y) = —sz ey (11.10)

i,jeEV
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Po Ohmovom zakonu je (¢; —1;)ci; = vij, otkud slijedi (¢; —¥;)%ci; = (Wi — )y = ci_jlﬁj.
Zato vrijedi

EW) =5 Y (Whi—v)v =I(7).

1,jEV

1
2
Uoc¢imo, nadalje, da je

Z( % Yijg = Zqﬂzz%j +ij 2%1

1, eV Jjev JEV eV
= D Ut v =2 v (11.11)
eV JjeEV eV

Sljededi rezultat pokazuje da su ravnotezni potencijal (odnosno tok) rjesenja problema min-
imizacije energije.

Teorem 11.11 (a) Ravnotezni potencijal ¢ = (¢; = © € V') s grani¢nim vrijednostima ¢; =
fi, 1 € OD (bez izvora struje u D), je jedinstveno rjesenje problema

min&(Y), ;= f; zai € ID.

(b) Ravnotezni tok v = (7,5, 1,5 € V) s izvorima toka ; = g; za i € D i grani¢nim potenci-
jalom jednakim nula je jedinstveno rjesenje problema

minZ(7y), v, =g¢;2ai€D.

Dokaz: (a) Neka je ¢ ravnotezni potencijal uz rubni uvjet ¢; = f;, i € 9D s pripadajuéim
tokom ~. Tada se svaki drugi potencijal ¢/ s rubnim uvjetom ¢; = f;, ¢ € 0D, moze zapisati
u obliku ¢ = ¢ + € gdje € = (¢; : i € V) zadovoljava ¢; = 0, i € 0D. Nadalje,

Z (ei — €;)(di — dj)ci; = Z (€ — €)% = QZ@%’ =0,
ijev ijev eV
gdje druga jednakost slijedi iz (11.11), a zadnja zbog 7; =0, i € D, te ¢; =0, i € 9D. Zato
je
1
EW) = E@+e) =75 (di+ea—0—e)

1,5€V

1
SED RIS SICEMICEATED SIS
i,jeEV i,jeEV i,jeEV

= E(9)+&(e) 2 E(9)

uz jednakost ako i samo ako je € = 0 (odnosno ¢ = ¢).
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11. Teorija potencijala Markovljevih lanaca 80

(b) Neka su ¢ i v ravnotezni potencijal, odnosno tok. Vrijedi ¢; = 0 za sve i € D. Svaki
tok 7 u minimizacijskom problemu moze se zapisati u obliku v+ ¢ gdje je 6 = (0;; : i,j € V)
tok koji zadovoljava §; = 0 za sve © € D. Tada je

Z%] ijCij _Z(¢ (bj ij 22¢25—O

otkud
Z(y+90) =Z(v) + Z(9) > Z(v)

uz jednakost ako i samo ako je o = 0. O

Sljedeca reformulacija dijela (a) prethodnog teorema pokazuje da harmonijske funkcije
minimiziraju energiju.

Korolar 11.12 Pretpostavimo da ¢ = (¢; : i € V') zadovoljava

Lop=0 uD
o= f u 0D .

Tada je ¢ jedinstveno rjesenje problema
min€(Y), ¥ =fuodD.
Korolar 11.13 Efektivni otpor izmedu vrhova A © B dan je formulom
Rup=min{E(Y) : ¢a=1,4p=0}.

Dokaz: Po prethodnom korolaru, rjeSenje minimizacijskog problema min £(¢)) uz rubne
uvjete Y4 = 1, ¥p = 0 je ravnotezni potencijal ¢. Neka je v pripadajuci tok struje. Tada
vrijedi

E(¢) =1I(v) = % Z( — &)y = Zﬁbz% ava — GBYB ="7a,

i,jEV i€V
gdje smo iskoristili (11.11), Kirchoffov zakon v; = 0 za sve i ¢ {A, B}, te ¢5 = 0. Tvrdnja
sada slijedi iz definicije efektivnog otpora Rap = 75" O
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