Poglavlje 10

Markovljevi lanci unatrag

Markovljevo svojstvo kaze da su buduc¢nost i proslost uvjetno nezavisni uz danu sadasnjost.
Po toj definiciji su proslost i buduénost simetriéne sto sugerira da Markovljev lanac pro-
matramo u vremenu koje tece unatrag. S druge strane, po teoremu o granic¢noj distribuciji
jasno je da distribucija koncentrirana u danom stanju tezi prema stacionarnoj distribuciji
kada vrijeme tece unaprijed. To pokazuje da potpunu simetriju u vremenu neéemo moci
dobiti osim u slucaju da je i pocetna distribucija lanca stacionarna.

Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac sa prostorom stanja S, prijelaznom matricom
P 1 stacionarnom distribucijom 7 takvom da je m; > 0 za sve ¢ € S. Definiramo matricu
P = (p;j: 1,7 € S) formulom

Wi@j = TPji - (10-1)
Bududi da je
- 1
Zpij = Ezﬂjpji =1,
JES jES

za sve ¢ € S, vidimo da je P stohasticka matrica. Nadalje vrijedi

Zﬁjﬁji = Zﬂzpz‘j =T sz‘j =T, (10.2)

jeS jes jeS

Sto znaci da je m stacionarna distribucija i za prijelaznu matricu p.
Pretpostavimo da je m pocetna distribucija lanca X. Tada je P(X,, = i) = m; za sve
n>0isve: € S. Slijedi da je

P(Xno1 = i| Xo = j)P(Xe =J) _ piimj _

P(X,1 = i) w0

P(X,=7]|Xpnn1=1)=

Teorem 10.1 Neka je X = (X, : n > 0) (m, P)-ireducibilan Markovljev lanac gdje je
7 stacionarna distribucija. Za N € N 10 < n < N definiramo Y,, = Xy_n. Tada je

Y =(Y,: 0<n<N) (m, P)-ireducibilan Markovljev lanac kojem je 7 takoder stacionarna
distribucija.
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10. Markovljevi lanci unatrag 65

Dokaz: Pokazujemo da je uz pocetnu distribuciju 7, ¥ Markovljev lanac s prijelaznom
matricom P. Vrijedi

IP>(}/0 :i07}/1 :7;17"'7YN :ZN) :IP)(XO :iN7Xl :iN—lw"aXN :ZO)
TinDPinin_1 + - - Pivio = Pin_1inTin_1Pin_1in_a -+ - Pitip =

~ ~ ~ ~ ~
= Pin_vinPin_sin_1 - - - PiginTig = TigPigiy - - - Piy_1in -

Iz Teorema 1.5 slijedi da je Y Markovljev s prijelaznom matricom Pp. Relacija (10.2) pokazuje
da je 7 stacionarna za Y. Preostaje pokazati da je Y ireducibilan. Za dane i,5 € S, po
Propoziciji 3.2 postoji niz stanja ig = 7,41, ...,%,-1, i, takav da je p;i, ... pi,_i, > 0. Slijedi

Dinin_1 - -+ Divio = TigDigiy - - - Pin_vin/ Tin, > 0,
pa po istoj Propoziciji 3.2 imamo j — 1. O
Za stohasticku matricu P i mjeru A kazemo da su u detaljnoj ravnotezi ako vrijedi
\ipij = A\jpji  zasvei,j € S. (10.3)

Pretpostavimo da u stanju ¢ imamo masu veli¢ine );, a u stanju j masu );. Redistribuiramo
li te mase pomocu prijelazne matrice P, iz stanja ¢ u stanje j odlazi masa \;p;;, dok iz
stanja j u stanje ¢ dolazi jednaka masa \;pj;;. To pokazuje da je A invarijantna mjera za P.
Formalno,

Lema 10.2 Ako su P i A u detaljnoj ravnotezi, tada je X invarijantna mjera za P.

Z /\ipij = Z Ajpji =\,

€S €S

Dokaz: Racunamo

zbog (10.3) i ¢injenice da je P stohasticka matrica. O

Neka je A distribucija na S. Za ireducibilan (A, P)-Markovljev lanac X = (X,, : n > 0)
kazemo da je reverzibilan, ako je za sve N > 1, (Xy_, : 0 < n < N) ponovno (A, P)-
Markovljev lanac.

Teorem 10.3 Pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) (A, P)-Markovljev lanac koji je
wreducibilan. Tada je ekvivalentno:

(a) X je reverzibilan;

(b) P i\ su u detaljnoj ravnotezi.
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Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi (a), t.j., X je reverzibilan. Tada je za N = 1 proces
Y = (Yo, Y1) = (X1, Xo) (A, P)-Markovljev, sto znaci da je za i,j € 5,

P(Xy = j, Xo=1) =P(Yo =5, Y1 = 1) = Ajpii -

S druge strane, zbog X (A, P)-Markovljev, imamo P(X, =i, X; = j) = A\;p;;. Dakle, P i A
su detaljnoj ravnotezi. Obratno, ako vrijedi (b), tada je
~ Pjij

Pij = N = Dij,

odnosno P = P. Zbog Leme 10.2 A je stacionarna distribucija. Po Teoremu 10.1 je za svaki
N > 1 slucajni proces (Xy_, : 0 <n < N) (A, P)-Markovljev lanac. O

Tipican primjer reverzibilnih Markovljevih lanaca su slucajne setnje na grafovima.

Primjer 10.4 Neka je G povezan, lokalno konacan graf. Preciznije, graf je ureden par
G = (V, E) vrhova iz skupa V i bridova iz skupa E. Na skup bridova gledamo kao na
podskup Kartezijevog produkta V' x V' sa svojstvom (7, j) € E ako i samo ako je (j,i) € F
(ako brid povezuje vrhove i i j, onda povezuje i vrhove j i 7). Povezanost grafa znaci da za
svaka dva vrha i, j € V postoji konac¢an niz bridova (i,141), (i1,%2), . . ., (in, j) koji povezuju ta
dva vrha. Lokalna konacnost znaci da iz svakog vrha izlazi najvise konacno mnogo bridova.

Pretpostavimo da je svakom bridu e € E pridruzen strogo pozitivan broj ¢, koji zovemo
provodljivost brida. Dakle, ¢ : E— (0,00). Ako je e = (i,7) = (j,1), piSemo ¢, = ¢;; = ¢j;.
Ako (i,j) ¢ E stavit ¢emo ¢;; = 0. Za vrh ¢ € V definiramo kapacitet tog vrha kao
Ci = Y ey Cik- Slucajna Setnja na G je Markovljev lanac X = (X, : n > 0) sa skupom
stanja V' i prijelaznom matricom P = (p;; : i,j € V) gdje je

Cij

Pij = .
1T

Drugim rijecima, Setnja iz vrha ¢ prelazi u jedan od susjednih vrhova s vjerojatnoséu propor-
cionalnom provodljivosti odgovarajuceg brida. Zbog pretpostavke o povezanosti grafa slijedi
da je Setnja X ireducibilna. Stavimo ¢ =}, ¢;, te definiramo 7 = (7; : i € V) sa

T, — — .

Tada je
C; Cij Cij Cji Cj Cji
TiPij = — — = =~ =~ = TDPji,
cC C; C C C ¢

odnosno P i 7 su u detaljnoj ravnotezi. To pokazuje da je 7 stacionarna distribucija od X,
te da je X reverzibilan.
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Primjer 10.5 (Model difuzije Paula i Tatiane Ehrenfest) Sljede¢i pojednostavljen model
difuzije kroz poroznu membranu predlozili su 1907. godine austrijski fizicari Tatiana i Paul
Ehrenfest. Svrha modela bila je statisticko-mehanicki opis izmjene topline izmedu dva sus-
tava raglicitih temperatura. Predlozeni model znacajno je pomogao u razumijevanju ter-
modinamicke ireverzibilnosti.

Imamo N cestica od kojih se svaka moze nalaziti ili u odjeljku A ili u odjeljku B. Pret-
posavimo da je u trenutku n > 0 broj cestica u odjeljku A jednak X,, =4, i =0,1,..., N.
Na sluc¢ajan nacin izabire se Cestica (sve Cestice su jednako vjerojatne), te se iz odjeljka u
kojem jeste premjesti u drugi odjeljak. To znaci da je stanje X, jednako i — 1 (odabrana
cestica bila je u odjeljku A) s vjerojatnosti i/N, ili i + 1 (odabrana ¢estica bila je u odjeljku
B) s vjerojatnosti (N —i)/N. Odmah se vidi da je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac sa
skupom stanja S = {0, 1,..., N} i prijelaznim vjerojatnostima pg; = 1, pyn—1 = 1, te

piH:%, Piist = NN Loi=12... N-1.

Ocito je da sva stanja komuniciraju, sto znaci da je lanac X ireducibilan. Po Propoziciji
6.10, sva stanja su povratna. Izracunajmo stacionarnu distribuciju 7 lanca X. Trazimo
mjeru A = (\; : i € S) koja zadovoljava uvjet detaljne ravnoteze. Dakle, mora vrijediti:

AiDiit1 = Nig1Pit1i, ¢=0,1,...,N—1,

odnosno N 1
—1 7 ,
)\i N :)\Z;H N s Z:O,l,...,N—l,
Iz gornje relacije slijedi
N
Aot = AM— i=0,1,...,N—1.

i+17

Indukcijom se jednostavno pokaze da je

N
)\i:)\()(,) . i=12,...,N.
1

Iz Zij\io i = No Zfio (Zj) = M2" slijedi da je sa

1 (N .
Wi:Q_N(@‘)’ 1=0,1,...,N,

dana stacionarna distribucija.

Pretpostavimo da lanac krece iz stanja ¢ = 0 (t.j., sve ¢estice su u odjeljku B). Kako
¢e izgledati tipicno ponasanje lanca? Buduéi da je na pocetku vrlo mala vjerojatnost da
se izabrana cestica nalazi u odjeljku A, ocekujemo pocetni transfer cestica iz odjeljka B u
odjeljak A. Nadalje, razumno je ocekivati da ¢e se broj cestica u oba odjeljka ujednaciti
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(barem u smislu distribucija). Pogledajmo $to nam kazu rezultati o grani¢noj distribuciji.
Bududi da lanac X ima period 2, mozemo primjeniti Teorem 8.12 po kojem je,

(2n) _ { 2]\1;—1(];[)7 J paran

lim pg;
Pos 0, J neparan .

n—oo

Iz svojstva binomnih koeficijenata vidimo da ¢e za velike n s velikom vjerojatnosti broj
¢estica u oba odjeljka biti podjednak. Dakle, ukoliko zanemarimo probleme koji nastaju zbog
periodicnosti, Markovljev lanac X po distribuciji konvergira prema ravnoteznom stanju .
S druge strane, zbog povratnosti ¢e se lanac s vjerojatnosti 1 vratiti u stanje ¢ = 0, odnosno,
odjeljak A biti ¢e ponovno prazan. U svakodnevnom zivotu to znaci da predlozeni model
predvida da ¢e se kockica Secera rastopljena u ¢aju s vjerojatnosti 1 ponovno kristalizirati
u istu kockicu Secera. Model difuzije Paula i Tatiane Ehrenfest objasnjava termodinamicku
ireverzibilnost, odnosno ¢injenicu da nikad ne vidimo ponovnu kristalizaciju kocke Secera.

Zaista, moze se pokazati da povratnost nije opaziva za stanja koja su daleko od M = N/2,
N paran. Na primjer, prosjetnan (ocekivani) broj koraka potrebnih za doéi iz stanja M u
stanje 0 (EpTp) jednak je

1 2M
57 2N+ 0(M), (10.4)

dok je prosjecan (ocekivani) broj koraka za doéi iz stanja 0 u stanje M (E¢T)s) jednak
M + Mlog M + O(1). (10.5)

Ukoliko je M = 10° a jedinica matematickog vremena jednaka 107 sekundi (Cestice se
premjestaju svakih 107% sekundi), tada je vrijeme potrebno za doéi iz praznog odjeljka A
do stanja u kojem oba odjeljka imaju jednak broj cestica reda veli¢ine nekoliko sekundi
(107%(10°% + 1010g 10%)). S druge strane, vrijeme potrebno da bi se odjeljak A ispraznio ako
na pocetku oba odjeljka imaju isti broj cestica je reda veli¢ine

1
2-10"12

22~106 ~ 4.9 % 10602047

sekundi. Starost svemira procjenjena je na 1.37 x 10'° godina, §to iznosi 4.320432 x 107
sekundi.

Mi neé¢emo izvesti formule (10.4) i (10.5), ve¢ ¢emo izracunati ocekivana vremena povratka
u stanje 0, odnosno u stanje M = N/2. Iz Teorema 7.14 i Stirlingove formule dobivamo

1
Eo(Tp) = W—:22M,

0

1 oM VarMe M MM)?
Ey(Ty) = —— = 2 ~opw (V21Me S _ mt.

™ (%)) V2r2Me2M (20 )M

Gornja ocekivanja slicnog su reda kao i o¢ekivanja u formulama (10.4) i (10.5).
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