Poglavlje 1

Definicija 1 osnovna svojstva

Ovo poglavlje zapocinjemo formalnom definicijom slu¢ajnog procesa, te odmah nastavljamo
formalnom definicijom Markovljevog lanca na prebrojivom prostoru stanja.

Definicija 1.1 Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom stanja
S je familija X = (X, : n > 0) sluéajnih varijabli (ili elemenata) definiranih na nekom
vjerojatnosnom prostoru (0, F,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svakin > 0, je X,, : Q@ — S
sluc¢agna varijabla.

Definicija 1.2 Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako vrijedi

P(XnJrl == j | Xn == ’l.,Xn,1 == ’L'nfl, e 7X0 - Zo) - P(XnJrl - ] | Xn - Z) (11)

za svakin >0 1 za sve ig,...1,_1,1,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro defini-
rane.

Svojstvo u relaciji (1.1) naziva se Markovljevim svojstvom. Pretpostavimo da se nalazimo
u vremenskom trenutku n. Tada vrijeme n + 1 predstavlja neposrednu buduénost, dok vre-
mena 0, 1,...,n—1 predstavljaju proslost. Markovljevo svojstvo nam govori da je ponasanje
Markovljevog lanca u neposrednoj buduc¢nosti, uvjetno na sadasnjost i proslost, jednako
ponasanju Markovljevog lanca u neposrednoj buduc¢nosti, uvjetno na samo sadasnjost.

Drugi nac¢in na koji mozemo iskazati Markovljevo svojstvo je sljedeée: (neposredna)
buduénost i proslost uvjetno su nezavisne uz danu sadasnjost. Zaista

P(Xnp1 =7, Xn1 = in—1,..., Xo = i0 | X, = 1)
]P)(Xn+1 = j? Xn = Z‘vanfl = Z-nfla ce 7X0 = ZO)

P(X, = 1)
_ P(XTH-I - j | XTL = 7:7 XTL—I = 7:1’L—17 s JXO - ZO) IP><)(1’L = 7:7 Xn—l = 7:n—l’ s JXO — ZO)
P(X, =)
. P(X, =4, X = i, .., Xo = o)
( +1 J | Z) ]P)(Xn — 7/)
= ]P)(Xn—H =J | Xy = Z)P(Xn—l =ln1,--- >XD = 1o | Xn = Z) : (12)
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1. Definicija i osnovna svojstva 7

Nas ¢e zanimati samo homogeni Markovljevi lanci. To su oni za koje desna strana u
relaciji (1.2) ne ovisi o vremenu n > 1. S tim u vezi uvodimo pojam stohasticke matrice.

Definicija 1.3 Matrica P = (p;; : 1,5 € S) naziva se stohastickom matricom ako je p;; > 0
za svei,j €S, te
sz'jzl, za svei €S (1.3)

jes

Ukoliko je broj stanja u S konacan, tada je P “prava”’ (kona¢na) matrica. S druge strane,
ako je S beskonacan skup, tada ¢e P biti beskona¢na matrica.

Definicija 1.4 Neka je A\ = (\; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je P =
(pij = 1,5 € S) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom A ¢ prijelaznom matricom P ako vrijed:

(i) P(Xg=1) =\ za svei €S, te

(i)
P(Xpp1 = 7| Xn =4, Xo1 = in—1,. .., Xo = i0) = pyj (1.4)

za svakin >0 1 za sve ig,...ih_1,%,] € S.

Budu¢i da ne¢emo promatrati nehomogene Markovljeve lance, homogene Markovljeve lance
¢emo od sada nadalje nazivati jednostavno Markovljevim lancima. Ponekad ¢emo zbog
kratko¢e Markovljev lanac iz Definicije 1.4 nazivati (A, P)-Markovljevim lancom. Uocite da
iz Definicija 1.2 i 1.4 nije odmah jasno da svaki (A, P)-Markovljev lanac ima Markovljevo
svojstvo (1.1). Medutim, ta ¢injenica se lako dokazuje sto ¢emo uskoro vidjeti.

Jedno od osnovnih pitanja pri proucavanju sluc¢ajnih procesa je pitanje konaé¢nodimenzi-
onalnih distribucija. Jednostavnim rije¢ima, Zelimo znati vjerojatnosti s kojima se slucajni
proces u danim vremenskim trenucima nalazi u danim stanjima. Za Markovljeve lance je
odgovor na to pitanje vrlo jednostavan.

Teorem 1.5 Neka je X (A, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
io, il, ce ,in_l, ’Ln U’I"Zj@di

IP)(XO = io, X1 = il, e 7Xn—1 == in—laXn = Zn) == /\iop’ioil co o Dig_qip - (15)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X,, : n > 0) slucajni proces s konacnodimenzionalnim
distribucijama danim formulom (1.5), gdje je A neka vjerojatnosna distribucija na S, a P
neka stohasticka matrica na S. Tada je X (A, P)-Markovljev lanac.
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Dokaz: Prisjetimo se formule za uvjetnu vjerojatnost P(A N B) = P(A)P(B| A). Direktno
poopcenje je formula P(AgNA;N---NA,) =P(A)P(A; | Ag)P(As | AgNAy)...P(A, | Ao N
-+ N A,_1). Iz te formule slijedi

P(Xo =i, X1 =1,y Xp1 = in_1, Xp = in)
= NioPigis -+ + Pin_rin »

gdje je zadnji redak posljedica Definicije 1.4.

Da bismo dokazali obrat trebamo pokazati da vrijede (i) i (ii) iz Definicije 1.4. Uzimanjem
n = 0 u (1.5) odmah slijedi da je A pocetna distribucija. Sada dokazujemo formulu (1.4).
Pretpostavimo da je P(Xy = ig,..., Xp_1 = 1, X, = ¢) > 0 (u suprotnom nemamo $to
dokazati). Tada je

PXp1=J|Xn=0Xn1="0n1,...,X0=1p)
P(Xoi1=4,Xn=0Xn1=tn1,-..,X0=1p)
P(X,=1Xn1="tln1,...,X0=10)
NigPigiy - -+ - Din_1iDij
AioDigiy -+ Pin_1i
Pij

gdje treci redak slijedi primjenom formule (1.5) dvaput. O

Pokazimo kako pomocu formule (1.5) mozemo izrac¢unati uvjetnu distribuciju od X,
uz dano X,,. Preciznije, racunamo

P(Xyi1 =7, X, = 1)

P(X, =1)
P(Xpp1=4,Xn=%0X,1€85,...,X0€9)
P(X,=14X,1€85,...,X0€9)

B Zioes T Zin_leg AigDigiy - - - Din—1iDij o
a Zioes T Zin_leS NigDigiy -+ + Din_1i — P

]P)(XnJrl :J‘Xn = Z) =

Specijalno vrijedi
P(Xp1 =7 Xn=19Xn1=t0n-1,..., X0 =1p) =P(Xp11 =7 | X, =1), (1.6)

tj., (A, P)-Markovljev lanac zaista ima Markovljevo svojstvo.

Cesto je slucaj da je pocetna distribucija Markovljevog lanca koncentrirana u jednom
stanju. Fiksirajmo stanje i € S. Neka je ' = (0} : j € S) vektor-redak definiran sa &% = d;.
Ako je A pocetna distribucija Markovljevog lanca X takva da je A\; > 0 (t.j., P(Xo =14) > 0),

definiramo uvjetnu vjerojatnost P; formulom

P,(A) =P(A|Xo=i), AcF.

© ZV 21.09.2009.
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Tvrdimo da je X (&%, P)-Markovljev lanac na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P;). Zaista, iz
formule (1.5) slijedi

Pi(Xo=14X1=141,....,.Xp,=1,) = PXo=0X1=41,..., X, =1, | Xo=1)
P(Xo=1,X1=1d1,..., X, =1y)
P(Xy =1)
AiDiiy - - - Di_vin
Ai
= DPiiy - - Pip_1in -

Zajedno s ociglednom ¢injenicom da je P;(Xo = j, X1 = i1,..., X, =i,) = 0 za j # i, slijedi
Pi(Xo =7, X1 =i1,..., Xp = in) = 6:Dji, - - Din_sin -

Iz obrata Teorema 1.5 slijedi da je X (¢°, P)-Markovljev lanac. Specijalno, ponasanje
Markovljevog lanca X = (X,, : n > 0) uz vjerojatnost IP; ne ovisi o pocetnoj distribuciji \.
Na slican nac¢in, upotrebom Teorema 1.5, moze se dokazati sljedec¢a formula koja poopcéuje

Markovljevo svojstvo iz Definicije 1.2: za sve n > 01 sve 4g, ..., lmin € S
IP)()(m—‘rn = im—i—na s aXm—i-l = Z‘m-ﬁ—l |Xm = Um, X1 = Z.m—17 s 7X0 = ZO)
pimim+1 A 'pim+n71im+n
- P(Xm+n — im+n7 o ,Xm+1 — ?:m+1 |Xm — Zm) . (17)

Ta formula predstavlja prvi korak u dokazu sljedeé¢eg rezultata.

Teorem 1.6 Neka je X = (X, : n > 0) (A P)-Markovljev lanac sa prostorom stanja S.
Tada je wvjetno na X,, = i, slucajni proces (Xpin @ n > 0) (6%, P)- Markovljev lanac
nezavisan od slucajnih varijabli Xo, X1, ..., Xm.

Dokaz: Da bismo dokazali teorem dovoljno je pokazati da za svaki dogadaj A koji ovisi o
)(07 Xl, e ;Xm (tJ, za A € O'(X(), Xl, e 7Xm>> vrijedi

P({Xm+n — im+n7 e ,Xm+1 - im+17Xm — Zm} ﬂ A ‘ Xm - 'l)

- 5Zmp7/m im+1 : 'pim+n—lim+nP(A | Xm = Z) ? (18)
zasve n > 018Ve by, bty - -« bman € 5. Zaista, uzimanjem A = Q i koristenjem P(Q | X, =
i) = 1, formula (1.8) daje

]P(Xm—‘rn = im—i—n) cee 7Xm+1 - im+1a Xm - 2m| Xm = Z) - 5zmpzm ima1 * Pl 1iman

Sto pomocu Teorema 1.5 pokazuje da je (X,,4p : 1 > 0) (6%, P)-Markovljev lanac. Koristenjem
gornje formule u (1.8), slijedi

P({Xm+n - im+n7 e 7Xm+1 — Z'm+17Xm - Zm} ﬂ A ‘ Xm — ’l)
= ]P)(Xm_;’_n - im+n, e 7Xm+1 - im+1, Xm = Zm‘ Xm - Z)P(A ’ Xm - Z) y

© ZV 21.09.2009.
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odnosno, (X1, 1 n>0)1 X, Xy,..., X, su uvjetno nezavisne uz dano X, =

Neka je A = {Xo = d0,..., Xon-1 = Im—1, X;n = im}. Tada se jednakost (1.8) dokazuje
pomocu jednakosti (1.7) na isti na¢im kao $to smo (1.2) dokazali iz (1.1). Proizvoljni dogadaj
A koji ovisi o Xy, ..., X, moze se zapisati u obliku A = UpA; gdje su Ay gornjeg oblika i
disjunktni. Jednakost (1.8) sada slijedi iz o-aditivnosti vjerojatnosti P. 0

Mnozenje beskonaénih stohastickih matrica definira se po analogiji s mnozenjem konacnih
matrica. Akosu P = (p;;:4,j€S5)1Q = (g, : 1,7 € S) matrice (konacne ili beskonacne),
definiramo matricu PQ) = (145 : 4,5 € S) sa

Tij = szka] .

kesS

Specijalno, n-ta potencija matrice P dana je s P" = (pz(;b) i, € 95), gdje je

ng Z Z DiiyPivia - - - Pin—2in—1Pin_1j - (1.9)

11€S in_1€S

Kona¢no, definiramo nultu potenciju matrice P kao P* = I = (4;;) gdje je 0;; =1,a d;; =0
za j # 1.

Iz formule za kona¢nodimenzionalne distribucije jednostavno mozemo izracunati jednodi-
menzionalne distribucije. Zaista, koriste¢i gornju formulu imamo

P(X,=j) = Z Z e Z AigPigiy - - - Pin_1j

i0€ES i1E€S in_1€S

- Zx\lopw = (AP");. (1.10)

i0ES

U zadnjem retku smo sa AP" oznacili produkt vektor-retka A i matrice P, dok (AP");
oznacava j-ti element rezultirajuéeg vektor-retka. Iz formule (1.10) odmah slijedi da je za
sve n > 0, -

Pz(Xn - .]) pz] M

Ta formula nam govori da ako Markovljev lanac krece iz stanja i, tada je vjerojatnost da
nakon n koraka bude u stanju j jednaka 2j-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice
P. Vjerojatnosti pg-l) zovu se n-Koracne prijelazne vijerojatnosti. U sljede¢a dva primjera
pokazujemo kako se takve vjerojatnosti mogu racunati.

Primjer 1.7 Promatramo Markovljev lanac sa samo dva stanja koja oznacavamo sa 11 2:

dakle S = {1,2}. Oznaé¢imo sa a prijelaznu vjerojatnost iz 1 u 2, a sa b prijelaznu vjerojatnost
iz2ul 0<a,b<1. Tada je pripadajuca prijelazna matrica jednaka

1—a a
P:{ b 1—4'

© ZV 21.09.2009.



1. Definicija i osnovna svojstva 11

Uocite da je to najopéenitija situacija u slucaju Markovljevog lanca sa dva stanja. Zelimo
izracunati P™ za n > 1. To mozemo na vise nacina. Jedna od mogucénosti je upotreba pro-
grama tipa Mathematica® koji ¢e nam bez veéih problema izra¢unati P". Druga moguénost
je racunanje na prste prvih nekoliko potencija iz kojih ¢e biti moguce naslutiti op¢i oblik
matrice P", te indukcijom dokazati da je to stvarno tako. Tre¢a mogucénost koristi rekurzivne
relacije za pg;z). Konkretno, iz P"*! = PP slijedi

P =piP (1 —a) +pi3b.

Buduc¢i da je pi’{) + pg) = 1, uvrStavanjem u gornju jednakost dobivamo sljedecu rekurzivnu

relaciju za p{?:

n+1 n 0
p§1+):(1—a—b)pgl)+b, pgl)zl'
Rjesenje je dano s
m _ b C 1—a-bn
P a+b+a+b< a=b)".

Slicnim postupkom mozemo izracunati i ostale elemente matrice P™ i dobiti da je

Pn:aib(ﬁ ﬂ4¢1—a—an% ?1)'

Bududi da je |1 — a — b| < 1, pustanjem n — oo dobivamo

b _a
i n _ |atb a+b
lim P" = [ab at
n—oo a+b a+bd

Primjer 1.8 Markovljev lanac na prostoru S = {1, 2,3} ima prijelaznu matricu

0 1 0]
P=|0 1/2 1/2].
1/2 0 1/2)

n-kora¢nu prijelaznu matricu P" racunamo tako da dijagonaliziramo P. Prvo izracunamo
svojstvene vrijednosti od P rjesavanjem karakteristicne jednadzbe

OzdaMI—Pﬁz%A—DMV+1y

Svojstvene vrijednosti su 1,7/2, —i/2, te je

1 0 0
P=U|0 i/2 0 |U*!
0 0 —i/2

za neku ortogonalnu matricu U (koju ne zelimo racunati). Slijedi da je

1 0 0
P"=U|0 (i/2)" 0 Ut
0 0 (—i/2)"

© ZV 21.09.2009.
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Pretpostavimo da nas zanima p{?. Iz gornje formule slijedi da je p\? = a+b(i/2)"+c(—i/2)"

za neke konstante a, b, ¢ koje ovise samo o matrici U. Buduéi da je
i\" \" nw . nm
+—) == (cos—ism—) ,
SINONCES

M) — o+ 1n(ﬁcosn—7r+ sinn—W>
b = 5 9 Y 5 )"

Prve tri vjerojatnosti pgl),P&), pﬁf izracunamo na prste i dobijemo

L = pi=a+f

0 = piY =a+9/2
0 = pil =a—p/4.
Rjesavanjem slijedi o« = 1/5, f =4/51~ = —2/5. Konacno,

Po=57\3) (5% “ 5% )"

Metoda iz prethodnog primjera moze se, u principu, koristiti za racunanje visekoracnih
prijelaznih vjerojatnosti Markovljevoh lanca sa konacno stanja. Pretpostavimo da prostor
stanja ima m elemenata i zelimo izra¢unati pz(-?).

mozemo pisati

(i) Izra¢unamo svojstvene vrijednosti Ay, Ag, ..., A, prijelazne matrice P rjesavanjem jed-
nadzbe det(A — P) = 0;
(ii) Ako su svojstvene vrijednosti razlicite, trazimo pg) u obliku

P = AT 4 ashy e ap A

gdje su ay,as,...,a, € C (te ovise o 7, j, ali ne ovise o n). Ako se neka svojstvena
vrijednost, recimo A, ponavlja, recimo k puta, tada koeficijent uz A} postaje a;o +
k—1

a1 N+ a1 1N ;

(iii) Kompleksni korijeni karakteristicne jednadzbe dolaze u konjugiranim parovima koje je
pogodnije pisati pomocu sinusa i kosinusa (kao u Primjeru 1.8).

Na kraju, spomenimo rezultat poznat pod nazivom Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti:
za sve m,n > 01 sva stanja i,j € S

Pi(Xpin = J Zplk i (1.11)
keS

Dokaz te formule je trivijalan i slijedi direktno iz ocigledne ¢injenice P"™ = P™P™. Skica
alternativnog dokaza (ili interpretacije formule) ide ovako: lanac koji krece iz stanja i, te se
u trenutku n + m nalazi u stanju j mora u trenutku n biti u nekom stanju k € S, te iz tog
stanja k£ u preostalih m koraka treba do¢i u stanje j.

© ZV 21.09.2009.



