Poglavlje 13
Dodatak

13.1 Vjerojatnost i slucajne varijable

13.1.1 Prostor elementarnih dogadaja

Prostor elementarnih dogadaja je neprazan skup 2. Elemente od () oznacavat ¢emo s w
i zvati elementarnim dogadajima. Dogadaji su podskupovi od Q2 koji pripadaju o-algebri
dogadaja F. Podsjetimo se da se neprazna familija F podskupova od 2 zove o-algebra ako
vrijedi:

(i) 0 eF,
(i) Akoje Ae F, tadaje A°=Q\ Aec F,
(iii) Ako je A, € F, n € N, tada je US® A, € F.

Rije¢ima, o-algebra je neprazna familija podskupova od Q koja sadrzi nemogué¢ dogadaj 0,
zatvorena je na komplemetiranje i prebrojivu uniju. Iz definicije se jednostavno dokazuju i
sljedeca svojstva o-algebre:

(iv) Qe F,
(v) Akosu A,B € F, tada je A\ B € F,
(vi) Ako je A, € F,n €N, tada je N2, A, € F.

Ureden par (€2, F) zove se izmjeriv prostor.

13.1.2 Vjerojatnosni prostor

Vjerojatnost na (2, F) je svaka funkcija P : F — [0, 1] koja zadovoljava sljedeca dva svojstva:

(P1) B(Q) = 1,
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(P2) Za svaki niz (4, : n € N), A, € F, takav da je A, N A, =0 za m # n, vrijedi
P (U An> => P(A,).
n=1 n=1

Svojstvo (P1) zove se normiranost i govori da je vjerojatnost sigurnog dogadaja ) uvijek
jednaka 1. Svojstvo (P2) zove se o-aditivnost (ili prebrojiva aditivnost) vjerojatnosti P.
Uredena trojka (€2, F,P) naziva se vjerojatnosni prostor.

Navodimo neka fundamentalna svojstva vjerojatnosti:

(a) P(0) =0,
(b) A, BE FiAC B = P(B\ A) =P(B) — P(4),

(c) A e F,ne N i A C Ay C ... = P(U,A,) =1 lim, o P(A4,) (neprekidnost
vjerojatnosti na rastuéi niz dogadaja),

(d) A, € F,ne N iA DA D... = P(N2,A,) =] lim, . P(A,) (neprekidnost
vjerojatnosti na padajuéi niz dogadaja),

(e) A, e F.neN= P(U,A,) <> _,P(A,) (o-subaditivnost),

(f) Al,Ag,...,An S f, Al N Aj = @ za 1 7é j — ]P)(UszlAl) = Z?:l ]P)(Al) (konaéna
aditivnost),

(g) NekajeP: F — [0,1] konaé¢no aditivna funkcija koja je neprekidna u nuli (t.j., 4, € F,
neN A DA D...iN=1A, =0 = lim, . P(A,) =0). Tada je P vjerojatnost.

13.1.3 Nezavisnost

Za dogadaje A, B € F kazemo da su nezavisni ako vrijedi
P(ANB) =P(A)P(B).

Za kona¢no mnogo dogadaja Ay, As,..., A, € F kazemo da su nezavisni, ako za svaki
ke€{2,3,...,n} isvaki skup indeksa {iy,ds,...,ix} C {1,2,...,n} vrijedi

Dogadaji Ay, As, ..., A, € F su po parovima nezavisni ako za sve i,j € {1,2,...,n}, i # j,
vrijedi P(A; N A;) = P(A;)P(A;). Jednostavno se vidi da su nezavisni dogadaji po parovima

nezavisni, dok obrat opéenito ne vrijedi. Niz dogadaja (A, : n € N), A, € F, je nezavisan,
ako su za svaki n € N nezavisni dogadaji Ay, Ao, ..., A,.
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13.1.4 Uyvjetna vjerojatnost

Neka je A € F takav da je P(A) > 0. Uvjetna vjerojatnost od B € F uz dano A definira se

formulom
P(AN B)

P(A)

Ako je P(A) = 0, tada se uvjetna vjerojatnost uz dano A ne definira. Uvodimo konvenciju
da kadgod pisemo P(B| A) pretpostavljamo da je ta uvjetna vjerojatnost dobro definirana,
t.j., da je P(A) > 0.

Uocimo da vrijedi P(B) = P(A)P(B | A). Ta formula se generalizira na kona¢no mnogo
skupova Aq, Ay, ..., Ay:

P(B|A) =

P(A;NAsn---NA,) =P(A)P(Ay | A))P(A3 | A N Ay) - P(A, | AN - N Aq) .
Uvjetna vjerojatnost kao funkcija: Definiramo P4 : F — [0, 1] formulom
Pa(B)=P(B|A).

Tada je P4 vjerojatnost. Za dogadaje B, C € F kazemo da su uvjetno nezavisni uz dano A,
ako su nezavisni uz vjerojatnost Py, t.j., ako vrijedi Po(BNC) = P4(B)P4(C). To se moze
zapisati kao

P(BNC|A)=P(B|APC|A). (13.1)

Po analogiji se definira uvjetna nezavisnost uz dano A za vise dogadaja.

Lema 13.1 Dogadaji B i C uvjetno su nezavisno uz dano A ako i samo ako vrijedi
P(B|CNA)=P(B|A). (13.2)

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi (13.1). Tada je

P(BNCNA) PBNC|A)

P(B A) = =
(BlenA) P(C N A) P(C| A)
P(B]A)P(C|A)
PO A) (B[ A)
Obrat se pokazuje slicno. a

13.1.5 Diskretna slu¢ajna varijabla

Funkcija X : Q@ — R naziva se diskretna slucajna varijabla, ako postoji prebrojiv skup
{a1,as,...} C R takav da je X(w) € {a1,aq,...} za svaki w € Q, te vrijedi

{(X=0a}={we: X(w)=0q;} €F, zasvakij=12,...
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Ako su X 1Y diskretne slucajne varijable, te ¢ € R, tada sui X +Y i cX takoder diskretne
slucajne varijable.

Neka je S proizvoljan prebrojiv skup. Slucajni element s vrijednostima u S je funkcija
X : Q — S za koju vrijedi {X =i} € F zasve i € S. Uocite da je diskretna slucajna
varijabla s vrijednostima aq, as, ..., slucajan element u S = {ay,as,...}. Za i € S stavimo
pi = P(X = 1) (ovdje upotrebljavamo nepreciznu oznaku za vjerojatnost dogadaja: precizno

bi bilo P({X =i})). Tada vrijedi

Zpi:]P’<U{X:i}> =1.

€S €S

Familija (p; : i € S) naziva se distribucija sluéajnog elementa X.
Neka je X : @ — R diskretna slucajna varijabla s vrijednostima ay,as,.... Funkcija
gustoée vjerojatnosti od X (krace, gustoca od X) je funkcija f = fx : R — [0, 00) definirana

formulom
r = a;

_ _ _ bi,
o) =PX =) = { 0, z¢{ai,ag...}
Funkcija distribucije od X je funkcija F' = Fx : R — [0, 1] definirana formulom

F(z)=P(X < x).

Vrijedi: F(z) = Zygx fy) =2 <2 bi-

13.1.6 Ocekivanje i varijanca

Neka je X diskretna slucajna varijabla definirana na (2, 7, P) s vrijednostima u {ay, as, . .. },
te neka je p; = P(X = q;) distribucija od X. Kazemo da X ima matematicko ocekivanje,
ako je Y. |a;|p; < +00. U tom slucaju definiramo matematicko ocekivanje od X (ili, krace,
ocekivanje od X') formulom

EX = Z a;p; -

Ako je X >0, t.j., a; > 0 za sve i, tada red ) . a;p; ili konvergira ili divergira u +o00. U
slucaju divergencije (neprecizno) kazemo da je EX = +oo. Sluc¢ajna varijabla koja poprima
kona¢no mnogo vrijednosti uvijek ima ocekivanje.

Ako su X i Y diskretne slucajne varijable koje imaju matematicko oc¢ekivanjem, tada i
X +Y, te cX, c € R, imaju matematicko oc¢ekivanje i vrijedi

E(X+Y)=EX+EY, E(X)=cEX.
Varijanca slucajne varijable X definira se sa

Var(X) = E[(X — EX)?,
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5to je zbog nenegativnosti od (X —EX)? uvijek dobro definirano: Var(X) € [0, +o0c]. Kazemo
da X ima kona¢nu varijancu, ako je Var(X) < +oc.

Konacno, ako je f : R — [0,00) funkcija, tada vrijedi formula za ocekivanje funkcije
slucajne varijable

E(f(X)) = Zf(az-)pi.

13.1.7 Nezavisnost slucajnih varijabli

Neka su X, Xs, ..., X, diskretne slu¢ajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).
Kazemo da su X1, Xo, ..., X, nezavisne, ako za sve a® iz slike od X;, i = 1,2, ..., n, vrijedi

P(X; =aV Xy =a?,..., X, =a™) =P(X; = dDP(X, = a®@)-- - P(X, =a™).
Ta relacija ekvivalentna je sa
]P)(Xl € Al,XQ € AQ, o ,Xn € An) = P(Xl € Al)P(XQ S Ag) v ]P)(Xn < An) 5

za sve Ay, Ay, ..., A, C R. Za slucajne varijable (X, : 7 > 1) kazemo da su nezavisne, ako
su za svaki n € N nezavisne slucajne varijable Xy, X5, ..., X,,.

Neka je A € F takav da je P(A) > 0, te neka je P4 uvjetna vjerojatnost uz dano A.
Slu¢ajne varijable X1, X, ..., X, su wvjetno nezavisne uz dano A, ako za sve ¥ iz slike od
X, 1=1,2,..., n, vrijedi

Pa(X; = aM. Xy =a? X, = a(”)) =Pa(X; = a(l))PA(Xg = a(Q)) e Pa(X, = a(")) ,
odnosno
P(X;=aV,.. . X, =a™|A) =P(X; =aV|A)---P(X, =a™ | A).
Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable s konacnim ocekivanjem, tada vrijedi
E[XY]=EXEY .

Za diskretne slucajne varijable X i Y s konac¢nim varijancama definira se kovarijanca
Cov(X,Y) formulom

Cov(X,Y) =E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] — EXEY .

Kazemo da su X 1Y nekorelirane, ako je Cov(X,Y) = 0 (Sto implicitno podrazumijeva
da je kovarijanca dobro definirana, t.j., X i Y imaju kona¢ne varijance). Ako su X i Y
nezavisne, tada su one i nekorelirane. Obrat, opc¢enito, ne vrijedi. O¢cito vrijedi formula

Cov(X, X) = Var(X).

Za slucajne varijable X1, X, ..., X, vrijedi sljede¢a vazna formula:
Var (Z XZ-> = Z Z Cov(X;, Xj) .
i=1 i=1 j=1
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Specijalno, ako su Xy, Xs, ..., X,, nezavisne, zbog Cov(X;, X;) =0 za ¢ # j dobivamo
Var (Z Xl> = Z Var(X,) .
i=1 i=1

13.2 Konvolucija

Neka su X i Y nezavisne sluc¢ajne varijable definirane na (2, F,P) s vrijednostima u Z, =
{0,1,2,...}. U ovoj tocki vazno je da slucéajne varijable primaju nenegativne cjelobrojne
vrijednosti. Distribucije od X i Y dane su s

Cinjenicu da je distribucija slucajne varijable X dana nizom (pj : k > 0) pisat ¢emo kao
X ~ (pr)-

Zelimo izracunati distribuciju slu¢ajne varijable X + Y. Opcenito, bez pretpostavke o
nezavisnosti, samo iz distribucija slucajnih varijabli X i Y ne mozemo nista reci o distribuciji
od X 4+ Y. Dakle, nezavisnost ima presudnu ulogu u sljede¢em rac¢unu. Primjetimo prvo da
za n > 0 vrijedi

{X+Y:n}:LnJ{X:i,Y:n—i}.

1=0

Zato je
P(X+Y =n) = P(U{X-i,Y-n—i}) =Y P(X =i,Y =n—i)
=0 =0

= S PX=0PY =n—i)=Y pidai,
i=0 =0

gdje drugi redak slijedi zbog nezavisnosti. To je motivacija sljedec¢e definicije.

Definicija 13.2 Konvolucija nizova p = (p, : n > 0) i ¢ = (g, : n > 0) je nizr = (r, :
n > 0) definiran formulom

Ty = zn:piQn—ia n=0.
=0

Pisemo r =pxq ili (ry,) = (pn) * (qn)-

Racun prije definicije pokazuje da je (P(X +Y) =n) = (P(X = n)) = (P(Y = n)), t.j.,
distribucija sluc¢ajne varijable X +Y je konvolucija distribucija sluc¢ajnih varijabli X i Y. To
pokazuje da je konvolucija vjerojatnosnih distribucija ponovno vjerojatnosna distribucija:

S P(X+Y =n)=1.
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Nadalje, buduéi da su X +Y i Y + X ocigledno jednako distribuirane slucajne varijable
(bududi da su jednake kao funkcije), slijedi da su i njihove distribucije jednake. Kako je
distribucija od X + Y jednaka p % ¢, a distribucija od Y + X jednaka ¢ * p, dobivamo
da je px ¢ = ¢ x p. Dakle, konvolucija je komutativna operacija na nizovima (nas dokaz
pokazuje komutativnost na nizovima koji su vjerojatnosne distribucije, ali tvrdnja vrijedi i
opcenito Sto se lako vidi jednostavnim analitickim dokazom). Na slican vjerojatnosni nacin
se pokazuje da je konvolucija asocijativna operacija. To direktno slijedi iz asocijativnosti
zbrajanja slucajnih varijabli.

Pretpostavimo da su X; i X5, nezavisne, jednako distribuirane diskretne slucajne varijable

s distribucijom P(X; = n) = p,, n = 0,1,2,.... Tada X; + X3 ima distribuciju p * p Sto
¢emo oznacavati as p?*, ili (p,)**.

Neka su sada X1, Xs, ..., Xy nezavisne, jednako distribuirane diskretne slucajne varijable
s distribucijom P(X; = n) = p,, n = 0,1,2,.... Indukcijom se pokazuje (koristeéi asocija-

tivnost konvolucije) da slucajna varijabla X7 + X5 + - - - + X} ima distribuciju pxp*--- % p
(k puta), $to oznacavamo kao p** ili (p,)**, i zovemo k-ta konvolucijska potencija.

13.3 Funkcije izvodnice

Definicija 13.3 Funkcija izvodnica niza realnih brojeva (a,, : n > 0) je red potencija defini-
ran formulom

A(s) =) aps", |s| < so, (13.3)
n=0
gdje je so > 0 radijus konvergencije gornjeg reda.

Neka je X nenegativna cjelobrojna (prosirena) slucajna varijabla s vjerojatnosnom dis-
tribucijom (p, : n > 0). Funkcija izvodnica od X definira se kao funkcija izvodnica niza

(pn = m>0):
P(s) = Z Pns".
Bududi da je > 7 pn < 1, radijus konvergencije reda je barem 1, $to znaci da je funkcija P

definirana za sve s € [0,1]. Vrijedi da je P(1) = 1 ako i samo ako je P(X < oc0) = 1. Po
formuli za ocekivanje funkcije slucajne varijable slijedi

P(s) = E(sY).

Naziv funkcija izvodnica proizlazi iz ¢injenice da se iz poznavanja funkcije izvodnice
nenegativne cjelobrojne slucajne varijable moze deriviranjem izvesti vjerojatnosna distribu-
cija te slucajne varijable. Da bismo to pokazali, definirajmo za X € Z, s vjerojatnosnom
distribucijom (p, : n > 0) red potencija kompleksne varijable

P(z) = anz”, ze€C.
n=0
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Bududi da je radijus konvergencije tog reda vedi ili jednak jednak 1, zakljucujemo da red
konvergira apsolutno na otvorenom krugu {z € C : |z| < 1}, te na tom krugu definira
analiticku funkciju. U tom slucaju vrijedi

o
= npp2"!
n=1

i red konvergira apsolutno na {z € C : |z| < 1} (vidi, npr., H. Kraljevi¢, S. Kurepa:
Matematicka analiza IV, Teorem 14, str. 52). Specijalno je

:kaksk_l, 0<s<1

(uocite da iako red koji definira P konvergira u tocki s = 1, red koji definira P’ ne mora
konvergirati u s = 1). Induktivno slijedi

o0

P(”)()—dsn Zk - 1) k—n+1)pgs*™ Z 'pks .

k:n
Uvrstavanjem s = 0 dobivamo
P™(0) =nlp,, n=01,2,...,
odnosno
p(n)(())
n!

Dakle, niz (p, : n > 0) se moze rekonstruirati (izvesti) iz funkcije izvodnice. Preciznije,
funkcija izvodnica jedinstveno odreduje svoj niz.

Dn = , n=20,1,2,...

Propozicija 13.4 Neka su (p, : n > 0) i (p, : n > 0) dvije vjerojatnosne distribucije s
funkcijama izvodnicama

:ipns”, P(s) :iﬁns", 0<s<l.
n=0 n=0

Ako wrijedi P(s) = P(s) za sve s € [0,1), tada je p, = pn za sve n > 0.

Sljedeci rezultat je ¢esto koristan.
Propozicija 13.5 (Abel) Neka je (ay, : n > 0) niz nenegativnih realnih brojeva s funkcijom
izvodnicom A(s) = > 7 a,s", te neka je so = 1 radijus konvergencije reda. Tada vrijeds

(o]
1;%1 A(s ZO y,
n—=

gdje obje strane mogu biti jednake +00. Specijalno, ako je limg; A(s) < oo, tada se funkcija
A(s) moze po neprekidnosti prosiriti sa intervala [0,1) na segment [0,1] formulom A(1) =

Ziio Qn -
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Iz funkcije izvodnice nenegativne cjelobrojne slucajne varijable X mogu se izracunati i
momenti te slucajne varijable. Prvi korak prema tom cilju je sljedec¢a propozicija:

Propozicija 13.6 Neka je (p, : n > 0) vjerojatnosna distribucija nenegativne cjelobrojne
slucajne varijable X, te neka je P(s) = E(s*) funkcija izvodnica od X. Definiramo

gn=P(X >n), n=0,1,2,---,

1 funkciju izvodnicu

Q(S) = Z qns"
n=0
niza (g, : n > 0). Tada vrijedi
1— P(s)

Q(s) = 0<s<l1. (13.4)

1—s5 '

Napomena 13.7 Bududi da je (g, : n > 0) padajuéi, pa dakle i omeden niz, red y . Gns"
konvergira za svaki s € [0,1), t.j., Q je dobro definirana na [0, 1).

Dokaz: Vrijedi g, = >\ P(X =i)=>"7" . pi, paje

Q(s) = Z(Zn) Z(zs">p

1—s' 1—s'
- Zl—spi:ZI—spi
= (1—s)" <sz Z]% )— 1fis>.

Pustimo s T 1 u (13.4). Po Propoziciji 13.5 slijedi

lim Q(s) an nZ:O]P’(X>n):EX.

S druge strane,

lim Q(s) —limm :hmw

= Pl(l) )
sT1 st s—1 sT1 s—1

gdje P'(1) oznacava lijevu derivaciju od P u s = 1.
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