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Polugrupe Eliptički operatori Orliczevi prostori Glavni rezultat Dokaz

JAKO NEPREKIDNE POLUGRUPE

X Banachov prostor, B(X) ograničeni linearni operatori na X

Funkcija
[0,∞⟩ → B(X), t 7→ Tt

je jako neprekidna jednoparametarska operatorska polugrupa ako:
• T0 = I;
• za svake s, t ∈ [0,∞⟩ vrijedi Ts+t = TsTt;
• za svaki f ∈ X je funkcija [0,∞⟩ → X, t 7→ Ttf neprekidna.

Infinitezimalni generator polugrupe je

Lf := lim
t→0+

Ttf − f
t

.

Njegova domena D(L) ⊆ X je gusta u X i njegov graf je zatvoreni
podskup od X × X.
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JAKO NEPREKIDNE POLUGRUPE

Obratno, operator L jednoznačno odreduje polugrupu i pišemo

Tt = exp(tL) = etL.

Za svaki f ∈ D(L) funkcija

u(t) := Ttf

predstavlja klasično rješenje diferencijalne jednadžbe (u prostoru X)

u′(t) = Lu(t)

(“dokaz” je d
dt e

tL = LetL) s početnim uvjetom

u(0) = f .

Za f ∈ X je istom formulom dano “blago” rješenje istog problema:

u(t) = f + L
ˆ t

0
u(s)ds.
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PRIMJERI KLASIČNIH PITANJA: GENERIRANJE

Uz koje uvjete operator L doista generira jako neprekidnu
operatorsku polugrupu?

Hille–Yosida–Feller–Miyadera–Phillips teorem:
ako i samo ako
• D(L) je gusta u X,
• graf od L je zatvoreni podskup od X × X,
• postoje ω ∈ [0,∞⟩, M ∈ [1,∞⟩ t.d. za λ ∈ ⟨ω,∞⟩, n ∈ N vrijedi

∥(λI − L)−n∥X→X ⩽
M

(λ− ω)n .

Štoviše, tada polugrupa zadovoljava ocjenu

∥Tt∥X→X ⩽ Meωt.
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PRIMJERI KLASIČNIH PITANJA: KONTRAKTIVNOST

Uz koje uvjete je polugrupa kontraktivna, tj.

∥Ttf∥X ⩽ ∥f∥X

za svaki t ∈ [0,∞⟩ i svaki f ∈ X?

Hille–Yosida teorem:
ako i samo ako za svaki λ > 0 vrijedi ∥(λI − L)−1∥X→X ⩽ 1

λ .

Lumer–Phillips teorem:
ako i samo ako za svaki f ∈ D(L) ⊆ X postoji g ∈ X∗ takav da je
g(f ) = ∥f∥2

X = ∥g∥2
X∗ i vrijedi Re g(Lf ) ⩽ 0.

Moguće je to pitanje za “istu” polugrupu postaviti u raznim normama
∥ · ∥. Npr., X = L2(Rd), ali mi gledamo ∥ · ∥Lp(Rd) za neki 1 < p <∞.
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PRIMJERI KLASIČNIH PITANJA: BILINEARNO ULAGANJE

Neka su sada t 7→ Tt i t 7→ T̃t operatorske polugrupe na nekom
prostoru fja na Rd. Neka su ∥ · ∥ i ∥ · ∥∗ medusobno dualne norme.

Bi-sub-linearne ocjene oblika
ˆ ∞

0

ˆ
Rd

∣∣∇Ttf (x)
∣∣ ∣∣∇T̃tg(x)

∣∣dx dt ⩽ C∥f∥∥g∥∗

zovemo bilinearna ulaganja.

Iz literature:
• Petermichl i Volberg (2002),
• Nazarov i Volberg (2003),
• Dragičević i Volberg (2005, 2006, 2011, 2012),
• Carbonaro i Dragičević (2013, 2017, 2020).

Dosad su ∥ · ∥ i ∥ · ∥∗ uvijek bile neke (eventualno težinske) Lp norme.
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MATRIČNE FUNKCIJE S KOMPLEKSNIM L∞ KOEFICIJENTIMA

A : Rd → Md(C) matrična funkcija

A =


a1,1 · · · a1,d

...
...

ad,1 · · · ad,d

, ai,j ∈ L∞(Rd)

(Mi nećemo raditi na domenama Ω ⊆ Rd.)

Kažemo da je A uniformno eliptička (akretivna) ako vrijedi:

Λ(A) := ess sup
x∈Rd

max
ζ,η∈Cd

|ζ|=|η|=1

∣∣⟨A(x)ζ, η⟩Cd

∣∣ <∞,

λ(A) := ess inf
x∈Rd

min
ξ∈Cd

|ξ|=1

Re
〈
A(x)ξ, ξ

〉
Cd > 0.
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ELIPTIČKI OPERATORI U DIVERGENCIJSKOJ FORMI

Eliptički operator u divergencijskoj formi (kompleksni i ne-glatki)
pridružen A je formalno definiran:

LAf := −div(A∇f ),

tj.

(LAf )(x) := −
d∑

i,j=1

∂i
(
ai,j(x)∂jf (x)

)
.

(Neki autori dodaju i članove s nultom i prvim derivacijama.)

Ovo je klasično smisleno samo ako su koeficijenti od A glatki.
Općenito je od interesa slučaj kada su oni samo izmjerivi.

Ako je A baš konstantno jednaka I, onda je LI = −div∇ = −∆.
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ELIPTIČKI OPERATORI U DIVERGENCIJSKOJ FORMI

Sasvim rigorozno, LA je definiran pomoću dualnosti:

⟨LAf , g⟩L2(Rd) =

ˆ
Rd
⟨A(x)∇f (x),∇g(x)⟩Cd dx

(formalno smo napravili parcijalnu integraciju) i domena
D(LA) ⊆ L2(Rd) mu je skup svih f ∈ W1,2(Rd) za koje se antilinearni
funkcional u varijabli g ∈ W1,2(Rd) na desnoj strani neprekidno
proširuje na cijeli L2(Rd).

Mi ćemo ionako raditi samo s f , g ∈ C∞
c (Rd).

Gledat ćemo operatorsku polugrupu na L2(Rd) generiranu s −LA:

TA
t := exp(−tLA).
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ELIPTIČKI OPERATORI U DIVERGENCIJSKOJ FORMI

Zašto je ovaj koncept važan/zanimljiv?

Za svaku f ∈ D(LA) funkcija

u : [0,∞⟩ × Rd → C,

u(t, x) := (Ttf )(x)

predstavlja klasično rješenje (generalne evolucijske) parcijalne
diferencijalne jednadžbe

∂

∂t
u(t, x) = −LA(x)u(t, x)

s početnim uvjetom
u(0, x) = f (x).

Npr. za A ≡ I dobijemo jednadžbu provodenja (topline):
∂

∂t
u(t, x) = ∆u(t, x).
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Polugrupe Eliptički operatori Orliczevi prostori Glavni rezultat Dokaz

PRIMJER ZANIMLJIVOG PITANJA: KONTRAKTIVNOST

Uz koje uvjete na A je polugrupa kontraktivna na Lp(Rd) za
1 < p <∞, tj.

∥TA
t f∥Lp(Rd) ⩽ ∥f∥Lp(Rd)

za svaki t ∈ [0,∞⟩ i svaku f ∈ Lp(Rd)?

Uz dodatni zahtjev da je Im A simetrična, Cialdea i Maz’ya (2005)
pokazali su da je kontraktivnost na Lp(Rd) ekvivalentna s

|p − 2|
∣∣⟨Im A(x)ξ, ξ⟩Rd

∣∣ ⩽ 2(p − 1)1/2⟨Re A(x)ξ, ξ⟩Rd

za g.s. x ∈ Rd i svaki ξ ∈ Rd.

Općenita karakterizacija je otvoren problem.

Carbonaro i Dragičević (2016) su pokazali: dovoljno je ∆p(A) ≥ 0, a
nužno je ∆p

(A+A∗

2

)
≥ 0. (Definicija od ∆p slijedi.)
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p-ELIPTIČNOST

Carbonaro i Dragičević (2016) definirali su da je A p-eliptička za
p ∈ [1,∞] ako, uz eliptičnost, još dodatno vrijedi:

∆p(A) := ess inf
x∈Rd

min
ξ∈Cd

|ξ|=1

Re
〈

A(x)ξ, ξ +
∣∣∣1 − 2

p

∣∣∣ ξ〉
Cd
> 0.

Za 2 ⩽ p1 ⩽ p2 <∞ vrijedi

λ(A) = ∆2(A) ⩾ ∆p1(A) ⩾ ∆p2(A)

i imamo inkluzije{
eliptičke
matrice

}
=

{
2-eliptičke

matrice

}
⊇

{
p1-eliptičke

matrice

}
⊇

{
p2-eliptičke

matrice

}

⊇

{
matrice koje su p-eliptičke

za svaki 1 < p <∞

}
=

{
realne eliptičke

matrice

}
.
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ORLICZEVI PROSTORI

Njihova ideja je poopćiti koncept Lp norme.

Motivacija su uglavnom funkcijski prostori “blizu” L1 ili L∞, ali i (kao
ovdje) “finija skala” funkcijskih prostora izmedu L1 i L∞.

Φ: [0,∞⟩ → [0,∞⟩ je Youngova funkcija ako vrijedi

Φ je konveksna, Φ(0) = 0, lim
s→0+

Φ(s)
s

= 0, lim
s→∞

Φ(s)
s

= ∞.

Konjugirana Youngova funkcija je Ψ: [0,∞⟩ → [0,∞⟩,

Ψ(t) := sup
s∈⟨0,∞⟩

(
st − Φ(s)

)
=

ˆ t

0
(Φ′)−1(r)dr.

Youngova nejednakost:

st ⩽ Φ(s) + Ψ(t) za svake s, t ∈ [0,∞⟩.
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ORLICZEVI PROSTORI

Luksemburška norma ∥ · ∥Φ definirana je za (klase g.s. jednakih)
izmjerivih funkcija f : Rd → C kao

∥f∥Φ := inf
{
α ∈ ⟨0,∞⟩ :

ˆ
Rd

Φ
( |f (x)|

α

)
dx ⩽ 1

}
.

Time dolazimo i do Orliczevog prostora LΦ(Rd).

Za neku konačnu konstantu K uvjet

Φ(2s) ⩽ KΦ(s) za svaki s ∈ [0,∞⟩

garantira da je
∥ · ∥∗Φ ∼ ∥ · ∥Ψ

i
LΦ(Rd)∗ ∼= LΨ(Rd).
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NAŠE DODATNE PRETPOSTAVKE

Mi dodatno pretpostavljamo (da su Φ i Ψ “poput” potencija):

• Φ i Ψ su medusobno konjugirane Youngove funkcije,

• Φ i Ψ su C1 na [0,∞⟩ i C2 na ⟨0,∞⟩,
• Φ′′(s),Ψ′′(s) > 0 za svaki s ∈ ⟨0,∞⟩,

• Φ′ je strogo konveksna na ⟨0,∞⟩ i lim
s→0+

Φ′(s)
s

= 0,

• sup
s∈(0,∞)

sΦ′(s)
Φ(s)

<∞,

• 1 < inf
s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

⩽ sup
s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

<∞.
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NAŠE DODATNE PRETPOSTAVKE

Posljedično:

Φ′ i Ψ′ su medusobno inverzne rastuće bijekcije na [0,∞⟩.

Zadnja tri uvjeta su ekvivalentna s:

• Ψ′ je strogo konkavna na ⟨0,∞⟩ i lim
s→0+

Ψ′(s)
s

= ∞,

• inf
s∈(0,∞)

sΨ′(s)
Ψ(s)

> 1,

• 0 < inf
s∈(0,∞)

sΨ′′(s)
Ψ′(s)

⩽ sup
s∈(0,∞)

sΨ′′(s)
Ψ′(s)

< 1.

Posljedično:
∥ · ∥∗Φ ∼ ∥ · ∥Ψ.
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PRIMJERI

Primjer 1. Lebesgueovi prostori Lp.

Φ(s) =
sp

p
, Ψ(s) =

sq

q
za p ∈ ⟨2,∞⟩, q ∈ ⟨1, 2⟩, 1

p
+

1
q
= 1.

∥ · ∥Φ ∼ ∥ · ∥Lp , ∥ · ∥Ψ ∼ ∥ · ∥Lq .

Primjer 2. Zygmundovi prostori Lr log L.

Φ(s) = sr log(s + e) za r ∈ ⟨2,∞⟩.
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PRIMJERI

Primjer 3. Superpozicija potencija s eksponentima iz ⟨2,∞⟩.

Φ(s) = sp + sr za 2 < r < p <∞.

Φ(s) =
ˆ

st dµ(t)

za pozitivnu Borelovu mjeru µ s kompaktnim nosačem u ⟨2,∞⟩.

Primjer 4. Superpozicija potencija s eksponentima iz ⟨1, 2⟩.

Ψ(s) = sq + sr za 1 < q < r < 2.

Ψ(s) =
ˆ

st dµ(t)

za pozitivnu Borelovu mjeru µ s kompaktnim nosačem u ⟨1, 2⟩.
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BILINEARNA ULAGANJA ZA ELIPTIČKE OPERATORE

U daljnjem pretpostavljamo da su A,B : Rd → Cd×d eliptičke matrične
funkcije s L∞ koeficijentima.

Teorem [Carbonaro i Dragičević (2016)]. Ako su A,B : Rd → Cd×d

p-eliptičke, tada vrijedi ocjena
ˆ ∞

0

ˆ
Rd

|(∇TA
t f )(x)| |(∇TB

t g)(x)|dx dt ⩽ 20 Cp(A,B) ∥f∥Lp∥g∥Lq .

Pritom je

Cp(A,B) :=
max{Λ(A),Λ(B)}

min{∆p(A),∆p(B)}min{λ(A), λ(B)}
.
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ŠTO BI BILA Φ-ELIPTIČNOST?

Za Youngovu funkciju Φ ima smisla definirati:

∆Φ(A) := ess inf
x∈Rd

inf
ξ∈Cd, |ξ|=1

s∈(0,∞)

Re
〈

A(x)ξ, ξ +
sΦ′′(s)− Φ′(s)
sΦ′′(s) + Φ′(s)

ξ
〉
Cd
.

U posebnom slučaju Φ(s) = sp/p izraz postaje ∆p(A).

Ipak, kod nas je naprosto

∆Φ(A) = ∆p(A)

za p ∈ [2,∞] t.d. je

sup
s∈(0,∞)

∣∣∣ sΦ′′(s)− Φ′(s)
sΦ′′(s) + Φ′(s)

∣∣∣ = 1 − 2
p
, tj. p = sup

s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

+ 1.
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VEZA S NEDAVNOM LITERATUROM

Cialdea i Maz’ya (2021) uveli su pojam izvjesne Φ-disipativnosti, kao
pokušaj u smjeru karakterizacije LΦ-kontraktivnosti.

Uz dodatnu pretpostavku da je Im A simetrična potom su pokazali da
je taj koncept ekvivalentan s uvjetom∣∣∣Φ′′(s)− Φ′(s)

s

∣∣∣∣∣⟨Im A(x)ξ, ξ⟩Rd

∣∣ ⩽ 2
(Φ′(s)Φ′′(s)

s

)1/2
⟨Re A(x)ξ, ξ⟩Rd

za svaki s ∈ (0,∞), g.s. x ∈ Rd i svaki ξ ∈ Rd.

U posebnom slučaju Φ(s) = sp/p taj uvjet postaje njihova prethodno
spomenuta karakterizacija Lp-disipativnosti, tj. Lp-kontraktivnosti.
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Polugrupe Eliptički operatori Orliczevi prostori Glavni rezultat Dokaz

BILINEARNO ULAGANJE U ORLICZEVIM PROSTORIMA

U daljnjem pretpostavljamo da Φ i Ψ zadovoljavaju sve pretpostavke
iz prethodnog odjeljka te da je

p = sup
s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

+ 1.

Teorem [K. i Škreb (2021)]. Ako su A,B : Rd → Cd×d p-eliptičke, tada
vrijedi ocjenaˆ ∞

0

ˆ
Rd

|(∇TA
t f )(x)| |(∇TB

t g)(x)|dx dt ⩽ 40 Cp(A,B)D(Φ,Ψ) ∥f∥Φ∥g∥Ψ.

Pritom je Cp(A,B) ista kao ranije te

D(Φ,Ψ) := max
{

1,
M
m̃

}( m̃
M̃

M̃ − 1
m̃ − 1

)1/2

uz

M := sup
s∈(0,∞)

sΦ′(s)
Φ(s)

, m̃ := inf
s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

, M̃ := sup
s∈(0,∞)

sΦ′′(s)
Φ′(s)

.
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GENERALIZIRANI HESSIJAN

Definiramo generalizirani Hessijan funkcije X : C2 → R obzirom na
matrice A,B ∈ Md(C), u oznaci

HA,B
X [(u, v); (ζ, η)],

kao skalarni produkt vektora

(
Hess(X; (u, v))⊗ Id

)


Re ζ
Im ζ

Re η
Im η

 ∈ (Rd)4

i 
Re A − Im A 0 0
Im A Re A 0 0

0 0 Re B − Im B
0 0 Im B Re B




Re ζ
Im ζ

Re η
Im η

 ∈ (Rd)4.
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SKICA DOKAZA

Neka je X : C2 → [0,∞) zasad nepoznata funkcija.
Za R > 0 označimo ψR(x) := ψ(x/R) i definirajmo

ER(t) :=
ˆ
Rd
ψR(x)X

(
(TA

t f )(x), (TB
t g)(x)

)
dx.

S jedne strane:

ER(0)− ER(τ) ⩽ ER(0) =
ˆ
Rd
ψR(x)X

(
f (x), g(x)

)
dx

≲Φ,Ψ

ˆ
Rd
ψR(x)

(
Φ(|f (x)|) + Ψ(|g(x)|)

)
dx.

S druge strane:

−
ˆ τ

0
E ′

R(t)dt = −
ˆ τ

0

ˆ
Rd
ψR(x)

∂

∂t
X
(
(TA

t f )(x), (TB
t g)(x)

)
dx dt.
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SKICA DOKAZA

Nastavak:

−
ˆ τ

0
E ′

R(t) dt

=

ˆ τ

0

ˆ
Rd
ψR(x)HA(x),B(x)

X

[(
(TA

t f )(x), (TB
t g)(x)

)
;
(
(∇TA

t f )(x), (∇TB
t g)(x)

)]
dx dt +RR,τ

≳A,B,Φ,Ψ

ˆ τ

0

ˆ
Rd
ψR(x)

∣∣(∇TA
t f )(x)

∣∣ ∣∣(∇TB
t g)(x)

∣∣ dx dt +RR,τ ,

pri čemu je

RR,τ = 2 Re
ˆ τ

0

ˆ
Rd

(
(∂ūX)

(
(TA

t f )(x), (TB
t g)(x)

) 〈
(∇ψR)(x),A(x)(∇TA

t f )(x)
〉
Cd

+ (∂v̄X)
(
(TA

t f )(x), (TB
t g)(x)

) 〈
(∇ψR)(x),B(x)(∇TB

t g)(x)
〉
Cd

)
dx dt.

Želimo
lim

R→∞
RR,τ = 0.

24
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SKICA DOKAZA

Imamo ˆ τ

0

ˆ
Rd
ψR(x)

∣∣(∇TA
t f )(x)

∣∣ ∣∣(∇TB
t g)(x)

∣∣ dx dt +RR,τ

≲A,B,Φ,Ψ

ˆ
Rd
ψR(x)

(
Φ(|f (x)|) + Ψ(|g(x)|)

)
dx.

Puštanjem R → ∞ dobivamoˆ τ

0

ˆ
Rd

∣∣(∇TA
t f )(x)

∣∣ ∣∣(∇TB
t g)(x)

∣∣ dx dt ≲A,B,Φ,Ψ

ˆ
Rd

Φ(|f (x)|) dx+
ˆ
Rd

Ψ(|g(x)|) dx.

Konačno, puštanjem τ → ∞ pa “homogenizacijom”

f → αf , g → g/α

slijedi ˆ ∞

0

ˆ
Rd

∣∣(∇TA
t f )(x)

∣∣ ∣∣(∇TB
t g)(x)

∣∣dx dt ≲A,B,Φ,Ψ ∥f∥Φ∥g∥Ψ.
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SVOJSTVA TRAŽENE BELLMANOVE FUNKCIJE

Dokaz je “gotov” ako postoji funkcija X : C2 → [0,∞⟩ sa sljedećim
svojstvima (tzv. Bellmanova funkcija za taj dokaz):

• X je klase C1 na C2 ≡ R4 i “po dijelovima” klase C2 s lokalno
integrabilnim drugim parcijalnim derivacijama;

• X(u, v) ≲Φ,Ψ Φ(|u|) + Ψ(|v|);

• HA(x),B(x)
X [(u, v); (ζ, η)] ≳Φ,Ψ |ζ||η|;

• |∂ūX(u, v)| ⩽ max{Φ′(|u|), |v|},
|∂v̄X(u, v)| ⩽ Ψ′(|v|),
pri čemu je ∂z̄ = (∂x + i∂y)/2.
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Polugrupe Eliptički operatori Orliczevi prostori Glavni rezultat Dokaz

POSTOJANJE TRAŽENE BELLMANOVE FUNKCIJE

Možemo X definirati formulom

X(u, v) :=


(1 + δ)

(
Φ(|u|) + Ψ(|v|)

)
+ δ|u|2

ˆ |u|

0

Φ′(s)ds
s2 za |v| ≤ Φ′(|u|),

Φ(|u|) + Ψ(|v|) + δ|u|2
ˆ |v|

0

ds
Ψ′(s)

za |v| > Φ′(|u|),

za pogodni δ > 0.

Dobar izbor je

δ :=
m̃ − 1

m̃
min

{∆p(A)

8Λ(A)
,
∆p(B)
4Λ(B)

,
λ(A)∆p(B)

100max{Λ(A)2,Λ(B)2}

}
.

Provjera svojstava je mukotrpna.
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Hvala vam na pažnji!
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