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Pregled oznaka

N, Ny, Z, R, C

idy ili Ix

Rez, Imz, sgnz

Il

<','>H
M(X, X, )
MAX, X, )
S(X, X, 1)

LP(X, X, )

redom skupovi prirodnih brojeva, prirodnih brojeva s nulom, cijelih
brojeva, realnih brojeva, kompleksnih brojeva

d-dimenzionalni euklidski torus, tj. R¢/Z4
partitivni skup skupa S, tj. skup svih podskupova od S

1 zazxzesS

0 zazx¢gsS
identiteta na skupu X; idx (z) := z; drugu oznaku preferiramo kada
je X vektorski prostor

karakteristi¢cna funkcija skupa S; 1g(z) :=

redom realni dio, imaginarni dio i predznak kompleksnog broja z;

z/|z| zaz#0
sgn z 1=
0 za z =0
norma na normiranom ili kvazi-normiranom prostoru X

skalarni produkt na unitarnom prostoru H

vektorski prostor svih u-g.s. klasa kompleksnih X-izmjerivih funk-
cija na X

familija svih p-g.s. klasa X'-izmjerivih funkcija na X s vrijednostima
u [0, +o00]

vektorski prostor svih u-g.s. klasa jednostavnih X-izmjerivih kom-
pleksnih funkcija na X koje iS¢ezavaju izvan skupa konacne mjere

Lebesgueov prostor p-g.s. klasa AX-izmjerivih p-sumabilnih kom-
pleksnih funkcija na prostoru mjere (X, X', 1), 0 < p < 00

slabi Lebesgueov prostor na prostoru mjere (X, X, u), 0 < p < 00;
vidjeti definiciju u odjeljku

Borelova o-algebra na topoloskom prostoru X; B(X) je najmanja
o-algebra koja sadrzi sve otvorene skupove u X

Lebesgueova mjera na R?; opéenitije Haarova mjera na lokalno kom-
paktnoj abelovoj grupi A; piSe se bez oznake kada se podrazumijeva

prostori LA(E, B(E), s Uy (. B(E), Mse)) za E € BR?)



Pregled oznaka

Lfok ( U)

[flo

|S] ili card S

9, ili 2 ili 9
V, V,

Ce(U)

[l

B(xo, )

C1S, Int S, Bd S
Oy ili 0

KerT, ImT
||T||X1><--~><Xn—>Y

span S

Lo M

V. Kovac

prostor g.s. klasa izmjerivih kompleksnih funkcija na otvorenom
skupu U C R koje su p-sumabilne na kompaktima u U

prosjek lokalno integrabilne funkcije f po skupu @ obzirom na Le-
besgueovu mjeru; vidjeti definiciju u odjeljku

broj elemenata konacnog skupa S; uzima se +o0o za beskonacni
skup S; skupovna funkcija | - | je mjera prebrajanja

Lebesgueov prostor LP(E, P(E),|-|) obzirom na mjeru prebrajanja

prostor neprekidnih kompleksnih funkcija s kompaktnim nosacem
na topoloskom prostoru X

parcijalna derivacija po varijabli x, odnosno po j-toj varijabli
gradijent, odnosno parcijalni gradijent po vektorskoj varijabli x

prostor k puta neprekidno diferencijabilnih kompleksnih funkcija s
kompaktnim nosa¢em na otvorenom skupu U C R% k € Ny U {oo}

euklidska norma vektora v € R% |(vy,...,vq)] := /02 + -+ + V3

otvorena kugla sa sredistem z( i radijusom r > 0 u metrickom ili
kvazi-metrickom prostoru (X, d); B(zg,r) := {x € X : d(x,xo) <r};
na R? se podrazumijeva euklidska metrika

redom zatvara¢, unutrasnjost i rub skupa S u topoloskom prostoru
(X,T); na R? se podrazumijeva euklidska topologija

nul-vektor u vektorskom prostoru V'
redom jezgra i slika linearnog operatora 1T’

operatorska norma multilinearnog operatora 7': X; x---x X,, = Y;
vidjeti definiciju u odjeljku

linearna ljuska skupa S u odgovarajuc¢em vektorskom prostoru; naj-
manji vektorski potprostor koji sadrzi S

ortogonalna suma potprostora L i M nekog unitarnog prostora;
LeM:={z+y:z€L,ye€ M} ipretpostavlja se LLM

postoji konacna konstanta Cp takva da za svaki x vrijedi |f(z)| <
Cp|g(x)|; vidjeti definiciju u odjeljku

vrijedi f(z) Spg(x) i g(x) Sp f(x)

postoji kona¢na konstanta Cp takva da |f(z)| < Cplg(z)| vrijedi
na nekoj okolini tocke ¢; vidjeti definiciju u odjeljku

redom operatori p-normalizirane dilatacije s faktorom a > 0, mo-
dulacije za b € R? i translacije za ¢ € R vidjeti definicije u

odjeljku
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Predgovor

Kada pises knjigu, gradivo trebas posloziti
upravo onako kako bi volio da si ga i sam naucio.

FElias Menachem Stein (1931-2018)

prilikom jednog rucka na MFO u Oberwolfachu

Sto je harmonijska analiza? To je grana matematike koja je proizisla iz davnih
pokusaja da se funkcije prikazu kao superpozicije nekih osnovnih funkcija s oscilator-
nom, tj. valnom prirodom. Naime, veé rije¢ harmonik ima glazbenu konotaciju, $to nas
pak podsjec¢a na ¢injenicu da se zvuk Siri kao akustiéni val. Ipak, harmonijska analiza
je apstrahirala te koncepte i otisla mnogo dalje: danas je vrlo “Cista” i egzaktna mate-
maticka teorija. Autor ove skripte voli re¢i da je ona grana matematike koja proucava
“lijepa” svojstva funkcija, funkcijskih prostora i operatora na njima.

U ovoj skripti obradeni su neki najpoznatiji dijelovi tzv. realne harmonijske analize,
koja se radi u ambijentu euklidskog prostora R?. Ipak, autor je u izbor gradiva ugradio
i neke vlastite preference, poput isticanja tzv. singularnih integralnih operatora. Oni u
modernoj analizi zauzimaju tako vazno mjesto da bi se veliki dio harmonijske analize
naprosto mogao nazvati teorija singularnih integrala.

Gradivo ovog predmeta i skripte poslozeno je tako da ¢emo u prvi plan staviti teh-
nike i ideje, dovoljno generalne da imaju brojne primjene, ¢esto u vrlo razli¢itim mate-
matickim granama. U drugom planu ¢e se nalaziti specificnosti pojedinih teorija, a kad
god je moguce, izlozit ¢emo i medusobni odnos rezultata u tim razli¢itim podru¢jima.
Mnogi odjeljci bit ¢e posveéeni samo po jednoj tehnici ili samo po jednoj matematickoj
ideji.

Poglavlje |1 diskutirat ¢e osnovne principe dokazivanja konvergencije kod raznolikih
problema iz matematicke analize. Poglavlje[2¢e dati osnovne rezultate o interpolaciji Le-
besgueovih prostora, moénoj apstraktnoj tehnici koja cesto znatno olaksava dokazivanje
konkretnih ocjena. U poglavlju 3| zapocinjemo sistemati¢no proucavanje integralnih ope-
ratora i za pocetak ostajemo na klasi kod koje si, neformalno rec¢eno, mozemo priustiti
da apsolutne vrijednosti ulaze pod integrale. Tim poglavljem ¢e dominirati diskutiranje
odnosa simetrija operatora i moguceg raspona LP ocjena. Poglavlja 4] i 5[ bavit ¢e se

1



Predgovor

klasom Calderén-Zygmundovih operatora, koja se s vremenom izdvojila kao najprirod-
nija klasa linearnih integralnih operatora sa suptilnim poniStavanjem. Shodno tome,
trebat ¢emo razviti specificne tehnike koje uzimaju u obzir to ponistavanje. Usput Ce
se fundirati osnove teorije Fourierovih mnozitelja i osnove Littlewood-Paleyeve teorije.
Konacno, u poglavlju [ bavit ¢emo se tehnikama za dokazivanje maksimalnih ocjena te,
posebno, omedenoséu maksimalnih varijanti integralnih operatora.

Odjeljci koji ne ulaze u redovno gradivo predmeta, ve¢ sluze kao njegova ambicioznija
nadopuna, oznaceni su zvjezdicom . Cak i u tim odjeljcima mnoge zanimljive teme su
samo dotaknute, Sto ¢emo pokusati kompenzirati velikim brojem zadataka za vjezbu.
Svih 6 poglavlja prozeto je i referencama na napredniju literaturu, kako bi zainteresirani
¢itatelj imao smjernice za daljnje usavrSavanje.

Ovi materijali bili su koristeni kao skripta iz predmeta Harmonijska analiza na di-
plomskom studiju teorijske matematike u ak. god. 2017./2018. i 2021./2022. Zahva-
ljujem studentima koji su upisali, polazili i polozili taj predmet. Takoder zahvaljujem
Aleksandru Bulju i Mariju Stip¢i¢u na korisnim ispravcima teksta. Kona¢no, zahvalan
sam Hrvoju Siki¢u §to me je, prije dosta godina, uveo u osnove harmonijske analize.

V. Kovac 2 Harmonijska analiza



Poglavlje 1

Kvantitativne formulacije
kvalitativnih rezultata

Integralnim operatorima se bavi harmonijska analiza i ona je nacelno “kvantitativna”
disciplina. To znaci da se veéina dokaza provodi uspostavljanjem ocjena (tj. nejedna-
kosti) za uvedene veli¢ine, a potom se interpretira koje je znacenje njihove konacnosti,
pozitivnosti, ogranicenosti i sl. Obi¢no su te velicine pogodno odabrane norme na funk-
cijskim prostorima. Ponekad je to jedini put prema rjeSenju problema, makar nam moze
izgledati kao nepotrebno kompliciranje. U svakom slu¢aju, kvantitativni dokazi daju vise
informacija naspram “¢isto kvalitativnih”. Pokusajmo najprije na nekim jednostavnijim
primjerima objasniti razliku izmedu “kvalitativnog” i “kvantitativnog” gledista na pro-
blem, dok ¢emo efektivne primjene kvantitativne metode susretati kroz ve¢inu gradiva
ove skripte.

1.1. Kwvalitativni 1 kvantitativni rezultati

Pretpostavimo da zelimo dokazati konvergenciju nekog danog niza kompleksnih brojeva
(2n)5% . Ako nemamo ocitog kandidata za limes, onda je jedini nac¢in pokusati dokazati
da je niz Cauchyje] tj.

(Ve > 0)(3k € No) (Vm,n € NoN [k, 400)) (|2m — 2a| < €). (1.1)

Za fiksirani € > 0 uvodimo broj e-skokova niza (z,)7°, kao najveéi broj N € Ny za koji
postoje indeksi
mp <ng <Kme<ng < - <my <ny

takvi da vrijedi |zp, — 2| = € za j = 1,2,...,N. Ako pak postoje po volji veliki
takvi brojevi IV, tada uzimamo da je broj e-skokova jednak oco. Primijetimo da takoder

! Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar.
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

dozvoljavamo N = 0, u kojem slucaju uopce nema indeksa s trazenim svojstvom. Nije
tesko vidjeti da se uz ovu terminologiju tvrdnja ((1.1) moze zapisati:

Za svaki € > 0 niz (2,),, ima kona¢no mnogo e-skokova. (1.2)

Ova preformulacija otvara mogucénost jednom kvantitativhom nacinu dokazivanja ko-
nvergencije: fiksiramo ¢ > 0 i naprosto brojimo e-skokove niza.

Ipak, ne moramo ovdje stati. Za fiksirani parametar ¢ € [1,00) definiramo p-
varijaciju niza (z,)52, kao broj

N 1/0
1) Zollye = (|ZO|@+ sup §:|zmj—znj|@) € [0, +o0].
NeN —

0<my<my < <my<ny I 1

Dakle, ovdje promatramo bilo kojih N skokova niza i objedinimo ih /¢ normom. Taj
supremum se nec¢e promijeniti ako dodamo i eventualne “meduskokove”

|ZO_Zm1|7 |Zn1 _Zm2’7 SR |Z7LN71 _’ZmN|

pa se ista definicija moze zapisati malo elegantnije:

MeN
O0=no<ni<---<nps

M 1/0
1) lve = (rzo|@+ sup Z!znjl—znj!@)- (13)

Clan |20]¢ je bilo nuzno pridodati kako bi gornja veli¢ina imala svojstvo norme; vidjeti
zadatak [1.1|(a). Nama je kljuéna opservacija da ako niz zadovoljava A := ||(2,)52[|ve <
+00, tada on ima najvise (A/e)? e-skokova za svaki € > 0, §to je preciznija verzija od
(1.2). Naime, ako je |z, — 2n;| = € za j = 1,2,..., N i indeksi su kao i ranije, tada
imamo

N
Net <3 Jzm; = 2my |2 < (2020 l10 = A2
7j=1

U ovom slucaju imamo ¢ak i vrlo konkretnu gornju ocjenu na broj e-skokova niza.
Definicija o-varijacije se lako prilagodava funkcijama realne varijable. Naprimjer,
o-varijacija funkcije z: [0, +00) — C se definira kao

M 1/e
lellve = (|z<o>|@+ sup Z|z<tj_1>—z<tj>|g). (1.4)
MeN —

O=to<t1<--<tp J=1

Citatelj se zasigurno veé susreo s 1-varijacijom funkcije, tj. ||z||v1, ¢ija interpretacija je

duljina parametrizirane krivulje z. Razlog uvodenja opcenitijih veli¢ina je u ¢injenici
da Venorme padaju po ¢ pa klasa nizova ili funkcija za koje su konacne raste. To

V. Kovac 4 Harmonijska analiza



1.1. Kwvalitativni 1 kvantitativni rezultati

znaci da je umjesto ||(z,)0% ||yt < +oo lakse dokazati npr. |[(z,)5|lvs < +o0, §to je
jos uvijek dovoljno za konvergenciju. Ponekad je moguce kontrolirati samo varijacijske
norme za ¢ > 2; pogledajte napomenu [6.15] Napomenimo jos kako Vé-norme nisu
sasvim intuitivne za ¢ > 1, jer kod njih doista moramo promatati supremum po svim
kona¢nim podnizovima, vidjeti zadatak [1.1|(b).
x T x

Priliéno ¢esto niz ¢iju konvergenciju zelimo provjeriti nije sasvim proizvoljan, ve¢ se
pojavljuje u nekom slozenijem kontekstu. Osim toga, moguce je promatrati tockovnu
konvergenciju niza funkcija z,: X — C; n € N na nekom prostoru mjere (X, X, ), tj.
konvergenciju nizova (z,(z))5%, za razne vrijednosti varijable z € X.

Iskazat ¢emo sada nekoliko rezultata koji ¢e biti detaljno dokazani i komentirani tek
u poglavlju [6] Neka citatelj pokusa privremeno zanemariti detalje, pogotovo pojmove
koje jos nismo uveli, i neka se koncentrira na uocavanje njihove formalne sli¢nosti. U
svakom od tih rezultata tvrdi se konvergencija g.s. nekog niza ili indeksirane familije
kompleksnih funkcija.

(1) Za svaku funkciju f € LL, (R?) i za gotovo svaki x € R? postoji limes
1

lim — fy)dy
BB B Joery Y

i jednak je f(z).

(2) Neka je (X, X, pu,S) sustav koji ¢uva mjeru; precizna definicija ée biti dana u
idu¢em odjeljku. Tada za svaku funkciju f € LY(X, X, u) i za p-gotovo svaki
x € X postoji limes

1 N-1
Jn v 2 (7).

(3) Fundamentalno rjesenje jednadzbe provodenja d;h(z,t) = Ah(x,t) u R x (0, +00)
uz pocetni uvjet h(x,0) = f(x) dano je formulom

o 1 _lz—y? ‘ d

Ako je f € LP(RY) za 1 < p < oo, tada za gotovo svaki z € R? postoji limes
lim h(x,t) i iznosi f(z).
t—0

(4) Poissonovf] integral funkcije f dan je formulom

. Yy -
u(z,y) '_/Rf(ww((a:—t)?—i—y?)dt’ eR, y>0.

2Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematicar, fizicar i injzenjer.

V. Kovac 5 Harmonijska analiza



Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Ako je f € LP(R) za 1 < p < oo, tada za gotovo svaki x € R postoji limes

lim w(z,y) i iznosi f(x).
y—0t

(5) Ako je f € LP(R), 1 < p < oo, tada za gotovo svaki = € R postoji limes

T e—0*
{teR:|t|>e}

(Hf)(z) =~ Tim / fx—tdt

Na taj nacin definirana funkcija H f zove se Hilbertovﬂ transformat od f.

Jos jednom napomenimo kako je jedini razlog preuranjenog navodenja ovih rezultata
ukazati na njihovu slicnost, premda oni pripadaju raznolikim granama matematike.
Zmaci li to da su njihovi dokazi u nekoj mjeri analogni, ili mozda ¢ak neki od rezultata
logicki impliciraju ostale? Zapravo je to uvelike tocno. Barem prvi korak u dokazima
tvrdnji (1)—(5) je uvijek formalno isti. U svakom od njih ée nam biti o¢igledno kako
tvrdnja vrijedi za funkcije iz nekog prirodnog gustog potprostora. Potom ¢emo tvrdnju
za opcenite funkcije svesti na dokazivanje kvantitativne ocjene za po jedan maksimalni
operator, redom definiran sa

)@ = o gl [ s

r€(0,+00)

(Myf)(x) := sup IU(IB Yl

(Msf)(@) = sup —\ / fa-n%|

€€(0,~+00)
{teR: |t|=e}

Zato ¢emo taj zajednicki dio dokaza apstrahirati i formulirati kao opéenite teoreme
1[1.7] u iduéem odjeljku.

Jos je zanimljivija ¢injenica da su i ocjene za gornjih pet maksimalnih operatora
My, My, M3, My, M5 medusobno povezane. Npr. trik kojim ¢emo iz ocjena za M, izvesti
ocjene za My prezentirat ¢emo u odjeljku a ocjene za M;s ¢emo takoder svesti na
M u odjeljku [6.4]

*
* *

3David Hilbert (1862-1943), njemacki matematicar.

V. Kovac 6 Harmonijska analiza



1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

Zadatak 1.1.

(a) Fiksirajmo ¢ € [l,00). Dokazite da familija kompleksnih nizova za koje je
|(zn)5% ollve < +oo ¢ini vektorski prostor i da je formulom (1.3) na njemu de-
finirana norma.

(b) Pokazite da je zapravo ||(z,)5llvi = |20l + > ey |2Zn—1 — 2n|, a protuprimjerom
opovignite tvrdnju |(zn)iollbe = [20/? + 3700 [on-1 — 20l 780> 1.

1.2. Dva opcenita principa konvergencije

Za pocetak ¢emo formulirati jednostavni, ali ¢esto koriSteni princip konvergencije po
normi u Banachovim[!| prostorima. Obzirom da ée to uglavnom biti neki prostori funkcija,
njihove elemente ¢emo oznacavati f, g, itd.

Teorem 1.1. (Princip konvergencije po normi) Neka su X,Y Banachovi prostori i S
gusti podskup od X te neka su T,: X — Y; n € N linearnit operatori. Pretpostavimo
sljedece:

(1) Za svaki n € N postoji konstanta C, > 0 takva da za svaki f € X wvrijedi
1T flly < Cull fllx-

(2) Postoji konstanta C' > 0 takva da za svaki n € N i za svaki g € S wvrijedi
ITaglly < Cllgllx-

(3) Za svaki g € S postoji limes lim T,g € Y.
n—oo

Tada za svaki f € X postoji limes lim T,f € Y.
n—oo

Uvjet (1) znadi individualnu ograni¢enost svakog od operatora T,, na cijelom prostoru
X, dok uvjet (2) znaci uniformnu ogranic¢enost svih operatora na gustom podskupu S.
Ovako smo ih formulirali kako bismo naglasili da zapravo ne trebamo pretpostaviti
uniformnu organic¢enost na cijelom prostoru, ve¢ ¢e ona biti jednostavna posljedica.

Dokaz. Uzmimo f € X i e > 0. Zbog gustoée od S postoji g € S takav da je
lf — gllx < e. Za svaki n € N imamo

(1),(2)
[T flly < [[Taglly + [Ta(f = 9)lly < Cllgllx + Cullf — gllx
< COlflix +Cllg = flix + Callf = gllx < Cllfllx +(C + Cr)e.

Kako je € > 0 bio proizvoljan, zakljuc¢ujemo

(Vn e N)(Vf e X)(ITuflly < Cllfllx)- (1.5)

4Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar.
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Uzmimo opet f € X ie > 0. Postoji g € S takav da je ||f — g]|x < 5o Nadalje,
zbog Cauchyjevosti niza (T,9)°2, postoji k € N takav da za m,n € NN [k oo) vrijedi

g
||ng - TngHY < g

Sada za prirodne brojeve m,n takve da je m,n > k imamo

| T f = Tuflly < Tl f = 9)lly + ”ng — Taglly + IT.(9 — f)HY

11.5) €

Zaklju¢ujemo da je (T,,f)2, Cauchyjev niz u Y pa on i konvergira. O

Uz gornje pretpostavke sada znamo da je formulom T, f := lim T, f dobro definiran
n—oo

linearni operator T,,: X — Y, a iz (1.5) odmah slijedi da za svaki f € X imamo
1 To flly < Clflx-

Napomena 1.2. Obrat teorema je takoder istinit zahvaljujuc¢i potpunosti prostora
X 1Y. Naime, ukoliko za svaki f € X postoji lim 7}, f, onda posebno znamo da je taj
n—oo

niz ogranicen, tj.

(v f € X)(sup | Tuflly < +00).
neN
Princip uniformne ogranic¢enosti daje

C =sup||Th|lxsy < +o0,
neN

pri ¢emu || - ||x_y oznacava operatorsku normu. Stoga za n € N i f € X imamo
IT.flly <C|fllx, sto povlaci (1) i (2).

*
* *

Dajmo jednostavni primjer primjene teorema (1.1, To su jedan klasi¢ni rezultat J.
von Neumannaﬂi njegov elegantni dokaz F'. Rieszaﬁ

Propozicija 1.3. Neka je U unitarni operator na Hilbertovom prostoru H. Za svaki
vektor v € H postoji limes lim %ZZ;& Ukv e H.
n—oo

Dokaz. Ocigledno za operatore T,,: H — H; n € N uzimamo

n—1
1
V= Z Ukv. (1.6)
k=0

®John von Neumann (1903-1957), madarsko-americki matematicar.
SFrigyes Riesz (1880-1956), madarski matematicar.
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1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

Primijetimo da su uvjeti (1) i (2) ispunjeni po nejednakosti trokuta i koristenjem izo-
metri¢nosti od U:

1 n—1 1 k—1
| Tovllg < — E U ||y = = E vllz = o]z
n n
k=0 k=0

Cak za konstante C), i C' mozemo uzeti 1. Preostaje provjeriti (3), tj. konvergenciju na
gustom podskupu od H.
Tvrdimo da se H moze prikazati kao ortogonalna suma jezgre i zatvaraca slike od
U—-1,tj.
H =Ker(U —1) @ Cl(Im(U —1)).

Naime, vektor v € H je ortogonalan na cijeli potprostor Im(U — I) ako i samo ako za
svaki w € H imamo

0= (U~ Tw,v)u = (w, (U = o) = (w,U~"v — v,

sto pak vrijedi samo kada je Uv = v, tj. (U — I)v = 0. Dakle, ortogonalni komplement
od Im(U — 1) je upravo Ker(U — I), a ortogonalni komplement zatvaraca potprostora je
isti kao i ortogonalni komplement samog tog potprostora.

Sada vidimo da je Ker(U — I) @ Im(U — I) gusti potprostor od H. Svaki vektor iz te
sume potprostora je oblika v = vy + vg, pri cemu je v; € Ker(U — I) i vy € Im(U — I).
Za v po konstrukeiji imamo Uv; = vy. Nadalje, po definiciji slike postoji w € H takav
da je vy = (U — I)w = Uw — w. Konacno mozemo racunati:

n—1

1 1
ZU vy + - Z(U’“’lw — Urw) = v, + E(U”w —w),

e el oy k=0

pri ¢emu je u drugoj sumi doslo do teleskopiranja, tj. kracenja vecine ¢lanova. Posljednji
izraz ocigledno konvergira po normi prema vektoru v;. ]

Primijetimo da smo usput dokazali i da operatori 7T,, konvergiraju u jakoj opera-
torskoj topologiji prema operatoru H — H, v — vy, Sto je ortogonalni projektor na
zatvoreni potprostor Ker(U — I); vidjeti zadatak [1.7](a)

Premda smo u argumentu aproksimacije kod propozicije koristili kvantitativnu
ocjenu normi operatora (tj. njihovu uniformnu ogranicenost), rezultat koji smo dobili je
jos uvijek kvalitativan, jer ne govori nista o “brzini” konvergencije ergodickih usrednjenja
(1.6). Mozemo kao i u prethodnom odjeljku brojati skokove niza (T,v)22;, ovog puta u
normi prostora H, odnosno formirati odgovarajucu varijacijsku veli¢inu. Takav rezultat

su dali R. L. Jones, I. V. Ostrovskii i J. M. Rosenblatt [JOR96].
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Propozicija 1.4. Neka je U unitarni operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru
H. Za dani vektor v € H i za n € N definiramo T,v formulom (1.6). Tada vrijedi
ocjena

MeN
1<np<ni < <ny

M ,\ 2
( sup Z HTnj_lv - Tnjv”H) < 10||v||g- (1.7)
=1

Dokaz. Glavni dio dokaza ¢e se odvijati u jednodimenzionalnom prostoru H, tj. naprosto
u skupu kompleksnih brojeva. Dakle, najprije tvrdnju pokazujemo u posebnom slucaju
kada je H = C, v = 1, a unitarni operator U: C — C je dan sa Uz = €z za neki
0 € [0,2m). Ako je # = 0, tada je T,,1 = 1 pa je lijeva strana od jednaka 0. Zato
pretpostavimo 6 # 0 pa je

1 0 | 20 (n—1)i0 1— e
Tl=—(1+e"+e"+-- - +e ) = —F—
n n(1l — e?)
i vidimo da trebamo dokazati
M o 0 12
1— enj,lze 1— en]zé

sup — — : < 100.
MEeN ; nj,1(1 — 619) Tl](l — 610>

1<ng<ni <---<npr

Dostatno je promatrati 6§ € (0, 7) i tada je zbog

; .50 20N\2 4
|1—69]2:451n2§>4<;§> ZPOQ

i zbog ”Iz < % dovoljno pokazati
M
sup Z |F(n;—160) — F(nj9)|2 < 40, (1.8)

MeN —1
I<no<ni <---<npr =

pri éemu smo oznacili F(99) := (1 — e")/¥. Takoder primijetimo da je

2| sin £
F) = 220l (19)
||
Fiksirat ¢emo indekse ng,ny,...,ny i lijevu stranu u ((1.8) rastaviti na dvije sume:

¥ ¢e biti suma po indeksima j takvima da je n; —n;_q < 67!, a Xy ¢e biti suma po
indeksima j takvima da je n; —n;_; > 6~'. Za ocjenu prve sume pribrojnike omedujemo
koristenjem Cauchy—Schwarzoveﬂ nejednakosti kao

-

50
F'(9)dv

J—19

n;6

2
é (TLJH — nj19)/ ‘F/<19)’2d79
~———

nj_10

[F) — Flna)* = | [

<1

"Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), njemacki matematicar.
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1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

pa imamo
n;6 0
¥ < Z/ |E'(0)|2do </ |E'(0)|2do.
j nj_16 0

Iz izraza F'(9) = —(1 — €™ + i9e™) /92 je lako vidjeti da je posljednji integral konacan,
a ako bas marimo za eskplicitne konstante, tada konturnom integracijom mozemo izra-
cunati

00 00 B o . 2 . o 2
/ \F'(ﬁ)|2d19:/ (1 —cos? 1981H19394—|— (sind — ¥ cos ) 49 — g <9
0 0

U drugoj sumi naprosto ocijenimo
|F(n;0) — F(n; 10)|" < 2| F(n;0) + 2| F(n; 1)

Ako su odgovarajuéi indeksi j; < jo < --- < jr, tada iz ocigledne indukcije proizlazi
nj, =>1/0zal=1,2,... L Kako je

Fn0) < — <

|[F'(nj,10)| <

|F'(nj,-10)] < 1,

mozemo pisati

L

L L
Z |F njz |2+’F(njz 1‘9 212 8Z(l_1
=1 =2

=1

Z +2=16- €+2<29
=1

Sveukupno imamo ¥ + s < 2 4 29 < 40, sto je i trebalo dokazati.

Radi jednostavnosti izlaganja sada ¢emo tvrdnju dokazati za kona¢no-dimenzionalni
unitarni prostor H. Svaki unitarni operator se moze dijagonalizirati i svojstvene vri-
jednosti su mu po modulu jednake 1. Precizinije, mozemo nac¢i ortonormiranu bazu
(v1,v9,...,0g) od H takvu da za svaki m € {1,2,...,d} postoji 0,, € [0,27) za kojeg
vrijedi Uv,, = e®nv,,. Raspi§imo i vektor v u toj bazi kao v = Zizl O Uy, za neke koefi-
cijente ay,, € C. Fiksirajmo indekse ng,ny,...,ny € N takve da je ng < n; < --- < nyy.
Primijetimo da je

d n—1

d
T.,0 = Z A T Uy, = Z <% ek20m>

m=1 m=1 k=0
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

i da za bilo koji j € {1,2,..., M} vrijedi

d njflf]. TLjfl
2 _ o| 1 ki L ki |
HTnjflv—TnijH— Z|am| — Z e — — Ze ’ (1.10)
m=1 =1 k=0 I k=0
Po prethodno dokazanom jednodimenzionalnom slucaju slijedi
M 1 nj_l—l 1 nj—l 9
Z ‘n 1 Z et — — Z " <100 za svaki @ € [0, 27). (1.11)
j=1 "7 k=0 7 k=0

Kombiniranje (1.10]) i (1.11)) daje

M d
ST v =Ty, <1003 Jo[* = 100]|v]3;,
j=1

m=1

¢ime je dokaz zavrsen.

Konacno, za citatelja koji poznaje osnove spektralne teorije mozemo dovrsiti dokaz
na opcenitom (beskonacno-dimenzionalnom) Hilbertovom prostoru H. Prema spektral-
nom teoremu za unitarni operator postoji regularna Borelovaﬁ projektorska mjera P na
jedini¢noj kruznici S* = {y € C: |y| = 1} takva da je

U= / vdP(Y),
Sl
a posljedi¢no vrijedi i
vr = [ rape). @y = [ )
St St

za svaki n € Ny. Za dani v € H iindekse ng < ny < -+ < ny trazenu nejednakost ((1.7))
mozemo zapisati

M
<(1001 =Y (To,., = T)) (Tn,, — Tn].))v, v> >0,
H

=1

i ona postaje

nj—1—1 n;—1
1 1 3 2
/ (100—2 DA =N )d<Pv,v>(7>>0
st =1l oo " =0
> 0 zbog
te je opet direktna posljedica kljuéne ocjene ((1.11)). Citatelj moze pronaéi tehnicke
detalje o spektralnom teoremu u knjizi [Fol95]. O

8Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francuski matematicar i politicar.
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1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

Iz ocjene (1.7) posebno vidimo da niz (T,v)%°; ima najvise 100e2||v||% skokova
veli¢ine barem ¢ > 0 po normi od H. Dakle, propozicija je “ultimativno kvantita-
tivna” verzija propozicije [L.3]

*
* *

Uglavnom ¢emo Teorem primjenjivati na Lebesgueovd’| prostore. Prisjetimo se
da za prostor mjere (X, X, 1) i za eksponent p € (0, 00) definiramo || - || formulom

I = ([ 1)

za svaku X-izmjerivu funkciju f: X — C. Ovu definiciju upotpunjujemo slucajem
p = 00, kada stavljamo

|l = inf{ sup |f(2)] : Z € X, u(Z) =0}

zeX\Z

- min{a € [0,+0d] : u({lf] > a}) = o},

pri ¢emu kratko pisemo {|f| > a} umjesto {z € X : |f(z)| > a}. Uvodimo relaciju

ckvivalencije £ na familiji X-izmjerivih kompleksnih funkcija na X tako da stavimo

f1E £, ako i samo ako je p({z € X: fi(z) # fo(z)}) = 0. Ako klasu ekvivalencije kojoj
pripada funkcija f oznacimo sa [f],s., tada

LP(X, X, p) := {[f]g,& Sl < —i—oo}, p € (0, 0]

nazivamo Lebesgueov LP prostor i to je kompleksni vektorski prostor. U literaturi postoje
manja odstupanja u definicijama prostora L* i pripadne L*> norme, ali sve se te definicije
podudaraju kada je prostor mjere o-konacan ili ¢ak samo semikonacan (taj pojam ¢emo
definirati u odjeljku , sto ¢e kod nas uglavnom biti ispunjeno. U slucaju p € [1, o0
je LP(X, X, u) ¢ak Banachov prostor s normom || - ||». Za p € (0,1) je velicina || - ||1»
samo kvazinorma, Sto zna¢i da umjesto nejednakosti trokuta postoji konacna konstanta
C, > 0 takva da za svake fi, fo € L? vrijedi

1f1+ faller < Co(llfalle + I fallie):

vidjeti zadatak (a). Obic¢no elemente L prostora naprosto zovemo funkcijama te tako
s njima i postupamo, imajuc¢i na umu da zapravo radimo s predstavnicima klasa gornje
relacije ekvivalencije.

Sustav koji ¢uva mjeru je uredena cetvorka (X, X, u,S), pri cemu je (X, X, u) vije-
rojatnosni prostor, tj. u(X) = 1, a S: X — X je bijekcija takva da za svaki A € X

9Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar.
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

vrijedi S71(A),S(A) € X 1 u(S7HA)) = u(A) = u(S(4)). Kratko kazemo da su S i

S~ izmgerive i da cuvaju mjeru. Preslikavanje S moZemo iterirati,
S%:=idg, S":=S8o0So---0oSzaneN, S ":=(SH"zanecN,
—
n

te za svaku tocku x € X ima smisla gledati njenu orbitu (S™z),cz i duz nje evaluirati
razne funkcije. Tako npr. prosjeke

1 =

N

n=

—_

f(S"z)

zovemo ergodicka usrednjenja. Takvim sustavima se bavi ergodicka teorija, a u njoj se
cesto promatraju i neinvertibilna preslikavanja S, no mi ¢emo ostati kod nase manje
generalne definicije. Samo ¢emo napomenuti da postoje izvjesni trikovi (npr. tzv. trik
podizanja) kojima se, uz nesto topoloske strukture na X, neinvertibilni slu¢aj moze svesti
na gore navedenu situaciju.

Korolar 1.5. (Von Neumannov ergodicki teorem po normi) Ako je (X, X, pu, S) sustav
koji ¢uva mjeru i f € LP(X, X, p) za p € [1,00), tada niz funkcija (% 25:_01 fo S”)?Vozl
konvergira u LP(X, X, ), tj. po LP normi.

Dokaz. Oznacimo Ty f := % Zsz;Ol foS™. Slucaj p = 2 je direktna posljedica propozicije
Uzmimo H = L*(X, X, 1) i promotrimo linearni operator U: H — H definiran sa
Uf = foS, ¢jiinverz je dan sa U~ f = fo S~!. Cinjenica da je U izometrija slijedi iz
opcenitog teorema o integriranju po slici mjere p obzirom na izmjerivu transformaciju

S,
/gd(uosl) I/(goS)du, (1.12)

primijenjenog na g = |f|? i uz vaZeéu pretpostavku p o S~ = p. Dakle, U je unitarni
operator pa niz usrednjenja (T f)_, konvergira po L? normi.

Uzmimo sada opéeniti p € [1,00). Opet se iz nejednakosti trokuta i primjenom
odmah vidi da su operatori Ty; N € N uniformno ograniceni, tj. || Tn f|lr < || f]lre za
svaku f € I? i svaki N € N. Time su ispunjene pretpostavke (1) i (2) teorema|l.1|pa za
njegovu primjenu jos treba provjeriti uvjet (3). Zbog konac¢nosti mjere je L>(X, X, u)
gusti potprostor od LP(X, X, 1) pa preostaje dokazati da za svaku f € L vrijedi

(Ve>0)3K e N) VM, N > K)(|Tm f — T fllr < ). (1.13)
Po prethodnom dijelu dokaza veé¢ znamo

(Ve>0)3K e N)VM,N = K)(|Tmf — Tnfll2 <e).
Zato za p < 2 tvrdnja (|1.13)) naprosto slijedi iz

ITarf — T flle < [T f — T f |2
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1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

Ako je pak p > 2, tada imamo

| Tarf = T fllwe < | Tarf = T FIo2? | Tas f = T 11257
< @ fllus) 2P| Tacf — Tw I

sto opet povlaéi ((1.13)). O]

Iz propozicije|l.4{ pak dobivamo kvantitativnu ocjenu konvergencije ergodickih usred-
njenja po L2 normi:

M

sup Z

MeN 1
1<No<Ni<-<Nps 77

1 Njflfl

N;—1
n_i . n
N nZ:OfOS NjnZ:OfOS

< 100 fIIz-

2
1.2

Time je dan jos jedan dokaz korolara 1.5 u slucaju p = 2.

*
* *

Dokazivanje konvergencije po tockama je u pravilu teze i u tu svrhu navodimo drugi
opc¢eniti princip. Prije toga se joS prisjetimo slabih Lebesgueovih prostora i normi.
Neka je opet (X, X, 1) opéeniti prostor mjere i uzmimo p € (0, 00). Definiramo || -
formulom

p
leabi

= ( s o u({lfl > a})"”

a€(0,+00)

I/

LP

slabi

za svaku X-izmjerivu funkciju f: X — C. Osim toga, za p = oo dogovorno uzimamo
1 = || fllLe- Slabi Lebesgueov LP prostor je kompleksni vektorski prostor

L§1abi(X7 X?:u) = {[ﬂgs : Hf

Veli¢ina || - [|p ~ je kvazinorma (vidjeti zadatak (b)), a direktna posljedica tzv.
Markov-Cebisevljeve nejednakosti

P
leabi

v <+oot, p€ (0,00

/1%

oP

plf1>a}) <

, a€(0,+00), p € (0,00) (1.14)
je
I1f

Formalna slicnost izmedu uobicajene (jake) i slabe 1P kvazinorme je poznati identitet

L§1abi g ”fHLp i LP(X,X,H) g Lglabi(xaxaﬂ)'

I = (. o n((151> o)) ™ (1.15)

za p € (0,00), kojeg ¢emo Cesto koristiti, a ostavljen je kao zadatak .

V. Kovac 15 Harmonijska analiza



Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Za operator T' definiran na nekom Banachovom prostoru X, koji poprima vrijednosti
u skupu X-izmjerivih funkcija na X i koji zadovoljava ocjenu

<COfllx, ti- (Va>0) (M({|Tf| > a}) < CprH,]?()

oP

1T fllvs,,,
za neku konacénu konstantu C' > 0, neki eksponent p € (0,00) i sve f € X ¢esto
neformalno kazemo da je slabo ogranicen. Uobic¢ajena ograni¢enost sa X u LP svakako
povlaci slabu ogranicenost, a obrat opcenito ne vrijedi. Ako je bas X = LP(X, X, ),
tada slabu ograni¢enost sa L” u LY, . naprosto zovemo slaba L? ogranic¢enost.

Teorem 1.6. (Princip konvergencije gotovo svuda) Neka su X Banachov prostor,
(Y, Y, ) prostor mjere, p € (0,00) eksponent i S gusti podskup od X te neka su
Tn: X = LE (Y, YV, 1); n € N linearni operatori. Pretpostavimo sljedecée:

(1) Za svaki n € N postoji konstanta C, > 0 takva da za svaki f € X wvrijedi
1T f < Cull flix-

(2) Postoji konstanta C > 0 takva da za svaki g € S vrijedi

P
leabi

sup|Tugl| , < Cllgllx.
neN L

slabi
(3) Za svaki g € S za p-gotovo svakiy € Y postogi limes lim (T,,9)(y) € C.
n—oo
Tada za svaki f € X za p-gotovo svakiy € Y postogi limes lim (T, f)(y) € C.
n—oo

Uvjet (1) znadi individualnu slabu ogranicenost svakog of operatora T,, na cijeloj
domeni. Uvjet (2) znadi slabu ograni¢enost maksimalnog operatora

T.f = sup|T,f| (1.16)
neN

na gustom podskupu S. U primjenama su cesto uvjeti (1) i (3) ocigledni pa trud
treba usmjeriti prema dokazivanju maksimalne ocjene (2), a ¢injenica da radimo samo
s elementima gustog podskupa nam moze tehnicki olakSati rezoniranje. Naravno da
bismo u teoremu slabu ograni¢enost mogli zamijeniti uobic¢ajenom (jakom), ali time bi
rezultat postao nesto slabiji i manje primjenjiv.

Dokaz. Uzmimo f € X, e > 01 N € N. Postoji g € S takav da je ||f — g|lx < e.
Koristit ¢emo zadatak [1.4(b) kao nadomjestak za nejednakost trokuta za kvazinormu

P
leabi ’

V. Kovac 16 Harmonijska analiza

p
P

max |7, f|

1<n<N

P
slabi

<

p
T, T,(f -
. max [Tog| + max |Tu(f - g)l



1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

(L.18)
< 2°|| max |T, + 2P|l max |T,,(f — g)
Isn<N Slabi Isn<N Labi
< 9P P
h 2 1131555\[ ’T sla + 2 Zl slabi
N
(IBE)
< 2| max T, + 2N IS - 9l
Sl'lbl n=1
0.2 p P P p
< 2°C7lglli + 2PNP(CY + - + OIS — 9llx
< 2°CP (|| fllx +¢€)” +2PNP(CY + -+ - + C%)e?
Kako je € > 0 bio proizvoljan, zaklju¢ujemo
max <200 fllx,
1<n<N 1ab1
tj.
201 f|lx \»
< (220 A
a0 (g 1 > o)) < (LY,
a pustanjem N — oo potom dobivamo ocjenu
2C P
(o> 0) (W f > ap < (L)),
tj.
(Vf € X)(ITfllwr,,,, < 2C|fllx) (1.17)

za maksimalni operator ({1.16]).

Uzmimo f € X i proizvoljni § > 0. Oznacimo

Eyi={ye Y : lim sw |(T.f)() ~ (L)W > 5}

k=00 m n>k

Za neki € > 0 odaberimo g € S takav da je ||f — g||x < e. Iz

(T )W) = (TuH )W < T f — )W) + [(Tng)(y) — (Tng) ()] + [T0(g — £)(v)]
slijedi

sup (T f)(y) — (L)) < 2sup [T (f — 9) ()| + sup [(Tmg)(y) — (Tng)(y)].

m,n=k n=k m,n=k

Po pretpostavci (3) i g € S postoji F' € Y, u(F) = 0 takav da za svaki y € Y\ F' imamo

lim sup [(Trng)(y) — (Thg)(y)| =0

k—o0 mmn=>k
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

te posljedi¢no

lim sup [(Tof)(y) — (Tnf)(y)| < 2sup|Tu(f — 9)(v)|-

k=00 m n>k neN

Dakle, Es C{T.(f — g) > %} U F pa radi ocjene ([1.17)) vrijedi

oo < 1B — 9y, ED2Cr)f — gl _ 47CPe
HE)S = (5 2)p S T (62 o

Kako je £ > 0 bio proizvoljan, zakljucujemo p(FEs) = 0 za svaki § > 0. Zbog monotonosti
skupova Ej i o-subaditivnosti mjere u je M(U5>o E(;) = pJ(Ufil El/l) = (0. Konacno
primijetimo da za svaki y € Y\ (U5>0 E(;) vrijedi

lim sup (T f)(y) — (Tnf)(y)] = 0,

k—oo m7n>k
tj. postoji limes lim (7}, f)(y). O
n—oo

Napomenimo da smo usput dokazali kako su maksimalni operator T} i limes T, koji
je p-g.s. definiran sa Too f := lim T, f, slabo ograniceni operatori sa X u L?_ (Y, ), u).
n—oo

Zanimljivo je i ovog puta se zapitati vrijedi li obrat teorema ; tj. ako je (7},)5° niz
slabo ograni¢enih linearnih operatora sa X u LL ,. takav da za svaki f € X za pu-g.s. y €
Y postoji lim (7., f)(y), mora li nuzno maksimalni operator ((1.16]) biti slabo ogranicen?

n—oo

Nazalost, ta tvrdnja opcéenito nije tocna (vidjeti zadatak ; c¢ak ni uniformna jaka
ogranicenost niza sa X u I” ne moze pomo¢i. U jednom od kasnijih poglavlja ¢emo ipak
dokazati jedan rezultat tog tipa, koji govori da spomenuti obrat vrijedi u odredenim
zanimljivim situacijama.

Za familiju operatora indeksiranu neprekidnim parametrom, npr. (7),¢(0,400) 1 ako
nas zanima konvergencija kada r — 0% ili r — 400, oba teorema ostaju vrijediti uz
ocigledne modifikacije. Navedimo jednu takvu varijantu teorema [I.6]

Teorem 1.7. Neka su X Banachov prostor, (Y,), ) prostor mjere, p € (0, 00) ekspo-
nent i S gusti podskup od X te neka su T,: X — L2 (Y, Y, u); r € (0,4+00) linearni
operatori takvi da je za svaki f € X i za p-g.s. y € Y funkcija r — (T, f)(y) neprekidna.
Pretpostavimo sljedece:

(1) Za svaki r € (0,+00) postoji konstanta C, > 0 takva da za svaki f € X wvrijedi
1T, f < Crllfllx-

(2) Postoji konstanta C > 0 takva da za svaki g € S vrijedi

P
leabi

. < Clgllx-
slabi

sup |Tr.g]
r€(0,+00)
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1.2. Dwa opcenita principa konvergencije

(3) Za svaki g € S za p-g.s. y € Y postoji limes 1im+(TTg)(y) e C.
r—0

Tada za svaki f € X za p-g.s. y € Y postoji limes lirrh(TTf)(y) € C. (Analogna tvrdnja
r—0

vrijedi za limese kada r — +00.)

Neprekidnost od (7,.f)(y) po parametru r nam je korisna ve¢ radi same izmjerivosti
u definiciji maksimalnog operatora, jer se supremum efektivno uzima po prebrojivom
skupu:

(L) = sup [Tyl = sup  [(T.)y)l-

7€(0,+00) 7€(0,+00)NQ

Primjeri primjena teorema [1.6]1[1.7] su pet rezultata navedenih u prethodnom odjeljku,
ali da bismo mogli dovrsiti njihove dokaze, morat ¢emo u jednom od kasnijih poglavlja
nauciti dokazivati maksimalne ocjene.

Teoremi i su doradene verzije rezultata iz knjige [Kra99|, u kojoj ih autor
naziva “dva fundamentalna principa funkcionalne analize”. Neke varijante se mogu naci
u [EFol99).

Inspirirani propozicijom mogli bismo pozeljeti dati kvanitativniji opis konvergen-
cije gotovo svuda. Jedna moguénost je za neke o, p € [1,00) dokazati ocjenu

IITnf)izlIvell < Cllfllx

izasvaki f € X. U tom slucaju je

(T f)0))27 e < +00

za j-g.s. y € Y pa opet postoji limes lim (7}, f)(y).
n—oo

oo

za niz operatora (7,,)%

*
* *

Zadatak 1.2. Dokazite jednostavni posebni slucaj nejednakosti iz propozicije [1.4] uz
bolju konstantu:

oo
Z | Tys-1v — TZJ'U”Z < ol
=1

Uputa: Najprije dokazite da za linearni operator V: H — H norme |[|V||g_yg < 11 za
svaki u € H vrijedi

lu = 3(u+ Vu)llf < lull — 50w+ Va)|F.
Zadatak 1.3. Dokazite identitet (1.15) za p € (0,00) i za X-izmjerivu kompleksnu
funckiju f.
Uputa: Ako je prostor mjere o-konacan, zamijenite integrale po X i po (0,+o0). U

opcenitom slucaju koristite da je za f € LP(X, X, u) skup {f # 0} uvijek o-konacéne
mjere .
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Zadatak 1.4.
(a) Dokazite da za p € (0,1) i za funkcije f1, fo, ..., fx € L? vrijedi nejednakost

i

Ifi+ fot -+ fullee S NP (I fillee + 1 f2llee + - 4 | fvllee)

pa je posebno || - || kvazinorma. Osim toga, pokazite primjerom da je konstanta
na desnoj strani najbolja mogué¢a. Usput primijetimo da se konstante na desnoj
strani priblizavaju 1 kada p — 1.

(b) Dokazite da za p € (0,00) i za svake fi, fa,..., fn € L¥,,; vrijedi nejednakost
[t Fat ot Il < NP(IAI, 4 1A00 -+ Il ). (118)

Nadalje, pokazite da je || - ||z kvazinorma za svaki p € (0, o0).

Zadatak 1.5. Neka je K : R? x R? — C izmjeriva funkcija koja za neke konstante C' > 0
i v > 0 zadovoljava:

C
(1 + |z —y[)

K(z,y)dy =1 za svaki z € RY.
Rd

K (7, y)| < za svake x,y € R%,

Definirajmo linearne operatore (75.),¢(0,4+o) formulom
T = [ BKED @y e (0400,
R

Dokazite da za svaki p € [1,00) i za svaku f € LP(R?) vrijedi lim IT.f — fllw» = 0.
r—0

Zadatak 1.6. Dokazite da je formulom

(ﬂﬂ@%=/ fy)dy, neN

[z4+n—1,z4+n)

definiran uniformno ograniceni niz linearnih operatora na L!(R) takav da za svaku f €
LY(R) i za svaki z € R vrijedi lim (T,,f)(z) = 0. Nadalje pokazite da maksimalni
n—oo

operator T, definiran sa (1.16)) ipak nije slabo L' ogranicen.

Zadatak 1.7. Dokazite sljedece varijante teorema iz ovog odjeljka.

n=1

rator T: X — Y te ako uz (1) i (2) pretpostavimo

(a) Ako u teoremu uz operatore (7},)$°; imamo jos jedan ograniceni linearni ope-
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1.3. Hardy-Vinogradovljeva v Bachmann-Landauova notacija

(8°) Za svaki g € S vrijedi lim T,g =Tg.
n—o0

tada za svaki f € X mora biti lim T, f =T'f.
n— o0

Uputa: Ne morate ponavljati dokaz, ve¢ samo koristite argument jednakosti ogra-
nicenih linearnih operatora na gustom podskupu.

(b) Ako u teoremu |1.6{uz operatore (73,)2% ; imamo jos jedan slabo ograniceni linearni
operator T: X — L (Y, ), ) te ako uz (1) i (2) pretpostavimo

(3°) Za svaki g € S za p-g.s. y € Y wvrigedi lim (T,,9)(y) = (T'9)(y).
n— o0
tada za svaki f € X za p-gotovo svaki y € Y mora biti lim (7,,f)(y) = (T'f)(y).
n—oo

(¢) Dokazite teorem [1.7]

Uputa: Ovdje ipak imitirajte dokaz teorema (1.6, umjesto da ga pokusate direktno
iskoristiti. Time c¢ete izbjec¢i poteskoce s neprebrojivo mnogo skupova mjere nula.

1.3. Hardy-Vinogradovljeva i Bachmann-Landauova
notacija

Poznati matematicar Terence Taom je jednom prilikom ustvrdio kako je matematicka
analiza 20. stolje¢a naglo pocela ostvarivati veliki napredak djelimice zato sto je prestala
ako u njima ne spominjemo eksplicitne numericke vrijednosti. Tako se naprimjer do-
kaz tvrdnje u propoziciji moze nesto pojednostaviti ako konstantu 10 zamijenimo
neodredenom konstantom C', ¢ija tocna vrijednost ionako nije vazna. Najbolju mogucu
takvu konstantu C' ionako tesko mozemo nadi.

Za dvije funkcije f,g: X — C definirane na istom skupu X pisat ¢emo

ako postoji kona¢na konstanta C' > 0 takva da za svaki x € X vrijedi |f(x)| < Clg(z)|.
Ukoliko skup X nije jasan iz konteksta, onda ga posebno naglasavamo. Pretpostavimo
sada da jos imamo neku kolekciju P varijabli koje sve ovise o nezavisnoj varijabli x;
najcesce ih dozivljavamo kao svojevrsne “parametre”. Ako implicitna veli¢ina C' zapravo
nije konstanta, veé¢ ovisi o parametrima iz P i samo o njima, tada ¢emo to notacijski
naglasiti:

f(@) Spgl(e).

10Terence Chi-Shen Tao (1975), australsko-americki matematicar.
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata

Tako naprimjer za trojke pozitivnih brojeva (a, b, p) mozemo pisati
(a+ b S @@+,
jer vrijedi
(a+bP <a’ +b zape(0,1], (a+bP 2P (a? +b°) zape (1,00),

a ovisnost o p smo morali istaknuti jer najbolja moguca implicitna “konstanta” C, =
max{2P~! 1} neograniceno raste kada p — oo. Ukoliko za funkcije f i g istovremeno
vrijedi f(z) <p g(x) i g(x) <p f(z), tada pisemo

f(x) ~p g(x).
Zapravo za pozitivne brojeve a, b, p imamo 2(a + b)P? > a? + bP pa je Stovise
(@+b)P ~, a? + b

Postoje razni simboli koji se ponekad koriste umjesto <. Hardyﬂ je pisao =, a Vi-
nogradoﬂ je uveo <. Jos jedna alternativa koja se cesto nalazi u knjigama je naprosto
pisati C' kao genericku oznaku za konstantu koja se moze mijenjati iz retka u redak, ali
tada je teze istaknuti kada doista marimo za neku odredenu konstantu. Umjesto znaka
~ U1 mnogim granama matematike se koristi =, a valja biti i oprezan jer ~ ponekad
ima drukcije znacenje. Odluéili smo se za kombinaciju < i ~ jer se ona ¢esto koristi u
novijoj literaturi iz harmonijske analize.

Svojstva relacije < su krajnje ocigledna, a navodimo ih radi potpunosti.

~ g(x

e Ako je g(x) # 0 za sve z € X, tada vrijedi: f(z) < g(z) < sup |Lm§’ < ~00.
zeX

o f(z)<;1 & f je omedena.

o filx) S gx), fo(2) S 9(@), 1,00 € C = o fix) + azfa(e) S g().
o fi(z) S 91(2), fo(2) S g2(2) = fi(@)fal2) S g1(2)g2(2).

o f(z) S9(x), g9(z) S hx) = f(z) S h(z).

e Ako je f(y) < g(y), tada vrijedi f(h(z)) < g(h(x)) kad god kompozicija ima
smisla.

" Godfrey Harold Hardy (1877-1947), engleski matematicar.
2Tyvan Matvejevi¢ Vinogradov (1891-1983), ruski matematicar.
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Drugi tip notacije koju koristimo je lokalan, tj. on govori o dominaciji na nekoj
okolini (konacne ili beskonaé¢ne) tocke. Za funkcije f,g: X — C na nekom topoloskom
prostoru X i za tocku c € X pisemo

f(x) = O(g(x)), © = ¢

ako postoje C' > 01 okolina U tocke ¢ tako da za svaki x € U\{c} vrijedi | f(z)| < Clg(z)|.
Ako zelimo naglasiti da implicitna velicina C ovisi o nekom skupu parametara P, tada
taj skup parametara navodimo u donjem indeksu:

f(x) = Op(g(z)), = —c.

Ponekad se tocka ¢ podrazumijeva pa izostavljamo dodatak “x — ¢”, ali trudit ¢emo se
biti precizni. Oznaku “O” prvi je predlozio P. Bachmannm a k. Landauﬂ je jos uveo i
simbol “0”, kojeg ne¢emo koristiti.

Kod koristenja ove notacije cesto dozvoljavamo sljede¢u nepreciznost u svrhu ele-
gantnijeg zapisa. U izrazima pisemo samo O(g(z)) na mjestu neke (mozda nepoznate)
funkcije f(z) koja zadovoljava f(z) = O(g(x)). Tako naprimjer pisemo:

e f(z) =e€"(3z+2+ 0(2)), z = 400 sa znacenjem f(z) = e*(3z + 2+ g()),
g(x) = 0(%), z — +oo.

e O(2") 4+ O(n!) + O(n™) = O(n™), n — oo sa znacenjem: ako je f(n) = O(2"),
g(n) = O(n!), h(n) = O(n"), n — oo, tada vrijedi f(n)+ g(n) + h(n) = O(n"),
n — oo.

Svojstva simbola O su takoder evidentna.

e Ako postoji okolina U od ¢ takva da je g(x) # 0 za sve x € U\{c}, tada vrijedi:
f(z) =0(g9(x)), z = ¢ < limsup |%‘ < ~4o00.

Tr—cC

o f(z)=04(1),2 — ¢ < f je omedena na nekoj okolini od c.

o filz) = O(g(x)), falx) = O(g(x)), 1,00 € C = a1 fi(x) + azfo(z) = O(g(x)).
o filx) = O0(g1(2)), fa(z) = O(g2(x)) = fi(x)fa(x) = O(g1(7)ga(x)).

o f(z)=0(y(x)), g(x) = O(h(x)) = f(x) = O(h(x)).

o feCH((c—bctd),neNy = fl@) =3 @ f 4 0s((x — o)),
k=0
xr — C.

13Paul Gustav Heinrich Bachmann (1837-1920), njemacki matematicar.
MEdmund Georg Hermann Landau (1877-1938), njemacki matematicar.
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e Ako je f(y) = O(g9(y)), y — d, zatim lim h(z) = d te jos postoji okolina U od ¢
xr—C

takva da je h(z) # d zasve x € U\{c}, tada vrijedi f(h(x)) = O(g(h(x))), x — c.
(Kao da smo supstituirali y = h(z).)

Zanimljivo je da nam lokalne ocjene uz odredena kvalitativna svojstva mogu dati
kvantitativne ocjene na cijeloj domeni. Dajmo dva jednostavna primjera.

Primjer 1.8. Ako je f: (1,4+00) — R neprekidna funkcija takva da vrijedi

fla) =0

x—l)’ =17 i flx)=0(1), T — +oo,

pokazimo da vrijedi f(z) < -%5 za svaki z € (1, 400).

Dokaz. Po definiciji simbola “O” postoje 1 < a < g1 C,Cy > 0 takvi da vrijedi

|f(2)] <

C :
" 11 zax € (L,a) i |f(x)] <Cyzaxe (B,+00).
Na segmentu [a, 3] je funkcija f neprekidna pa je i ogranicena, tj. postoji konstanta
C3 > 0 takva da je |f(z)] < C5 za © € [a,f]. Primijetimo kona¢no da za svaki

z € (1,+00) zbog —%= > -1 i %= > 1 imamo

X

|f(z)] < max{C}1, Cy, Cs}

r—1

Primjer 1.9. Dokazimo da za svaki n € N\ {1} vrijedi

zn: 1 < n
/knk ~ Vinn

Dokaz. Najprije ocijenimo gornju sumu odozgo integralom

Supstitucijom ¢t = /&L, tj. x = e dobivamo

\/@ethtdt Vi Inn
I(n) = —:2\/5/ e dt =2 erﬁ( —)
() / T 0 werfi( 1/

pri ¢emu je
2 S
erfi(z) := —/ e dt
VT Jo

V. Kovac 24 Harmonijska analiza



1.3. Hardy-Vinogradovljeva v Bachmann-Landauova notacija

tzv. imaginarna funkcija greske. Koriste¢i poznatu asimptotiku

1 1 1 1
e
dobivamo
n
I(n) = — )
(n) O( 1nn),n—)oo
Posebno je

Zm (&)””’

pa tvrdnja slijedi za dovoljno velike n, dok je za prvih konatno mnogo vrijednosti od n
trivijalna. O]

Zadatak 1.8. Neka je (X, X, u) prostor mjere. Dokazite da za svaki p € (0,00) i za
svaku X-izmjerivu kompleksnu funkciju f vrijedi

T ~p D 27%u({If] > 2°3).

kEZ

Napomena: Ovdje X, X, i1, f smatramo “varijablama” pa implicitne konstante ne ovise
o njima, ve¢ samo o eksponentu p.

Zadatak 1.9. Lako je vidjeti da za svaki z € R jednadzba t+Int = x ima jedinstveno
rjesenje t = f(x) > 0. Dokazite:
Inx

f(x)—m—lnx+7+0( ), r — 400.

Zadatak 1.10. Koristeéi literaturu za fiksirani parametar § > 1 izracunajte prva tri

+00 d
¢lana asimpotskog razvoja funkcije I3(R) := / M jada R — +00.
r (xlnz)s

Uputa: Pronadite asimptotski razvoj tzv. nepotpune gamma funkcije

L oo s—1 _—t
[(s,z):= e dt

kada z — +o0.
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Zadatak 1.11. Neka je || - || opéenita kvazinorma na nekom kompleksnom vektorskom
prostoru X, tj.

1f1=0, [fl=0sf=0, lafll=I[allfll, If+gll S+ Ngll
zasve f,ge XiaeC.

(a) Ako sue > 0, N € Ni fi, fo,...,fv € X takvi da vrijedi ||f,| < e " za
n=1,2,...,N, dokazite | 32", fu| <. 1.

(b) Pokazite da postoji dovoljno veliki broj A € (0,4o00) takav da ako su N € N
i fi, fo,..., fv € X takvi da vrijedi ||f,]| S n 4 zan = 1,2,..., N, tada je

N
12 0= full Sa L.

Napomena: Poanta gornjih ocjena je da ne ovise o broju vektora N. Implicitnu kons-
tantu u definiciji kvazinorme smatramo apsolutnom, tj. o njoj smiju ovisiti broj A i
implicitne konstante u (a) i (b).

Zadatak 1.12. Dokazite sljede¢u nejednakost Steind™| i Weissd™} Za N € N\ {1} i

funkcije f1, f2,. .., fn € Ll na nekom prostoru mjere vrijedi
o+ fot ot fvlley,, S N (1 filley, + el 4+ [ xll,,)-

Osim toga, pokazite primjerom da se faktor In N ne smije izostaviti.

Napomena: Implicitna konstanta je univerzalna, tj. ne ovisi niti o prostoru mjere niti
o funkcijama. Ova nejednakost pokazuje da kvazinorma || - [|1 — samo “logaritamski
odstupa” od norme, §to mozemo usporediti s “potencijskim odstupanjem” N'/?~! kva-
zinorme || - ||r» za p < 1; vidjeti zadatak [1.4]

Uputa: Odgovarajuéom normalizacijom svedite nejednakost na ocjenu od p({|f1 + fo +
-+ fy| > 1}). Potom svedite na slucaj kada za svaki j vrijedi 55 < |f;] < 1. Za takve
funkcije f; je jaka L' norma najvise O(In V) puta ve¢a od slabe L! kvazinorme.

Zadatak 1.13. Posebni slucaj tzv. Orliczovem norme na prostoru mjere (X, X, pu) je
| - |lor definirana sa

I fller == inf{a € (0, +00) : / (e|f|/a —1)dp < 1}7

X

pri ¢emu smatramo inf ) = +oo. Pripadni funkcijski prostor je

eM(X, X, ) = {f: X = C: fje X-izmjeriva, ||f] < +oo}.

15Elias Menachem Stein (1931-2018), ameri¢ki matematic¢ar belgijskog porijekla.
16Guido Leopold Weiss (1928), americki matematicar talijanskog porijekla.
"Wiadystaw Roman Orlicz (1903-1990), poljski matematicar.
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(a) Provijerite da je || - ||.. doista norma na e®(X, X, ).

Napomena: Opet identificiramo funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0.

(b) Dokazite da za vjerojatnosni prostor (X, X, u) i X-izmjerivu kompleksnu funkciju
f vrijedi
[ fllee ~ sup (p~ " fllr)

p€E(1,00)
te da imamo
fee" & |fll =O0(p), p— oco.

Uputa: Razvijte eksponencijalnu funkciju u Taylorovﬁ red i pomocu Stirlingovﬂ
formule ocijenite faktorijele.

18Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar. Jo$ ranije ga je otkrio James Gregory (1638
1675), skotski matematicar i astronom.
19 James Stirling (1692-1770), skotski matematicar.
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Poglavlje 1. Kwvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata
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Poglavlje 2

Multilinearna interpolacija L”
prostora

Interpolacija je vrlo korisna tehnika koja omogucava da iz ocjena u svojevrsnim “rubnim”
slucajevima zaklju¢imo kako odgovarajuce ocjene vrijede i u ¢itavom rasponu funkcij-
skih prostora. Ovdje ¢emo se baviti iskljucivo interpolacijom Lebesgueovih LP pros-
tora. (Opéenitiji koncept interpolacije, ali samo u linearnom ili sublinearnom slucaju,
c¢itatelj moze naéi u knjizi [BL76].) Dvije su metode interpolacije: realna i komplek-
sna. Mi ¢emo dati malu prednost prvoj od njih; formulirat ¢emo je elegantnije i
opcenitije nego je predstavljena u vecini klasi¢ne literature, uvelike inspirirani pristu-
pom iz [Thi06] i [Tac07]. Pokusat ¢emo realnu interpolaciju docarati kao jednostavnu
posljedicu opcenitog nacela: “dekomponiraj, ocijeni, pozbroji”. Kod kompleksne inter-
polacije ¢emo pokazati prakticnost multilinearnog pristupa. Usporedo s glavnom linijom
razmatranja u ovom poglavlju, pokazat ¢emo i neke trikove za baratanje funkcijama iz
prostora L” i L., koje ée citatelj potom modci iskusati na zadacima i koji bi
inace bili prilicno teski.

2.1. Dualnost

Neka je (X, X, 1) zasad sasvim proizvoljni prostor mjere, koji se podrazumijeva u dalj-
njem tekstu. Radi potpunosti najprije navodimo osnovne nejednakosti za L” norme.

Lema 2.1.

(a) (Holderova nejednakost) Ako su p,q,r € (0, +0o0] eksponenti takvi da je % = %—i— é,
tada da svake izmjerive kompleksne funkcije f i g vrijedi

1fgllr < I fleellgllee-

(b) (Log-konveksnost LP normi) Ako su p,q,r € (0,+00] eksponenti takvi da je

O<p<r<qg<ooiako jef € (0,1) odreden sa%: %f—i-g, tada za svaku
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Poglavlje 2. Multilinearna interpolacija LP prostora

wzmjerivu kompleksnu funkciju f vrijeds

1Al < I 1

(c¢) (Nejednakost Minkowskog) Za p € [1,00] i za svake izmjerive kompleksne funkcije
f 1 g vrigedi
1+ gllee < [[fllee + [lgllee-

Dokaz. Dat ¢emo vrlo kratke (i ponesto nestandardne) dokaze ovih tvrdnji. Pretposta-
vimo da su u svakoj od njih spomenuti eksponenti konac¢ni, jer su u protivnom dokazi
jos jednostavniji.

(a) Mozemo pretpostaviti 0 < || f||wr, ||gllLa < 400, jer je inace tvrdnja trivijalna,
a zbog homogenosti trazene nejednakosti zasebno u f i g c¢ak smijemo normalizirati
[l = llgllte = 1. Oznacimo ¢ = 7, tako da je 1 — o) = £. Nejednakost

a7 < (1 —9)a+9b; a,be [0, +00) (2.1)
ocigledno slijedi logaritmiranjem i koristenjem konkavnosti logaritamske funkcije. Uvr-
stavanje a = |f(x)|P, b = |g(x)|? i integriranje po mjeri p u varijabli z daju trazenu
nejednakost.

(b) Naprosto primijenimo dio (a) na funkcije |f|*~?, |f|? i eksponente 25, 4, r:

| fllLr < H|f|179”Lp/(1—9)H|f|0HLCI/9'

(c) Opet smijemo pretpostaviti 0 < || f||L», |g]|Lr < 4+00. Ovog puta ¢emo koristenjem
istovremene homogenosti u f i g normalizirati || f||L» + ||g||Lr = 1 te oznaciti ¥ = ||g||Le,
tako da je 1 — ¢ = || f||L». Nejednakost

(1 =)a+0b)" < (1—13)a? + 90" a,be [0,+00)

je posljedica konveksnosti opée potencije s eksponentom p > 1. Uvrstavanjem a = |||};(”ch)11 ,
= ‘l‘ggﬁﬂ i integriranjem po p dobivamo trazenu tvrdnju. O]

U literaturi se nejednakost Minkowskog najces¢e dokazuje pomocu Holderove nejed-
nakosti. Instruktivno je pokusati dokazati dio (b) prethodne leme dvostrukim derivi-
ranjem funkcije ¢ — In || f||.1/¢ 1 uociti koje komplikacije se pojavljuju. Ocjena se
ponekad naziva i tezinska (ponderirana) geometrijsko-aritmeticka nejednakost.

U posebnim slucajevima prostora mjere imamo jos jednostavnije, takoder cesto
koristene ocjene.

Lema 2.2.

(a) Ako je mjera p vjerojatnosna (tj. w(X) = 1), tada za eksponente p,q takve da je
0 <p <q < oo vrijedi || fllLoxam < | fllLac -
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(b) Ako je p mjera prebrajanja na nekom skupu X, tada za eksponente p,q takve da
je 0 < p < q < oo vrigedi || fllowx) = || flleax)-

Dokaz. Opet mozemo pretpostaviti ¢ < oo, jer je slucaj ¢ = oo trivijalan.
(a) Iz leme (a) primijenjene na funkcije f i 1x te eksponente ¢, %, p imamo

[ llee = 1 Txllee < 1 el xllpora—s = 1 fllLa-

(b) Zbog homogenosti smijemo normalizirati ||f|lez = 1, a ocigledna posljedica je
|f(z)] <1 zasvaki z € X. Kako za ¥ € [0, 1] vrijedi 99 < 9P, mozemo ocijeniti

71 = 21 @I < 31 @P = 11l =1

reX zeX
pa doista imamo || ]|« < 1. O

Dogovorimo se da ¢emo za svaki ¢ € [1, 00| sa ¢’ oznacavati njemu konjugirani eks-

ponent, tj. jedinstveni ¢’ € [1,00] takav da je %%—& = 1. Pritom uzimamo é = 0.
Eksplicitno,
oo zag=1,
¢ =4 5 zal<g<oo,

1 zaq=oc.

Za prostor mjere (X, X, u) neka S(X, X, u) oznacava vektorski prostor svih p-g.s.
klasa jednostavnih X-izmjerivih kompleksnih funkcija na X koje iS¢ezavaju izvan skupa
kona¢ne mjere. Dakle, S(X, X, 1) se sastoji od funkcija oblika

M
f:ZOélI[Fl; MEN, Fl,...,FMEX, 041,...,041\/[6@. (22)
=1

Nadalje, M(X, X, u) ¢e nam oznacavati prostor svih p-g.s. klasa kompleksnih X-izmje-
rivih funkcija na X, a M*(X, X, p) familiju svih p-g.s. klasa X-izmjerivih funkcija na
X's vrijednostima u [0, +00].

Vektorski prostor S(X, X, i) ¢e nam u ovom poglavlju sluziti kao pogodni “testni
prostor” ili kao prirodna “polazna domena” raznih operatora, jer jos uvijek nemamo
na raspolaganju nikakvu diferencijabilnu ili makar topolosku strukturu; usporedite npr.
narednu lemu sa zadatkom [2.2] Pretpostavka da radimo s jednostavnim funkcijama je
samo kvalitativne naravi te nam pomaze kako bi svi argumenti koji slijede bili smisleni,
a sve operacije opravdane. Premda znamo da se svaka funkcija f € S(X, X, u) moze
zapisati u obliku , ne zelimo o brojevima M, ay,...,ay i skupovima Fi, ..., Fiy
pretpostavljati nista sto ne bi slijedilo iz ocjena veli¢ina || f||L». Samo tako é¢emo modi
uspjesno koristiti poznatu ¢injenicu da je S(X, X, ) gusti potprostor od LP(X;, X, ;)
za svaki p € [1, +00); vidjeti [Coh13] ili [Fol99).
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Poglavlje 2. Multilinearna interpolacija LP prostora

Ponekad moramo dodati blage tehnicke pretpostavke na mjeru s kojom radimo, koje
u praksi gotovo nikad ne predstavljaju problem. Prostor mjere (X, X, u) je o-konacan
kada postoji niz (F,)22; u X takav da je X = |J,—, F,, i u(F,) < 400 za svaki n € N.
Kazemo da je prostor mjere semikonacan ako za svaki E' € X mjere u(FE) = 400 postoji
skup F' € X takavdaje F C Ei0 < pu(F) < +oo.

Lema 2.3. (Obrat Hoélderove nejednakosti) Neka je (X, X, u) prostor semikonacne
mgere i uzmimo q € [1,00]. Pretpostavimo da X-izmjeriva funkcija g: X — C zado-
voljava:

o Za svaku f € S(X, X, u) je fg € LN(X, X, ).
o M :=sup{| [y fodu|: feSX X, p), |flle =1} < +oo.
Tada vrijedi g € LY(X, X, 1) @ ||g]|Le = M.

Dokaz. Najprije ¢emo konstruirati niz funkcija (sgny )72 ; sa C u C koje uniformno aprok-
simiraju kompleksnu funkciju signum (tj. funkciju predznaka), a jednostavne su i Bore-
love. Za svaki z € C\ {0} postoji jedinstveni ¥ € [0,1) takav da je z = |z|e*™. Tada

je sgnz = €™ a mi za svaki k € N definirajmo
sgn, 2 = 6271'1|_ki9j/k7
o - .. . , .. kY [
pri cemu |-] oznacava funkciju “najveée cijelo”. Dakle, % zapravo zaokruzuje v na

prvi manji ili jednaki broj iz skupa {0, %, ce %} Osim toga je sgn0 = 0 pa i mi

stavimo sgn, 0 = 0. Ocjenjujuéi duljinu tetive duljinom pripadnog luka, odmah se vidi

da za svaki z € C imamo 5
T
|sgn,z — sgn z| < =

Odavde pak kvadriranjem slijedi

1 272
Re(sgn,zsgnz) =1 — §|sgnkz —sgnzl*>1- k—z (2.3)
Razlikovat ¢emo dva slucaja. Neka je prvo ¢ < oo. Trebat ¢e nam zakljuciti da je
uopée skup {g # 0} o-konacan. Preciznije, tvrdimo da skup {|g| > 1} ima konacnu
mjeru za svaki n € N. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji n € N takav da je
1({lg| > 1}) = +oo. Definirajmo

= sup{,u(F) cFeX, FC{lg| >}, wF)< —I—oo}.
Zelimo pokazati da je o = +00 pa pretpostavimo o < +oo. Tada postoji niz ()2,
X-izmjerivih podskupova od {]g] > %} koji imaju konacnu mjeru i zadovoljavaju

limg oo (Fy) = a. Stavimo F := ;o Fy. Tada je Fyy € X, Fiy C {]g] > %}
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2.1. Dualnost

i zbog monotonosti mjere vrijedi u(Fy) > a. S druge strane, kako se konacne unije
UkK:1 F}, nalaze u gornjoj familiji, imamo

=

= s(()5) <o
k

———

I
—

N
Q

pa zakljucujemo da mora biti u(F,) = a < +o0. Sada imamo

p({lgl > 53\ Fo) = +00

pa zbog semikonacnosti mjere p postoji G € X takav da je G C {|g| > L1} \ F i
0 < pu(G) < 400. Tada je Fr UG izmjerivi podskup od {|g| > 1} takav da je

a< pu(FuUG) =a+ u(G) < o0,

Sto je u kontradikeiji s definicijom od a. Timo smo pokazali o = +00 pa zapravo postoji
niz (F)72, podskupova od {|g| > 1} koji imaju pozitivnu i konaénu mjeru i za koje
vrijedi limg_, o p(Fy) = +00. Promotrimo funkcije

hy = u(Fy,) Y7 5gi 09 Lp,.

Za njih odmah vidimo ||hg|| s =1 te

" 71'2 _ ’ _ /
Re(hyg) = (1— %>M(Fk) Y9\ g|Lp, 2 2 p(F) 71,

pa zbog pretpostavke iz iskaza leme imamo

1
M > ’/hkgdu‘ > Re/hkgdu _ / Re(heg)du = = u(Fy)e.
X X X n

Pustanjem k — oo dobivamo kontradikciju s M < +oo, iz koje potom zaklju¢ujemo
u({lal > 1) <+

Postoji niz (p,)22; X-izmjerivih jednostavnih funkcija sa X u C koji po tockama
konvergira prema ¢ i takav je da za svaki n € N vrijedi |p,| < |g|. Nadalje stavimo
Gn = ©nl{g>1/n}, tako da je po prethodno dokazanom (g,);e; niz u S(X, X, ;1) s istim
svojstvima. Kona¢no definirajmo

I

lgnllfs"

fn: ES(X,X,ILL)

za sve n € N dovoljno velike da je nazivnik strogo pozitivan, pri ¢emu izraz 0° (koji se
moze pojaviti u brojniku kod g = 1) shva¢amo kao 0. Primijetimo

Vallow =1, [ fugalls = / Fuguldit = lgnllie
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Poglavlje 2. Multilinearna interpolacija LP prostora

S 23) o2
Re(fng) = WRe(sgnn 0gsgnog) = <1 — ?)|fng|,

/XRe(fng)d (1 - QL) [ fngller-

Prema Fatouovoj| lemi konaéno imamo:

odakle je

1/q 1/q
</ |g|qdu> < (liminf/ |gn|qdu) = liminf |l gnllLe = iminf || f, g, |0
X n—oo  Jx n— n—00

272
hmlnf | frgll = hmlnf <1 — —> Il frgllLr
< liminf/ Re(fng)dp < liminf ‘ / fngd,u‘ <M

Zato je g € L7 1 ||g|lLe < M. Obratna nejednakost je direktna posljedica leme (a).

Dokazimo sada slucaj ¢ = oco. Za fiksirani ¢ > 0 oznac¢imo A, := {|g| > M + €}.
Zelimo dokazati p(A.) = 0 pa pretpostavimo pu(A.) > 0. Postoji B € X, B C A, takav
da je 0 < pu(B) < +o00. Naime, to slijedi iz semikona¢nosti mjere p ako je u(A.) = +oo,
a oCigledno je ako je pu(A.) < +oo. Definirajmo

sgn,oglp
for= B98¢ S(x Xy
1(B) ( )
za svaki n € N. Ocigledno je || f,,||Lr =1 te
[) T p— 2m%\ lg|1s
Re(f.g) = Re(sgn,, 6 g sgnog) > (1 — —)
nd) = () 12U uE)

pa imamo

/fngdu‘ /Re fag)dp (1 2;; (13)/3‘9‘61“2 (1—27%>(M+6)-

Prelaskom na limes kada n — oo dobivamo kontradikciju i zakljucujemo p(A.) = 0.
Dakle, g € L™ i ||g||L~ < M + € pa pustanjem ¢ — 0 slijedi jedna nejednakost, dok je
druga opet trivijalna posljedica leme (a). O]

Pripomenimo da lema ostaje vrijediti (uz cak nesto jednostavniji dokaz) i za
funkciju g: X — [0, 400], pri ¢emu izraz | [ fgdpu| treba zamijeniti sa [ |f]gdu. Ova
varijanta nam moze koristiti dok jos uopée ne znamo da je kompleksna funkcija g do-
bro definirana i kona¢na u gotovo svakoj tocki. Osim toga primijetimo da se dokaz
pojednostavljuje ako je prostor mjere o-konacan, Sto je obi¢no slucaj.

!Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929), francuski matematicar i astronom.
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2.1. Dualnost

Lema [2.3] je korisna jer nam pomaze da “dualiziramo” ocjene. Neka su Xi,..., X,
kompleksni normirani prostori, (X, X, u) prostor semikonacéne mjere i ¢ € [1, 00]. Pret-
postavimo da za dani operator T: X; X --- x X, = M(X, X, u) zelimo dokazati ocjenu

1T(frs - fadllee S Al - Nl fallx, (2.4)
za svake f1 € X1,..., fn € X,,. Zahvaljujuéi lemi 2.3 dovoljno je provjeriti da je forma

A S(X,X,,u) XX1 X oo XXn—>(C, A(f(),fl,...7fn) :/XfoT(fl,7fn)d,u

dobro definirana (u smislu da je podintegralna funkcija uvijek apsolutno integrabilna) i
da zadovoljava ocjenu

[ACfo, fuo - Sl S ol (12l - Il fallx,

Za operator T koji zadovoljava nejednakost kazemo da je ogranicen, a najmanju
konstantu koja moze stajati na desnoj strani te nejednakosti zovemo operatorska norma
od T i oznacavamo ||T'|| x, x...x x, —Le- Analogno se definira norma forme te u prethodnom
slucaju ¢ak imamo

HA”L‘?/XX1><~--><X»,1—>(C = HTHX1><---><Xn%Lq'
Ukoliko je T joS i multilinearan (tj. linearan u svakoj od n koordinata), tada je T
neprekidan, pri ¢emu na X; X --- x X,, pretpostavljamo produkt topologija generi-
ranih pripadnim normama. Ukoliko dodatno pretpostavimo da su dani eksponenti
P1:,D2s -, Pn € [1,00) 1 neki prostori mjera (X;, X;, p1;); 7 = 1,2,...,n te da je upravo
X; = (S(X;, X, 1), || - [|Les ), tada po argumentu gustoce T' ima jedinstveno ogranic¢eno
multilinearno prosirenje

" n

T: [ (X5, 2, 1) = LUK X, p),

j=1

koje ¢ak ima istu operatorsku normu, tj.

HT”memLPn—mq = 171l x1¢-x 010

Slicna napomena vrijedi i za formu A.

Za kraj ovog odjeljka spomenimo da nam multilinearna forma moze biti i polazni
objekt te generirati multilinearni operator. Radi jednostavnosti formuliramo samo bili-
nearni slucaj.

Lema 2.4. Neka su X kompleksni normirani prostor i (X, X, u) prostor mjere. Pretpos-
tavimo da je p € (1,00) i p bilo kakva mjera ili da je p = 1 i mjera pp o-konaéna. Za svaku
ogranicenu bilinearnu formu A: X x ILP(X, X, u) — C postoji jedinstveni ograniceni li-
nearni operator T: X — LP (X, X, p) takav da je

/X(Tf)gdu = A(f,9) (2.5)

za svake f € X i g € LP(X, X, p). Stovise, tada je |A|xxrr—c = [|T| xp0-
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Dokaz. Poznata je ¢injenica (vidjeti [Cohl3]) da uz uvjete leme vrijedi
LP(X, X, pu)* =2 L7 (X, X, ), (2.6)

tj. preciznije, da je svaki ograniceni linearni funkcional na LP oblika g +— fx ghdp za
jedinstvenu h € L”. Iz spomenute jedinstvenosti odmah slijedi i da postoji najvise
jedan operator T kao u iskazu leme.

Dokazimo sada egzistenciju trazenog operatora 1. Za svaki f € X je L? — C,
g — A(f, g) neprekidni linearni funkcional pa zbog postoji jedinstvena funkcija iz
L? | oznacimo je sa Tf, takva da vrijedi (2.5) za svaku g € LP. Na taj nacin je definiran
operator T': X — L¥ koji ve¢ zadovoljava trazenu jednakost. On je linearan jer za svaku
g € LP vrijedi

/XT(alfl + Oézfg)gd,u = A(alfl + a2f27g>

— A (fr.9) + a2A(farg) = /X (iTfy + asT f)gdu

pa opet mozemo primijeniti jedinstvenost iz prikaza ([2.6)). Kako imamo

| [ @Pdu] = 1829 < ALt gl

iz leme 2.3] slijedi da je T ogranicen i |T||x_,;1» < ||Allxx1r—c. Obratna nejednakost je
opet ocigledna po lemi [2.1] O

Jedna primjena posljednje leme je da se krene od ograni¢enog linearnog operatora
T:12(Y, Y, v) > LUX, X, 1), p,q€(1,00),

prijede na ogranicenu bilinearnu formu
A LP(Y, Y,v) x LY(X, X, 1) = €, A(f,g) = /(Tf)gdu
X

pa lema primijenjena na (g, f) — A(f,g) generira jedinstveni ograniCeni linearni
operator

T LY (X, X, 1) = LP (Y, V,v)
takav da je

/Y F)(T9)(w)dv(y) = Alf,g) = / (Tf)(@)g()du(z).

Takav operator T7 zove se dualni ili transponirani ili adjungirani operator od T i iz
svega navedenog se odmah vidi da 71 77 imaju iste operatorske norme. U slucaju
p = q = 2 on nije ba§ jednak hermitski adjungiranom operatoru obzirom na standardne
L2 skalarne produkte, veé je hermitski adjungirani operator od T zapravo g +— 17g.

Analogna konstrukcija je moguéa i za ogranic¢eni multilinearni operator, uz napomenu
da tada n-linearni operator ima n adjungiranih operatora.
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2.2. Realna metoda interpolacije

*
* *

Zadatak 2.1. Neka su (X, X, ) i (Y, ), v) o-konac¢ni prostori mjera. Za funkciju f €
M(X XY, X x Y, uxv)ieksponente p,q € [1,00] ima smisla promatrati tzv. mjesovite
Lebesgueove norme:

1 G )llzgy = [ (2 ) g |
1 @ ) legazy = 1S (9l

Ly

Ovdje u indeksima oznacavamo po kojoj varijabli se uzima uobic¢ajena LP norma. Te
dvije mjesovite norme opcenito ne moraju biti jednake pa moramo pripaziti kako ¢itamo
oznake i kojim redoslijedom racunamo. Pokazite da ipak vrijedi sljedece.

(a) Ako je p =g, tada je || f(z,y)|lLzwsy = |/ (2, y)l|lLswe)-
(b) Ako je p < g, tada je | f(z,y)llzwg) = [/ (@) Ly

(¢) Akoje p > g, tada je || f(, 9)llzay < £ 9)lgae.

Zadatak 2.2. Dokazite glatku varijantu obrata Holderove nejednakosti: Neka je U
otvoreni podskup od R? te neka je ¢ € [1,00]. Pretpostavimo da je g: U — C Borel-
izmjeriva funkcija koja zadovoljava:

e Zasvaku f € C2(U) je fg € LYU).
o M :=sup{| [, f(x)g(x)dz|: f € CZU), Iflle =1} < +oo.
Tada vrijedi g € LY(U) i ||g||Le = M.

2.2. Realna metoda interpolacije

Neka su (X;, Xj, 1j); 7 =0,1,...,n prostori mjera. Reéi ¢emo da je

A: TTSC, &, 1) = [0,+00] ili C

J=0

multisublinearna forma ako vrijedi

|A(f07"'7fj—17afj7fj+17"'afn)| = |04||A(f07-'-7fj—17fjafj+17"'7fn)|

|A(f07"'7fj—17g+h7fj+17”-7fn)|
<IA(fo, -0 fi=1, 95 fies - Sl HIA(fo, - fimn b i - 1)
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za svaki j € {0,1,...,n}, svaki a € [0, +0o0] ili C i svake jednostavne funkcije fi1, ..., fu,
g, h koncentrirane na skupovima kona¢nih mjera. Primjer bisublinearne forme koja nije
bilinearna se dobije dualizacijom Hardy—Littlewoodoveﬂ maksimalne funkcije u kojoj ¢e
biti rije¢ u poglavlju [6}

Megy= [ s [ [ s e 2.7

R €€(0,+00) | 4€ (x—e,x+e)
U daljnjem promatramo iskljuc¢ivo eksponente po,p1,...,pn € [1,00]. Multisubli-
nearna forma A je jakog tipa P = (pio, pil, . .,i) ako za svaki izbor funkcija f; €

S(X;, X, p1); 7 =0,1,...,n vrijedi ocjena
IAfos froe oo o)l Spoprropn H”fJHLJ Xpp15)- (2.8)

Multisublinearna forma A je restringiranog tipa P = (pio, p%’ ce p—) ako za svaki izbor

skupova E; € X; takvih da je p;(E;) < +o00; j =0,1,...,n vrijedi ocjena

|A<1E07 lg,.. ILEn)| ~SP0,P1 5+ +Pn H :uj " (29)

7=0

Pritom podrazumijevamo é = 0 i dogovorno uzimamo

) - 1 ako je pi(E;) >0,
1 0 akoje pu;(E;) =0.

Premda se u ovim definicijama pojavljuje samo jedna (n + 1)-torka eksponenata,
zelimo notacijski naglasiti da sve buduce implicitne konstante smiju ovisiti o eksponen-
tima. Ocigledno je svojstvo (2.9) slabije od svojstva (2.8), naprosto jer je ||1g, || =
wi(E;) /P Naravno da obrat ne Vrljedl (pogledajte zadatak , ali vazno je upozoriti
na sljedeé¢u mogucu gresku u rasudivanju. Raspisujuci svaku od jednostavnih funkcija
fo, fi,- - -, fn kao linearnu kombinaciju karakteristicnih funkcija izmjerivih skupova mo-
gli bismo pomisliti kako nejednakost slijedi iz nekoliko primjena nejednakosti ,
ali to nije toéno! Kod spomenutog raspisa ne bismo imali nikakvu kontrolu broja ka-
rakteristicnih funkcija koje se pojavljuju niti veli¢ina koeficijenata koji uz njih dolaze.
Glavni rezultat ovog odjeljka ¢e rec¢i kako nekad ipak mozemo iz nekoliko ocjena
zakljuciti jake ocjene u ¢itavom rasponu Lebesgueovih prostora.

Iz zadatka se vidi da ne bi imalo smisla promatrati multisublinearne forme koje
su restringiranog tipa P ako bi za neki j vrijedilo 0 < p; < 1. Zanimljivo je pripomenuti
da je ipak moguce i korisno modificirati definiciju restringirane omedenosti ¢ak i kada

2John Edensor Littlewood (1885-1977), engleski matematicar.
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2.2. Realna metoda interpolacije

za neki eksponent vrijedi p; < 0, vidjeti [GT03] ili [Thi06], ali mi ¢emo ostati samo kod
eksponenata p; > 1.
Odlucili smo raspon ocjena ([2.8)) ili (2.9)) za formu A opisivati (n + 1)-torkama

= (s oo p0) € 10,17

po’ pi°
pa ponekad naprosto kazemo da je A jakog ili restringiranog tipa u tocki P. Da je

promatrati recipro¢ne vrijednosti eksponenata bio dobar izbor pokazuje veé sljedeca
vrlo jednostavna opservacija.

Lema 2.5. Skup tocaka v kojima je multisublinearna forma A restringiranog tipa je
uvijek konveksan.

Dokaz. Pretpostavimo da je A restringiranog tipa

1 1 1 1 1 1
o= (L1 Dyipo (Ll L
o 41 An To T1 Tn

te neka je (n 4 1)-torka eksponenata (pg,p1, ..., p,) definirana pomoéu
11 1y 101 1 11 1
(10_0710_1"p_n)_<1_‘9)<q_o’q_1"q_n>+9(E7H77E)

za neki § € (0,1). Uzmimo skupove E; € X}; j = 0,1,...,n kona¢nih mjera. Za svaki
J imamo
N 1

uy(E))75 = (“j(Ej)Qj>19<Mj(Ej):j)0

pa mnozenje daje

n

i 1 1N\1-0 , 2 1\0
[TusE)» = (TTmtEns)  (TTmEn™)
§=0 =0 j=0
2Q7R,9 ’A(]lEO? ]1E17 SRR :[I‘En)|179|A(j”‘EO7 ]1E17 BRI ]lEn)’9
= |A(1gy, 1Ry, ..., 1g,)|. O

Sljedeca lema govori o dekompozicijama funkcija i bit ¢e prvi korak prema jakim
ocjenama.

Lema 2.6. Neka je (X, X, p) prostor mjere.

(a) Dana je realna funkcija f € S(X, X, u) koja zadovoljava 0 < f < 1p za neki skup
F € X takav da je u(F') < +o00. Tada se f moZe prikazati kao konacna konveksna

kombinacija
N
f= Z olp,
=1

za neki N € N, za neke Fi,...,Fy € X podskupove od F i za neke koeficijente
ay,...,ay = 0 takve da je Zfilal =1.
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Poglavlje 2. Multilinearna interpolacija LP prostora

(b) Svaka funkcija f € S(X, X, u) se moze dekomponirati kao

=Y Bufe, (2.10)

keZ
pri cemu su fr jednostavne X -izmjerive funkcije takve da vrijedi

\fi| < 1g, za neki Fy, € X takav da je p(Fy,) < 2%,

a koeficijenti By, € [0, +00) zadovoljavaju

22'“55 <A\ fIIF,  za svakip € [1,+00).

kEZ

Stovise, suma ([2.10)) je efektivno konacna, tj. samo konacno mnogo njenih pri-
brojnika je razli¢ito od 0.

Dokaz. (a) Ozna¢imo

Gliz{f>%}EX,
Gy = {f—%ﬂgl 2%}6./%‘,
Gs = {f—%ﬂgl—%ﬂgz 2%} e X,

tj. rekurzivno
m—1
G, = {f ~Y 2, > Q—m}.
k=1

Po konstrukeiji vidimo da za svaki m € Ny vrijedi
0<f=) 27Flg, <27,
k=1

tako da imamo f =Y ;- 2 F1g,.
Neka funkcija f poprima M razlicitih ne-nul vrijednosti i to na skupovima
Hy, Hy, ..., Hy € X. Svaki skup G}, je unija nekih od skupova Hy, ..., Hy;. Zato medu

njima ima samo konacno mnogo razli¢itih; nazovimo ih F},..., Fiy. Tvrdnja slijedi ako
definiramo
Q= Z 27k 1=1,2,...,N
A2k

i primijetimo Z;\;I M= N2 =1
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2.2. Realna metoda interpolacije

(b) Definirajmo
By :=min{a € [0,+00) : u({|f| > a}) <2"'}; ke

Gornji skup je svakako neprazan (jer je f ogranic¢ena) te je oblika (7, 400) ili [y, +00)
za neki v > 0. Ako je (7,)%_, strogo padajuéi niz koji konvergira prema -, tada zbog
neprekidnosti mjere u odnosu na rastuce nizove skupova imamo

pIA1 > 91 = U 1> m}) = Tim p({]f] > m}) <

pa zakljucujemo da se i v nalazi u tom skupu, sto znaci da se gornji minimum doista
postize. Primijetimo da se brojevi 5 smanjuju (ne nuzno strogo) kako indeks k € Z
raste. Obzirom da f iS¢ezava izvan skupa konacne mjere, za dovoljno velike k € Z
imamo Sy = 0. S druge strane, za dovoljno male k € Z vrijedi S = || f||Le-

Nadalje uzmimo

Fy = {Brs1 < |f| < Br}

tako da i za dovoljno velike i za dovoljno male k € Z vrijedi Fy, = () te skupovi (Fj)rez
¢ine particiju od {f # 0}. Po konstrukeiji je

p(Fy) < p({If] > Brr}) <2

Takoder definirajmo

foom Bl flp, ako je B >0,
ke 0 ako je Br = 0.

Na taj nacin zasigurno vrijedi | fz| < 1p, i trazena dekompozicija (2.10). Ako je K € N
dovoljno velik da je Bk = 0, tada imamo

Z [, s> e z o [ e

(Br+1,8k)
K-1
= Z PG - B = Y A 2N
k=—K k=—FK+1 jf)_/ —
Preostaje pustiti K — oo kako bismo dobili trazenu ocjenu za koeficijente. ]

Pogledajte zadatak za geometrijski dokaz leme (a). Ipak, dali smo prednost
dokazu kojeg smo naveli jer on ima smisla i za funkcije koje nisu jednostavne, samo sto
onda konveksna kombinacija iz prikaza od f ne mora biti konacna. Primijetimo usput

da su funkcije fy iz leme (b) cak koncentrirane na medusobno disjunktnim skupovima
F.
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Poglavlje 2. Multilinearna interpolacija LP prostora

Lema 2.7. Ako je k: Z"™' — [0, +00) diskretna funkcija koja za svaki j € {0,1,...,n}
zadovoljava

sup Z K(ko, ki, .o kn) <1 (2.11)
€L ezt
=
i ako su po,p1,...,Pn € [1,00] eksponenti takvi da je Z] _o ;- 2 1, tada vrijedi
)1, (n) (7)
Z ’f(ko»kla R kn)"yko H%l ‘ |7kn ‘ S H H (Vk] )keZHepz‘(Z) <2‘12)
ko,k1,....,kn€Z 7=0
za proizvolyne dvostrane nizove kompleksnih brojeva (’y]ij))kez; 7=0,1,...,n.

Dokaz. Oznacimo
Fi 2 = C, filko ka, ... k) o= Kk, K,y K )Vpaw) i=01,....,n

uz interpretaciju /> = k% = 1 te stavimo f := fofi--- fn. Lijevu stranu od (2.12))
mozemo interpretirati kao (H(Z™) normu funkcije f pa ako je p € (0,1] eksponent
takav da je % =>y" tada zbog leme (b) i leme (a) imamo

J Op ’
n
[ ller@nery <\ fllerznery < H 1 £illers znsy-

Za p; < oo po pretpostavei vrijedi

Hf.]lﬂpj Zn+1 = Z K(k07k17"'7kn)}fy]g)|pj

(ko,k1,... kon ) €EZPF1

< (SUP Z K (ko, k1, - - -, ) (Z |7 ’pj) 71(: )keZ’ P (Z)

ks €2 (vnkj—1,kjt1,...)€EZ™ k;€Z

dok je za p; = oo upravo HfjHé""(Z"“) = ”('Vl(cj))kezneoo z) .

Alternativni dokaz leme u sluc¢aju konaénih eksponenata piid" = 1 se moze

7=0 p;
provesti tako da zbog homogenosti normaliziramo || 'Yk k:eZ” i@ = 1, primijetimo

o¢iglednu posljedicu ocjene ([2.1)),
)1, (n) P
‘/YkOH’ykl“..lfykn‘\Z ‘/yk‘ ‘]
j= 0
pomnozimo je sa x(ko, k1, . . ., ky ), prosumiramo po kg, k1, . .., k, te iskoristimo pretpos-

tavku.
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Konaé¢no raspolazemo svim pripremnim rezultatima potrebnima za dokaz glavnog
teorema ovog odjeljka. Prije njegovog iskaza fiksirajmo jednu hiperravninu H u R™*!
koja nije paralelna niti s jednom koordinatnom osi. To znaci da je H oblika

H={(to,t1,...,tn) ER"™ :1pto + 1ty + - + Tty = 7}

za neke 1,7, ...,7, € R\ {0} i 7 € R. Osim toga mozemo pretpostaviti da H sijece
unutrasnjost kocke [0, 1]"*1, jer bi inace tvrdnja teorema bila isprazna.

Teorem 2.8. (Marcmkiewiczezﬂ teorem interpolacije) Ako je multisublinearna forma
restringiranog tipa u svim tockama nekog podskupa P hiperravnine H, tada je ona jakog
tipa u svim tockama P = (pio, p%’ ceey pi) koje se nalaze u unutrasnjosti (obzirom na H)
n

konveksne ljuske od P 1 zadovoljavaju ngo 1% > 1. Implicitne konstante u ([2.8)) ovise
J
samo o eksponentima i o implicitnim konstantama iz (2.9)).

Napomenimo jos jednom da se unutrasnjost uzima u relativnoj topologiji hiperavnine
‘H. Iz teorema Ce slijediti kako je dovoljno provjeriti da je forma restringiranog tipa u
samo n + 1 tocaka ravnine H koje su u opéenitom polozaju (tj. nisu sve sadrzane u
manje-dimenzionalnoj ravnini) kako bismo mogli zakljuciti da je ona jakog tipa za ¢itavi
odgovarajuc¢i neprazni raspon eksponenata.

Dokaz. Najprije po lemi znamo da je ta forma, nazovimo je A, restringiranog tipa

u svim tockama konveksne ljuske od P. Uzmimo dakle tocku P = (pio, pil, o i) iz
unutrasnjosti te konveksne ljuske koja jos zadovoljava Z?:o pij > 1. Iz cinjenice da je
A restringiranog tipa na nekoj okolini od P slijedi 1 < p; < o0; 7 = 0,1,...,n te da

postoji dovoljino mali € > 0 takav da je A restringiranog tipa u svim tockama () takvim
da vektor PQ) = @ — P ima barem n (od ukupno n + 1) koordinata u skupu {—¢,¢}.
Preostala kooordinata je odredena sa n spomenutih. Oznac¢imo sa Q kolekciju tih tocaka
Q= (qio, qil, cee qin); ona je konac¢na jer ima najvise (n + 1)2" elemenata.

Krenimo od proizvoljnih funkcija f; € S(X;, X}, p;) i rastavimo ih koriste¢i lemu

2.6(b):

5= D Binis il < Ly p5(Fy) < 2%, (2.13)
kEZ
Biw € [0,400), |(Bin2"P ezl s S N fillurs- (2.14)

Koriste¢i multisublinearnost od A i (2.13)) mozemo pisati

|A(f0af17"'afn)| < Z /807k70/81,k1‘..5n7kn‘A(f0,kO7fl7k17"‘7fn,kn)|' (215)

ko,k1,....,kn€Z

3Jézef Marcinkiewicz (1910-1940), poljski matematicar.
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Prisjetimo se da se svaka kompleksna funkcija g moze rastaviti
9= (91— g2) +i(g3 — ga),
pri ¢emu su

g1 = (Reg); = max{Reg,0}, ¢2 = (Reg)- = max{—Reg, 0},
g3 = (Img); = max{Img,0}, g4 = (Img)- = max{—1Img,0}.

Primjenjujuci taj rastav na funkcije f;x, pa potom koriste¢i lemu (a) vidimo da iz

. . . . . 1 1
restringirane ocjene tipa ) = (q—o, FRERRRE q—) slijedi
|A(f0,k07 fl,lﬁ? sy fmkn) SQ H 1221 (ijk’j)l/qjv (2'16)
j=0

uz povecanje implicitne konstante na desnoj strani od (2.9) najvise 4" puta. Varira-
njem tocke @ € Q i kombiniranjem ([2.13)), (2.15)), (2.16]) zakljuc¢ujemo

A(for frr o Sl So > (ﬁﬁkaj)@égﬁﬁ)

ko,k1,....kn€Z  5=0

= Y gt m, 27,

kOak/‘l:---aknEZ

Ako jo$ provjerimo da

N S N Lt
k(ko,k1,...,ky,) ;= min277=° !
(O ! ) QeQ

zadovoljava uvjet (2.11)), tada ¢e iz leme [2.7]1 nejednakosti za koeficijente (2.14)) slijediti
jaka ocjena tipa P za formu A.
Zbog simetrije je dovoljno pokazati

Y KLk k) Spoe (2.17)

(k1,....ken )EZ™

za svaki [ € Z. Uvrstavanjem formule za hiperravninu H slijedi

11 /1 1 "1 1 :
G w E G =BG ) -2

Rastavit ¢emo n-terostruku sumu na 2" dijelova, ovisno o tome je li k; < :—3[ ili k; > :—gl
za svaki pojedini indeks j. Bez smanjenja opcéenitosti neka je prvi slucaj ispunjen za
j=1,...,s,adrugiza j=s+1,...,n. Odaberimo @) € Q tako da je

1 1 e zaj=1,...,s,
4 P —e zaj=s+1,....n
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Odgovarajuéi dio sume iz (2.17)) je tada ocijenjen sa

s - n -
ISR (ORI
=1 kjez j=s+1 kj€z
k‘j<fjl kj>il
70 70

Na taj smo nacin dobili produkt od n geometrijskih redova; pocetni ¢lan svakog je
najvise 1, a svima im je kvocijent 27°. Dakle, posljednji izraz je najvise

1

1+2 42724 = —— < 1
(+ + + ) (1_2—6)11’\”

*
* *

Bilo nam je prakti¢no raditi s formama koje su definirane samo na jednostavnim
funkcijama, dok u praksi ¢esto zelimo dobiti ocjene koje vrijede za sve izmjerive funkcije.
Zelimo naglasiti da to niposto ne smanjuje opéenitost i primjenjivost interpolacijskog
argumenta, jer konkretne forme obi¢no zadovoljavaju barem nekakvu vrstu neprekidnosti
koja omogucava aproksimaciju jednostavnim funkcijama. U narednoj napomeni ¢emo
dati tri takva argumenta, koji u raznim situacijama automatski pojacavaju zakljucak
teorema [2.8] U kasnijim poglavljima ¢emo ¢esto takva rezoniranja podrazumijevati bez
posebnog isticanja.

Napomena 2.9. (a) Ponekad o formi A na koju Zelimo primijeniti interpolaciju imamo
vise podataka, npr. znamo da je A definirana i ogranicena na Kartezijevom produktu
cijelih Lebesgueovih prostora H?:o L% (X;, X}, ptj) za barem jedan izbor eksponenata
Qo - - -, qn € [1,00) te da je ¢ak multilinearna (a ne samo multisublinearna). Uspijemo
li iskoristiti realnu interpolaciju, za neki raspon eksponenata py,...,p, € [1,00] ¢emo
zakljuciti da je jaka ocjena ispunjena, ali samo za funkcije f; € S(X;, &}, py);
j=0,...,n. Obzirom da je A inicijalno bila definirana na ve¢em prostoru, zeljeli bismo
raspolagati istom ocjenom za sve funkcije f; € L%; j = 0,...,n. (Zapravo, zanimljive
su jedino f; € L% N LP, jer je inace desna strana u beskonacna.) To doista
mozemo, a za dokaz naprosto treba iskoristiti neprekidnost od A na H?:o L% te gustocu
od 8(X;, &G, ;) w LU (X5, &, ).
(b) Isti zakljucak kao u (a) vrijedi i za sublinearnu formu

A [ MG, 5 ) = [0, 400
§=0

kod koje (umjesto ogranic¢enosti) zahtijevamo svojevrsnu “monotonu neprekidnost” u
smislu da za svaki j € {0,1,...,n} vrijedi

I}i_{{)loA(fm oo fimt fiks figs oo s fu) = A fo, - cJien Lo fivts - o s Jn)
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kad god je (fjr)52, rastuéi niz u M*(X;, &;, i) koji po tockama konvergira prema f;.

Kao primjer promotrimo formu koja je upravo tog tipa ako se ograni¢imo na
funkcije f,g € M*(R). Naime, ukoliko je (fi)32; rastuéi niz u M*(R) koji p;-g.s.
konvergira prema f, tada zahvaljujuéi mogucoj zamjeni limy_,, sa sup,y 1 teoremu o
monotonoj konvergenciji za fiksirani z € R imamo

. 1 o1
lim sup fuly)dy = sup lim —/ fi(y)dy
k—oc £€(0,+00) 2e (z—e,z+€) €€(0,4+00) k—oo 2 (z—e,z+e)
1
= sup f(y)dy

e€(0,+00) 2e (z—e,x+e)
pa jos jednom primjenom teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

kll_g)lo A(fx,g9) = lim i < sup i fk(y)dy)g(x)dx

k=00 (0,+00) 2e (x—e,x+e)

-/ <E€sup L f<y>dy)g<m>dm=A<f,g>-

(0,+00) 2e (z—e,x+e€)

Jos lakse se provjeri isti uvjet u drugoj koordinati. Ako na kraju zelimo neku ocjenu pro-
siriti na kompleksne funkcije f i g, onda jedino trebamo primijetiti A(f, g) < A(|f], |g])-
Jos jedan takav primjer su tzv. pozitivne forme oblika

A(fO;' . 'afn) = /}; K(:U07 ce 7~Tn)f0(330) o fn(xn) d(:uo XX Mn)(l'o, cee 71'71)7

0><...><Xn

pri ¢emu je funkcija K : Xox---xX,, — [0, 400] izmjeriva u paru o-algebri Xy x - - - x A}, i
B(C). Ovdje dodatno pretpostavljamo da su prostori mjera o-konacni, kako bismo mogli
koristiti FubinﬂTonellijevﬂ teorem o integriranju u odnosu na produktnu mjeru:

Moih) = [ ( [ k... ) aleinle)) -+ o) o),

(c) U iskazu teorema smo naglasili o ¢emu ovise implicitne konstante za ocjene
jakog tipa. Posebno primijetimo da one ne zavise o samoj multisublinearnoj formi. U
praksi je ponekad forma A dana kao limes lim, o+ A, ili supremum sup,- |A,| “jednos-
tavnijih” formi A,, koje zadovoljavaju restringirane ocjene s istim konstantama (neovis-
nima o 7). Obi¢no je svaka od formi A, nekog od gornja dva tipa pa na nju mozemo
primijeniti i interpolaciju i aproksimacijske argumente. PuStanjem r — 07 ili uzima-
njem supremuma potom dobivamo ocjene i za formu A. Nekoliko primjera ovog nacina
zakljuc¢ivanja ¢emo imati u kasnijim poglavljima; usporedite i s napomenom nakon ko-

rolara [2.16l

4Guido Fubini (1879-1943), talijanski matematicar.
®Leonida Tonelli (1885-1946), talijanski matematicar.
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Dajmo jedan jednostavni primjer na kojem ¢emo efektno ilustrirati prednosti testi-
ranja restringirane ogranicenosti i koristenja realne interpolacije.

Primjer 2.10. Hardyjev operator je definiran formulom

— é/ﬂw f@)dt;  f € Li, ({0,4+00)), x € (0, +00). (2.18)

Dokazimo da je on ogranicen na L”((0, +00)) za svaki p € (1, 4o00], ali nije ogranicen na
L1({0, +00)).

Dokaz. Ogranicenost na L>((0, +00)) je ocigledna. Za eksponente p € (1, +00) zapravo
trebamo pokazati da je bisublinearna forma

Mgy = [ [ Sl (219)

koja dominira f<0 oo |(Tf)(x)||g(z)|dz, jakog tipa ( : ,) a zbog teorema.Je ustvari

1

dovoljno provjeriti da je A restringiranog tipa ( oo ) 22 svaki takav p.

l)
Uzmimo proizvoljne izmjerive skupove F,G C (0 +00) koji imaju konacnu i strogo
pozitivnu Lebesgueovu mjeru. Zapisemo li

dx
A(lp, 1 :// AP
( r G) p*( GN[t,4o0) L >

i primijetimo da je podintegralna funkcija ¢ me[t o)
zadatak Na taj nac¢in dobivamo

d in{|F
Alp,16) < / ( / )~ / min{|F|,z}
O,|F] NJGnt,+o0) T G T

Sada pak uoc¢imo da je funkcija x — M takoder padajuca pa opet po zadatku
imamo

df padajuca, mozemo iskoristiti

ind|F
ALy 16) < / mind[F, o},
(0,|G|] x

a racunanje integrala s desne strane daje

A(lp, 1¢)
A(lp, 1¢)

G| za |F| > |G|,

<
< F[+ [FIn(|GI/IF]) - za [F| < |G].

Koristenjem poznate nejednakosti Ins < s — 1 za s > 0 mozemo ocijeniti

/P /
F|+|FlS = [+ p| P S0 < p| R rjGp e
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pa je doista A(1p, 1g) Sp |F|VPIG|MP za svaki p € (1, +00).
Sto se tice neogranicenosti na L', promotrimo funkcije f,(z) := %Il[lyn] (x); n € N.

Za x € [1,n| ratunamo

(@ =1 [ T=2

1t T

tako da je
|
T fullir > / =1 5(nn)”.

S druge strane imamo ||f,[1 = Inn, a nejednakost 3(Inn)? < Inn je lako opovrgnuti
dijeljenjem s desnom stranom i pustanjem n — oco. O]

Naravno, omedenost Hardyjevog operatora nije tezak rezultat pa su mogudéi i razni
direktni dokazi; vidjeti zadatak [2.7]

Nesto opcenitije i primjenjivije su sljedece posljedice realne interpolacije. Najprije
navedimo jednu karakterizaciju slabe L? norme funkcije f > 0 u terminima integrala
njenih produkata s karakteristicnim funkcijama 1. U nekom smislu ¢e ta karakterizacija
biti analogon leme 2.3

Lema 2.11. Neka je (X, X, u) proizvoljni prostor mjere. Za svaki eksponent p € (1, 00],
svaku X -izmjerivu funkciju f: X — [0, +00] i svaki E € X vrijedi

/&wsmm%MWW¢ (2.20)
E

Ako je prostor mjere semikonacan, tada stovise imamo

LP

If

p |~ SUD {M(E)_Pl’/ fdu - E e X, O<u(E)<+oo}.
E

Usput primijetimo da se ([2.20]) moze jos “logi¢nije” zapisati

/fLﬂMSHUW®J1
X

E||Lp’7

¢ime donekle sli¢i na Holderovu nejednakost. Osim toga pripomenimo da ocjena tipa
(2.20) nije moguca za p = 1. To pokazuje primjer (X, X, u) = ({0, +00), B({0, +00)), A),
f(x) =1 E=/(0,1], kod kojeg imamo [flly . =1, ali je lijeva strana beskonacna.

x?

Dokaz. Najprije dokazimo ocjenu (2.20) za 1 < p < oco. Fiksirajmo skup F € X takav
da je 0 < u(F) < 4+oo. Primijetimo da je ta nejednakost homogena i u funkciji f i
u mjeri u. Naime, ako zamijenimo mjeru g njenim visekratnikom cu za neki ¢ > 0,
tada se |||l (x.x,) DoOveca c'/? puta, dok se u(E)Y?" poveéa c'/P" puta. To ukupno
mnozi desnu stranu sa c¢, a i lijeva strana se poveca s istim faktorom. Homogenost u f
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je trivijalna. Zato smijemo normalizirati [|f|[;» =11 pu(E) = 1. Skup {f = +oo} ima

mjeru 0, a skup {f = 0} mozemo ignorirati kod ocjenjivanja integrala [, fdu. Imamo

En{o<f<+oo} =] (En{2F<f<2t}),
kEZ

a po definiciji slabe L” norme je u({f > 2*}) < 27P*. Stoga moZemo ocijeniti

/Efdu = Z/E fdp <) 2 min{u(E), 277}

kez ¥ EN{2R<f<2 1} keZ ~
=2) 2F42) 27Uk g g
k=—1 k=0

Ako je pak p = oo, onda je po definiciji || f|[Lee, = || f]|L~ pa je nejednakost trivijalna.

Za dokaz druge tvrdnje u slucaju p < oo je dovoljno jos dokazati ocjenu

sup_au({f>a) < s p(E) [ fa (2.21)
€ {00 0<u(E€)<+oo b

Fiksirajmo « € (0, +00) takav da je u({f > a}) > 0 i definirajmo
Bi=sup{u(E): E€ X, EC{f>a}, y(E) < +oo}.

Po definiciji supremuma postoji niz (E,)°, izmjerivih podskupova od {f > «} takvih
da je u(E,) < 400 za svaki n € N i lim,, o u(E,) = B.

Tvrdimo da je 8 = pu({f > a}). To je svakako ocigledno kada je pu({f > a}) < 400
ili 5 = 400 pa jedino trebamo dobiti kontradikciju u slucaju pu({f > a}) = +oo,
f < +oo. Za uniju Ey := [J 2, E, zbog monotonosti mjere svakako mora vrijediti
1(Ey) = B. S druge strane, za svaki N € N je Ufj:l E,, izmjerivi podskup od {f > «}
kona¢ne mjere pa imamo

=

u(Bw) = lim i |J E) <8
n=1

———
<B

Prema tome je pu(Ey) = [ < +oo i posljedicno u({f > a} \ Fx) = +oo. Zbog
semikonacnosti mjere p postoji skup F' € X takavdaje FF C{f > a}\Fx 10 < u(F) <
+00. Za skup Eo UF vrijedi E, UF € X, EL,UF C{f >a}if < pu(ExUF) < 400,
§to je u kontradikciji s definicijom od £.

Za dovoljno velike n da je 0 < p(F,) < 400 naprosto iz E, C {f > a} slijedi

[ sdnz [ adu=an(£,),

n n
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sto se moze zapisati

(BN < w(E) " [ fdu< sup M@”W/fW-
En Eex E
0<u(E)<+oo

Pustanjem n — oo lijeva strana konvergira prema a8Y/? = a u({f > a})"/? i to zavrsava

dokaz od ([2.21)).
U slucaju p = oo umjesto (2.21]) trebamo

[flle < sup u(E)—l/fdu.
Eex E

0<p(E)<+oo

Oznacimo desnu stranu s 7y i pretpostavimo v < 400, jer je inace nejednakost trivijalna.
Fiksirajmo ¢ > 0. Tvrdimo da je u({f > v+ ¢}) = 0. U protivnom bi zbog semi-
konaé¢nosti mjere p postojao E € X takavdaje EC{f >~vy+¢e}i0< u(E) < +o0 pa
bismo s jedne strane po definiciji od ~ imali [, fdu < yu(E), a s druge strane bi bilo

/Efdu > /E(v +e)du = (v +e)u(E) > yu(E).

Zbog proizvoljnosti od € > 0 zaklju¢ujemo pu({f >~}) =0, tj. || fllLe < 7. O

Korolar 2.12. (Schuroy|test slabog tipa) Neka su (X, X, 1) i (Y,Y,v) dva o-konacna
prostora mgjera i pretpostavimo da je K: X x Y — C funkcija izmjeriva u paru
(X x Y,B(C)) koja zadovoljava

1Ky oy Sa L 20 gz € X

||K(’y)||L§l/a (X, 1) /Sp 1 za v-g.8. Y € Y,

bi
pri cemu su p,q eksponenti takvi da je 1 < p < oo, 1 < q < oo. Tada je formulom

A(f,g) = K(x,y)f(2)g(y)d(p x v)(z,y)

XxY

dobro definirana bilinearna forma na LP (X, X, p) x L% (Y, Y, v) za koju vrijedi

AL, )| Spaao 1 f lluee cx || glluoe (v,v,0)

za svaki 0 € (0,1) i eksponente pg,qy definirane sa py =

p — q t
—p-o’ U = THg-ner V-
ekvivalentno odredene sa

1 1
! + / =1-—.
qPe  Pdqe bq

6Tssai Schur (1875-1941), njemacki matematicar.

1<p97Q(9 < 00,
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Slika 2.1: Raspon eksponenata iz korolara [2.12]

Ovdje nam K (z, ) oznacava funkciju dobivenu fiksiranjem prve varijable, tj. funkciju
y — K(z,y), te slicno tumacimo K(-,y).

Dokaz. Ako oznac¢imo pg =1, p1 =p, ¢o = q, g1 = 1, tada za svaki 0 < 6 < 1 imamo
1 1-0 0 1 1-0 0

o Po P 4 G @
Kao u napomeni [2.9] promatramo bisublinearnu formu

A(f,9) :Z/X YIK(ﬂf,y)||f(x)||g(y)|d(u x v)(z,y).

Zbog teorema [2.8 je jedino potrebno provijeriti da je A restringiranog tipa (1, é) i (%, 1).
Naime, ovdje je hiperravnina H zapravo pravac koji prolazi tim dvjema tockama, pri-
kazan na slici 2.1l

Uzmimo skupove F' € X' i G € Y takve da je pu(F') < +o0o, ¥(G) < +oo. Koristenjem

nejednakosti (2.20)) za funkciju |K(z,-)| i prve pretpostavke na K dobivamo

/Y K (2, 9)| 16()dv(y) < K@ )lw 1(G)V1 <, w(G)

slabi

za pi-g.s. © € X, a mnozenje s 1p(z) i integriranje po x zajedno s Fubini-Tonellijevim
teoremom daju

Mrt6) = [ ([ 1K@ 16)im) L@t S, PG

To upravo znaci da je A restringiranog tipa (1, 5). Analogno se koristenjem druge

pretpostavke na K pokazuje da je Ai restringiranog tipa (11), 1). ]
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Ponekad zelimo interpolirati slabe LP ocjene za sami operator i to nam opet omogu-
¢uje kombinacija teorema [2.8] i leme 2.11} Formulirajmo jedan takav rezultat koji je
varijanta interpolacijskih teorema iz klasiénih udzbenika [SWTI] i [Fol99]. Kazemo da
je operator T sublinearan ako za svaki skalar « i za svake funkcije iz domene f i g vrijedi

[ T(ef)l = lelITfl 1 T+ 9)l <ITfI+ [Tyl

Korolar 2.13. (Marcinkiewiczev teorem interpolacije za sublinearni operator) Neka su
(X, X, 1) i (Y, YV, v) prostori mjera i neka su po, p1,qo, ¢1 € [1, 00| eksponenti takvi da je
po < qo, p1 < @1, po #F 1, Qo #F - Neka je T: S(Y, Y, v) — M(X, X, u) sublinearni
operator takav da vrijedi

ITLpllLo,  Spoao 1Lplleee @ (I TLpllLn  Sprg [1pllie

za svaki skup F' € Y konacne mjere v. Tada T zadovoljava i ocjenu

||Tf||Lq9 Spoaphqomﬂ ||f||Lp9

za svaku f € S(Y,V,v), svaki 0 € (0,1) i eksponente pg,qs odredene sa pig = 1p;06 + p%,
1 _ 120, 0

% @ q1’

Dokaz. U slucaju min{qo, ¢1} > 1 dokaz je direktna posljedica prethodnih razmatranja.
Naime, radi leme [2.11]i pretpostavki na 7" imamo

TILFHL% M(G)l/qi szqu' V(F)l/piM(G)l/qg§ 1=0,1

slabi

/X T1p|Lladp Sq

pa je pripadna bisublinearna forma

A(f,g) = /X T fllgldp

L

restringiranog tipa (=, &) i (%, qi,) Primijetimo
0 1

po’ g p1
1 1 1 1 1 1
_+_/:1+(1_9)<———)+9<———) > 1.
Do gy Do Qo b1 ¢
20 =20

Iz teorema znamo da je A jakog tipa (
trazenu ocjenu za 1'.

Pretpostavimo sada da je recimo qg = 1, §to znaci da je 1 < ¢; < oo. Dovoljno nam
je pokazati da za svaki 6 € (0,1) i svaki F' € ) konacne mjere vrijedi

Ly zasve § €(0,1), a lema tada daje

1
Do’ qp

||T]1F||L319abi rgpo,mm HILFHL”%
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tj.
WAL > )% Sy @~ WE) 280> 0. (2.22)
Nakon toga ¢emo moéi primijeniti interpolaciju kao u prethodnom slucaju, ali na tocke
(pié, qi,) i (p%? qL,), pri ¢emu je 0 < § < 1 po volji blizu nuli.
4 1
Ako je ¢ < oo, tada za dokaz od ([2.22)) naprosto iskoristimo pretpostavke na 7"
1-0 0
p({IT1r| > o)V ® = (u({|TLr| > a})V/%) " (u({|T1E| > a})"/®)

Spo,pl,th (a_ll/(F)l/pO)lie (Of_ll/(F)l/pl)e = a_ly(F)l/pG‘
Ako je pak ¢; = 0o, tada je (2.22)) netrivijalno samo za « < |T1g||L=, kada imamo:

W({IT1p| > a})V% = (u({|T1p| > a})V®0) ™" <, (@ tw(F)YP) "

~P0

= o y(F) 10/l <oty (F)I0P0 | T <, o tw(F)I0 oy (FYP O

Napomena 2.14. Slicno kao u napomeni istaknimo da, ako za neke p,q € [1, 00)
zapravo imamo linearni operator T': LP(Y, Y, v) — L2, .(X, X, 1) koji zadovoljava slabu
ocjenu

1T f s, Sea llflles  za f e LP(Y, Y, v) (2.23)

te ako interpolacijom kao u korolaru [2.13| zaklju¢imo da jos vrijedi

1T flluso Spoap 1fllure; 2 f e S(Y, P, v), (2.24)

tada se posljednja ocjena automatski prosiruje na sve f € LP N LP?. Naime, za uzmemo
li niz (pr)52, funkcija iz S(Y, Y, v) koji v-g.s. konvergira prema nekoj g € LP N LPe i
zadovoljava |¢r| < |g| za svaki k € N, tada po teoremu o dominiranoj konvergenciji
imamo ; — ¢ u normama od LP i L”?. Iz slijedi da je niz (T'¢x)72, Cauchyjev
u prostoru L% pa onda i konvergira prema nekoj funkciji h € L%. Zbog (1.14) ta ista
kongvergencija mora vrijediti i po mjeri, tj.

(Vo > 0)(}}1_{20#({|Tg0k —h| >a}) = 0).
S druge strane, radi ocjene (2.23)) imamo

(Va > 0)<£g&u({]T¢k —Tg| >a}) = 0).
Odavde lako slijedi T'g = h p-g.s. pa je

Tl = hllso = Jim 1T @ullisn Spoar limn Noullios = lglira-
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U dokazu korolara vidi se jedan mali nedostatak naSe interpolacijske metode.
Eksponenti ¢y i ¢; su morali biti strogo veéi od 1 kako bismo mogli primijeniti lemu [2.11],
a u ekstremnom slucaju min{qo, ¢; } = 1 smo se morali snac¢i i “pomaknuti” rubne tocke
interpolacije malo prema unutrasnjosti kvadrata [0, 1]2. Primjer Hardyjevog operatora
pokazuje da je to doista bilo nuzno. Kasnije ¢emo vidjeti da on slabo L' ogranicen, ali
ve¢ sada nam je jasno da pripadna forma nije restringiranog tipa (1,0). Naime,

" dx

A(]]-(OJ}, ﬂ(l,n]) = — = lnn
1 X

ne moze biti dominirano sa , .
10, 1] [(1,n]|” = 1.

Iz toga mozemo zakljuciti kako teorem odli¢no funkcionira kada interpoliramo ocjene
za eksponente u otvorenom intervalu (1,00), ali nije uvijek lako primjenjiv kada nam
pretpostavke garantiraju npr. samo slabe L' ocjene. Pokazat ¢emo zato jos jedan trik
kojim se moze nadomjestiti spomenuti nedostatak, tj. lema [2.11] za eksponent p = 1.

Lema 2.15. Neka je (X, X, u) proizvoljni prostor mjere. Za svaku X -izmjerivu funkciju
f X — |0, +oo] i svaki B € X takav da je p(E) < 400 postoji skup E € X sa svojstvima
ECE, y(E) > jp(E) i

|t < 20y,
E

Dokaz. Mozemo pretpostaviti 0 < u(E) <4001 0 <[/ fllyy <400, jer je inace nejed-

nakost trivijalna. Oznacimo a := 2u(E)~!(|f||Ly 1 stavimo E = E\{f >a}. Po
definiciji slabe L! norme je

p{f > a}) <a | fll

slabi

— ()

pa zbilja vrijedi p(E) > su(E). Konacno, zbog E C {f < a} imamo

IR D

slabi

/fdu (B) < au(E) = 2| f

Posljednja lema je gotovo trivijalna, ali ipak ima zanimljive posljedice. Neka su
(X, X, 15); 5 = 0,1,...,n neki o-kona¢ni prostori mjera i pretpostavimo da je
K: [-,X; — C ogranicena (H?:o X;)-izmjeriva funkcija koja iS¢ezava izvan Kar-
tezijevog produkta skupova konac¢nih mjera. Tada su dobro definirani (n 4 1)-linearna
forma

A HS(X], Xja,“j) — C,

=0

Mo fioosf)i= [ Koo [ 56, Hduj o)
X

j=0J ]=0
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i pripadni n-linearni operatori 1g, 1%, ..., T, takvi da vrijedi

A(fOuflv"'an):/XE(f07"'7fj17fj+17"'7fn)fjduj; j20717"'7n

J

Kazemo da su operatori Tq, T}, ..., T, medusobno adjungirani.

Korolar 2.16. Ako operatori Ty, Ty, ..., T, zadovoljavaju ocjene

1/n
|75 (L Ay s Dm) i ) S I m(E)Y (2.25)
0<k<n
ki
za 7 =0,1,...,n 1 za svake skupove konacnih mjera Ey, E1, ..., E,, tada vrijedi

‘A<f07f17"‘7f NPO, -Pn H||f]HLpJ(XJ7XJ7N]

za svake eksponente po, ..., p, € (n,00), Y7 05 = 1 i svake funkcije f € S(X;, X, 15);
j=0,1,....n

Zahtjevi na K su samo tehnicke prirode i u iskazu korolara se nigdje eksplicitno ne
spominje || K||p ili mjera od {K # 0}. U praksi se operatorima s ovakvim jezgrama
zapravo samo aproksimiraju zanimljiviji operatori, tako da konstante ne smiju kvan-
titativno ovisiti o dodatnim pretpostavkama na K. Dualizacijom jake ocjene za A se
naravno odmah dobivaju i odgovarajuce L” ocjene za Ty, T, ..., T,.

Dokaz. Zbog teorema 2.8 je dovoljno dokazati da je A restringiranog tipa ( =y pl ) za

eksponente kao iz 1skaza 1 to s implicitnom konstantom koja ovisi samo o eksponentlma
i o konstantama iz (2.25)). Fiksirajmo eksponente i definirajmo

IA(1gy, ..., 1g,)| ,

C::sup{ o = B e Xy, O<p;(Ej)<+o0; j=0,1,...,n.
HJ o 1 (Ej)1/Ps ! ! Y

Dakle, C' je najbolja moguca konstanta za restringiranu ocjenu tipa (io, ceey pin) Radi

nase pretpostavke na K i (n + 1)-linearnog analogona korolara 2.12: znamo da je C'

konacna. Fiksirajmo ¢ > 0 i odaberimo skupove Ej, ..., E, tako da gornji razlomak
bude veéi od C' — e. Ozna¢imo neke moguce konstante u (2.25)) sa B;. Zapisimo

(oo E 0;(...,2,0,2,..)
= \\,./ ~——
-1 n—j+1

za neke Oy, ..., 0, > 0 takve da je 37 0; = 1. Kako je broj

i (B

=,
=
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geometrijska sredina brojeva B; H,€7é i (Ex)Y™ s tezinama 6y, . . . , 0,,, zakljucujemo da je

vedi ili jednak od barem Jednog od njih, bez smanjenja opcemtostl od By [T, i (Ep)V™.

Po leml “ postoji skup Ey € X, takav da j je E, C Eo, luo(Eo) > Quo(Eo) te

‘A(15071E177]1En)‘ </X |TD(]1E1”1E")‘HEOCZMD
0

n n

QBO H Mk(Ek)l/n H H 1/PJ

k=1 =0 =0

<2|To(Lg,,-- - 1E,)| L

slabi

S druge pak strane, po definiciji od C' imamo
|A(]]-E0\an ]]-EU SR I]-En)l CMO(EO \ EO 1/po H:u 1/19] < C2” 1/po HH’ 1/p3
Jj=1 J=0

Konaé¢no, zbog multisublinearnosti od |A| imamo
IAN(Lgy, - 1) < [A(15, 15, ..., 15,)| + |A(ILEO\EO,ILE1,...,]1En)|,

Sto nakon dijeljenja s H o i (Ej) 1/Pi mozemo zapisati

C—e<2][ By +C27Vm

J=0

pa pustanjem ¢ — 0 slijedi
C < 2(1—27Ym)" H BY Spovopn 1. O

Posebni slucaj korolara zan = 1je Wolﬁm[] teorem interpolacije [Wol82].
Razlog zasto taj rezultat nije bio odavno poznat lezi u ¢injenici da isprva ne posjedujemo
nikakve ocjene za eksponente u rasponu (1, 00) s kojima bismo mogli interpolirati dane
rubne ocjene.

*
* *

Zadatak 2.3. Neka je 1 < p < oco. Pokazite da je bilinearna forma

g ([0S ) ([ o)

restringiranog, ali ne i jakog tipa (5 ;%)

"Thomas Wolff (1954-2000), americki matematicar.
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Zadatak 2.4. Uzmimo da su svi prostori mjere upravo (R, B(R), \) i da su eksponenti
P0sD1s - - -, Pn € (0,00] takvi da je p; < 1 za barem jedan indeks j. Dokazite da ne postoji

multisublinearna forma A koja je restringiranog tipa (X, 2 L

= = ...,=) i netrivijalna (tj.
L . . Po’ p1 Pn
nije identicki jednaka 0).

Zadatak 2.5. Dokazite da se svaka tocka iz d-dimenzionalne jedini¢ne kocke [0,1]%
moze prikazati kao konveksna kombinacija od najvise d 4+ 1 njenih vrhova. (Ovo je
posebni slucaj Carathéodoryjevogﬁ teorema iz konveksne geometrije.) Potom iskoristite
tu tvrdnju kako biste dali drugi dokaz leme [2.6{a).

Zadatak 2.6. Neka je ¢: (0, +00) — [0, 4+00] padajuca funkcija. Ako je E C (0, +00)
izmjerivi skup takav da je 0 < |E| < 400, dokazite da vrijedi

/Ego(x)dxg/mw”go(m)dm.

Zadatak 2.7.

(a) Dokazite pojacanu verziju Hardyjeve nejednakosti na ogranicenom intervalu [0, R):

/f‘i/jﬂt)dt‘pdx < (p%l)p/ole(xﬂpO _ (%)T)dx

za izmjerivu funkciju f: (0,+00) - C,p>11 R > 0.

(b) Pustanjem R — +oo zakljucite da Hardyjev operator (2.18) za 1 < p < o©

zadovoljava

p
1T f llLe 0,400y < F!\f’!LP(<0,+oo>)

to potom dokazite da je konstanta p%l najbolja moguca, tj. da je norma od T na
L7((0, +00)) upravo jednaka .

Zadatak 2.8. Dokazite da za N € N, p € (1,00) i funkcije f1, fo,..., fv € LE,,, na
nekom semikonacnom prostoru mjere vrijedi

So A

gt I

slabi

A fe

P
L slabi

slabi

| fi+fot-+ fn

P .
leabi

Uputa: Iskoristite drugu tvrdnju leme [2.11]

Napomena: Implicitna konstanta ovisi samo o eksponentu p, ali ne i o broju funkcija N.
U tom smislu se kvazinorme || - e sp>1 prakticno ponasaju kao norme. U zadatku

[1.12] smo vidjeli da takva nejednakost ne moze vrijediti za p = 1.

8Constantin Carathéodory (1873-1950), gréko-njemacki matematicar.
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Zadatak 2.9. (Lorentzovd’| kvazinorme) Neka je (X, X,u) prostor mjere. Za p,q €
(0, 00) definiramo Lorentzovu kvazinormu || - ||Ls.e formulom

e /a
= ([ pa i) > adyraa) ™

Primijetimo da je || - [|[r» = || - ||Lr radi formule (1.15), a takoder je razumno staviti
| feoee == |z - Lorentzov prostor LP4(X, X, ;i) definiramo kao skup svih p-g.s.

klasa funkcija za koje je ||f||Lre < +o00.
(a) Dokazite da je || - ||rr.e doista kvazinorma na vektorskom prostoru LP4(X, X, p).

(b) Neka su a,b,p,q € (0,00) i promotrimo funkciju

1

f: R — R, faﬁ(t) = Wﬂ[e,+oo>(t)'

Radi stjecanja intuicije pokazite da je f,, € LPY(R,B(R),\) ako i samo ako je
a>Yilia=1% b>1

P p q
Napomena: Ovaj podzadatak ilustrira da je eksponent p na neki na¢in “dominan-
tan”, dok eksponent ¢ ¢ini suptilnu razliku za prostore s istim p.

(c¢) Dokazite da dekompozicija (2.10)) iz dokaza leme ima jo$ i svojstvo da koefici-
jenti By zadovoljavaju

||(2k/p6k)keZH€f1(Z) §p,q 1 fllLra

zad <p<ooil<qg<oo.

Napomena: Ova ¢injenica nam omogucéava da teorem 2.8 prosirimo i na Lorentzove
prostore, ali takvo poopéenje ne¢emo trebati.

(d) Dokazite Hélderovu nejednakost za Lorentzove kvazinorme:

||fg||LP’q §p17p2,q1,q2 ||f||Lp1*‘11 HQHL"M2

za eksponente p,p1,pa € (0,00), ¢,q1,q2 € (0,00] takve da je % =

11,1

q q1 q2

Uputa: Koristite (c¢) dio ovog zadatka i zadatak [1.11a).
Zadatak 2.10. Dokazite Yanov teorem ekstrapolacije [Yanbl]: Neka su (X, X, p) i
(Y, YV, v) vjerojatnosni prostori i neka je 7: S(Y,Y,v) — M(X, X, i) sublinearni ope-
rator takav da vrijedi

I8

1

1T fllr e < pTleHLP(\Y,y,u)

9George Lorentz (1910-2006), rusko-njemacki matematicar.
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za svaki p € (1,2]. Dokazite da tada T' zadovoljava i ocjenu

1T fllor e S I fIILogLey.yw)s

pri cemu je || - ||Liogr. Posebni slucaj Birnbaum-Orliczove norme definiran sa

Hﬂth:nﬁ{ae<q+agié%§m(a+%bdy<1}

2.3. Kompleksna metoda interpolacije

Do kraja poglavlja ¢emo promatrati iskljuc¢ivo multilinearne forme

A: ]S, &, 1) = C

J=0
za proizvoljne prostore mjera.

Teorem 2.17. (Rz’esﬂ— Thormozﬂ teorem interpolacije) Ako je multilinearna forma A
jakog tipa u svim tockama nekog skupa P C [0,1]""! tada je ona jakog tipa i u svim
tockama njegove konveksne ljuske convP. Nadalje, pripadne norme ||A||p (definirane
kao najmanja moguca konstanta na desnoj strani od ) su log-konveksna funkcija u
variyjably P € conv P.

Primijetimo da teorem ima cesto koristenu posljedicu:
(VP eP)(IAlp <C) = (VP € convP) (Al < C)
za bilo koju konstantu C' > 0.

Dokaz. Ako za tocke Py, Py € [0,1]""1 160 € [0,1] stavimo Py = (1—6)Py+ 6P, trebamo
dokazati ||Al|p, < Ma~?M?, uz pretpostavku da je M; := ||A||p, < +oo za i € {1,2}.
Smijemo pretpostaviti da (n + 1)-torke Py i P, nemaju jednakih koordinata, jer inace
funkcije na tim mjestima mozemo fiksirati i interpolirati multilinearnu formu koja ovisi
o preostalim funkcijama. Posljedica toga je Py € (0,1)""! za 0 < # < 1. Uz to neka su
My, My > 0, jer je u slucaju min{ My, M;} = 0 rije¢ o nul-formi.

Fiksirajmo 6 € (0,1) te neka je Py = (ﬁﬁ) i P = (ﬁﬁ) 200 €

0 n n

0

{1,2}. Uzmimo funkcije f; € S(X;, &, i;); 5 =0,1,...,n i raspisimo ih kao

M;
fi= § ajilp,,
k=1

19Marcel Riesz (1886-1969), madarsko-§vedski matematicar.
10lof Thorin (1912-2004), §vedski matematicar.
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za M; € N, disjunktne skupove FEji,..., Ejy, € X; 1 koeficijente «j1,...,a5n, €
C\ {0}. Zahvaljuju¢i homogenosti mozemo ih normalizirati Hf]”L”? =1,7=0,1,...,n
Oznac¢imo 1

7;i(2) = (O)Z +%; z€C, j=0,1,...,n,

Dj Dj

potom

M;

= Z |aj |7/ sgn arlp,; 2€C, j=0,1,....n

k=1

te jos

A( éZ)7f1(2)7 c 7f7$2))
Mo—>Mp

O(2) :=

Zbog multilinearnosti od A imamo

Mo M,

o(z) = MMy Y- Z(Hmﬂcrﬂ )/ri0 )(Hsgnaj,>

ko=1k1=1 kn=1 j=0
A(]lEO,k-O? ﬂEl,kl’ SR ]1En,kn)’

Sto je ocigledno cijela funkcija, tj. holomorfna funkcija na cijeloj kompleksnoj ravnini.
Za a € (0,400) i w € C imamo |a*| = a®°* pa je

Mo M,

[D(2)] < Mg= My ReEy Y Z <H|aj7k|Refj<z)/rj<e>>

ko=1ki1=1 kn=1 j5=0
|A(]]‘E0,k07 ]]‘El,kl ]]'En kn)|

iz. cega se vidi da je ® omedena na pruzi {z € C : 0 < Rez < 1}. Primijetimo da za
svaki # € R imamo

i (0 /7 () /,(0) i (1) /T () /(1)
[P =157 OO = [ ) = gy O < (g

pa je po pretpostavci teorema

n »(® /p<o>

@(iB)| = My A(F - E) < TT AP 0 = H ||f]|| o =
5=0

3

|®(1 +1iB)] :M;le( (1+i5) L FIEE | < HHfmzﬁ)” HHf]HpJ et

Po principu maksimuma modula za prugu (Vidjeti [Rud87] ili [F0199]) zakljucujemo da
je |P(2)| < 1zasvaki z € C, 0 < Rez < 1. Posebno uzimajuéi z = 6 dobivamo

|A(f07f17" fn | — |A 1(6),,f7(L0))| < ]\4(}_‘9]\4197

a upravo to je trebalo dokazati. O]
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1/p

Slika 2.2: Raspon eksponenata iz primjera [2.18
Primjer 2.18. Operacija konvolucije je za f, g € S(RY) definirana formulom
(Fro)la) = | f@—wgwdy= | fW)ole—y)dy; € R?.
Pokazimo da vrijedi tzv. YoungovaEl nejednakost:
1S * gl < [[f e llglle, (2.26)

kad god eksponenti p, g, r € [1, o0] zadovoljavaju % + % =141

Dokaz. Definiramo trilinearnu formu

ML) = [ (£ g)@hia)ds
R
i za nju, zbog dualnosti iz odjeljka zelimo dokazati jake ocjene

IA(f> g, W] < (1 e lgllee 1] (2.27)

u spomenutom rasponu eksponenata. Promatramo skup svih odgovarajué¢ih tocaka

(%, %, %), a na slici smo skicirali njegovu projekciju na prve dvije kooordinate, tj. na
(1/p,1/q)-ravninu. Vidimo da je rije¢ o trokutu s vrhovima (1,1), (0,1) i (1,0) pa je

radi teorema dovoljno provjeriti (2.27) odnosno (2.26)) u tri ekstremna slucaja.

2William Henry Young (1863-1942), engleski matematicar.
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£ ol < [ ([ 156~ wltu)dy)a
= [ ([ 1@ = wlde) latw)idy = 17 sl

(b) p=o0,g=1,r=00
If * gllLe < /Rd | flleeelg()ldy = || f el gl

(c) p=1,g=00,17=00
Postupamo analogno kao u (b).

Time je dokaz zavrsen. O

Naravno da se sada konvolucija po neprekidnosti progiruje na LP(RY) x L4(R?) za
p,q € [1,00] takve da je §+% > 1.

Primjer 2.19. Najklasi¢nija primjena teorema je na L? ocjene za Fourierou]™|
transformaciju, koja je inicijalno definirana za f € L'(R?) formulom

~

FRT=C, f(6):= [ fla)e ™¢dx; € e R
Rd

Ovdje z-¢ oznacava standardni skalarni produkt u R%. Ocjenjujuéi } f]Rd f(a:)efz’m'édx‘ <
Jga |f(z)|dz odmah vidimo da vrijedi

Hf”LOO(Rd) < HfHLl(Rd)-

Poznata tvrdnja (ciji dokaz ¢itatelj moze nac¢i u [Fol99] ili [SWTI]) je Plancherelodf™]
identitet,

||f||L2(Rd) - ||f||L2(Rd)
za svaku f € L'(R?) N L*(R?). Zato moZzemo primjeniti kompleksnu interpolaciju na
linearni operator f +— f (zapravo na bilinearnu formu dobivenu dualizacijom), iz ¢ega
¢e slijedi tzv. Hausdor]ﬂ- Youngova nejednakost,

[l (gay < 11 e ee)- (2.28)

13 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar i fizicar.
14Michel Plancherel (1885-1967), §vicarski matematicar.
15Felix Hausdorff (1868-1942), njemacki matematicar.
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za p € [1,2] i f € LYRY) N LP(RY). Vidimo da se za svaki p € [1,2] Fourierova
transformacija f — f prosiruje do ogranic¢enog linearnog operatora na LP(R?), za kojeg
zadrzavamo istu oznaku.

Zanimljivo je napomenuti da konstanta 1 na desnoj strani od nije optimalna.
Za 1 < p < 2 vrijedi Babenkd™Becknerovd™| nejednakost [BecT5l,

N pl/p dj2
oz < () Wlhoimar (2:29)
u kojoj se jednakost postize za Gaussov funkcije, npr. f(z) = el za koju nije
tesko izracunati f &) = e~ Poznata je i ¢injenica da je Fourierova transformacija
injektivna te da je njezin inverz f — f dan gotovo istom formulom. Preciznije, inverzna
Fourierova transformacija se definira integralom

o) = [ o(@cSdg v e B

za g € L1(RY) te je sasvim jasno da g — g zadrzava sva navedena svojstva. Za svaku
funkciju f takvu da su f, f € LY(R) vrijedi Fourierova formula inverzije,

fy=r=1 gs., (2.30)

a ista formula se po neprekidnosti prosiruje npr. na f € L?(R). Iz navedenoga slijedi i

pl/p /2
17 < (J) Wl (2.31)

takoder za 1 < p < 2.

Zanimljivo je napomenuti da nam jaca ocjena ([2.29) zapravo pojacava i Youngovu
nejednakost za konvoluciju iz Primjera (2.18]), barem u izvjesnom rasponu eksponenata.

Naime, ako oznacimo C), := (pffig,)dﬂ, tada za p,q € (1,2), r € (2,00) takve da je
52 =1+ vrijedi
1f * gllur < CoCoCr[ flILr llglle- (2.32)
Za dokaz od (2.32)) trebamo poznatu formulu
(f*g)= fg, (2.33)

koja za f, g € LY(R?) slijedi iz

(fxgN(§) = / ) ( g flo— y)g(y)dy) e~y

R

= / ( flz— y)e‘Q”i(’”‘y)'fdrc>g(y)e‘Q”iy'gdy = [(£)4(¢),
]Rd Rd

16Tvan Konstantinovi¢ Babenko, ruski matematicar.
1"William Beckner (1941), americki matematicar.
18 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), njemacki matematicar.
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pri cemu su se integrali smjeli zamijeniti zahvaljujuc¢i Fubini-Tonellijevom teoremu i

[ 1= 9g(wldady = |l lglhs < +oc.
RIxR4

Ako redom iskoristimo ([2.31)), (2.33)), Hélderovu nejednakost (uz % = z% + i) i(2.29),

dobivamo

Hf *g“U < Cr’”(f *Q)AHLT’ < CT’HfHLP’”gHLQ’ < OT’OquHfHLP”g“Lq'

Pripomenimo da je konstanta na desnoj strani od ([2.32)) optimalna te da ista nejednakost
vrijedi i za sve p,q,r € [1, 00, % + é =1+ 1. To je takoder rezultat Becknera [Bec75].

Imat ¢emo jos primjena kompleksne interpolacije u kasnijim poglavljima.

*
* *

Zadatak 2.11. Dokazite da za kompleksne n x n matrice A = [a;;] 1 B = [b; ;] vrijedi
nejednakost
n 3/2 n n 1/2 n n 1/2
(X tabal) ™ < (X (Tal) ) (X (Tiel) ™).
ij=1 =1 j=1 j=1 =1

Zadatak 2.12. Pokazite da za p € (1,2) i 21, 29, . .., 2, € C imamo nejednakost

n—1 n-—1 , 1/p' n—1 1/p
1 2mijk |P »
E E E zje n < ’Zjl .
k=0 7=0 7=0

Zadatak 2.13. (Schurov test jakog tipa) Neka su (X, X, pu) i (Y,Y,v) dva o-kona¢na
prostora mjera i pretpostavimo da je K: X x Y — C funkcija izmjeriva u paru
(X x Y, B(C)) koja zadovoljava

1K (2, )My < C zap-gs. x €X,
<

1K )llnxaw C zav-gs yeY

za neku konstantu C €0, +00). Tada je formulom

A(f,g) = K(x,y)f(2)g(y)d(p x v)(z,y)

XxY

dobro definirana bilinearna forma na LP(X, X, u) x L? (Y, Y, v) takva da vrijedi

A, 9] < Cllflleresxmllgllee (v y

za svaki p € [1, 00].
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Zadatak 2.14. Neka su (X, X, pu) i (Y,),v) vjerojatnosni prostori. Gowersova pravo-
kutna norma funkcije f € M(X x Y, X x YV, u X v) je definirana sa

Hme::( L] f(x,y)f(:v,y’)f(x’,y)f(fc’,y’)du(:v)du(x’)dV(y)dV(y')>1/4-

Dokazite da je doista rije¢ o normi i da vrijedi

I fllo < [ f ey, xy,uxe)-

Uputa: Ukoliko zadatak zelite rijesiti interpolacijom, korisno je definirati kvadrilinearnu
formu

Afrs for fo o) = / / / / Fi(sy) ol o) ol ) Fals o Vdpa() g Yo () dur ().

Zadatak 2.15. (Stein-Weissov teorem interpolacije) Neka su (X, X, u) i (Y,V,v) o-
konaé¢ni prostori mjera te neka su wug, uy: X — (0, +00) i vg,v1: Y — (0, +00) izmjerive
funkcije koje su integrabilne na svim skupovima kona¢nih mjera. Ako je A: S(X, X, p) x
S(Y,Y,v) — C bilinearna forma koja zadovoljava

IACf, 9)| < Mill fllies (.2 wsdw 191 L (v yoiany; 7= 0,1

za neke po, p1,qo, 1 € [1, 00|, My, My € (0,+00), tada za svaki 6 € (0,1) vrijedi

IACS, 9)] < Mol| fllLro (.20 ugd) | 91| L36 (v, 3 g )

. . _ . 1-0,6 _1-0,0 _ Al 1 _1-6 . 6 1 _1-6 0
pri cemu je up = uy Uy, Vg =1vy vy, Moy = M, "M, T 0 T T o Ta
Napomena: Ovdje udp oznacava mjeru E —» fE uds.

Uputa: PokuSajte imitirati dokaz teorema [2.17]
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Poglavlje 3

Pozitivni i apsolutno dominirani
integralni operatori

U ovom poglavlju ¢emo se baviti integralnim operatorima koje je moguée ograniciti u
apsolutnom smislu. To znaci da ne posjedujemo (ili da zanemarujemo) bilo kakve “osci-
lacije” ili “ponistavanja” u definiciji operatora, ve¢ od njegove jezgre K odmah uzimamo
apsolutnu vrijednost |K|. Za dokazivanje pozitivnih rezultata (tj. ogranic¢enosti) koris-
tit ¢cemo tehnike interpolacije (i njihove direktne posljedice) iz prethodnog poglavlja.
Upuceni citatelj moze primijetiti da zasad namjerno izbjegavamo metode vremensko-
frekvencijske analize i ostavljamo ih za suptilnije objekte u kasnijim poglavljima. S
druge strane, ve¢ i kod tehnika apsolutne dominacije postoje neki neocekivano generalni
principi; prezentirat ¢emo jednu takvu prilicno novu i iznimno primjenjivu ideju ChristaE]
i KiselevaP| [CK01a], [CKO1D]. Usporedit éemo je i s klasiénim rezultatom Rademacheraf|
i Menéovaﬁ. Za dokazivanje negativnih rezultata (tj. neograni¢enosti u nekom rasponu
eksponenata) proucavat ¢emo simetrije danog operatora, tj. simetrije zeljenih ocjena.

3.1. Dilatacijske simetrije i raspon L” ocjena

Prva stvar koju je korisno uociti kod dane integralne forme su vrste simetrija obzirom
na koje je invarijantna. Ako je rijec o dilatacijskim simetrijama, tada one mogu znatno
suziti raspon eksponenata za koje ima smisla pokusati dokazati L? ocjene. Pokazat ¢emo
to na nekoliko primjera.

Primjer 3.1. Fiksirajmo parametre d € Ni0 < s < d. Razlomljeni integral ili Rz’eszozﬂ

!Michael Christ, ameri¢ki matematicar.

2Alexander Kiselev, rusko-americki matematicar.

3Hans Adolph Rademacher (1892-1969), njemacko-americki matematicar.
4Dmitrij Evgenevi¢ Mensov (1892-1988), ruski matematicar.

®Nazvan je po Marcelu Rieszu.
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potencijal je integralni operator I definiran na d-dimenzionalnim funkcijama formulom

)@= [ AU dy semt

@ |z —ylt=

Prirodno je zapitati se za koje sve eksponente p,q € [1, 00| je taj operator ogranicen sa
LP(RY) u LI(R?), tj. vrijedi ocjena

s fllLa@ey Sapas | Flluema- (3.1)

Svakako je dovoljno promatrati samo nenegativne funkcije f i g pa je trazena ocjena
ekvivalentna s nejednakosti

Ai(f:9) Sapas [1fllerllgllLe (3.2)

// ||gd drdy.
R Jra | —yl?7*

Za bilo koji a > 0 oznacimo sa D, operator dilatacije koji na funkcije djeluje po formuli

(Daf)(z) = fla™'z); =R

za bisublinearnu formu

Ukoliko ocjena (3.2) vrijedi za svake izmjerive funkcije f i g, tada uvrstavanjem D, f i
D,g na njihova mjesta zakljucujemo da jos i za svaki a > 0 mora biti

A7(Dof,Dag) Sdpas ”DafHLPHDaQHLQ’- (3.3)

Proucit ¢emo kako se “skaliraju” obje strane u (3.3). Jednostavnom zamjenom varijabli
lijeva strana postaje

outva= [ [ L gy o
Rd JRd

oyl

D@ 9a - - d
dzdy = a® A )
/Rd/RdCLd S|$—y|d a ray a I<f7g>

Potom primijetimo da za svaki p € [1, 00| vrijedi formula

IDaflle = a®?|flLs,

koja je ocigledna za p = 00, a za p < oo slijedi iz
oI = [ It 0)Pds = 5 = a'a] = [ 7@ Patas = @l I,
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1d,  (51)

Slika 3.1: Raspon eksponenata iz primjera |3.1

Zato je desna strana zapravo

IDafllee IDagline = a4 flluollglle

Prema tome, dijeljenjem nejednakosti (3.3 sa a™ dobivamo

d(+L)—d—s
Ar(f,9) Sapas a7 Flluollgll - (3.4)

Tvrdimo da zbog proizvoljnosti od a > 0 mora biti d(% + &) —d—s5=0.

e Ako bi bilo d(% + i) —d—s < 0, tada bismo za fiksirane f i g mogli u (3.4) pustiti
limes kada a — 4o00. Slijedilo bi da je forma A; identicki jednaka 0, §to o¢igledno
nije slucaj.

e Ako bi bilo cl(}lJ + &) —d— s > 0, tada bismo za fiksirane f i g mogli pustiti limes
a — 0T 1 opet dobiti da je A; identicki 0.

Iz ovoga zakljucujemo da je ocjena ({3.1) moguca jedino za é +L =1+ 5t

q
1 1 s
=42 (3.5)
p q d
Provjerimo sada da jezgra K(z,y) := |z — y|~%** zadovoljava

K (2, )l para—s Sal 1 [[K(Cy)llpa@—o Sal
L L

slabi slabi
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Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

za svake x,y € RY. Dovoljno je provijeriti prvi uvjet jer je drugi analogan zbog simetrije;

—d+s d—s)/d
aa-ssup o |[{y € R : |z —y| 7% > a}|( )/

slabi a>0

I (, ),

=sup« ‘B(x a’l/(d’S)) ‘(d_s)/d
a>0 ’
= [B(0,1)| sulga(oz_d/(d_s))(d_s)/d <4 1.
a>0"\ - -
=1

Prema Schurovom testu slabog tipa (korolar @ znamo da ocjena (3.2) vrijedi kad
god je 1 < p,¢d < i df;s(% + i) =1- (3)‘, tj. nejednakost je ispunjena
za p,q € (1,00) koji zadovoljavaju (3.5).Citatelju ostavljamo da u sklopu zadatka
sam nade protuprimjere za ogranicenost kada je p = 1 ili ¢ = oo, ¢ime je potpuno
okarakteriziran skup parova eksponenata p, ¢ za koje vrijedi . Ta ocjena se naziva
Hardy—Littlewood—Sabonevljevdﬂ nejednakost.

Rieszov potencijal se prirodno pojavljuje npr. u elektrostatici. Potencijal tockastog
izvora s nabojem ¢ je dan formulom V,(r) = %, pri ¢emu je r udaljenost od izvora do
mjesta gdje ga mjerimo, a C' je neka (za nas nebitna) konstanta. To je naprosto jedna
od formulacija C’oulombovogﬂ zakona. Ako pak imamo ravnu ploéu S C R? nejedno-
liko nabijenu nabojem s povrsinskom gusto¢om f, tada po tzv. principu superpozicije
elektrostatski potencijal cijele ploc¢e izmjeren u tocki x iznosi upravo

/SVf(y)(|fU—y|)dy=/S Cf(yy)|dy2011(flls)(é€)-

|z —

Ukoliko je S (opéeniti, npr. raznostranic¢ni) trokut, a f je konstantna (tj. trokut je ho-
mogeno nabijen), elementarno ali zanimljivo pitanje je: U kojoj karakteristicnoj tocki
trokuta potencijal poprima najvecu vrijednost? Pokazuje se da uvijek postoji jedins-
tvena tocka maksimuma, ali da ona nije niti jedan od klasi¢no poznatih centara trokuta,
veé se samo moze opisati izvjesnim implicitnim relacijama; vidjeti [AKT5].

Primjer 3.2. Opet fiksirajmo d € N i 0 < s < d. Nehomogeni razlomljeni integral
mozemo definirati kao integralni operator

)= [y o e R

Kao i ranije, Zelimo nadi sve eksponente p, g € [1, 00| za koje vrijedi

s fllLo@ey Sapas [1Flle@e. (3.6)

6Sergej Lavovié Soboljev (1908-1989), ruski matematicar.
"Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), francuski fizicar.
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3.1. Dilatacijske simetrije © raspon LP ocjena

1/¢
1 (1,1)
(1,5)
0 1/p
0 1

Slika 3.2: Raspon eksponenata iz primjera

Opet prvo trazimo nuzne uvjete na p i ¢. Uvodimo bisublinearnu formu

y)llg(x)]
dxd
fg /Rd/Rd 1+|.I— dsxy

te umjesto f i g uvrstavamo D, f i D,g za proizvoljni a > 0. Nazalost, ovog puta nemamo
savrseno skaliranje, ali za a > 1 joS uvijek mozemo ocijeniti

[f(a”y)[lg(a" x)| B
a Da d d — — , =
D) Awéd LHx—MWS vy = [F =", §=a7y]

D@ 2q -0
did
/Rd /I%d +a|1’_g|)d 4
/!/ [f@)lg(@)] a**didy = a™ Ay (f, 9),
R JR

¢ (a4 alz —g|)d—>

iz ¢ega analogno slijedi

d(i4 L Y—d—
As(f.9) Sapas "7 fllio gl

Kako smo ovog puta ograniceni na a > 1, mozemo jedino pustiti a — +o0, Sto nam
daje d(%—l—%)—d—s}O, t]. %—i—&) 1 + 5, odnosno

1 1 s

S>> 42 (3.7)
p-q d

S druge strane, pokazat ¢emo da je (3.6)) istinito za sve parove (p,q) € [1,00]?
takve da vrijedi (3.7)), (p,q) # (1,d/(d — s)) i (p,q) # (d/s, 00). Primijetimo da vrijedi
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Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

As(f,9) < Ar(f, g) pa smo zahvaljujuéi prethodnom primjeru odmah rijesili rubni slucaj
. Kada bi nas zanimala samo unutrasnost raspona , tada bismo naprosto
interpolirali s trivijalnom ocjenom tipa (1,1) za A;. Ipak, kako zelimo pokriti i
ostatak “ruba”, postupamo malo drugaéije i definiramo h(z) := (1 + |z|)~%**, tako da
je Jof = f*h. Lako je vidjeti da || 2||r(rey < 400 vrijedi ako i samo ako je r(d —s) > d,
t]. % < 1— 3. Pretpostavimo % > % + % 1 uzmimo r bas takav da je

1 1 1
ol -Z<1-2
r q p d

Koristenjem Youngove nejednakosti za konvoluciju (primjer [2.18)) dobivamo
[ Tsf llua = [1f * hllua < ([ flleellPllr Sars [
Diskusiju za dvije izuzete tocke opet ostavljamo kao zadatak [3.1]

Primjer 3.3. Definirajmo trisublinearnu formu

A= [ 1@ )gly. iz, o)l dudyds
R
i odredimo sve eksponente p, q,r € [1,00] za koje je ispunjena nejednakost

AL 9, R) Spar 1f ey 19l Lae2) || Pl L @2)-

Ovog puta forma A ima jos “viSe simetrije” pa ¢emo za a,b > 0 definirati neizotropne
dilatacije D, formulom

(Dapf)(@,y) = fla" 2, b7 y);  (w,y) €R™.

Za bilo koje parametre a, b, ¢ > 0 racunamo:

A(Dopf, Dbcg, Deah) = ) \f(a e, b y)g(b y, et 2)h(c 2, a o) |dadydz
= [§ =alz, g=bly, Z= c_lz]
= /R3 |f(Z,9)9(y, 2)h(Z, &)| abc dzdydz = abe A(f, g, h).
Primjenom pretpostavljene ocjene za A na Dy f, Dy g, Do dobivamo
A(f, 9, h) Spgr atPHH o PRV YT £ o | g | ageey | Bllr ey

pa zbog proizvoljnosti od a, b, c mora biti

1 1 1 1 1 1
p T P q qa T
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3.1. Dilatacijske simetrije i raspon LP ocjena

Jedino rjesenje tog sustava jednadzbi je p =q =1 = 2.
S druge strane, vrijedi

A(f,g,h) <[ fllee@llglliz@2)l|PllLe w2

ito je tzv. Loomiﬂ Whitneyevcﬂ nejednakost [LW49] u tri dimenzije. Kako bismo je
dokazali naprije primijenimo Holderovu nejednakost u varijabli vy,

[ st 2lan < ([ 1r@aba) ([ lowara)" e

a potom iskoristimo Holderovu nejednakost u (z, z),

Mo < ([ ([ ot 2lay) dnaz) ([ inteapasds)

< [ fllee@y |9z @2 | Al e w2y

Originalna primjena Loomis-Whitneyeve nejednakosti je bila sljede¢a. Neka je B C
R3 tijelo u koordinatnom zyz prostoru s glatkim rubom Bd B. Primijenimo gornju
nejednakost na funkcije

f=1B,,, 9=1p,., h=1p,,

pri ¢emu su By, B,., B., ortogonalne projekcije od B na koordinatne ravnine zy, yz,
zx. Kako za svaku tocku (x,y, z) € B imamo f(z,y) = g(y, 2) = h(z,z) = 1, dobili smo
nejednakost

1Bl < | By 21 B, | B 2.

el

Valja pripaziti jer na lijevoj strani |- | ozna¢ava volumen, a na desnoj povrsinu. Brojeve
|Bayl, | Byz|, | B2:| mozemo vrlo grubo ocijeniti s polovinom oplosja | Bd B|, §to nam daje
tzv. izoperimetrijsku nejednakost

Bl <272 Bd B,

ali s neoptimalnom konstantom. Moze se pokazati da je najbolja konstanta na desnoj

strani # i postize se samo kada je B kugla.

*
* Xx

Zadatak 3.1. Protuprimjerom pokazite da operatori I, i J; iz primjera [3.1] i [3.2] nisu
ograniceni niti sa L'(RY) u L#(4=5)(R?) niti sa LY*(RY) u L>*°(RY).

8Lynn Harold Loomis (1915-1994), americki matematicar.
9Hassler Whitney (1907-1989), americki matematicar.
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Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

Zadatak 3.2. Ako su p,q € (1,00) takvi da vrijedi (3.5]), pokazite da zapravo imamo

HISfHLp_ﬂﬂ = ||‘]8f||LP—>Lq~

Uputa: Jedna nejednakost je ocigledna, a za drugu opet mozete spretno iskoristiti dila-
tacijsku simetriju.

Zadatak 3.3. Dokazite tezZinsku Hardy-Littlewood-Soboljevljevu nejednakost u jednoj

dimenziji:
/ jz|*1f @)y 1°lg ()]
R JR

o =yt

dzdy Sappas 1 le@ll9llLee),

pri cemusu 1 <p,g<oo, 0<s<l1, a,f€cR takvi da vrijedi
1 1 1 1
—s<a+p<£0, —<a+l, —<p+1, —+-=a+F+s+1.
p q p q

Potom pokazite da ocjena ne moze vrijediti ni za koje «, 3, p, q, s takve da je % + % #
a+0+s+1.

Zadatak 3.4. Promotrimo sljede¢u bilinearnu varijantu razlomljenog integrala (raz-
mantranu u [Gra92)):

T(1.9)w) = [ S =gla+ g v e R

zad € Ni0 < s < d. Okarakterizirajte sve eksponente p, q,r € (1,00) za koje vrijedi
ocjena [|T'(f, 9)ll-re) Sapars 1f[Lea)llglliare)-

Uputa: Nakon sto utvrdite i skicirate moguéi raspon ocjena za pripadnu trilinealnu
formu A, uocit Cete da je radi realne interpolacije i svojevrsne simetrije argumenata
dovoljno dokazati nejednakosti restringiranog tipa (]l), é, 0). Uizrazu A(1p, 1, 1x) tada
mozete naprosto ocijeniti 1y odozgo sa 1, ¢ime zapravo dobivate bilinearnu formu iz
primjera [3.1]

Napomena: Cinjenica da ovaj zadatak o bilinearnom integralnom operatoru nije nista
tezi od primjera se moze zahvaliti pozitivnosti jezgre lt‘d%s Kasnije ¢emo vidjeti da
kod grani¢nog singularnog slucaja p.v.% trebamo drasticno slozenije tehnike.

3.2. Translacijske simetrije i raspon [ ocjena

Mnogi vazni operatori u analizi posjeduju neku vrstu simetrije u odnosu na translatiranje

funkcija. Za bilo koji ¢ € R? ozna¢imo s T, operator translacije, definiran na funkcijama
sa R? u C kao

(1ef)(2) = flw —c); xR
Sljedeci opceniti rezultat suzava raspon moguc¢ih L” ocjena za operatore koji su transla-
cijski-invarijantni, tj. komutiraju sa svim operatorima T.; ¢ € R?. Takvi su naprimjer i

linearni operatori iz primjera 1[3.2
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3.2. Translacijske simetrije i raspon LP ocjena

Propozicija 3.4. (Littlewoodov princip) Neka su dani eksponenti p,q takvi da je 1 <
q <p<oo. Ako je T:1P(R?) — LI(RY) ograniceni linearni operator koji komutira s
translacijama, tj. TT.f = T.Tf za svaki c € R? i svaku f € LP(RY), tada T mora biti
nul-operator, tj. Tf =0 g.s. za svaku funkciju f € LP(R?).

Princip mozemo slikovito izraziti (donekle nepreciznim) uzrec¢icama: “zanimljivi ope-
ratori samo podizu eksponente” ili “visi eksponenti su uvijek na lijevoj strani”. Osnovna
ideja dokaza je uzeti N kopija neke funkcije f i dovoljno ih “razmaknuti” da su im nosaci
“nacelno disjunktni”, tako da norma zbroja raste kao N'/?. Tada isti argument zbog
translacijske invarijantnosti radi i za T f, kojoj norma zbroja translata raste “samo” kao
N4, Za rigorozni dokaz ¢e nam trebati sljede¢a pomoéna tvrdnja.

Lema 3.5. Zar € [1,00) i g,h € L"(R?) vrijedi
. r r \1/r
lim |lg + Tehllu- = (lglli, + IAllL-) "
|c|] =400

Dokaz leme[3.5. Tvrdnju leme treba interpretirati:

r r /7
(ve>0)3R>0)(Vee R’ ] > R) (|llg+Tehlir = (gl + I0l1:) "

<o),
Lema je trivijalna kada ¢ i h iS¢ezavaju izvan nekog ogranicenog skupa, jer ako je |c|

dovoljno veliko, tada ¢ i T.h imaju disjunktne nosace pa mozemo racunati:

lo+2.hlle = [ lot@) + (neh(a)| do

= /Rd (lg@)" + (rh)(@)[") dz = llgllir + IhllT: = llgllir + NRIL-

Za opcenite funkcije tvrdnju dokazujemo standardnim aproksimacijskim argumentom,
poput onih iz poglavlja . Za dane g, h € L"(R%) i ¢ > 0 najprije zbog gustoée od C_(R?)
u L"(R%) mozemo naéi p,1 € C (R?) takve da je ||¢ — g|lu- < /41 ||¢ — h||L- < €/4.
Neka je R > 0 dovoljno velik da za svaki ¢ € R? takav da je |c| > R funkcije ¢ i T
imaju disjunktne nosace. Tada znamo da je

r r \1/7
le + Tepllu- = (lelltr + 11E-)

a mozemo ocijeniti i

‘Hs@ +Tellir = g + Tehllur| <l = gllur +[ITep = Tehllr < /2

te

r r \1/7 r r o\ /T r r A\
’(l|§0||LT+“¢HLT) — (llgllz + lI17M1E.-) L+l =nli) " <e/2

Sto zajedno daje

<(le—g

r r \1/7
g+ Tehllr = (gl + I10l5) | < m
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Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

Dokaz propozicije [3.4 Pretpostavimo da T nije nul-operator i neka je
C = [[T|Lr—rs € (0, +00).

Fiksirajmo 0 < ¢ < C. Po definiciji operatorske norme postoji funkcija f € LP(R?)
takva da je

1T fllua > (€ =) fllwr-

Ocigledno je || f|lL» > 01 [|Tf|lLe > 0. Dvostrukom primjenom leme [3.5] i pretpostavke
Tt. =71,/ dobivamo

im || f + Teflo = 27| flis,
|| =00

lim [|T(f +Tef)||ee = lm || Tf + 1T f||Le = 24| T f| e
|e] =00 |c] =00

Dakle, postoji ¢ € R? takav da je
1f+refle < @2+ fll 1 T +Tef)lla > 274 = )|Tf o

S druge strane, po definiciji od C' mora biti

IT(f + Tef)lle < Cf + Teflee
pa kombiniranje navedenih nejednakosti i dijeljenje s || f||» kona¢no daju
(C—e)(2Y1 —¢) < C(2Y7 +¢).
Pustanjem ¢ — 0" dobivamo kontradikciju s ¢ < p. O

Alternativni dokaz propozicije[3.4 Mozda je nesto sugestivnije pokusati doéi do kontra-
dikcije s ogranicenoséu od T' bez razmatranja njegove norme. U tom sluc¢aju uzmemo
f takvu da T'f nije g.s. jednaka 0 pa potom za N € N i e > 0 visestrukom primjenom
leme dolazimo do “dovoljno razmaknutih” vektora ci, cs, . .., cn € R? za koje vrijedi

Ifvllee < (NP4 )lIflle & ITfxlle > (N9 =) T fls,

N

pri ¢emu smo stavili fy 1= > i=1 Te; - Zbog ogranicenosti od T" imamo

(N =T fllia < NTfullin Sapa 1vllie < (VY2 + €)1 fler
pa jos jedino trebamo pustiti € da tezi u 0 i podijeliti s N9 te u
1T fllis Sapa NP7 f e

pustiti N — oo. O
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3.2. Translacijske simetrije i raspon LP ocjena

Napomenimo da Littlewoodov princip ne vrijedi ako R? zamijenimo d-dimenzional-
nim torusom T?. Na njemu translacije shva¢amo putem definicije T? = R?/Z4, a mjera je
Lebesgueova putem identifikacije T¢ = [0, 1)¢. Zbog leme (b) je identiteta ograniceni
linearni operator sa LP(T¢) u L4(T?) za svake eksponente 1 < ¢ < p < oco. S druge strane,
isti argument prolazi i u opéenitijim strukturama od R? kod kojih imamo invarijantnost
mjere na translacije i “dovoljno mjesta” da mozemo “razmaknuti” funkcije.

*
* *

Fourierova transformacija F: f +— f ne komutira s translacijama, ali zato posjeduje
mnoge druge simetrije. Operator modulacije za b € R je dan sa

(Mo f)(2) = ™ f(2); x €RY,
dok je operator rotacije za ortogonalnu transformaciju S: R? — R? definiran
(Rsf)(@) == f(S7'a); @ € R (3.9)

Usput uo¢imo da za cjelobrojne vektore b,c € Z% vrijedi T.M = MpT,. U raznim
situacijama imamo potrebu razli¢ito normalizirati operator dilatacije pa za a > 0 i
p € [1, 00] stavimo

(OP f)(x) = a P f(a"z); xR

a

Uz ovakvu normalizaciju je HDgp)fHLp = ||f|lLe- I dalje éemo kratko pisati D, za D).

Lema 3.6. Vrijed:
FT.=M_F, Fwy=1F, Fp=bP)F Frg=reF,

t.

(tefy=ref, (ff=mf, OPfF=DIf.  (Rsf)=rsf
za svake a > 0, b,c € RY, p € [1,00], ortogonalnu transformaciju S i funkciju f €
LY(R%).

Ove relacije éemo provijeriti za f € L}(R?), ali napomenimo da one ostaju vrijediti i
za svako neprekidno prosirenje od F na neki drugi Lebesgueov prostor, naprosto zbog
oc¢igledne ogranicenosti operatora T., My, Dy, Rg.

Dokaz. U skladu s definicijama rac¢unamo:
(T V() = | flz—c)e ™ dx = / Fla)e2mia+o€ gy
R Rd

~

— e 2t f(€) = (M_o f)(€),
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Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

(MefJE) = | fla)e™Pe 6 de = [(€ = b) = (Taf)(E),

y=a 'z

paye) = [ s et = [ B0 ]
:/ a7 f(y)e 2 qtdy
R4
= a®” f(ag) = (0% 1) (©),
y="95""x ]

(s (€)= [ F(5 et = [ V2

R Fly)e >vedy = [Sy - £ =y - ST

F(5716) = (rsf)(€),

¢ime je dokaz zavrsen. O

Neformalno receno, Fourierova transformacija zamjenjuje translacije i modulacije,
invertira skalu dilatacija te je invarijantna na rotacije.

Propozicija 3.7. Jedini parovi eksponenata (p,q) € [1,00)? takvi da vrijedi ocjena

[ lLo@ey Sapa [[fllLeay (3.10)

za sve f € LP(R?) NLYRY) su oni iz Hausdorff-Youngove nejednakosti, tj. oblika (p,p')
zap € [1,2].

Dokaz. Neka su dakle p, g € [1,00] za koje vrijedi (8.10)) i uzmimo f € LP(R?) N L'(R?)
takvu da f nije g.s. jednaka 0. Uvrstavanjem D, f na mjesto od f u (3.10]) dobivamo da
za svaki a > 0 vrijedi

a1\ flla = la"Da-1 s = |(Oaf s Sapa IPafllie = a®?|| I,

tj.
1 llee Sapq a®#H4 D) £l

Pustanjem a — 07 i a — +o0o zaklju¢ujemo da mora biti }D + % =1,t.q=9p.

Pretpostavimo 2 < p < oo, odakle je p’ < 2 < p. Sada ¢emo imitirati alterna-
tivni dokaz propozicije 3.4, Obzirom da moduliranje ne mijenja ni nosa¢ ni apsolutnu
vrijednost funkcije, sasvim analogno kao kod leme dokazuje se da za r € [1,00) i
g, h € L7 (RY) vrijedi

. r r \1/7
lim g+ TeMech|lir = (gl + [1215-)
|c|] =00
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3.3. Dominirane i okrnjene jezgre*

Uzastopnom primjenom te ¢injenice za dane N € Ni e > 0 nalazimo ki, ko, ..., ky € Z¢
“dovoljno razmaknute” da je

Ifwllee < (N2 4)If e & Ifnllr > (N =)l f I,

pri ¢emu smo oznacili

N N
Iy = ZMijkjf = ZTijkjﬂ
=1 =1
odakle je (zbog leme i
N
In= ZTijfkjf-
=1

Iz pretpostavljene nejednakosti (3.10]) za ¢ = p’ imamo

(N = )| fllw < Il St I nllie < (NP 4 )11

pa pustanjem ¢ — 07 i dijeljenjem s N'/?" dobivamo

”fHLP' ~d,p,q Nl/p_l/p,Hf“L”

te konacno pustanjem N — oo dolazimo do kontradikcije.

Preostaje jos opovrgnuti ocjenu zap = oo iq =1, ali kad bi takva nejednakost
vrijedila, tada bi kompleksna interpolacija s trivijalnom nejednakosti za p = 1, ¢ = o0
dala ocjene u cijelom rasponu p € (2,00), ¢ = p', koje smo netom opovrgnuli. O

3.3. Dominirane i okrnjene jezgre*

Materijal u ovom odjeljku je najveé¢im dijelom prilagodeno gradivo iz [Tao07].

Za potrebe daljnjeg izlaganja fiksiramo dva o-konacna prostora mjera (X, X, u) i
(Y,¥,v). Pod jezgrom ¢emo uvijek podrazumijevati (X x ))-izmjerivu kompleksnu
funkciju na X x Y. Za svaku jezgru K mozemo razmatrati linearni integralni operator

Tk: DY, Y, v) CMY,Y,v) > M(X, X, 1) definiran formulom

(T ) /ny av(y).

pri cemu je D(Y, YV, v) neki vektorski prostor g.s.-klasa izmjerivih funkcija koji je gust u
prostorima LP(Y, Y, v); p € [1,00). Mnogi zanimljivi operatori nisu tog oblika, ali mogu
biti aproksimirani upravo takvim operatorima. Neke od rezultata ¢emo formulirati za
sasvim apstraktne operatore, ali ¢e nam ipak biti ilustrativno vidjeti kako se ti rezultati
specijaliziraju za operatore T koji imaju jezgru K u gornjem smislu.

Pretpostavimo da je jezgra K na neki nacin izvedena iz jezgre K. Pitamo se u
kojem odnosu su operatorske norme ||7% || p—ra 1 ||T||1r—14 za neke odredene eksponente
p,q € [1,00]. Nasa prva opservacija je gotovo sasvim trivijalna.
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Propozicija 3.8. (Pozitivna dominacija)

(a) Neka su K i K jezgre takve da je K >0 1 |K| K. Ako je operator Ty ogranicen
sa S(Y, Y, v) CLP(Y,V,v) u LU(X, X, 1) za neke eksponente p,q € [1,00], tada je
ogranic¢en i operator T te vrijedi

1Tl —re < | T]lue—1a.

(b) Zakljucak iz (a) dijela ostaje vrijediti i ako su jezgre K i K takve da je samo
|K| < |K]|, ali zato dodatno pretpostavijamo p =1 ili ¢ = oo

Dokaz. (a) Ovo je direktna posljedica od |1 f| < Tix||f| = Tk|f]-
(b) Ovaj pak dio slijedi iz zadatka O

Za opcenite kompleksne jezgre takve da je ]I?] < |K|iakojep > 1, ¢ < o©
ogranicenost operatora Tk ne povlaci ogranicenost od T';; pogledajte zadatak . Tu

poteskoéu ne mozemo zaobici ¢ak ni ako uzimamo K = K1lg za neki skup S € X x Y;
slikovito mozemo reé¢i da smo okrnjili jezgru K po skupu S. Ipak, neka “okrnjenja”
nec¢e povecati normu pripadnog operatora.

Propozicija 3.9. (Blok-dijagonalno okrnjenje) Neka je N € N, neka je (A,)N_, X-
izmjeriva particija od X, a (B,)Y_, YV-izmjeriva particija od Y te neka eksponenti p,q
zadovoljavaju 1 < p < g < 0o. Ako je T: 1P2(Y,Y,v) — LUX, X, u) ograniceni linearni
operator, tada je formulom

rf = Z Lo, T(f1z,),
takoder definiran ograniceni operator sa LP(Y, Y, v) u LI(X, X, u) @ vrijedi
I Tlhrots < 1T e

Ukoliko je T' = T operator s jezgrom K, tada je jezgra od T naprosto

N

K(z,y) =Y K(z,y)l4,(2)1p,(y).

n=1

Naime,

Ag(x,y)f(y)dV(y) =ZIIAH(I)AK(I,y)f(y)HBn(y)dV(y)'

Tic(fL,)(x)

Tu “blok-dijagonalnu strukturu” od K mozemo ilustrirati kao na slici .
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Slika 3.3: Blok-dijagonalna struktura na X x Y.

Dokaz. Oznacimo C' = ||T'||Lr—pq. Za proizvoljnu f € LP(Y,Y,v) ocjenjujemo:
1/q
17 f o = (Z a7 lg) (Z 114, T(f15,)1)
g \ M1 g )1
< (ZHT(ann)HLq) < O(anﬂgnum)
n=1 n=1
al » \ /P
<C(YIfslE) " = Cllflls,
n=1

pri éemu smo u tre¢oj nejednakosti iskoristili lemu [2.2(b). O

Primijetimo da nam je bila bitna pretpostavka p < ¢, ali ona je ¢esto ispunjena,
kao sto smo vidjeli u prethodnom odjeljku. Ako tu pretpostavku pojacamo na p < ¢,
mozemo dokazati prili¢cno iznenadujucu varijantu.

Teorem 3.10. (Blok-trokutasto okrnjenje) Neka je N € N, neka je (A,)N_, X-izmjeriva
particija od X, a (B,)N_, V-izmjeriva particija od Y te neka eksponenti p, q zadovoljavaju
1<p<qg< 0. Akoje T: 1P(Y,V,v) — LUX, X, u) ograniceni linearni operator, tada
je formulom

Tf = Z 14 T(f1p,),
l<n<m<N

takoder definiran ograniceni operator sa LP(Y, YV, v) u LYX, X, u) @ vrijedi
1T |- Spg (1T NLr e (3.11)
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B B, By

Slika 3.4: Blok-trokutasta struktura na X x Y.

Dakle, ovog puta uzimamo “donje-blok-trokutasti” dio od X x Y, osjencan na slici
3.4l Ukoliko je K jezgra operatora 7', tada je

K(z,y)= > Ky, (@)ls,(y)

1<n<m<N

jezgra od T. Ipak, kao i u prethodnoj propoziciji, radimo direktno s operatorom 7" i ne
trebamo ni pretpostavljati postojanje jezgre.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati potpunom matematickom indukcijom, ali postavljenom
na vrlo pazljiv nacin. Preciznije, indukcijom po broju N ¢emo dokazati da za svake
prostore mjere, svake izmjerive particije (A,)N_;, (B,))_, i svake operatore T, T kao u

iskazu vrijedi nejednakost

1T s oie < Cogl| Tllioia,

pri ¢emu je
Cpg = (1 —2Ya1/r) 7,

Izbor konstante C),, ¢e biti motiviran dokazom; sve do zadnjeg dijela dokaza ni ne
trebamo znati nista o njoj. N

Za N = 1 je tvrdnja trivijalna jer je T" = T. Uzimo neki prirodni broj N > 2 i
pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve strogo manje od N. Neka su
(AN (B)N_|, T, T kao u iskazu. Radi jednostavnije notacije smijemo normalizirati
|T||Lr—re = 1, a zbog homogenosti je dovoljno dokazati

IT fllus < Cpa (3.12)

V. Kovac 82 Harmonijska analiza



3.3. Dominirane i okrnjene jezgre*

za svaku funkciju f € LP(Y, Y, v) takvu daje || f|lL» = 1. Fiksirajmo neku takvu funkciju
f. Primijetimo da brojevi

||f]131UBQU---UBkH€P; k = 071727"'7N

rastu po k, najmanji je 0, a najvedi je 1, pa postoji jedinstveni k € {1,2,..., N} takav
da je
||f]131U"'UBk—1 ||ZIiP < % < ||f:H‘BlU"'UBk||€P'

Kao posljedicu od ||f||f, = 1 tada imamo i

‘|fﬂBk+1U"'UBN||€p < %

Iskoristimo i pretpostavku indukcije na particije (A,)*Z1, (B,)5Z1 i odgovarajude res-
trikcije mjera i operatora, dobit ¢emo

||ILAlu"'UAkflT(f]]‘Blu"'Ukal)HLq < CRQHfILBlU"'UkalHLP < Cp,q271/p' (313>

Na isti nacin primjenom pretpostavke indukcije na (A,)3_, .1, (Bn)N .., dobivamo

|f]]'Bk+1U~~~UBN||Lp < Cp7q2_1/p- (314)

H:“‘Ak+1u"'UANT(f:H‘Bk+1U"'UBN)HLq < CP#]
Koristenjem disjunktnosti nosaca funkcija u (3.13)) i (3.14) slijedi
HILA1U-~~UAk_1T(lelu'"UBk—1) + :H‘Ak+1U"'UANf(fI]‘Bk+1U"'UBN)||Lq < Cp7q21/q_1/p‘ (315)
Osim toga je ocigledno

L4y van T poom) e = [[Lagooan T(FLpoon) ||, < L. (3.16)

Iz definicije od T vidimo 14, 7(f1p,) = 0 za m < n pa mozemo dekomponirati

7:f - ]1A1U"~UAk_1f(f]lBlU-“UBk_l) + ﬂAk+1U~“UANf(lek+1U~~UBN)
+1AkU---UANT(f131U---UBk)'
Koristenjem nejednakosti Minkowskog te (3.15)) i (3.16|) kona¢no zaklju¢ujemo

ITflle < Cpg2/7=47 41,

Konstanta C),, je bila odabrana upravo tako da bude C’p,q21/q*1/p +1 = C,y4, iz Cega
nam slijedi (3.12]) i time je zavrsen korak indukcije. O

Vazno je primijetiti neovisnost konstante u (3.11]) o broju N, koja nam omoguéuje
da izvedemo brojne korisne posljedice.
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Teorem 3.11. (Maksimalna ocjena Christa i Kiseleva [CK01a]) Neka je (J, =) prebrojivi
totalno uredeni skup i pretpostavimo da je (E;)jecs rastuca kolekcija skupova iz Y, tj. za
svake j,j" € J takve da je j = j' mora vrijediti E; C E;. Nadalje, neka eksponenti p,q
zadovoljavaju 1 < p < ¢ < 00. Ako je T: 1LP(Y,V,v) — LUX, X, u) ograniceni linearni
operator, tada je maksimalni operator definiran formulom

L.f = sup[T(f1g,)|
=

takoder ogranicen sa LP(Y,Y,v) u LI(X, X, ) i vrijedi
ITullLr e Spag T [|Lr—ra- (3.17)

Dokaz. Mozemo fiksirati f € LP i normalizirati ||T||r—re = 1, ||f||l» = 1. Ako je
(JN)¥—; rastudi niz konacénih podskupova od J takav da vrijedi Jy_, Jy = Ji|Jn| = N,
tada teorem o monotonoj konvergenciji daje

Il = Jim |

T(f15)l|
max [T(fLp,)l||

Osim toga, obi¢nim preimenovanjem elemenata od Jy mozemo uzeti Jy = {1,2,..., N},
tako da je dovoljno dokazati

max |T(f1,)l|  Spal

1<m<N
za neku konac¢nu Y-izmjerivu kolekciju £y C Ey C --- C Ey. Osim toga, jo§ stavimo
Ey := 0 i Exy1 := Y. Napomenimo kako je vazno da nam dobivena (implicitna)

konstanta ne ovisi o broju N.
Trik koji koristimo se Cesto zove linearizacija maksimalnog operatora. Za svaki x € X
neka je k(z) € {1,2,..., N + 1} najmanji indeks takav da vrijedi
max |T(f1g,)(z)| = [T(f1g,,)(@)]-

1<mKN+1

Oznacimo li
Ap ={zeX:k(z)=m}, Bn:=FE,\En-1; m=12... N+1,

vidimo da ustvari trebamo pokazati

1

<
~P,q )
La

> ﬂAmT<fﬂEm)HLq=H > 14, T(/1s,)

1<m<N+1 m,n
1<n<m<N+1

ali ta nejednakost slijedi iz teorema m (Napomenimo da su skupovi A,, medusobno
disjunktni pa je u sumi na lijevoj strani uvijek najvise jedan pribrojnik razli¢it od 0 te
je nebitan njegov predznak.) O]
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Lijepa primjena teorema je na konvergenciju integrala iz definicije Fourierove
transformacije na R. Za svaku f € L!(R) definicija od f i teorem o dominiranoj konver-
genciji daju

R
lim / flx)e 228y = f(€) (3.18)
-R

R—+o00

za svaki £ € R. Prednost formule nad samom definicijom Fourierove transfor-
macije je da obje strane imaju smisla i za sve f € LP(R), p € [1,2]. Naime, funkcija
f je integrabilna na svakom ograni¢enom intervalu [—R, R] (naprimjer po lemi [2.2(a)),
a i Fourierova transformacija F: f — f se zahvaljujué¢i nejednakosti moze jed-
noznacno prodiriti do ograni¢enog linearnog operatora sa LP(R) u L” (R). Zato je sasvim
prirodno zapitati se ostaje li formula vrijediti i dalje.

Korolar 3.12. (Mengov-Paley{"} Zygmundov'!] teorem) Ako je f € LP(R), p € (1,2),
tada za gotovo svaki & € R vrijedi (3.18)).

Dokaz. Za fiksirani ¢ je funkcija R — fi{ f(x)e~#™@¢dx neprekidna pa moZemo primi-
jeniti teorem [I1.7] za linearne operatore

Fr: IP(R) - LP(R), Frf:=F(fl_rr); RE(0,+00),
maksimalni operator

Fofi= sup |Frfl= sup |Frf]|
Re(0,+00) Re(0,+00)NQ

i gusti podskup S = L'(R) N LP(R). Provjerimo da su ispunjeni uvjeti tog teorema i to
cak uz jake (a ne samo slabe) ocjene.

(D) 1Frfllr < 1fL-rmllue < || flle.

(2) Primjenom teorema uz J = (0,400) NQ, Er = [-R,R] i ¢ =p' > p slijedi

©-23)
H]:*HLP—>LP’ ~p ||}_||Lp_>Lp’ < L

(3) Za g € S C LY(R) smo ve¢ bili primijetili da je (3.18) ispunjeno.

Dakle, g.s.-limes na lijevoj strani od (3.18)) postoji za svaku f € LP(R). Standardni
argument jednakosti ogranicenih linearnih operatora na gustom podskupu garantira da
je taj limes bas jednak f(&) za g.s. £ € R. O

10Raymond Edward Alan Christopher Paley (1907-1933), engleski matematicar.
1 Antoni Zygmund (1900-1992), poljsko-americki matematicar.

V. Kovac 85 Harmonijska analiza



Poglavlje 3. Pozitivni ¢ apsolutno dominirani integralni operatori

Maksimalni operator u teoremu se uzima po prebrojivom skupu, ali to u praksi
ne predstavlja smanjenje opéenitosti: vidjeli smo to u prethodnom korolaru, a pogledajte
i zadatak 3.8

Moguéa je ¢ak i varijanta teorema formulirana pomoc¢u varijacijskih normi ni-
zova, koje su bile definirane u odjeljku (1.1}

Teorem 3.13. (Varijacijska varijanta ocjene Christa i Kiseleva [OSTTWI12]) Neka je
(En)e, rastuéi niz skupova iz Y i neka eksponenti p,q, o € [1,00] zadovoljavaju q > p i
0>p. Ako je T: 1P(Y,YV,v) — LUX, X, u) ograniceni linearni operator, tada za svaku
funkciju f € LP(Y, Y, v) vrijedi

H H (T(f]lEn))zoonve

< T » o) 3.19

L ) P 1T [[Le—ral flIL Y, yv) ( )

Ovdje ||(2n)5Z0|lve interpretiramo kao sup,,cy, |2n|, tako da je ovaj rezultat zapravo

poopcéenje i pojacanje teorema [3.11L Dokaz je opet ostavljen citatelju za vjezbu kao

zadatak sa dovoljno detaljnom uputom. Pomocu teorema 3.13| nije tesko dati nesto
direktniji dokaz korolara [3.12] bez upotrebe teorema [1.7]

Alternativni dokaz korolara[3.12. Definirajmo operatore Fgr; R € [0, +00) kao i ranije
sa Frf = (fli—rr)) te opet stavimo Er = [-R, R]. Primjenom teorema [3.13] (za bilo
koji, ali fiksirani ¢ € (p, o)) dobivamo

FrfIve | Spe 1F oo | FIle, (3.20)

pri ¢cemu || Fgrfl|lve sada oznacava g-varijaciju funkcije R +— (Fgrf)(§), definiranu sa
. Naime, se zapravo primjenjuje na bilo kojiizborod M € Ni0 = Ry < R; <
--» < Rys. Izmjerivost na lijevoj strani od je ponovno garantirana neprekidnoséu
po R i moguc¢noséu uzimanja supremuma samo po racionalnim brojevima.

Obzirom da po Hausdorff-Youngovoj nejednakosti znamo || F|;, ,;» < 1 < +o0,
zakljucujemo da za svaku f € LP(R) i za gotovo svaki & € R vrijedi

H(‘FRf)<€>HV19% < +00,
sto kao 1 u odjeljku implicira postojanje limesa limg_, o (Frf)(£). O]

*
* *

Teoremi i ne vrijede kada je p = ¢ i implicitne konstante “eksplodiraju”
kada se p i ¢ priblizavaju jedno drugom; vidjeti zadatak [3.7na tu temu. Zato se prirodno
postavlja pitanje moze li se ipak dobiti neki slabiji korisni rezultat i u granicnom slucaju
pP=4q.

Teorem 3.14. Uzmimo proizvoljni eksponent 1 < p < oo ¢ neka je T: LP(Y, Y, v) —
LP(X, X, 1) ograniceni linearni operator.
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(a) Ako su N € N\ {1}, (A,) N, X-izmjeriva particija od X i (B,)N_; V-izmjeriva
particija od Y, tada je okrnjeni operator

Tf= Y 14,T(f1p,)
lgnrngSN

takoder ogranicen v vrijedi

T |iooir S

~

(I N[ T[pre- (3.21)

(b) Ako su N € N\ {1} i (E,))_, rastuéa kolekcija skupova iz X, tada je maksimalni
operator
T.f = max |T(flg,)]

1<n<N

takoder ogranicen v vrijeds

1Tl S (I N)T |10

Dokaz. Sama ogranicenost od TiT, je trivijalna i bitne su jedino ocjene njihovih normi.
Osim toga, dio (b) slijedi iz dijela (a) na sasvim isti nacin kao sto smo bili dokazali teorem
3.11|iz teoremam Prema tome, glavni dio teorema je ocjena (|3.21f). Njen dokaz moze
slijediti iste crte kao i dokaz od , ali je nesto direktniji, sto i ne zacuduje, obzirom
da je rezultat klasican.

Dovoljno je dokazati (3.21)) u slucaju N = 2M; M € N, jer inace moZemo zaokruziti
N na najblizu ve¢u potenciju od 2 i prosiriti particije praznim ¢lanovima. Indukcijom
po M € Ny dokazujemo nejednakost

T |tosr < (M + 1)||T||Lo1n

M M .
27, (Bp)%_, i svake operatore

T,T kao u iskazu (a) dijela teorema. Baza indukcije M = 0 je trivijalna jer imamo
T =T. U koraku indukcije normalizirajmo ||T||pr—1» = 1, fiksirajmo f te pretpostavku
za M — 1 iskoristimo kako bismo dobili

za svake prostore mjere, svake izmjerive particije (A,)

||1A1U"~UA2M_1T(f]lBlU“~UB2]\/[_1 ) HLP g M”f]lBlumuBQM_l HLP7
H ]lAQMqHU"'UAQMT(f]lBQMAHU"'UBzM ) HLP < M||fILBQA1—1+1U"’UB2M HLP'

Disjunktnost nosaca daje

H:H'AIU"'UAQJ\/I—IT(fI]‘BlU"'UBQM—l) + ﬂAzMﬂHU"'UAQMT(fILBQMleU'“UBQM)HLp < MHfHLP'

Obzirom da je

|14 g TP L0080 | < 1S Nl

konacéno smo dobili

oM—14

ITf Nl < (M + )] flles

i time zavrsili dokaz. O
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U teoremu za razliku od teorema [3.11] konstante u ocjeni norme maksimalnog
operatora nazalost ipak ovise o “fino¢i” kolekcije (E,)_, (tj. o broju N), ali ponekad je i
logaritamski “gubitak” zadovoljavajuéi. Cesto se teorem |3.14|primjenjuje na ortogonalne
sisteme, kada poprima sljedec¢i oblik.

Korolar 3.15. (Maksimalna ocjena Rademachera i Mensova [Rad22], [Men23|) Neka
je N € N\ {1} i neka je fi, fo, ..., fn ortonormirana kolekcija funkcija iz L2(X, X, ).
Tada vrijedi

< NY2InN.
L2

e | 24

Dokaz. Uzmimo p =2, (Y, Y,v) = ({1,2,...,N},P({1,2,...,N}),| - |), skupove
E,={1,2,....,n}; n=1,2...,N

i linearni operator

T(('Yn)gzl) = Z Ynfn-

Iz medusobne ortogonalnosti i normiranosti funkcija f,, slijedi

N N
HT((’Yn)nNzl) HiQ(X,X,u) = Z |”Yn’2anHi2(X,X,u) = Z ‘771,2 = H(’Vﬂ)gzlH;({l’“_,N})’
n=1 n=1

tj. T je izometrija i posebno ||T'||;212 = 1. Koristenjem teorema |3.14{(b) dobivamo

max ‘ ;%fk‘ < (IHN)||(%)fzv=1||z2({1,...,N})

1.2
pa preostaje uzeti vy =y, =--- =y = 1. O

Mozemo usporediti korolar s Pitagorinimm pouckom, koji daje

|34
k=1

za svaki n € {1,..., N}. Dakle, ubacivanje maksimuma unutar norme na lijevoj strani
“kosta” samo logaritamski faktor In V.

n 1/2
L= () = v < v
k=1

*
* *

12Pjtagora (oko 582.pr.n.e. — oko 496. pr.n.e.), starogréki matematicar i filozof.
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Zadatak 3.5. Dokazite da za ¢ € [1, 00| vrijedi

| T lsre = [[K (2, y) [|Lee 1e),
dok za p € [1, 00| imamo

1Tl lr e = [ (2, ) oo gy

Na desnoj strani se pojavljuju mjesovite Lebesgueove norme iz zadatka [2.1]

Napomena: Smatramo da je operatorska norma jednaka +oco ukoliko operator nije yu-g.s.
dobro definiran ili je neogranicen.

Zadatak 3.6. Neka su prostori mjera upravo (R, B(R), /\). Stavimo
K(x,y) := cos(2mzy), [?(x,y) := max{cos(2rzy),0}.
Dokazite da je Tk ograni¢en na L?(R), ali da T to nije.
Zadatak 3.7.
(a) Pokazite da nejednakost moze poprimiti malo precizniji oblik:

-~ —1
IT|[trre S (5 —5) I1Tluosna

(b) Definirajmo operator Ty na kona¢nim nizovima duljine N,

In((vm)m=1) = ( Z = >:1

m-—-n
1<n<N
n#Em

i neka je Ty kao u teoremu wz A, = {m}, B, = {n}. Dokazite da je

sup || Tyl| s < +00,  sup || Tl = +oo.
NeN NeN

Uputa: Elementarni dokaz od supyey ||Tn]/2—e = /7 moze se nadi u [Gra94].

(c) Za operatore iz (b) dijela zadatka dokazite
lim ([ Txllese = |Trllese,  m [ Txllese = [ Tylleoe,
q—2t q—2t

odakle ce slijediti N
T
sup H NHW—)Z‘Z — +oo.
ge@00) I TN |2 500
NeN

Napomena: Ovaj primjer pokazuje da konstante u (3.11)) ne mogu biti odabrane
“uniformno” po p i ¢, a u kombinaciji s podzadatkom (a) vidimo da eksplodiraju
upravo kada ¢ — p™.
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Zadatak 3.8. Dokazite sljedeéu kontinuiranu “trokutastu” verziju teorema [3.10} Neka
je K: RxR — C lokalno integrabilna (tj. integrabilna na svakom omedenom izmjerivom
skupu) jezgra za koju je pripadni operator Tk ogranicen sa C (R) C LP(R) u LI(R) za
neke eksponente p, ¢ takve da je 1 < p < ¢ < oo. Definiramo li

K(z,y) = { 0 inace,

tada je operator T takoder ogranicen sa C (R) C L?(R) u LY(R) i vrijedi
1T [r—ra Spg ITlLr—pa-

Uputa: Koristite teorem za sve “finije” blok-trokutaste aproksimacije od K.

Zadatak 3.9. Neka je K: R x R — C lokalno integrabilna jezgra te neka su n € N i
p,q € [1,00] takvi da je p < ¢ i ¢ = 2. Definirajmo

n

[[5, yj)fj(yj)>dy1 - dyn.

Jj=1

T(fb Tt fn)(x) = /
{(ylam,yn)ER":y1>...>yn}

Ukoliko je Ty ogranicen sa C (R) C LP(R) u L¢(R), tada je T ogranicen sa C (R)" C
LP(R)" u L¥™(R) te vrijedi

||T||LP><-~><LP—>L‘1/" Sp,q CNHTKHEP—mq'

Stovise, u posebnom slu¢aju kada uzimamo n jednakih funkcija imamo

T 1 n n n
ITCF - Pllarm Spa 7i° T [[Eo ol £ 12

U obje nejednakosti je C' > 0 neka univerzalna konstanta.

Uputa: Moguce je opcCenitije formulirati tvrdnju, vise u duhu teorema |3.10 te postu-
pati kao u njegovom dokazu, a potom aproksimacijom dobiti kontinuirani slucaj. Malo
drukéije organizirani detaljni (i priliéno slozeni) dokaz moze se naéi u [CKOla].
Zadatak 3.10. Dokazite teorem [3.13l

Uputa: Prakticno je pretpostaviti p < o < g. Kao u dokazu teorema svedite tvrdnju
na slucaj konacnih kolekcija ) = Ey C E; C --- C Ey = Y. Ovog puta indukcijom po
N € Ny dokazujete nejednakost

el

pri cemu je konstanta D, , , dana jednadzbom

< Dp,q,QHTHLP%LquHLPv

La

21/gil/pr,q,@ + 4Cp,q = Dp,q,gv
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3.3. Dominirane i okrnjene jezgre*

a Cp,, oznacava implicitnu konstantu iz (3.17). Normalizirajte ||T||pe—pe = 11 ||f]jer =1
pa odaberite indeks k takav da je

1 le e < 5 < [ LelTs-
Potom iskoristite ociglednu ocjenu

lle < )bl + Nl +27% masx |zl

uz z, =T(f1lg,)(z), z € X.
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Poglavlje 4

Ograniceni Calderén-Zygmundovi
operatori

Teorija Calderén}Zygmundovih integralnih operatora je u vise navrata poopéivana i
dopunjavanja tijekom 20. stoljeca, a i sama klasa istoimenih operatora je viSestruko
prosirivana. Npr. povijesno su se najprije proucavali translacijski invarijantni singularni
integralni operatori. Standardni oblik kojeg ¢emo predstaviti u ovoj skripti se ve¢ moze
nac¢i u literaturi 80-tih godina proslog stoljeca, a zainteresirani citatelj ¢e mnogo vise
detalja pronaci u opseznoj monografiji [Ste93]. Napomenimo da ¢emo se u ovom poglav-
lju baviti isklju¢ivo operatorima za koje unaprijed znamo da su ograniceni na prostoru
L2(R%), a voljeli bismo ustanoviti njihovu omedenost i na nekim drugim funkcijskim pros-
koje éemo kasnije uvesti. Kod tzv. mnoZitelja L2-ogranic¢enost ée biti automatska pa ¢e
tako i opceniti rezultati ovog poglavlja na¢i primjenu. (Karakterizacije L2-omedenosti
¢emo ostaviti za iduée poglavlje.) Upoznat ¢emo i neke probleme kod kojih se prirodno
pojavljuje Hilbertova transformacija, najjednostavniji primjer Calderén-Zygmundovog
operatora. Na samom kraju poglavlja ¢emo dotaknuti osnove tzv. Littlewood-Paleyeve
teorije.

4.1. Definicija Calderén-Zygmundovog operatora

Standardna jezgra je Borel-izmjeriva funkcija K: {(z,y) € R¢ x R? : x # y} — C za
koju postoji parametar v € (0, 1] takav da za svake x,2', 9,y € R%, x # y vrijedi:
1

K1) |K Skd T——
(K1) K@)l Sia o=

1 2" — x|
(K2) o' =2 <5le—y| = |K(@,y) — K(2,y)| Skdq [z — ¢

! Alberto Pedro Calderén (1920-1998), argentinsko-americki matematicar.
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Poglavlje 4. Ograniceni Calderén-Zygmundovi operatori

<t — N <y
(K?)) |y y| < 2|$ y| = |K(£L‘,y) K(x,y)| ~K,dyy ‘33 _y‘d+fy'
Ako su uvjeti (K2) i (K3) zadovoljeni za neki 79 € (0, 1], tada oni vrijede i za svaki
v € (0,70]; naprosto primijetimo da je ﬁ:;' <3 <1i @:5" < 3 < 1. Nadalje, u
slucaju kada je v = 1, a K je klase C! mozemo (K2) i (K3) zamijeniti nesto jac¢im
pretpostavkama:

, 1
(K2 ) |VIK(’I?y)| S./K,d ‘x_y‘d+17
K3) |V, K < 1
( ) ‘ Y (x7y)’ ~K,d |l‘ _ y|d+1’

pri cemu V, K (x,y) oznac¢ava gradijent po prvih d varijabli od K(z,y), a pripadna ocjena
je uniforma po zadnjih d varijabli; sli¢cno i za V,K(z,y). Npr. ovako vidimo da (K2’)
implicira (K2):

K (2 y) — K(z,y)] = ](/01 VK ((1-0)z + 0:U’,y)d9> (2 — :1:)‘
< 9?[3)]?1] (VoK ((1=0)z + 02, y)| |2" — «]
r_
Sk W |2" — x| ~a %,
jer je
(1002 +607) —y| > |o— ] — bz — | > gl —y].

Calderdn-Zygmundov operator je linearni operator T': CL(R?) — LL, (R?) kojem je
pridruzena neka standardna jezgra K u smislu da za svake dvije funkcije f, g € CL(R?)
s disjunktnim nosacima supp f i supp ¢ vrijedi

[ an@sis= [ ([ K@oiwi)swis (4.)
R Rd N JRd
tj.

[ans=[ xwsn.

R4 R2d
Pritom smo oznacili (¢ ® f)(z,y) := g(x)f(y). Primijetimo da se na desnoj strani
zapravo integrira po skupu (supp g) X (supp f), koji je disjunktan s “dijagonalom”
{(z,y) € R?x R?: x = y} pa nije vazno kako na njoj dodefiniramo K. Osim toga, lako

je vidjeti da je zbog (K1) jezgra K ograni¢ena na produktu nosaca od g i f pa u (4.1)
slobodno mozemo koristiti Fubinijev teorem i transformirati izraz po volji.
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4.1. Definicija Calderon-Zygmundovog operatora

Ukoliko je T jos i L?-ogranicen, tj.

| T fllr2@ey St 1l fll2ee)

za svaku f € CH(R?), naprosto ¢emo redi da je rije¢ o ogranicenom Calderdn-Zygmun-
dovom operatoru i tada se T' jednoznacno prosiruje do omedenog linearnog operatora na
prostoru L2(RY). Isklju¢ivo takvim operatorima ¢emo se baviti kroz cijelo ovo poglavlje.
Ubuduée cesto ne¢emo notacijski naglasavati ovisnost implicitnih konstanti o d, v, K i
T, jer ¢e se ona podrazumijevati.

Sljededi su razlozi zasto isticemo bas L2-omedenost:

e Prostor L?(R?) je Hilbertov i na njemu je Fourierova transformacija izometrija.
Vidjet ¢emo da to pojednostavljuje teoriju i omoguéuje direktnu provieru L2-
ogranicenosti u vaznom specijalnom slucaju translacijski invarijantnih operatora.

e Uz prethodne pretpostavke L2-omedenost implicira omedenost (tj. neprekidnost)
na mnogim drugim funkcijskim prostorima, kao sto ¢emo vidjeti u iduci odjeljcima.

e Postoje elegantne, primjenjive i sasvim generalne karakterizacije L?-ograni¢enosti
ovakvih operatora. To je tema koju ¢emo ostaviti za iduce poglavlje.

Primijetimo da je standardna jezgra K jednoznacno odredena operatorom T pa je i
zovemo jezgra operatora. Naime, kada bi postojale dvije takve jezgre K i K pridruzene
T, one bi bile g.s. ograni¢ene na B; x B, za bilo koje dvije otvorene kugle B;, B, C R?
s disjunktnim zatvarac¢ima te bismo imali

/legz,mg@f):/glwf((g@f)

za svake g € CL(By) i f € Cl(Bsy). Jedinstvenost sada slijedi iz ¢injenice da su linearne
kombinacije funkcija oblika g ® f guste u L}(B; x By). S druge strane, vise Calderén-
Zygmundovih operatora moze imati istu jezgru. Npr. Tof := 01T} f := f oba imaju
jezgru K = 0 jer vrijedi

[@ing= [ sa=0= [ @

¢im f i g imaju disjunktne nosace.
Pokazimo da neki Calderén-Zygmundovi operatori imaju direktniji prikaz, koji na-
izgled nije u duhu opéenite definicije.
Propozicija 4.1. Neka je K standardna jezgra koja jos ima svojstvo da za g.s. v € R?
postoji limes
k(z) = lim / K(z,y)dy (4.2)

e—07t
{yeR : e<|z—y|<1}
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Poglavlje 4. Ograniceni Calderén-Zygmundovi operatori

i pretpostavimo da je tako dobivena funkcija r: R* — C lokalno integrabilna. Tada za
svaku f € CLR?) i za g.s. © € R? postoji limes

Teha)=lm [ K@orwd (43)

e—0T
{yeRe: |z—y|>c}

i njime je definirana lokalno integrabilna funkcija Tk f: R? — C. Nadalje, za svake
f,g € CLRY) s disjunktnim nosacima vrijedi

/Rd (Ticf)g = R K(z,y)f(y)g(z) dxdy.

Drugim rije¢ima, formula (4.3) definira Calderon-Zygmundov operator Tk, ¢ija jezgra
je upravo K.

Ponekad kazemo da je Ty singularni integralni operator (u uzem smislu) pridruzen
jezgri K. Primijetimo da ovdje K i Tk jednoznacno odreduju jedno drugo. Ponekad
umjesto lim - dy kratko piSemo p.v. fRd e dy.

5_m+kﬁyeRdwxfm>e}'

Dokaz. Za f € CLR?Y), z € RYi0 < ¢ < 1 imamo jednakost

| Kewrwa= [ K@) - rw)dy

{yeR?: |[z—y|>¢c} {yeRe e<le—y|<1}

+( / K(x,y)dy)f(x)Jr | Kewswa

{yeR®:e<|z—y|<1} {yeR?: [z—y[>1}

pa zbog ([.2) za g.s. x € R? postoji limes u (4.3) i iznosi

K (. 9) (f(y) — £(2) dy + w(2) [ () + / K (e 9) 1 (y) dy.

{yeR?: 0<|z—y|<1} {yeR4: |z—y|>1}
Pritom smo koristili Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji te

(K1)
K| o) - f@)|dy < [V Sl /

{yeR4: 0<|z—y|<1} {yeR4: 0<|z—y|<1}

dy

—|$ — y|d*1 < 400,

(K1)
K (z, )| [f()ldy < |Ifllu < +oo.

{yeR4: |z—y|>1}
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4.1. Definicija Calderon-Zygmundovog operatora

Lokalna integrabilnost od Tk f je sada takoder ocigledna. Konaéno, neka f,g € CL(R?)
imaju disjunktne nosace i stavimo ¢y := min |z —y|. Tada za z € supp g formula

TESUpp g
€supp f
postaje ’
Tehe) = [ Kewfe)dy

{yeR?: Jz—y|>e0}

pa je
/Rd(TKf)g = /Rd ( g K(z,y)f(y) dy)g(x) de = » K(x,y)f(y)g(x) dudy.

Pritom smo zbog

(K1)

1
(K@) f)g@)ldedy S [ flellglle: < +oo
0

(supp g)x (supp f)
smjeli iskoristiti Fubinijev teorem. O]

Prethodna propozicija nam veé¢ daje dosta primjera singularnih integralnih operatora

Calderén-Zygmundovog tipa. Za d =11 K(x,y) = ~—— dobivamo Hilbertovu transfor-
maciju spomenutu u poglavlju [I, dok je njen prlrodm dvod1menz1onaln1 analogon Ahl-
for —Beurlmgovﬂ transformacija dobivena za d = 2, K(z,y) = _ﬂl ((x1+ix2)j(y1+iy2))27 tj.

u kompleksnim varijablama

(Bf)(z) := —%p.v./@#dk( = ——pv /f Z—w ) z € C.

z —w)?

Vidjet ¢emo da je u oba ova sluéaja konstantu 1 — prirodno staviti radi unitarnosti na

L2 U visim dimenzijama imamo Rzeszoveﬁ tmnsformaczye R;, kod kojih je K(z,y) =

Ti—Yj 3
gty ¥

T — s t.
(R;f)(z) == p.v. /R #]ﬂ(y)dy =pv. | fe=t) |t‘;+1dt; z e RY
Pritom z;, y;, t; redom oznacavaju j-tu koordinatu od z, y, t. Napomenimo da je u
svim tim slucajevima x = 0.

Kao povijesnu crticu navedimo da je razvoj teorije ovakvih integralnih operatora
zapocet u seminalnom radu Calderéna i Zygmunda [CZ52]. U 19. i prvoj polovici 20. sto-
ljeca je harmonijska analiza bila krucijalno ovisna o kompleksno-analitickim tehnikama,

2Lars Valerian Ahlfors (1907-1996), finski matematicar.
3Arne Carl-August Beurling (1905-1986), §vedski matematicar.
4Nazvane su po Marcelu Rieszu.
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koje su dobro funkcionirale samo u jednodimenzionalnom okruzenju. Autori tog rada su
osmislili tzv. “realnu metodu” u zelji da daju zanimljivu teoriju u visim dimenzijama.
Kao rezultat toga obogatili su analizu tehnikama koje su toliko opéenite i prilagodljive
da se i danas pronalaze i primjenjuju njihove raznolike varijante. Teorija singularnih
integralnih operatora je popularnost stekla ve¢ krajem 50-tih godina kada ju je Calderén
uspjesno primijenio na probleme jedinstvenosti kod hiperbolickih i eliptickih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, a potom su se pokazale i veze s racunanjem indeksa eliptickih
operatora na mnogostrukostima. Zanimljivi popularni tekst o Calderén-Zygmundovim
operatorima je npr. [Ste9§].

Zadatak 4.1.

(a) Nakon s§to ograniceni Calderén-Zygmundov operator T' s jezgrom K prosirimo do
omedenog operatora na L2(R?) (oznacenog opet sa T'), ima smisla promatrati du-
alni operator 77 (kao u odjeljku i hermitski adjungirani operator T%. Pokazite
da su 17 i T™ takoder prosirenja Calderén-Zygmundovih operatora kojima su re-
dom pridruzene jezgre K™ (z,y) == K(y,z) 1 K*(x,y) := K(y,x).

Napomena: Sada je ocigledan razlog zasto T7 ponekad nazivamo transponirani
operator od T'.

(b) Akosu T} i T, ograniceni Calderén-Zygmundovi operatori s istom jezgrom, dokazite
da postoji funkcija m € L>®°(RY) takva da za svaku f € CL(RY) vrijedi T} f — Tof =
mf.

Zadatak 4.2. Neka je K antisimetricna standardna jezgra, tj. pretpostavimo da osim
(K1)—(K3) vrijedi i K(y,z) = —K(x,y) za svake z,y € R? x # y. Dokazite da je
formulom

A(f,g) == lim / K (2, 9)f (y)g(x) dudy

e—0T
{(z,y)€R2?: |[z—y|>€}

dobro definirana bilinearna forma A: CL(R?) x Cl(R?) — C te da je stovise

M=y [ K@) (Fw) - fe)g) ded.

{(z,y)eR2 : z#y}

za svake f,g € C1(RY). Primijetimo da ovdje ne pretpostavljamo disjunktnost nosaca
od fig.

Napomena: Nista nam ne garatira da doista postoji operator T: CL(RY) — LL, (R?)
takav da vrijedi [L.(Tf)g = A(f,g) za f,g € CL(R?), ali ako to ipak jest slucaj, tada
je ocigledno T' Calderén-Zygmundov operator s jezgrom K i vrijedi T7 = —T'. Ustvari
moZemo jedino zakljuéiti da postoji takav T': CL(RY) — CL(R?)*, pri ¢emu je C!(R?)*
svojevrsni prostor distribucija.
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4.2. Omedenost na [ prostorima

Ukoliko za Calderén-Zygmundov operator 7' znamo da je L2-ograni¢en, tada prikaz
pomocu jezgre ostaje vrijediti i u neSto opcenitijem obliku. Jedinstveno proSirenje
od T do ograni¢enog operatora na L2(R?) éemo oznacati istim slovom.

Prisjetimo se kako za funkciju f € L, (R?) kazemo da i$¢ezava na otvorenom skupu
U C R? ako je |{f # 0}NU| = 0. Komplement najveceg (u smislu relacije C) otvorenog
skupa na kojem f iSCezava zovemo nosac¢ od f i oznacavamo supp f. Ovaj tehnicki
detalj je neophodan, jer ako za f uzimamo razlicite predstavnike iste g.s.-klase izmjerivih
funkcija, tada {f # 0} nema smisla doslovno, ve¢ samo do na skupove mjere 0.

Lema 4.2. Ako je T ograniceni Calderdon-Zygmundov operator s jezgrom K, tada za
svaku f € L2(R?) s kompaktnim nosaéem i za svaki x € R\ (supp f) vrijedi

(Tf)(x)= | K(z,y)f(y)dy. (4.4)

Rd

Dokaz. Fiksirajmo dva otvorena skupa U,V C R? s kompaktnim i disjunktnim za-
tvarac¢ima i primijetimo da je U x V' — C, (z,y) — K(z,y) omedena funkcija radi
uvjeta (K1). Po definiciji iz prethodnog odjeljka znamo da jednakost

/RJTf J(2)g(x)de = | K(z,y)g(x)f(y)dzdy (4.5)

R2d

vrijedi za g € CH(U), f € CL(V). Kako su obje strane u dobro definirane i
ogranicene bilinearne forme L?(U) x L2(V) — C u paru funkcija (g, f), zbog gustoce
zakljuéujemo da jednakost ostaje vrijediti i za g € L2(U), f € L?(V). Konac¢no,
zbog dualnosti L*(U)* = L2(U) zakljutujemo da je ispunjeno za f € L*(RY),
supp f CV, x € U kao g.s. jednakost funkcija na U. O]

Standardna kocka je svaka kocka u R? ¢iji bridovi su paralelni koordinatnim osima,
tj. skup oblika I; x Iy x - -+ X I; za neke ogranicene intervale jednakih duljina I, ..., ;.
Za funkciju f € L}, (RY) i standardnu kocku Q ¢emo sa [f]q oznacavati prosjek od f na

Q, tj. .
flo =17 | Flalda
“T el
Duljinu brida kocke Q ¢emo pisati £(Q). Dijadska kocka je svaka kocka u R oblika
(27k1, 27 (ky + 1)) X [27k9, 29 (kg + 1)) x -+ X [2k,,2/(k, +1)) za neke j € Z i

(k1, ks, ..., k,) € Z". Kolekciju svih dijadskih kocaka u R? éemo oznacavati sa C. Pred-
nost dijadskih kocaka je njihovo ocigledno svojstvo “ugnjezdenosti”:

za svake (Q1, Q2 € C vrijediili Q; C Q2 1li Q1 D Q2 1li Q1 = Q- ili Q1 N Qs = 0.

Kasnije ¢e nam dobro dodi i sljede¢a jednostavna pomoéna tvrdnja.
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Lema 4.3.

(a) Svaki omedeni otvoreni skup U C R? se moZe prikazati u obliku U = Uj Qj za
neku najvise prebrogivu kolekciju medusobno disjunktnih dijadskih kocaka {Q;};.

(b) Ako za funkciju g € LL, (R?), g > 0 i konstantu C € [0, +00) imamo da za svaku
Q € C vrijedi [glg < C, tada je g(z) < C za g.5. v € R%.

Dokaz. (a) Promotrimo kolekciju D := {Q € C: Q C U} i neka je M podkolekcija svih
kocaka iz D koje su maksimalne obzirom na relaciju C. Ocigledno je svaka tocka x € U
sadrzana u nekoj kocki iz D pa imamo U = UD = Uer @. Osim toga za svaku ) € D
postoji @ € M takva da je Q C CNQ, jer bi inac¢e postojao beskonacni strogo rastuci
niz dijadskih kocaka sadrzanih u U, S§to je u kontradikciji s njegovom ogranic¢enosti.
Zakljucujemo UD = UM. Konaé¢no, svake dvije kocke iz M su disjunktne, jer bi u
protivnom jedna bila sadrzana u drugoj, Sto proturijeci maksimalnosti. Dakle, naprosto
kocke iz M proizvoljno uredimo u (konacni ili beskonaé¢ni) niz Q1, Qs, . . ..

(b) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji § > 0 takav da je [{g = C+0}| > 0. Zbog
regularnosti Lebesgueove mjere mozemo naéi kompaktni skup K C {g > C'+4} takav da
je n := | K| > 0 te potom omedeni otvoreni skup U O K takav da je |U| < (1+ CLH)|K|
Prema (a) dijelu se skup U moze rastaviti u najvise prebrojivu uniju kolekcije disjunktnih
dijadskih kocaka {@;};. Po pretpostavci imamo

[ st@yie =3 1Q:1fle, < 1@ = CIUI < (C+ )IK]
J J
dok je s druge strane

/M@M>/ﬂ®m>w+mKh
U

K

sto nas dovodi do kontradikcije. O]

Sljedeci korisni rezultat se moze naci u ve¢ini udzbenika iz harmonijske analize, poput
[Duo01] i [Ste70]. Napomenimo unaprijed da njegov jednostavni dokaz sugerira mnogo
vise od mozda isprva nesugestivnih uvjeta (D1)-(D10) iz njegovog iskaza.

Teorem 4.4. (Calderén-Zygmundova dekompozicija L' funkcije)

Za svaku f € LY(RY) i svaki o > 0 postoje funkcija g € LY(R?) N L®(RY) te najvise
prebrojivo mnogo disjunktnih dijadskih kocaka {Q;}; i Borel-izmjerivih funkcija {b;};,
bj: R — C tako da vrijedi:

(D1) f=g+2;0b;
(D2) |g(@)| = [f(@)| S o za g.s. x £ J; Qy,
(D3) [g(2)] Sa v za g.s. 2 € U; Qj,
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D4) lgllte Sa el fller,

D5) |U; @] <a™Ifllur,

(D4)

(D5)

(D6) bj(x) =0 za svaki j te x & Qj,
(D7) illg, Saa za suaki j

(D8) [bjlq, =0 za svaki j,

(D9) [1fllq, ~a a za svaki j

(D10) |@Q1] = |Q2| = - -+ telim; |Q;| = 0 u slucaju beskonacne kolekcije.

Pribrojnik g u dekompoziciji (D1) se Cesto naziva “dobar dio”, dok za }_; b; kazemo
da je “los dio” od f. Dobar dio se nalazi u svim L prostorima za 1 < p < oo, dok je
los dio koncentriran na skupu dovoljno male mjere. Napomenimo da je moguce da je
los dio jednak O, tj. dozvoljavamo da uopée nema niti kocaka ); niti funkcija b;.

Dokaz. Oznacimo sa D familiju svih dijadskih kocaka @) koje zadovoljavaju [|f|]g > a.
Primijetimo da kocke iz D ne mogu biti po volji velike zbog

Q] < al/Q |f(z)|dx < a || fllL-

Potom oznacimo sa M familiju svih maksimalnih kocaka u D u smislu skupovne inkluzije
i to ¢e nam biti trazene kocke @);. Opet imamo UM = UD, kocke iz M su disjunktne

te
U= Y el<at Y @liflle = o [

fI < a™ Y flw,
QeM QeM QeM UM

sto je upravo (D5). Posebno vidimo da postoji samo kona¢no mnogo kocaka iz M iste
veli¢ine pa sve kocke iz M mozemo urediti @1, @, ... kao u (D10). Zbog maksimalnosti
dijadska kocka koja sadrzi ); i ima dvostruko dulji brid, oznacimo ju @), vise ne lezi u
D pa je

/Q 71 < /Q £ = 2905107115, < 21Qila = [1fllg, < 2a,
sto daje (D9). Za svaki j definiramo

_J f@)=[flo, raxeq;
bj(x>_{ 0 ¢ zax & Q;

pa i (D6) vrijedi po definiciji. U svrhu dokaza od (D7) primijetimo
| ml< [ 171+ 16 100 < 21l
Qj Qj
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a za (D8) napisimo

/J_bj: ij—@(/é)jf)!@ﬂzo-

Konacno definiramo g := f — . b;, tj.

_f [@) zaxdl;Q;
g(x) = { S, mreQ;

tako da je (D1) ispunjeno ve¢ po samoj konstrukeiji. Kako je prosjek od | f|1ga\(u,q,) PO
svakoj dijadskoj kocki najvise o, mozemo primijeniti lemu (b) i dobiti da je ta funkcija
g.s. manja ili jednaka «, a kako se jo§ f i g podudaraju na R\ (U;Q;), zakljucujemo

da vrijedi (D2). Provjera od (D3) za z € Q; glasi

9(2)] < [Ifllg; < 2%,

dok (D4) slijedi iz rac¢una:

(D2),(D3)
ot = [ e [ R @l ra [
U;Q; R4\ (U;Q5) j RA\(U;Q;)
(D5)
< a2 fllu +allflu S allfll. s

Teorem 4.5.

(a) Svaki L2-omedeni Calderdén-Zygmundov operator T se moZe proiriti do omedenog
linearnog operatora sa L*(RY) u LY., (RY), #.

{ITf1 > o} S o7 [ flluwe (4.6)

za f € LYRY) NLARY) i o > 0. Implicitna konstanta ovisi samo o ||T||r2—12, d,
v @ implicitnim konstantama za K iz (K1)—(K3).

(b) Ako je T neki L2-omedeni Calderdn-Zygmundov operator i p € (1,00), onda se T
moZe prosiriti do omedenog linearnog operatora na LP(R?), tj.

1T fllr®ay Sp 1 fllr e (4.7)

za svaku f € LP(RY) N LYRY). Gornja implicitna konstanta ovisi samo o p,
T 1212, d, v i konstantama iz (K1)—(K3).

Dokaz. (a) Iskoristimo Calderén-Zygmundovu dekompoziciju za funkciju f i broj o > 0
kao u iskazu propozicije. Teorem daje familije kocaka {Q;}; i funkcija {b;}; koje
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udovoljavaju svojstvima (D1)-(D10). Za svaki j neka je @’ kocka s istim sredistem kao
iQ;,alil+ 2v/d puta duljim bridom. Tada vrijedi

<1~ Sl = U
J J J

@)
< a [ fll (4.8)

Neka je
Bi={z e R\ (U,@) : (TH(@)] > a}.

zatim stavimo b := ) ;bj pa dalje oznacimo
Ey=En{|Tg| > $}. By = EN{|Tb| > §}.

Zbog f =g+ bje E = E; UFE,;. Sada ¢emo ocijeniti mjere skupova E; i Es.
Radi omedenosti od T na L*(RY) je

(D)
ITglle < ITNeesnzllgllie S 1T lla oz @2 1120

pa Markov-Cebisevljeva nejednakost (T.14]) daje

B1] S a7 TgllEe < a I fllve (4.9)
Nadalje ocjenjujemo |Es|. Radi >/ [b;| < [f| +|gl, f,g € L? i (D10) red > . b; = b
ocigledno konvergira u L?(R?) pa zbog L?-neprekidnosti od T vrijedi > ;Tb; =Tbu

L2(R%). Prelaskom na podniz koji konvergira g.s., koristenjem Fatouove leme te primje-
nom leme [£.2 na funkciju b; dobivamo

(TH)(2)] do < / (Th,) ()| dz < / )| dz
/Rd\(uj% Z RA\(U; @) Z RI\Q)
= Z/ / K(z,y)b dy’dx
RNQ
(D8) /
Z RANQ’,
<3 / ([, IK@w - Kewp)lde) bl @10
RNQY,

|, ()~ Ky b 0) o]

gdje y; oznacava srediste kocke ();. Primijetimo da iz uvjeta na jezgru (K3) integrira-

V. Kovac 103 Harmonijska analiza



Poglavlje 4. Ograniceni Calderén-Zygmundovi operatori

njem i prelaskom na polarne koordinate slijedi

|K<C(I,y) - K<x7y]>| dx

{zeRe: [z—y[>2|y—y;[}

(K3) dz
S ly—yl” T a

|z — y|+

{zeRe:|z—y|>2|y—y;|}
+oo d—1
rédr 1
~a |y — yj\“’/ —=—~, L (4.11)
oy—y;l T Y2

Primijetimo da za x ¢ Qi y € Q; vrijedi
o =yl > 3(UQ)) — UQy)) = 52V UQ;) > 2|y — .
Iz (10) i (@I1) imamo

D7)

( (D5)
0] < ) Mbsller S ) 1Q1 < N1l
o TS 32 5 05
pa iz Markov-Cebisevljeve nejednakosti dobivamo
Bl <o [ m 0 flu (112
RA(U; Q)

Konac¢no, zbrajanjem ), i proizlazi slaba ocjena .

(b) Iz dijela (a) znamo da je T slabo L! ogranicen, a po pretpostavci je T' ogranicen
na L2, Iz Marcinkiewiczevog teorema interpolacije (korolar i napomene slijedi
(4.7) za sve p € (1,2).

Uzmimo sada p € (2,00). Iz zadatka znamo da je dualni operator 77 takoder
Calderén-Zygmundov s istom operatorskom normom na L2(R%) i istim konstantama za
jezgru pa mozemo primijeniti prethodno zakljuc¢ivanje na 77 i p’ te dobiti

”TTf”LP'(Rd) Sp ||f||LP’(Rd)-
Iz dualnosti LP(R?)* = L (R?) i komentara s kraja odjeljka konaécno slijedi (4.7). O

Sva ta prosirenja su medusobno kompatibilna na presjecima domena. Preciznije, ako
je f € LP(RY)NLI(R?) za neke p, g € (1, 00) tada moZemo nadi niz ( f,,)°, koji konvergira
prema f iu LP iu L% U oba prosirenja je T'f definirano kao limes lim,,_,o, T'f,, koji
postoji u obje norme pa mu i vrijednosti moraju biti g.s. jednake.

Primijetimo da smo u zapravo dokazali
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(H1) / K(z,y) — K(«',y)|dy < 17822 €RY
{yeR?: |z—y|>2|z—='|}
(H2) / K(2.y) — K(2,y) dz < 17a .y € R

{zeR: [z—y[>2ly—y'[}

Ta svojstva od K se zovu Hérmandemvﬂ uvjeti i ona (kao $to smo vidjeli) mogu nado-
mjestiti uvjete (K2) i (K3).

Previge bi bilo od operatora T ocekivati (jaku) ograni¢enost na L*(R¢); ona ne vrijedi
¢ak ni specijalno za Hilbertovu transformaciju; vidjeti primjer (a) u idu¢em odjeljku.

4.3. Hilbertova transformacija

Kao sto smo ve¢ bili naveli, Hilbertova transformacija je inicijalno definirana kao linearni
operator H: C}(R) — Li,, (R) zadan formulom

(Hf)(x) := 1 lim / /W) dy = hm / flz—1) (4.13)

T e—0t r—y T e—0*
{yeR: Jz—y|>e} {teR:[t|>e}

za proizvoljni z € R. Za funkciju f € Cl(R) egzistencija gornjeg limesa i lokalna
integrabilnost od H f slijede iz propozicije

Pokazimo najprije da se Hilbertova transformacija moze definirati i nesto drugacijom
formulom.

Lema 4.6. Za f € CL(R) i x € R vrijeds

(Hf)(x :—hm/fa:—t tztdt

T es0+ + 2’

Dokaz. Zapravo trebamo dokazati

1
lim / (x —1t) dt / z—1)—dt) =0. 4.14
e—0* 2 {teR: |t|>e} H ) t ) ( )

Oznacimo ¢: R — R,

i ko je [t| <1
— t2+1 a .] 9
olt) { tgj_l —1 akojelt| >1
iza e >0 stavimo p.(t) := Lp(), tj.
=t ko je |t| < e
st = t?+4e? & . ’
ee(l) { T — 1 akojelt| >e.

®Lars Valter Hérmander (1931-2012), $vedski matematicar.
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Lako se vidi |¢(t)| < 75 za sve t € R, a zbog neparnosti imamo [, ¢(t)dt = 0. Zato
za x € R izraz na lijevoj strani od - 4.14]) postaje

(=)@ = [ fla = ettt = [ (10— es) = 1) (s)ds.

Kako je
lim (f(z —es) ~ /() =0, [[fle < +oo, gl < +oo,

e—0t

primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo lim,_,o+(f * ¢.)(x) =0. O

Kao direktnu posljedicu posljednjeg prikaza pokazat ¢emo vezu Hilbertove transfor-
macije s Cauchyjevim integralom duz realnog pravca. Za f € C1(R) je formulom

ft)

27rz rRt—2

(C)(2) =

dt; zeC\R

definirana holomorfna funkcija C'f na C\ R. Da bismo se “vratili” na realni pravac
promatramo limese

(L)) = Tm (CHx+iy), (Crf)(w) = lim (Cf)(z+iy)

y—0—
u svim tockama x € R za koje oni postoje.

Korolar 4.7. (Plemeljeve| formule) Za svake f € CL(R) i z € R postoje gornji limesi
te vrijedi

(Coh)(@) + (Cif) () = i(Hf)(x),  (CLf)(x) = (Crf)(z) = (=),

.
(Co f)(@) = 5f(x) + 5(Hf)(x), (Crf)(x) = —5f(x) + 5(Hf)(2).

Dokaz. 1z rac¢una

(Cf)(x+i€)+(0f)(fc—i6>=%/f(t) t_l )

r—i1 t—x+e
{ x—1
:%/Rf(t)( m—F +€2 /fx—t -
i leme [4.6] slijedi
lim ((Cf)(z+ig) + (Cf)(x —ie)) = i(H[)().

e—0t

6Josip Plemelj (1873-1967), slovenski matematicar.
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S druge strane imamo

t—x—1¢e t—$+ze

:%/Rf(t)(x—tj ~|—€2 /fx—t /fx—es (sgj—l)

(N +ie) = (e —ie) = [0) = [ (fla—20) ~ J0) =

N +ie) = (N — i) =5 [ 10— )

t.

pa teoremom o dominiranoj konvergenciji dobivamo

lim ((Cf)(z+ie) — (Cf)(x —ic) — f(z)) =0.

e—0t

Sada je jasno da postoje i definicijski limesi od C| i C4 te da vrijede sve Cetiri navedene
formule. ]

Osnovna svojstva Hilbertove transformacije su sakupljena u idu¢em teoremu.

Teorem 4.8.

(a) Za f € CL(R) i g.s. € € R vrijedi (Hf)(€) = (—isgné) f(£).

(b) Hilbertova transformacija se prosiruje do izometrije na L2(R), koju ponovno ozna-
cavamo s H i za koju ostaje vrijediti formula iz (a) dijela. Stovise, imamo H*H =
HH*=11iH"=—H.

(¢c) Za svaki p € (1,00) se H prosiruje do omedenog linearnog operatora na LP(R),
kojeg ponovno oznacavamo s H. Stovise, vrijedi H?> = —1I, tj. preciznije, za p €
(1,00) 1 f € LP(R) imamo H(Hf) = —f.

Dokaz. (a) Ozacimo ¢.(z) 1= smsimy 1 Ve(§) = (—isgng) e~2mlél za ¢ > 0. Tvrdimo

da je ws = V., a zahvaljujuci Fourierovoj formuli inverzije ([2.30)) mozemo radije provjeriti
= 1., §to je pak sasvim direktno zbog ¥, € L'(R).

(o) = [ (isgng)e 2o ag

0 +o0
_ Z/ 627r£(€+ix) df . Z/ e27r§(f€+iz) df
0

? i x
= 271‘(5 —{—i:p) N 271-(5 - ZCE) - ﬂ-(xz +€2) = @Z)s(lt)
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Neka je funkcija g € L%(R) definirana kao inverzna Fourierova transformacija od &
(—isgné)f(&). Iz Plancherelovog identiteta, formule (2.33)) i teorema o dominiranoj
konvergenciji slijedi

i _ 2 _ N f 2 _ ¢ 2 e 2mele] _
i lg = £ welfs = Yim 16— Pl = i [ 7€ )’dg =0,

Dakle, lim f *. = g u L? normi, a po lemi znamo lim f 1. = Hf g.s. Zato
e—0t e—0t

mora vrijediti Hf = g g.s., a posebno je onda i (Hf)(€) = §(€) = (—isgn &) f(£).
(b) Radi (a) dijela i Planchereovog identiteta imamo za bilo koju f € C!(R)

1H flle = [(H fT Iz = 1/l = [1f]e

pa je jasno da se H jednoznacno prosiruje do omedenog linearnog operatora na L?(R),
koji je StovisSe i izometrija. Kako su

Fro(HfY i fr (—isgné)f(€)

dva omedena linearna operatora na L?(R), zaklju¢ujemo da formula iz (a) doista ostaje
vrijediti za sve f € L?(R). Osim toga Plancherelov identitet (preciznije, njegova vari-
janta za skalarni produkt, a ne samo normu, koja lagano slijedi tzv. polarizacijom) jo$
za f,g € L*(R) daje

(H*f.g)e = (f, Ho)e = (. (H)p2 = / FO) g 6)3(@)de

/R (580 &) F(OFEE = —((H Y, )1z = —(H [, )i

odakle slijedi H* = —H. Na vrlo slican nacin dobivamo H*H = HH* = 1.

(c) Kako je H posebni slucaj L2-ograni¢enog Calderén-Zygmundovog operatora, iz
teorema znamo da se H jednoznacno prosiruje do omedenog linearnog operatora na
LP(R), p € (1,00). Za f € L?(R) N L*R) ve¢ iz (b) dijela vidimo da je H(Hf) = —f,
a radi neprekidnosti proSirenja od H i gustoce ta jednakost ostaje vrijediti i za sve
f e LP(R). O

Kao posljedicu korolara[£.7)i teorema [4.§ dobivamo da su linearni operatori C| i C4
takoder ogranic¢eni na LP(R) za 1 < p < co. U svjetlu prethodnog teorema razumno je

zapitati se kolika je tocno norma Hilbertove transformacije na Lebesgueovim prostorima.
Pichorides [Pic72] je dokazao

™
s = et

RN —

Primijetimo da Hilbertova transformacija komutira s translacijama i dilatacijama,
tj.
H(Tef) =T(Hf), H(Dof)=Du(Hf) (4.15)
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za f € LP(R), p € (1,00), ¢ € Ria > 0. Obje formule su ocigledne po definiciji
za f € CL(R), a opéenito slijede po neprekidnosti prosirenja i operatora T., D,
na LP(R). Vrijedi i svojevrsni obrat te ¢injenice, koji dodatno istice posebnu ulogu
Hilbertove transformacije; vidjeti zadatak [4.5]

Primjer 4.9. (a) Pokazimo da za f( ) = e 2+1) vrijedi (H f)(z) = 7. Nesmijemo
koristiti definicijsku formulu ) jer f mema kompaktan nosac. Zato sasvim isto
kao u dokazu teorema ( ) dobljemo f (5) = ¢ %l pa iz dokazane formule slijedi
(Hf) =Wy =4y, tj. (Hf)(x) = (z) = - Primijetimo f € L'(R), Hf ¢ LY(R)
pa vidimo da H nije ograni¢ena na L'(R).

(b) Pokazimo da je

(4.16)

(H]l[a,b])(x) = ;ln r—bl

To bi direktno slijedilo iz definicije (4.13)) kada bismo smjeli uvrstiti f = Ly,

1 bodt
(Hﬂ[ayb})(x) = ;p.V./ _—,

x—t

ali (barem zasad) ne znamo da ista definicijska relacija vrijedi za funkcije koje ¢ak nisu
niti glatke. Zato radije koristimo formulu iz teorema [4.8(a). Primijetimo da je zbog

(4.15)) dovoljno provjeriti (4.16]) za a = —1, b = 1.

Po definiciji Fourierove transformacije je
1 1
. ‘ )
Li—1,y(8) Z/ e~ 2 g :/ cos(2mx)dx M
—1 1 7T§

S druge strane, oznac¢imo li g(z) := 1In|ZH|, mozemo zahvaljujuéi korolaru i
neparnosti od g uz pomo¢ malo kompleksne anahze lako opravdati sljedeci racun za g.s.
£>0.

R R

i) = RLHEOO 7R9($)€_2m§dx = (—1) RLiIJrrloo 7Rg(x) sin(2mz€) dx
—i r+1 .
= — RE)TOO / In ‘a: — sin(27x€) dx
6=0" [_R,—1-6]U[—1+0,1—8]U[1+6,R]
— L lim —COS(QW:E&) dr = —_i SiH(QWf)‘
m2E R—too x?—1 7§

60" [_ R —1-8]U[~1+8,1—8]U[1+4,R]
Zato je (H1j—11))(§) = g(§) pa doista imamo H1_y 5 = g.

Na kraju ovog odjeljka jos dokazimo jednu zanimljivu formulu Steina i Weissa [SW59),
koja govori o distribuciji Hilbertove transformacije karakteristicne funkcije izmjerivog
skupa. Jednostavniji dokaz ¢iju varijantu navodimo predlozio je Zygmund u [Zyg71].
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Slika 4.1: Graf funkcije H1p.

Teorem 4.10. Ako je E C R izmjerivi skup konacne mjere, tada za svaki o € (0, 400)

vrijeds
2|E|
sh(ra)

‘{\H]IE\ >a}| =

Dokaz. Najprije tvrdnju dokazujemo za konacne unije intervala, tj. za skupove oblika

E=J;_{a;,b;), pri cemusun € Ni
o <b<ay<by<---<a,<b,.

Iz primjera [4.9(b) i linearnosti dobivamo izraz

ln‘H

Lako je skicirati tok te funkcije; pogledajte sliku Neka su:

(Hip)(@) = 3 % In| 2

J]=

® 1y,...,T, rjeSenja jednadzbe HJ 1 % = —e™
® 7y,..., T, rjeSenja jednadzbe []_, % = ™,
® Yi,..., Y, tjesenja jednadzbe [[}_, ifzj =e ™,
® U1,...,Jn rjesenja jednadzbe [[7_, T=3* ZJ =—c ™

Primijetimo da zapravo trebamo izracunati

{|H1g| > a}| = @+ -+ &) — (@ + +z) + 1+ + ) —

Prva jednadzba se lako transformira u algebarsku jednadzbu
H(ac — ay) H x —by)
j=1 j=1
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pa jedna od Viéteovihﬂ formula daje

ar+--+a,+e b+ +0by)
1+ e
e % (a4 +ay) +e? (by+-+by)
2ch 72 '

Sasvim analogno dobivamo

g’

. o —e T (e +Fa)+ezT (b4 -+,
bp o T ) ROt )

2sh >
ez (a+-4ay) —e 2 (b +---+by,
S )=l )
QSh?
N e (gt tay) e B (b ++ b,
Y1+ Y = (1 ) T (1 )
2Ch7
Zato mozemo pisati
~ ~ - - yiyes T
j=1 j=1
~ ~ - - y[yes T
Jj=1 J=1

pa tvrdnja konacno slijedi iz cth 5 — th * = bh(Lm)

Sada ¢emo postupno prosiriti tu tvrdnju na generalne izmjerive skupove E. Prije
svega dokazimo sljedec¢e: Ako tvrdnja vrijedi za sve ¢lanove niza izmjerivih skupova
(E,)e, iako je E izmjerivi skup takav da imamo lim |E,AFE]| = 0, tada tvrdnja vrijedi

n—oo

izasam skup £. (Ovdje AAB oznacava simetricnu razliku, tj. AAB := (A\B)U(B\A).)
Primijetimo da radi teorema [4.8(b) imamo
1H(1E, — 1e)lltz = I1g, — 1eliz = | ELAE|.

Fiksirajmo o € (0,+00) te uzmimo neke € € (0,a) i n € N. Koristenjem ocigledne
skupovne relacije

{|H1g| > o} C{|HLg,| > a —e} U{|HLlp, — Hlg| > ¢},

pretpostavke na E, i Markov-Cebisevljeve nejednakosti ocjenjujemo

2|E,| N |E,AE|
(m(a —€)) g2

[{|H1g| > a}| < I (4.17)

"Frangois Viete (1540-1603), francuski matematicar.
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Sasvim analogno dobivamo

2B, |E,AE|
(r(a+¢)) g2

U i najprije pustimo limes kada n — oo, a potom kada ¢ — 0t. Za-
kljucujemo da doista vrijedi |{|H1lg| > a}| = s}?(fz‘x)’
E.

Proizvoljni otvoreni skup U C R je najviSe prebrojiva unija disjunktnih otvorenih
intervala. Dakle, mozemo U prikazati kao rastu¢u uniju niza (V)22 ,, pri ¢emu su V,,
kona¢ne unije intervala. Ve¢ smo provjerili da tvrdnja vrijedi za skupove V,, pa po
prethodnoj napomeni ona vrijedi i za skup U. Proizvoljni skup kona¢ne mjere £ C R
se zbog regularnosti Lebesgueove mjere moze do na skup mjere 0 prikazati kao presjek
niza otvorenih skupova kona¢ne mjere (U,)5° ;. Netom smo pokazali da tvrdnja vrijedi
za skupove U,, pa po prethodnoj napomeni ona vrijedi i za skup F. O

{|H1g| > a}| > o (4.18)

tj. ispunjena je tvrdnja i za skup

Kombiniraju¢i teorem [4.10| s realnom interpolacijom mogli bismo dati alternativni
dokaz omedenosti od H na LP prostorima, jedino $to bi u tom sluc¢aju argument bio
kruzni, jer smo kod aproksimacije na kraju dokaza teorema trebali neku vrstu
neprekidnosti.

* * X

Premda smo dosad u ovom odjeljku radili isklju¢ivo u jednoj dimenziji, vratimo
se na ve¢ spomenute Rieszove transformacije R;; j = 1,2,...,d, koje su zapravo d-
dimenzionalni analogoni Hilbertove transformacije. Moze se pokazati (i ostavljeno je
citatelju kao zadatak da za Rieszove transformacije vrijedi analogon teorema (a):

—i; .
5 f€) (4.19)

za neku konstantu cg € (0, +00) te za svaku f € CL(RY) i za gs. £ = (&,...,&) € R
Plancherelov teorem daje ograni¢enost od R; na L*(R?), a kako je rije¢ o Calderén-
Zygmundovim operatorima, R; su ogranic¢ene i na LF(R?); p € (1,00). Kao posljedice
od dobivamo i nekoliko korisnih primjena Rieszovih transformacija.

(R fJ(&) = ca

Propozicija 4.11. (a) Ako neprekidna prosirenja od R; na L?(RY) oznac¢imo istim
slovom, tada vrijedi

d d
Y R =—ciliamay, > _IRifIE = i lIfI; f € LP(RY).
j=1 j=1

(b) Za f € C3(R?), pe (1,00) te j,k € {1,...,d} vrijedi
onf = —c*RiRAf, 0,0k fllur Sap 1A |-
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Dio (a) ove propozicije govori o moguénosti dekompozicije identitete. Prva formula
u (b) dijelu izrazava proizvoljnu parcijalnu derivaciju drugog reda pomoc¢u Laplasijana,
a druga formula se ponekad naziva elipticka reqularnost.

Dokaz. (a) Racunamo:

d

SR ) ZZ l;f £(&) = —Af(€),

j:l
le CHIALE Z [ o = il

(b) Dvostrukom parcijalnom integracijom je lako izra¢unati Fourierov transformat

funkcije 0,0 f:
OO = [ (0@

5 fla)(=2mi&; ) (—2mi&y)e 8 de = —4n2E,&, (€),

a posebno imamo i

d

(AFNE) = —an?( - €2) f(&) = —an?l¢lf (&),

j=1
Sada je prva tvrdnja ocigledna radi

5]5]6
|€|2

a druga slijedi iz ogranicenosti Rieszovih transformacija na LP(R?). [

2 (R;Rig)(e) B2 9(¢),

Kakva je veza Rieszovih transformacija s Rieszovim potencijalom? Uzmimo operator
I, iz primjera u posebnom slucaju s = 1 te derivirajmo njegovu definicijsku formulu
ne opravdavajuéi racun:

aij /R @ i(;/ﬁ“dy - / (ai Wwy)dy

= p.v. /Rd —(d- z )f(y|‘§+: %) f(y)dy.

Dakle, mogli bismo pisati
a%(hf)(x) (A= )R, ))
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te
V(Lf)=—(d—=1)(B:f,...,Raf).

U dimenziji d = 2, ako (I f)(x) predstavlja elektrostatski potencijal u tocki x, onda je
vektor ((Rif)(z),(Raf)(z)) do na konstantu jednak elektrostatskom polju u toj istoj
tocki.

Zadatak 4.3.
(a) Dokazite Cotlarovdf| formulu
(Hf)? = f*+2H(f Hf)
za | € CL(R).
(b) Dokazite

[ |2 —r2e < H [|eo e 4/ IHIEr 0 +1

(c) Koristenjem (b) dijela i izometricnosti Hilbertove transformacije dajte alternativni
dokaz omedenosti od H na prostorima LP(R), p € (1, c0).

Zadatak 4.4.
(a) Ako je f € L'(R) takva da je i Hf € L'(R), dokazite da mora biti [, f(x)dz = 0.

za p € (1,00).

(b) Nadite primjer funkcije f € L'(R) koja nije g.s. jednaka 0 i za koju je H f € L!(R).

Zadatak 4.5. Ako je T: L*(R) — L*(R) omedeni linearni operator koji komutira s
translacijama i dilatacijama, tada je T' = ol + SH za neke «, 8 € C.

Uputa: Promotrite linearni operator S: L*(R) — L2?(R) definiran sa Sg := (Tg), koji
radi leme komutira s modulacijama i dilatacijama. Uzmite g € L}(R) takvu da je
g € LY(R) te pogodno odabranu ¢ € L*(R) i opravdajte formalni racun

(o9)(@) = ([ 30 ola) = [ &) 0mes) e
= S(ge)a) = [ 9OS eI = [ (Sl = 9(o)(Si)a).

iz kojeg zakljucite da je S oblika Sg = mg za neku m € L>*(R). Potom jos iskoristite
invarijantnost na dilatacije kako biste dobili da je m konstantna na (—oc,0) i (0, +00).
Alternativno, ¢itatelj koji poznaje osnove teorije distribucija moze pogledati u [SWT1] i
[Ste70].

8Mischa Cotlar (1912-2007), ukrajinski matematicar.
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Zadatak 4.6. Ako je p konacéna mjera na (R, B(R)), onda se Hilbertova transformacija
of p po analogiji definira kao
1 1

Hpy)(z) :== — lim
(i) T =0 JiteR: jo—t|ze} £ — 1

du(t).

Uzmimo razlicite realne tocke x1 < x5 < ... < z, i stavimo p = Z?Zl 0z, tj. p je zbroj
Diracovih masa koncentriranih u navedenim tockama. Za svaki a € (0,400) dokazite
jednakost

2n
{IHu] > a}] = —.

Zadatak 4.7. Neka su Ry, ..., Ry Rieszove transformacije. Dokazite da postoji kons-
tanta ¢y € (0, 400) (ovisna samo o dimenziji prostora) takva da je

(R fY(€) = —icar2 f(€); €= (&,...,&) eRIN{O}, j=1,....d

za svaku f € CL(R?).

Zadatak 4.8. Neka je B Ahlfors-Beurlingova transformacija definirana krajem odjeljka
Dokazite da za f € CL(C) vrijedi

(BFY(E) = (€/€) f(&); €eC\{0}

pa zakljucite da se B progiruje do linearne izometrije na L?(C).

Napomena: Zanimljivo je spomenuti kako do danas nije poznata toé¢na norma od B na
prostorima LP(C) za 1 < p < oo, p # 2. Poznata Iwaniecova| slutnja [BMS97] glasi
| BllLr—1r = p* — 1, pri ¢emu je p* := max{p,p'}.

4.4. Poissonov integral

U ovom odjeljku svakoj funkciji iz L?(R) pridruzit ¢emo jednu harmonijsku funkciju na
gornjoj poluravnini. Potom ¢emo pokazati vezu Hilbertove transformacije i operacije
tzv. konjugiranja pripadnih harmonijskih funkcija. To je tre¢i nac¢in na koji se prirodno
dolazi do operatora H.

Neka je Q C R? podruéje, tj. otvoren i povezan skup. Za kompleksnu funkciju
u € C*(Q) kazemo da je harmonijska ako zadovoljava LaplaceovulT_UI jednadzbu:

Au=0naQ, tj. (92+ 8 )u(x,y) =0 za svaku tocku (z,y) € Q.

Ocigledno je kompleksna funkcija harmonijska ako i samo ako su harmonijske njezin
realni i imaginarni dio. Nadalje, poznata je ¢injenica da je realna funkcija na jednostavno

9Tadeusz Iwaniec (1947), poljsko-americki matematicar.
10Pjerre-Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar, fizicar i astronom.
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povezanom podrucju harmonijska ako i samo je ona realni dio neke holomorfne funkcije.
Odavde posebno proizlazi da su harmonijske funkcije automatski klase C°.

Pretpostavimo sada dodatno da je podrucje €2 jednostavno povezano i uzmimo dvije
harmonijske funkcije u,v: @ — C. Kazemo da je v harmonijski konjugat od u ako te
funkcije zadovoljavaju Cauchy—Riemannove{E jednadzbe:

Opu(z,y) = 0yv(z,y), Oyu(r,y) =—0v(z,y) za svaku tocku (z,y) € Q.

Zbog pretpostavke na 2 za fiksiranu funkciju u taj sustav ima rjesenje v, koje je jedins-
tveno do na aditivnu konstantu. (Ako je v harmonijski konjugat od u, tada je to svakako
i funkcija v + C za bilo koji C' € C.) Ukoliko su w, v realne, iz osnovnog kursa kom-
pleksne analize znamo da one zadovoljavaju gornje jednadzbe ako i samo ako je u + v
holomorfna funkcija na €2. Na taj na¢in mozemo nac¢i mnogo harmonijski konjugiranih
parova. Naprimjer,

Y x
P = -
su harmonijske funkcije na gornjoj poluravnini R x (0, +00) i @ je harmonijski konjugat
od P. To lako provjerimo tako da uoc¢imo da je
y+iv i(x —iy) B i
m(z2+1y2)  w(r+iy)(r —iy) w(z+iy)

P(x,y) +iQ(x,y) =

holomorfna funkcija u varijabli z = x 4+ iy na {z € C : Im z > 0}. One imaju i posebna
imena; P zovemo Poissonova jezgra, a () konjugirana Poissonova jezgra (pridruzene
gornjoj poluravnini).

Uzmimo sada p € [1,00] i f € LP(R). Formulom

u(z,y) = / f(t)P(x —t,y)dt za svaku tocku (z,y) € R x (0, 4+00),
R

tj.

U(', y) = f N P(7y) za svaki ye <O7 +OO>
definirana je harmonijska funkcija na gornjoj poluravnini, u: R x (0, +00) — C. Naime,
P(-,y) se svakako nalazi u prostoru L” (R) pa je u(z,y) dobro definirani kompleksni
broj, a harmoni¢nost od u lako slijedi iz harmonic¢nosti od P i rezultata o deriviranju

integrala. Kazemo da je u Poissonov integral od f. Sasvim analogno moze se uzeti
p € [l,00) 1 f € LP(R) te staviti

v(z,y) = /Rf(t)Q(x —t,y)dt za svaku tocku (z,y) € R x (0, 400).

1 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), njemacki matematicar.
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Opet se lako vidi da je tom formulom definirana harmonijska funkcija v: R x (0, 400) —
Ciona je, stovise, harmonijski konjugat od u. Nadalje, medu svim harmonijskim konju-

Sasvim legitimno pitanje je vezano uz invertiranje pridruzivanja f +— u: moze li se
u gotovo svakoj tocki x € R vrijednost f(z) rekonstruirati iz u(z,y) pustanjem y — 0%,
Odgovor je potvrdan, kao $to smo veé¢ bili najavili u tvrdnji (4) iz odjeljka [1.1] To
¢e biti posljedica opcenitijih rezultata iz odjeljka ; pogledajte formulu . Za-
sad se zadovoljimo rekonstrukcijom neprekidno diferencijabilne funkcije s kompaktnim
nosacemn.

Dakle, pretpostavimo dodatno f € C!(R). Iz dokaza Plemeljevih formula (koro-

lar znamo da je
(Ch)a +iy) — (Cf)(a — iy) = / F(x — ) P(ty)dt = ulz, y),
(Cf)a+iy) + (Cf)x —iy) =i / F(x — QU y)dt = iv(x, )

te da je
lim ((Cf)(@ +iy) = (CN)e —iy)) = f (@),
Tim ((Ch)e +iy) + (CHw — i) = i(HS)(x).

Prema tome,

lim u(z,y) = f(z), lim v(z,y)=(Hf)(x) zasvakix € R.

y—0t y—0t

Prvi limes moZemo interpretirati: pridruzivanje f — u se za funkcije iz C!(R) invertira
uzimanjem vertikalnog limesa u tockama realnog pravca. Drugi limes mozemo rezimirati
rije¢ima: Hilbertova transformacija od f moze se racunati tako da se najprije izracuna
njezin Poissonov integral v = u(x,y), potom izra¢una harmonijski konjugat v = v(z,y)
Vidimo da je Hilbertova transformacija usko vezana uz operaciju konjugiranja har-
monijskih funkcija. Time je ilustrirana korisnost harmonijskih funkcija kod proucavanja
singularnih integrala. Ipak, analogne reprezentacije ne mozemo ocekivati za integralne
operatore iz neke Siroke klase, poput opéenitih Calderén-Zygmundovih operatora.

*
* *

Zadatak 4.9. Izracunajte Poissonov integral funkcije:
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(a) f(2) = =, (b) f(z) =35
Rjesenge:
(a) u(z,y) = mime (b) u(z,y) = =72

Zadatak 4.10. Neka je u realna harmonijska funkcija na €2 i v njezin harmonijski
konjugat. Za bilo koje a,b € R promotrimo nivo-krivulje

M={z€Q:u(z)=a}, Iy={ze€Q:0(z) =0}

(Pretpostavimo da su neprazne i nedegenerirane u svakoj tocki, tj. Vu # 0 na I'y i
Vv # 0 na I's.) Pokazite da se u svakoj tocki presjeka od I'y i 'y te dvije krivulje sijeku
pod pravim kutom.

Zadatak 4.11. Neka je Py tzv. elipticki pramen kruznica, definiran kao skup svih
kruznica koje prolaze kroz tocke (—1,0) i (1,0), a Py tzv. hiperbolicki pramen kruznica,
koji se sastoji od svih kruznica dobivenih kao geometrijska mjesta tocaka ravnine s
fiksnim omjerom udaljenosti od tocaka (—1,0) i (1,0).

(a) Nadite holomorfnu funkciju f: C\ R — C takvu da P; ¢ini nivo-skupove od Ref,
a Py ¢ini nivo-skupove od Imf.

(b) Zakljucite da su dva spomenuta pramena kruznica ortogonalno spregnuti, tj. svaka
kruznica iz prvog pramena sijece pod pravim kutom svaku kruznicu iz drugog
pramena. Razmislite i o elementarnom dokazu te tvrdnje.

Zadatak 4.12. Izracunajte harmonijske konjugate sljede¢ih funkcija na zadanim po-
drucjima.

(a) u(z,y) = e®siny na R?,
(b) u(z,y) =In(z* +y*) +i(z+y) na(0,+00) x (0,+00),
(¢) u(z,y) = z(2? — 3y?) + i(z? — 622y + y*) na R?
(d) u(re?™if) = le na B(0, 1).
Rjesenge:

(a) v(z,y) = —e"cosy + C,
(b) v(z
)

)

y) = —2arctgy +i(—z +y) + C,

(c

(,
v(z,y) = y(32? — y?) +iday(2® —y*) + C,
(d) o

2710 27 sin(270)
) 1—27 cos(2m0)+r2 +C.

<
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4.5. Fourierovi mnozitelji

Za bilo koju funkciju m € L*®(RY) je zahvaljujuéi Plancherelovom identitetu dobro
definiran ograniceni linearni operator M,,,

M,,: L2(RY) = L2 (RY), M,,f = (mf).

Za operator M, kazemo da je Fourierov mnoZzitelj (ili kratko samo mnoZitelj), a za funk-
ciju m da je njegov simbol. Ponekad se radi Fourierove formule inverzije pise integralni
izraz

(M f)(2) = [ m(&)f(€)e*™de,

Rd
ali s njime valja biti oprezan, jer on ima smisla samo kada je mf € LY(RY).

Primjer 4.12. Iz teorema (a) znamo da je Hilbertova transformacija mnozitelj ¢iji
simbol je m(§) = —isgn¢.

Lema 4.13. || M,,||r2-12 = ||m||Le-

Dokaz. Jedna nejednakost je ocigledna zbog Plancherelovog identiteta:

1Mo flliz = (M fV iz = lmflle < Imllee | flle = Il flle.

Dakle, || M,,||L212 < ||m|lue < +o0.

Za dokaz obratne nejednakosti pretpostavimo da je desna strana strogo pozitivna i
uzmimo 7 takav da je 0 < n < ||m||L=~. Postoji skup konacne i pozitivne mjere F takav
da je E C {|m| > n} te uzmimo funkciju f := 1p. Tada imamo

A 1/2 A
1M fllz = I fllz = ( /E m(©Pdg) " = nlEIM2 = nll flliz = il

pa zbog proizvoljnosti od 7 slijedi || M,,||Lz—12 = ||m||Le. O
Primijetimo da je svaki mnozitelj invarijantan na translacije, t;j.
M (Tef) = To(Mnf)
za f € LA(R?) i c € RY, sto slijedi iz leme [3.6]i racuna
(M Tef ) = m(Tof) = mM_of = M_o(mf) = M_o(M,,f) = (TeM, f).

Zapravo je moguée pokazati i obrat: svaki ograniceni linearni operator 7': L*(R%) —
L2(R%) koji komutira s translacijama je ovog oblika, tj. postoji jedinstvena m € L°(R%)
takva da vrijedi (T'f) = mf za svaku f € L2(R%). Dokaz se moze naéi u knjizi [SWTI],
ali iziskuje familijarnost s temperiranim distribucijama, koje ovdje ne obradujemo. Ideju
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alternativnog dokaza smo spomenuli u uputi zadatka U svakom slucaju, mi radi
jednostavnosti simbol m € L°(R?) stavljamo veé¢ u samu definiciju mnoZitelja.

Osnovno pitanje u teoriji mnozitelja je: ako je p € (1, c0) fiksiran, za koje simbole m
vrijedi || Mp||Lo—re < +00, ). (| M fllie®e) Smp | fllieme) za sve f e LP(RT) N L2 (RY)?
Pokazuje se da je to pitanje vrlo tesko, nije u potpunosti razrijeSeno i ne ocekuje se
da je moguce naci jednostavnu karakterizaciju, ve¢ se nastoje dati neki dovoljni uvjeti.
Poénimo zato radije sa sasvim jednostavnim opservacijama.

Propozicija 4.14. Za svaki eksponent p € (1,00), svake simbole m, mi, my € L>®(R?),
svako invertibilno afino preslikavanje A: R — R? te svaki skalar o € C vrijedi

() [ MamllLr—re = |af[[ M |[Lr-po,

(b) [ MesllLr—re = || M |r—re,

(¢) Ml = [MmllLr-re,

(d) N[ Mnllirsre 2 [[Mn|[L2or2 = [[m]Le,

(¢) 1My, l|Lr e < [ Moy l|Lo oo | Mons || 1o,
(f) | Mmoalltr—rr = || My ||Lr—1a-

Dokaz. Dio (a) je ocigledan, dok za dio (b) najprije primijetimo da funkcija f(x) =

f(—z) ima Fourierovu transformaciju ( f )= f, iz cega slijedi

(Mmf)A: Wf = m(f)A: (Mmf)Ay
t]. -
pa imamo N
Y
[nalie XAl

Nadalje, za (c) dio primijetimo da za f, g € L*(R?) vrijedi

(M f.oghiz = [ m(&)f(€)a(€)de = [ [f&m(E)g(€)dE = (f, Mmg)rs

R4 R4

pa je Mz hermitski adjungirani operator od M,, i tvrdnja slijedi iz razmatranja krajem
odjeljka Ovime je odmah dokazan i dio (d) jer kompleksna interpolacija i (c) dio
daju

1Mo l|2spe < max {{[Mol|uo—ee, Mol e b = [ Monllee—se.

V. Kovac 120 Harmonijska analiza



4.5. Fourierovi mnoZitelji

Za dio (e) jedino treba primijetiti M, m, = My, M,,, 1 iskoristiti submultiplikativnost
operatorske norme. Kona¢no, u svrhu dokaza (f) dijela naprije pretpostavimo da je A
invertibilno linearno preslikavanje i definirajmo operator S, formulom

(Sah)(z) := |det A|'R((A*)'z); h e L*RY).

Lako je dokazati (S4h)(§) = iL(Af); provjera je direktna zamjenom varijabli u slucaju
h € L2(RY) N LY(RY), a opéenito slijedi argumentom gustoée. Osim toga,

ISah||Le = | det A|7Y7||R]|1s.

Sada za g = (Sa)"'f, tj. f = Sag mozemo racunati
(Moo fTE) = m(AE) F(€) = m(AEG(AE) = (Ming(AE) = (84Mng)(€)
pa je
MmoAf - SAMmSXIf
te
[Muoaflr M3l
1/ ]ee 13" fllue

Opcenito invertibilno afino preslikavanje A mozemo prikazati kao kompoziciju inverti-
bilnog linearnog preslikavanja i translacije, a za translaciju za vektor ¢ € R? je tvrdnja
jednostavna:

(Mo f) = (Tcm)f = (Tcm)TC((M—cf)A) =T (MmM—cf)A: (McMmM—cf)Aa
= My f = MMpM_.f,

| Mo s _ MM fls .

[nalies Ml

Iz prethodne propozicije posebno vidimo da za svaki p € (1, 00) vektorski prostor

M, == {m e L®(RY) : || My||1rore < +00}
uz normu m > ||M,,||Lr—re postaje komutativna Banachova algebra s jedinicom Ipa.

Primjer 4.15. Ako uzmemo d = 11im = 1_gp za R > 0, tada pripadni mnozitel;
M, postaje tzv. Fourierov parcijalni integral

(Saf)(z) = / HOea v eR, feLR) (4.20)

koji je kontinuirana varijanta parcijalne sume Fourierovog reda. Pokazimo da se on moze
izraziti pomocu Hilbertove transformacije. Preciznije, vrijedi formula

SR:%<M,RHMR—MRHM,R). (421)

V. Kovac 121 Harmonijska analiza



Poglavlje 4. Ograniceni Calderén-Zygmundovi operatori

Dovoljno je provjeriti jednakost Fourierovih transformacija obiju strana primijenjenih
na funkciji f € L*(R):

(v RHMRf)(Q—%(MRHM rf)(E)
f(—isgn(€+R) (¢~ R+ R)—i(—isen({ — R))f(¢+R—R)
= 1(sen(é+ R) —sgn(¢ — R)) f(&) = Lrm(©)F(©) gs.

Time je doista pokazano (4.21]).
Teorem 4.16.

(a) Zap € (1,00) i R > 0 vrijedi |Sg||ir—rr Sp 1, ). Fourierovi parcijalni integrali su
uniformno ograniceni na LP(R). Posebno se svaki Sr prosiruje po neprekidnosti
sa LP(R) N L*(R) na cijeli LP(R).

(b) (Rieszov teorem) Za svaku f € LP(R), p € (1,00) wrijedi thf Srf = f po
—+00

LP-norma.

Dio (b) ovog teorema je kontinuirani analogon teorema o konvergenciji Fourierovog
reda po normi prema polaznoj funkciji. Uocite konceptualnu razliku izmedu teorema
[4.16], koji govori o rekonstrukeiji funkcije iz svojeg Fourierovog transformata, i rezultata
poput korolara [3.12] koji samo govori o racunanju Fourierove transformacije dane funk-
cije. U teoremu {4.16|(b) se konvergencija po LP-normi moze zamijeniti konvergencijom
g.s., ali je to iznimno tezak rezultat makar za bilo koji odabir eksponenta p € (1, 00),
kojeg ¢emo komentirati mnogo kasnije u skripti.

Dokaz. (a) Zbog formule (4.21)) i izometri¢nosti modulacija imamo

|1 SE|lLr—Lr < %HMfRHLPﬁLP||HHLPHLPHMRHLPaLP
+ 3IIMg[lLo—re | H Lo e [ M_g| oL
< ||HHLp_>Lp < +o00.

Alternativno, mogli smo primijetiti omedenost od S; (ponovno koristeé¢i ogranic¢enost
od H) pa iskoristiti propoziciju [4.14](f).

(b) Skup funkcija f takvih da je f € C®(R) je gust u LP(R). Cim je R dovoljno
velik da vrijedi supp f C (=R, R) po Fourierovom teoremu inverzije imamo Spf = f
pa je konvergencija Rlirfm Srf = f sasvim trivijalna za takve funkcije. Radi uniformne

ogranicenosti iz (a) dijela mozemo primijeniti teorem . O
Obrazlozimo jednu vrlo korisnu dekompoziciju operatora identitete na mnozitelje.
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Primjer 4.17. (Littlewood-Paleyeva dekompozicija)
Neka je ¢: [0, +00) — [0, +-00) fiksirana padajuca funkcija klase C> takva da je ¢|o1) =
11 ¢|@2400) = 0. Za svaki j € Z definirajmo funkciju ¢; € C°(R?) formulom

V(&) = (277 [¢]) — e (277 T¢]).
Dakle, 1, je nenegativna i ima nosa¢ sadrzan u kuglinom vijencu {& € R? : 2771  |¢| <
2711} a cijeli sistem (1);) ez ¢ini glatku particiju jedinice, tj.

d i) =1 zag#0. (4.22)
jEz
Uocimo jos da vrijedi ¢;(€) = 1o(277¢), odakle slijedi
(@U)E) Sp @K a2 < ] <2971, (423)

pri cemu za k = (ki,...,kq) kratko pisemo 0% := OF' --- 0% i |k| := ky + -+ + kg
Primijetimo usput i da su za svaki ¢ € R? najvise dva pribrojnika u gornjoj sumi
razlicita od 0 pa radi trivijalne nejednakosti

a,b>0,a+b=1 = %<a2+b2<1

imamo 1

D owi(€)’ ~1 a#0. (4.24)
JEL
Pripadni mnozitelji My, ; j € Z se nazivaju Littlewood-Paleyeve projekcije te zahvaljujuci
Plancherelovom teoremu i (4.22)) za svaku f € L*(R?) imamo
> My f=1f, (4.25)
JEL
pri ¢emu konvergenciju shva¢amo u L2 normi i u proizvoljnom poretku.

*
x *

Sada ¢emo iskazati i dokazati jedan opéeniti i posebno prakticni rezultat koji daje
dovoljne uvjete za LP-omedenost mnozitelja, a zasniva se na izlozenoj teoriji Calderén-
Zygmundovih operatora.

Teorem 4.18. (Mikhlinovlﬂ teorem o mnozitelju) Pretpostavimo da je simbol m €
C42(R9\ {0}) i da zadovoljava ocjene

[(@*m)OI S 11T 20 0< K| < d+2, (4.26)

tzv. homogene ocjene za sve parcijalne derivacije reda najvise d + 2. Tada je mnoZitelj
M,, ogranicen na prostorima LF(RY); p € (1,00) i vrijedi

| M ||Lr -1 Sap 1.

1280lomon Grigorjevié Mikhlin (1908-1990), sovjetski matematicar.
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Uvjeti (4.26) su nam naprosto pokrate za
}akl ' akd 517 s 7€d)‘ ,S ’(517 s 7€d)|_(k1+m+kd)

za svake ki, ..., kg € Ny takve da je k1 +- - -+ kg < d+2. Moze se pokazati da je zapravo
dovoljno imatl spomenute ocjene od m za derivacije reda najvise [d/2] + 1.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je M,, Calderén-Zygmundov operator. Radi leme 4.13
¢e on automatski biti L2-ograni¢en s normom || M, |12z S 1 te éemo moéi primijeniti

teorem [4.5|(b)

Iskoristimo dekompoziciju (4.22)) iz primjera tako da imamo
=D mi(€), m(€) = m(€)v;(©).
jEz

Primjena Leibnizovelﬂ formule za derivaciju produkta i (4.23) nam za 0 < |k| < d+ 21
271 L |€] < 277 daje

@l < ¥ (1)@l

1

k , :
<, Z (l) &M (=)= Sod 9—ilkl

1

Sada stavimo K := m;, tj.

Kj(x) = [ m;(§)e*™*de,

R4
tako da je odmah
[Kj(@)] < Il Sea (27)lmylli= < 27,

Neka je bez smanjenja opéenitosti 1 najveca koordinata od x po apsolutnoj vrijednosti.
Parcijalnom integracijom d + 2 puta pak dobivamo

K;(z) = /Rd angmj(f)(27rim1)_d_262m””'§d§,

odakle je

|5 (2)] Sa 107 2mylualal 72 Spq 2027 @2 2|42,

NS@,

Zajedno imamo ocjenu

()] Spa o[~ min{(2]2])7, (27|2])*}. (4.27)

3Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), njemacki matematicar i filozof.
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Gradijent od K je
<VKJ)(I) I:/ 27Ti§mj(§)€2m’z-§d§

Rd

pa na sasvim analogan nacin, ovog puta derivirajué¢i m(£)¢ i koristedi [£| ~ 27 na nosacu
od m;, dobivamo

(VE)) ()] Sea lel ™ min{(27]2])*, (27]2]) 7. (4.28)

Primijetimo da zbog (4.27) i (4.28) redovi >, K i > ., VK konvergiraju apsolutno
i uniformno na svakom kompaktu u R?\ {0}. Dakle, funkcija

K:R'\ {0} > C, K(zx)=> K

JEL
je klase C! i zadovoljava ocjene

K (2)] Sl ) min{(2|z])?, (27]2]) 7} < |2| ™,
jJEZ
(VE)(@)] S |2y min{ (2 |2)*, (2]a]) '} Sl
jEZ

Vidimo da je (z,y) — K(x — y) zapravo standardna jezgra koja cak zadovoljava jace
uvjete (K27) i (K3).

Konacno, uzmimo neke f,g € CL(R?) s disjunktnim nosa¢ima. Zahvaljujuéi Planc-
herelovom identitetu uz oznaku f(x) := f(—x) mozemo racunati

[ P @ata)ds = (M f G = (o @z = [ m(©)F (€=

N Re m(f)mdf = (m, (f * g2 = Z<mja (f*g))e = Z(Kj> f*g)e
=2 /Rd Kj(z)( A Z>9(x)df€)dz =ly=r-d= | K@-yfyyg)drdy.

Dakle, doista je M,, Calderén-Zygmundov operator kojem je pridruzena jezgra (z,y) —
K(x —y). O

Uocite da su komplikacije u dokazu i potreba koristenja Littlewood-Paleyeve dekom-
pozicije uzrokovane nemoguc¢nos¢u da unaprijed zaklju¢imo kako je m uopce lokalno
integrabilna funkcija izvan dijagonale, a kamoli da za nju provjerimo Zeljene ocjene
(K1), (K2, (K3).

Kako funkcija m(§) = —isgn¢ zadovoljava ocjene (4.26) jer su joj sve derivacije
(osim “nulte”) ¢ak identicki jednake 0, teorem daje jos jedan dokaz ogranicenosti
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Hilbertove transformacije na prostorima LP(R); 1 < p < oo. Mikhlinov teorem nam
ustvari govori kako smijemo dozvoliti kontroliranu singularnost simbola m u jednoj tocki
(ovdje je to ishodiste, ali izbor je nebitan), a da mnozitelj M,, jos uvijek bude ogranicen
na prostorima LP(R?) za 1 < p < co.

Hormander je primijetio da se pretpostavke teorema 4.18 mogu oslabiti. Tako je npr.
u jednoj dimenziji od m € CY(R \ {0}) dovoljno traziti |m(§)| <11

/ m/()2de < R za svaki R > 0.
(—2R,— R)U(R,2R)

Ideja dokaza je da se opet pokaze kako je M, Calderén-Zygmundov operator, ali ovog
puta u opéenitijem smislu: s jezgrom koja zadovoljava uvjet (K1) i Hérmanderove uvjete
(H1), (H2) s kraja odjeljka Nec¢emo navoditi detalje jer ionako postoji jos malo
opcenitiji rezultat.

Teorem 4.19. (Marcinkiewiczev teorem o mnozitelju) Pretpostavimo da simbol m za-
dovoljava:

o m e CL((—29+1, —29) U (27, 27"1)) 2a svaki j € Z,

. / |m/(&)|dé < 1 za svaki j € Z,
(=291 —23)U (29 25+1)
o Im(§) S L.

Tada je mnozitelj M,, ogranicen na prostorima LP(R); p € (1,00) i vrijedi
[ M| —rr Sp 1.

Njegov dokaz izostavljamo i on se moze nadi u [Ste70].

U teoremu [4.16]smo pokazali ogranicenost na LP(R); p € (1, oo) mnozitelja ¢iji simbol
je karakteristicna funkcija intervala [— R, R|. Ista tvrdnja vrijedi za sve intervale I C R
zbog propozicije [1.14{f), ¢ak i neomedene (tj. oblika [a, +oo) ili (—oc0, b]) zbog teorema
4.8((a). Prirodno je zapitati se vrijedi li ista ograni¢enost i za mnozitelje u dimenzi-
jama d > 2 ¢iji simbol je karakteristicna funkcija jedini¢ne kugle B(0,1). Na sveopée
iznenadenje Feffermanﬁ [Fef71] je pokazao da je odgovor negativan: takav mnozitelj je
LP-ogranicen samo za p = 2. Kao posljedicu toga i principa uniformne ogranic¢enosti
(pogledajte napomenu pokazao je i da za f € LP(R?) konvergencija

lim f(&)e*™d¢ = f(x) (4.29)

ne mora vrijediti u L” normi ako je p # 2. I dan-danas je otvoren problem (i smatra se

vrlo teskim) vrijedi li za f € L*(R?) konvergencija u (4.29)) po tockama za gotovo svaki
r € R

14 Charles Louis Fefferman (1949), americki matematicar.
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*
* *

Zadatak 4.13. Pretpostavimo da je simbol m jednak Fourierovom transformatu neke
konacne kompleksne mjere p na (R B(R?)), tj.

m(e) = [ e dna); €€ R

Dokazite da se mnozitelj M,, prosiruje do ograni¢enog linearnog operatora na L!(R?)
¢ija norma je jednaka totalnoj varijaciji od pu.
Napomena: Moze se pokazati da vrijedi i obrat, tj. da su svi L!-ograni¢eni mnozitelji
tog oblika; vidjeti [SWT1].
Zadatak 4.14. Ako je m: R — C funkcija ogranic¢ene varijacije, dokazite
| Myllr—e Sp [lmllve < 400 zal < p < oo
pa je posebno mnozitelj M, ograni¢en na prostorima LP(R); p € (1, 00). Pritom varija-
cijsku normu ovog puta definiramo
M
[m[[y = 2U£|m(§)| +  sup [m(&5-1) —m(&;)].
€ =1

MeN ‘=z
Eo<€1<<Enr

Uputa: Lako je normalizirati tako da vrijedi limg_,_o, m(§) = 0. Koriste¢i omedenost
Hilbertove transformacije najprije pokazite da su uniformno omedeni mnozitelji sa sim-
bolima 1, 10; 7 € R, a potom koristeci Lebesgue—StieltjesovE integral

m(E) = / L4y () ()

prikazite M, kao njihovu slabu “superpoziciju”:

(M f g)1e = / (M, . . ghe dm(i).

Napomena: Ovaj rezultat nam daje jos jedan jednostavni dovoljni uvjet za ogranic¢enost
mnozitelja u jednoj dimenziji.

Zadatak 4.15. Dokazite omedenost na prostorima LP(RY); p € (1,00) mnozitelja ¢iji
simbol je karakteristiéna funkcija proizvoljnog konveksnog politopa u R

Uputa: Iskoristite propoziciju 4.14{(e) i ¢injenicu da se konveksni politop moze prikazati
kao presjek konacno mnogo poluprostora.

Napomena: Premda se kugla moze “po volji dobro” aproksimirati konveksnim polito-
pima, vidimo da ograni¢enost pripadnog mnozitelja nije o¢uvana tim grani¢nim proce-
som. Mozemo naslutiti da je poteskoca u kuglinoj zakrivljenosti.

15Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894), nizozemski matematicar.
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4.6. Omedenost na prostorima H' i BMO*

U harmonijskoj analizi postoji uzreéica koja govori da su L' i L™ “neprirodni” prostori
kada su u pitanju singularni integrali, ve¢ ih treba nadomjestiti “prirodnijim” modifika-
cijama H' i BMO. Objasnimo stoga pobliZe konstrukciju i osnovna svojstva tih dvaju
prostora.

Prostor funkcija omedene srednje oscilacije, kraée BMO prostor, u oznaci BMO(IR?)
je vektorski prostor svih lokalno integrabilnih funkcija f: RY — C za koje vrijedi

1
o = sup o /Q 17— [fla] < +o, (4.30)

pri ¢emu supremum uzimamo po svim standardnim kockama (). Osim toga identifici-
ramo funkcije koje se g.s. razlikuju za konstantu, tako da je BMO(R?) zapravo skup
takvih klasa ekvivalencije. Uz || - ||pmo kao normu BMO(R?) (“pocijepan” po kons-
tantnim funkcijama) postaje Banachov prostor. On o¢igledno sadrzi L>°(R?) jer imamo
Il fllBmo < 2||f]|Le. Primjer neogranicene funkcije u prostoru BMO(R) je f(x) := In |z
provjerite to kao zadatak [4.16(a). Ako u formuli uzimamo supremum samo
po dijadskim kockama (), na opisani nacin ¢emo dobiti dijadske BMO prostor, kojeg
oznacavamo BMOg4(RR?).

Mogucée je dokazati (ali mi to ovdje ne¢emo; vidjeti [Ste93]) da vrijedi John-Nirenber-
gova nejednakost: postoje konstante A, C € [0, +00) takve da za svaku f € BMO(R?),
svaku standardnu kocku @ i svaki o > 0 vrijedi nejednakost

{2 €Q:1f(2) - [flo > a}| < Cet/Mlmolq). (4.31)

Stovise, u [GJ78] je pokazano da je najbolji izbor konstante A vezan uz udaljenost funk-
cije f od L. Citatelj moze pogledati i [NS14] za jo$ jednu zanimljivu karakterizaciju.
Iz (4.31)) nije tesko izvesti L? karakterizaciju BMO norme:

o~y sup (15 [ 17~ 116]") " (1.32)

za p € [1,00); to je ostavljeno kao zadatak [4.17(a). Posebno pogodna moze biti ova
karakterizacija za p = 2 i u mnogim knjigama se upravo ona uzima kao definicija.

Atom je svaka izmjeriva funkcija a: R? — C za koju postoji standardna kocka Q
takva da vrijedi

suppa € Q. Jalg <1012 [ a=0, (4.33)
Q

a jednostavna posljedica je ||al|r1(@) < 1. Realni (atomarni) Hardyjev prostor, u oznaci
H(R?), je Banachov prostor

H'(RY) := {Zﬂjaj : a; su atomi, §; € C, Z 185 < ~|—oo} C LY(RY),

Jj=1 Jj=1
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uz normu
| f e = inf{z |8;] : a; su atomi, §; € C, Z 1851 < 400, ZBJ% _ f}
j=1 j=1 =1

Primijetimo usput da za svaku f € HY(R?) vrijedi || f|lm: > [|f|l2 i [za f = 0. Postoji
nekoliko ekvivalentnih definicija realnog Hardyjevog prostora, vidjeti [Mey92] ili [Ste93],
ali nama ¢e biti dovoljna samo ova “atomarna”’. Ako u definiciji atoma trazimo
da kocka () bude dijadska, onda ¢emo na isti nac¢in do¢i do definicije dijadskog realnog
(atomarnog) Hardyjevog prostora, oznacenog H}i(Rd).

Pomalo iznenadujuéi rezultat je dualnost izmedu prostora H'(R?) i BMO(RY) te
analogno izmedu H!(R?) i BMOg4(R?). Naime, svaku funkciju b € BMO(R?) mozemo
shvatiti kao neprekidni linearni funkcional F,: H(R?) — C koji djeluje po formuli

Fy(f) = Fb<§:5jaj) - i B, /Rd a;b, (4.34)

pri ¢emu definicija ne ovisi o prikazu f = Z;; Bja;. Osim toga vrijedi
[ bl e ~ [|bllBmo- (4.35)

Obratno, svaki neprekidni linearni funkcional na H!(R?) je tog oblika, za dokaz vidjeti
[Mey92]. Napomenimo jos da se gornji funkcijski prostori nece promijeniti ako u defini-
cijama umjesto kocaka gledamo npr. kugle.

*
* *

Vratimo se na Calderén-Zygmundove operatore.
Teorem 4.20.

(a) Svaki L?-ogranic¢eni Calderdn-Zygmundov operator T se moZe dodefinirati do ome-
denog linearnog operatora sa H(RY) u L'(R?).

(b) Svaki L2-ogranic¢eni Calderdn-Zygmundov operator T se moZe dodefinirati do ome-
denog linearnog operatora sa L>°(R?) u BMO(R?).

Dokaz. (a) Uzmimo atom a i standardnu kocku @ takvu da vrijedi (4.33)). Ako je @’

kocka s istim sredistem ali 1 4+ 2v/d puta duljim bridom, onda mozemo racunati

HTaHLl:/ |Tay+/ ITa).
Q/ Rd\Q/

S jedne strane je

/ [ Ta| <1Q1Y?|Tall Sa|QI2IIT Iz llalls < | Tllieoee S 1,
Q/
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dok radi Hormanderovog uvjeta kao u dokazu teorema imamo (oznacivsi srediste
kocke @ sa yq)

foo = ]
RAQ RAQ!
N /]R;d\Q’

< [ (L 10 = K o)l ) ot dy

(H2)
< lalluig) < 1.

| Ky ds
Q

/Q (K(2.9) ~ K(2.y)) aly) dy| dr

Dakle, dokazali smo ||Ta|1 < 1 za svaki atom a, pri ¢emu implicitna konstanta ovisi
samo o ||T|L212, d, v 1 implicitnim konstantama za K. Ako je f = 377, B;a; neki
atomarni prikaz funkcije iz H!, tada red

Tf = ZﬁjT&j
j=1

konvergira u L! te vrijedi

o0

ITfls < D181 I Taslle S D 1851,

j=1 Jj=1
tj. |7 f|lu S || f]lae- Presutjeli smo jedan tehnicki detalj, a to je da T'f ne ovisi o prikazu
od f; citatelj ga moze rascistiti uz pomo¢ [CM97], gdje je formulirana i dokazana upravo
ta Cinjenica.
(b) Iskoristit ¢emo dualnost izmedu H*(R?) i BMO(RR?), tj. definicijska jednakost ¢e

nam biti

(Tf)(g) = (T79)(f) za feL¥R7), g H(R).
Preciznije, za f € L®(R?) je formulom

G H'(RY = C, Gy(g) == /d(TTg)f
R

definiran omedeni linearni funkcional Gy, jer je po (a) dijelu 77 omeden sa H'(R?) u
LY(R?) pa vrijedi

G < NT7 gl Allue < NTT e snr gl 1]l

Zato neka T'f oznacava BMO funkciju takvu da je Gy = Fry, uz oznaku kao u (4.34).
Tada je zbog (4.35)) jos

1T fllsmo ~ Gl < T aopr ][ fllee
pa smo dobili i omedenost sa L>°(R?) u BMO(R?). O
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4.7. Hincinova nejednakost v Littlewood-Paleyeva teorija

Ipak moramo primijetiti kako teorem [4.20] jos uvijek ne govori o ogranic¢enosti nekih
Calderén-Zygmundovih operatora na samim prostorima H*(R?) i BMO(R?).

Teorem 4.21.

(a) Ako L%-ograniceni Calderdn-Zygmundov operator T zadovoljava f]Rd Ta =0 za
svaki atom a, tada se T prosiruje do omedenog linearnog operatora na H'(R?).

(b) Ako L*-ograniceni Calderdén-Zygmundov operator T' zadovoljava T1 = 0, tada se
T prosiruje do omedenog linearnog operatora na BMO(RR?).

Necemo izlagati dokaz, ve¢ upuéujemo zainteresiranog citatelja na [CM97] ili [Ste93].

*
* Xx

Zadatak 4.16.

(a) Pokazite da se funkcija f: R\ {0} — C, f(x) := In|z| doista nalazi u prostoru
BMO(R).

(b) Pokazite da periodi¢na funkcija f: R\Z — C, f(z) := > =, £€*™** lezi u prostoru
BMO(R).

Zadatak 4.17.
(a) Iz nejednakosti (4.31]) izvedite ocjenu (4.32)).
(b) Dokazite da red u (4.34]) konvergira.

(c) Dokazite (4.35).

4.7. Hinc¢inova nejednakost i Littlewood-Paleyeva te-
orija
Sljedeca ocjena je formulirana jezikom elementarne teorije vjerojatnosti.

Teorem 4.22. (HinéinovaE] nejednakost) Ako je N € N i ako su €1, €s,. .., €x nezavisne

sluc¢agne varijable s razdiobom ( 1_/12 1}2 ), tada za svake xi,x9,...,xxy € C 1 p €

(0, c0) wrijedi

N 1/p N /
<E‘ Z €T p) ~p (Z ‘$j|2>1 2. (436)
i=1 j=1

16 Aleksandar Jakovljevi¢ Hinéin (1894-1959), sovjetski matematicar.
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Prisjetimo se da nezavisnost od €y, ..., ey implicira
E(fl(ﬁl) T fN(EN)) = Efl(ﬁ) e 'EfN(€N)
za svake funkcije fi,..., fy: {—1,1} — C. Gornja notacija za razdiobu nam znaci

Ple; =—1)=P(e; = 1) =

1
5

Primijetimo da se lijeva strana od (4.36]) moze deterministicki zapisati kao

1 1/p
(2_N Z |81.’L’1+"'+€N$N‘p) ,

61,...,81\]6{71,1}
ali korisnije ¢e nam biti prakti¢no ostati kod vjerojatnosne notacije.

Dokaz. Primijetimo da je

N N
2
’ E €T —]E E €j€LT; T = E z;7y E ejek E |z;|%,

7,k=1 7,k=1 —1zaj= k’ 7j=1
=0zaj#k
tj. za p = 2 imamo ¢ak jednakost. Dovoljno je dokazati tvrdnju za realne xq, xs,..., TN

jer se za kompleksne brojeve samo udvostruc¢uju konstante. Osim toga je zbog leme
2.2((a) lijeva strana od (4.36]) rastuca funkcija od p pa je dovoljno dokazati gornju ocjenu
(tj. S) za p > 2 i donju ocjenu (tj. 2) za 0 < p < 2. Zahvaljujuéi lemi 2.1b) za
0 < p < 2 imamo

4) 0/4

N 1/2 N 2 1/2 N P (1-6)/p N
7j=1 7=1 7j=1 7=1
1

pri cemu je 0 < 6 < 1 odreden sa 5 = 1%0 + %. Vidimo da ¢e i donja ocjena za 0 < p < 2
slijediti iz gornje ocjene za p = 4.
Radi monotonosti je dovoljno dokazati gornju ocjenu za parne prirodne brojeve, tj.

p = 2m; m € N. Multinomni teorem nam daje

<Z€jf€j>2m: > %(61$1>k1“'(61v$w)'“’v-

j=1 k1,....kn€ENp
ki+-+ky=2m

Zbog nezavisnosti imamo

) ) 1 ako susvi ky,..., ky parni,
(el ) = (Bl - (Beky) = { oot ¥ e
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4.7. Hincinova nejednakost v Littlewood-Paleyeva teorija

Zato je

2(em) = X (2/<:1)!(?@(!2k1v)1x§k1”'“’?VkN’

j=1 k1,....kn€Np
ki+-+ky=m

S druge strane, opet po multinomnom teoremu imamo

N m |
( x?) _ m. kal_ kaJN
” = — 1] .
2.7 2 Rl N
Jj=1 k1,....,kn €Nog
k1+-+kn=m

Preostaje usporediti multinomne koeficijente:

(2m)!
(k) (2kn)! _ 2m(2m —1)---(m+1) L
Yot 2y (2k1—1) - (k1 +1) - 2k (2ky—1) - (ky+1) =~ 2k ... 2kn

To nam daje

N om\ 1/2m N 12
()™ ™ (o)

Jj=1 j=1

¢ime je zavrSen dokaz teorema. 0

Alternativni dokaz. Dat ¢emo jos jedan dokaz gornje ocjene za p 2 i za realne brojeve

N .
a1,...,2y. Radi homogenosti smijemo normalizirati Y 25 = 1. Nezavisnost nam
omogucuje racun:

N N N N
N o s o o .

e ~ e e = [mevs =[] (ko + %) = [ evss

j=1 j=1 j=1 j=1
. . . 2 .
Iz jednostavne nejednakosti cht < €' /2 dobivamo
N
1 1 2

J 16T He§ e3 ]:lxj _ 61/2 <92

7j=1
pa je po Markov-Cebisevljevoj nejednakosti za a > 0
N N
IP’(Z €T > a) = P(ezj—lem > eo‘> e O EeXim1 &% < 2e ¢,
j=1

a simetrija razdiobe daje
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Konaé¢no koristimo (|1.15):
N » +o0 N
]E‘ Zejxj = / pap_IIP’(‘ Zejxj
j=1 0 j=1

“+o0o
> a) da < 4p/ e da <, 1. O
0

J/

r'(p)

Naglasimo da ocjene u Hin¢inovoj nejednakosti ne ovise o broju N; inace bi tvrd-
nja bila trivijalna. (Naime, svake dvije norme na kona¢no-dimenzionalnom vektorskom
prostoru su ekvivalentne.)

Sljedeca posljedica teorema je priredena za primjene.

Korolar 4.23. (Hin¢inova nejednakost za funkcije) Neka su N € N, slucajne varijable
€1,€9,...,€x kao i dosad, (X, X, u) prostor o-konacne mjere, p € (0,00) eksponent te
fi,. o v € LP(X, X, 1) proizvoljne funkcije. Tada vrijedi

N » 1/p N ) 1/2
(IS otlens) = 1C5150)
Jj=1 j=1
Dokaz. Nazovimo vjerojatnosni prostor eksplicitno (€2, F,P). Za svaki x € X teorem

[4.22] daje . .
(&[S an]) "~ (Elner)”

Uzmimo L” norme obiju strana kao funkcija u varijabli z te iskoristimo Fubinijev teorem
na (@ x X, F x X,P x p):

(LU

LP(X,X 1)

1/p
~p

N

;Ejfj(x)’pdu(deP) v (/X (/Q ‘ éejfj<x>‘pdp>du(x))l/p
~ ([ (Zmer) aw) "

Korolar 4.24. (Marcinkiewicz-Zygmundova vektorska ocjena) Neka su (X, X, ) pros-
tor o-konacne mjere, p € [l,00) eksponent i T ograniceni linearni operator na
LP(X, X, p). Tada za proizvolini niz funkcija (f;)52, iz LP(X, X, p) vrijedi

& 1/2 & 1/2
H<Z|Tfj\2) (Z!fj|2>
j=1 j=1
Posljednja nejednakost se moze kratko pisati

T3l Sper (1G53 e ]

<_||T
L P 1T ||r e

LP(X,X,u)
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odnosno, koristenjem mjesovitih normi iz zadatka

(T f5)72 1 lee ey Spor 1(F5)521 e ey
ili samo

1T fillie@e) Spr 1 filliee)-

Dokaz. Smijemo pretpostaviti da samo prvih N funkcija nije identicki jednako 0, jer
potom mozemo primijeniti teorem o monotonoj konvergenciji za dobivanje opéenitog

slucaja. Ako su €y,€9,..., ey slucajne varijable kao i ranije, zbog omedenosti od T
imamo

N N N

H Z€ijj HT( 6;fy> So 1T lwomre || D €5 .

j=1 j=1
Sada uzmemo p-ti moment obiju strana (tj. primijenimo (E| - [?)}/?) i dvaput koristimo
korolar .23 O

*
* *

U drugom dijelu ovog odjeljka se vra¢amo na mnozitelje ojacani Hin¢inovom nejed-
nakosti kao korisnim alatom. Neka su ¢ i 9; kao u primjeru 4.17} Littlewood-Paleyeva
teorija kre¢e od dekompozicije

f= Zijf uL? za f € L*(RY)
JEL
te nastoji reéi nesto o “veli¢cini” (tj. izvjesnoj normi) od f u terminima “veli¢ina” pri-
brojnika My, f. Kako po definiciji mnozitelja gornju dekompoziciju zapravo mozemo

pisati
Z/ ¢j 27r2w§d€

vidimo da su pribrojnici ustvari dijelovi of f koji odgovaraju iskljucivo frekvencijama &
za koje je 2771 L |¢] < 27

Preciznije, definiramo Littlewood-Paleyevu kvadratnu funkciju (za otprije dane i fik-
sirane ¢ i ;) kao operator S zadan formulom

SpE o 0vecl 7= (3 (ar )
JEL
Cilj teorije je pokazati ekvivalentnost raznih normi funkcija Sf i f. Prvi znak te
mogucnosti je jednostavna primjena Plancherelovog teorema i (4.24)):

||Sf||Lz—Z||M¢Jf||L2—Z / 0y (E)%1F(©)de

JEZ

/ (Z% ) &)2de ~ || I = |1 FI1%
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Ipak, veé¢ za LP norme za p # 2 tako nesto vise nije ocigledno.

Teorem 4.25. Za svakip € {1,00) i svaku f € LP(RY) N L%(R?) vrijedi

||Sf||LP ~d,p,p HfHLP

Dokaz. Najprije dokazujemo ocjenu ||Sf|rr Sapp ||f]lre- Dovoljno je pokazati

H(Z\ Mo 1) Sagw 1l

s implicitnom konstantom neovisnom o N € N, jer tada mozemo pustiti N — oo i
iskoristiti teorem o monotonoj konvergenciji. Radi korolara je pak dovoljno dokazati

Hi ngfH Saep [ flle (4.37)

za proizvoljne predznake ¢; € {—1,1}; j = —N,..., N, pri ¢emu, naravno, implicitna
konstanta ne smije ovisiti o njihovom izboru. Promotrimo simbol

N

) = Z ehi(€) = Y eth(27€).

j=-N

Za & #01ij € Ztakav da je 27 < |¢| < 277! imamo najvise dva ne-nul pribrojnika te za
derivaciju svakog reda vrijedi

[(9%m)(8)] DN o) 277 + (27771 M| (0 o) (2777 "¢))]

(27
20| 0%tg || (27 <oge (27) 7K <y g7,

<
< NSO,

Zato mozemo primijeniti Mikhlinov teorem o mnozitelju (teorem [4.18]), koji nam doista

daje (4.37).

Sada prelazimo na dokaz obratne ocjene. Za j € Z oznacimo 1Z~)j =Y Y+
i definiramo 12
= 2
Sf = (3 Mg, 1)
JEL

Primijetimo da je 1;]- identicki jednaka 1 na nosacu od ;. Operator S nije doslovno, ali
jest nacelno jos jedna kvadratna funkcija. Naime, primjenom nejednakosti Minkowskog
za (% normu odmah dobivamo

- (Z ‘M1/Jj—1f + ijf + M¢j+1f|2>1/2 < 35f.

jez
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4.7. Hincinova nejednakost v Littlewood-Paleyeva teorija

Uzmimo sada proizvoljne f,g € L*(RY). Obzirom da je Mg My, = My, = My, i
M;Z = Mﬂ = My,, mozemo racunati:
(foahe B ST, g0 = (M, My, f g
JEL JEZL
= Z My, f, My, g2 = Z/ (My, f) 5,9)()dz
JEZ
pa je
o 1/2 o 1/2 .
ol < [ (T Ivasf) (S g0l = (57500
R ez, =
te prethodno dokazana ocjena (smjer <) za Sg daje
| [ f@a@da] 187130l Sac 1S holalu
Zbog obrata Holderove nejednakosti (lema iz posljednjeg proizlazi
1flle Sapp 15F]r,
a to smo i trebali. O

Moguce je dati Littlewood-Paleyeve karakterizacije i za neke druge funkcijske pros-
tore. Tako se npr. moze pokazati ||Sf||L1 ~a, ||f|lm. Prikladna literatura je knjiga
[ETWI1].

*
* *

Zadatak 4.18. Dokazite sljedecu Zygmundovu nejednakost za lakunarne trigonometrij-
ske sume. Neka je ¢ > 1ineka je (m;);jen niz prirodnih brojeva takav da je m;+; > gm;
zaj=1,2.... Tadaza N €N, ¢i,c,...,cy € Cip e (0,00) vrijedi

1/2
H ZC et L2 (T) ~pa <Z|CJ| )

pri ¢emu kod integracije smatramo T = [0, 1).

Uputa: Prvi moguéi pristup je postupati kao u prvom dokazu teorema [4.22, Opet je
dovoljno dokazati gornju ocjenu (tj. <) za realne ¢; i kada je p = 2m > 2 parni cijeli
broj. Mozemo izmnoziti “svaki-sa-svakim” zagrade

N N N
2mim it 2 2mimt m —2mim;t m
CJG = CJG cje s
7=1 7j=1 J=1
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ali sada treba pripaziti koji ¢lanovi “prezive” integriranje. Primijetite da ako je ¢ do-
voljno velik obzirom na p, tada nema “iznenadenja” i nakon integriranja ostaju samo
pribrojnici kod kojih su se jednako mnogo puta birali e?™™it i ¢=2™mit za svaki j. S
druge pak strane, za “male” vrijednosti od ¢ > 1 mozete dovoljno “prorijediti” trigo-
nometrijsku sumu kako biste iskoristili prethodni slucaj, a izgubit ¢ete samo konstantu
ovisnu o q.

N 2mim;

Za drugi moguéi pristup, umjesto da gledate samo f(t) := > .., c;je ¢ promatrajte

2mim;

v . N [ o . .. .
slucajne sume fc(t) == > ;. €;cje ! pri Gemu su €, ..., ey slucajne varijable kao i

ranije u ovom odjeljku. Iskoristite teorem kako biste dobili

Ele) ~ (S ler?)
ellLe(T) P j :
j=1

Sada pretpostavite ¢ > 3 i zakljucite da vrijedi || fz|lLe(r) ~ || fllLe(r) za svaki izbor od
€1,...,en € {—1,1}. Naime, ako definirate g(t) := H;V:l(l + %eje%imjt + g e mimity,
imat ¢ete f = 2f.xgi f. =2f*xgteg > 0i ng = 1, odakle ¢e slijediti || f||» <
2[| fellellglloe = 201 fellee i 1 felle < 2 flluellgllr = 2[1.f[]e-

Napomena: Rije¢ “lakunaran” obi¢no oznacava da suma ima samo rijetke i eksponen-
cijalno razmaknute pribrojnike u gornjem smislu. Poanta ovog zadatka je usporedba s
Hinc¢inovom nejednakosti i ukazati da se eksponencijali 2™t s vrlo razli¢itim frekvenci-
jama m; takoder ponasaju “prili¢cno nezavisno” (premda doslovno to nisu). Heuristicki:
svaki od njih oscilira mnogo vise od svojih prethodnika pa su ti prethodnici “prilicno
ravni” duz svakog njegovog perioda.
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Poglavlje 5

T(1) teorem

U ovom poglavlju é¢emo iskazati i dokazati poznati kriterij L2-omedenosti Calderén-
Zygmundovog operatora, tzv. T(1) teorem. Tezi smjer teorema je dovoljnost njegovih
uvjeta; nju ¢emo najprije dokazati u posebnom slucaju 71 = 0, 771 = 0 i to ocjenji-
vanjem matri¢nih koeficijenata u vali¢noj bazi. Poradi dokaza dovoljnosti u opéenitom
slucaju preostat ¢e nam konstruirati operatore koji su ogranic¢eni na L%(R?) i za koje T'1
poprima proizvoljnu vrijednost iz BMO(R?); to su tzv. paraprodukti. Na kraju poglav-
lja diskutiramo (bez potpunog dokaza) pitanje omedenosti Cauchyjevog integrala duz
proizvoljnog Lipschitzovog]l] grafa, problem koji je takoder dijelom motivirao formulaciju
i generalizacije T(1) teorema. Glavni izvor za materijal ovog poglavlja su knjige [CM97]
i [Mey92], koje je autor svojedobno obradio u [Kov06], odakle je preuzeta veéina teksta.

5.1. Iskaz T(1) teorema i neki primjeri

Prisjetimo se iz poglavlja 4] kako je Calderén-Zygmundov operator zapravo linearni ope-
rator T: CL(R?) — LL, (R?) za koji postoji jezgra K koja zadovoljava (K1)-(K3) iz
odjeljka [4.1] (tzv. standardna jezgra) i takva je da vrijedi (4.1)). Dimenzija d i parametar
v se obi¢no posebno ne isti¢u, ali se podrazumijevaju. U prethodnom poglavlju smo
vidjeli kako je L2-ograni¢enost od T vrlo poZeljno svojstvo i tek je pocetak zanimljive
teorije pa se postavlja pitanje njene karakterizacije “jednostavnijim” uvjetima.

U cijelom ovom poglavlju ¢emo pretpostavljati da 7" ima transponirani operator i
da je on takoder Calderén-Zygmundov. To zapravo znaci da postoji linearni operator
T7: CLRY) — LL, (R?) takav da je

[ane=[ s

za svake f, g € CL(R?). Iz zadatka(a) znamo da je njegova jezgra K™ (x,y) = K(y, x).

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), njemacki matematicar.
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Poglavlje 5. T(1) teorem

Najprije dajmo iskaz osnovnog rezultata ovog poglavlja, tzv. T(1) teorema, danas
ve¢ slavnog rezultata Davidaﬂi Journéaﬂ [DJ84]. Potom éemo pazljivo definirati sve
pojmove koji se u njemu pojavljuju.

Teorem 5.1. (Originalni T(1) teorem) Calderdn-Zygmundov operator T se moze pro-
giriti do neprekidnog linearnog operatora na L?(R?) ako i samo ako vrijede sljedeéa tri
uvjeta:

(DJ1) T je omeden u slabom smislu,
(DJ2) T1 e BMO(RY),
(DJ3) T71 € BMO(RY).

Vidimo da tek trebamo pridati znacenje uvjetima (DJ1)—(DJ3), ali intuitivno za
provjeru L2-omedenosti od T treba provijeriti neku slabiju verziju omedenosti od 7' te
provjeriti da operatori T'i T™ preslikavaju konstantnu funkciju 1ga u BMO prostor. Kako
je prvi uvjet cesto automatski zadovoljen, glavni posao preostaje testirati operatore T'
i T™ na jednoj jedinoj funkciji 1, odakle i naziv samog teorema. Ipak, to nije uvijek
sasvim lako niti je 1 uvijek najprirodniji odabir funkcije na kojoj se provjeravaju uvjeti
(DJ2) i (DJ3) pa su s vremenom dokazane i neke varijante (tzv. T(b) teoremi) o kojima
necemo govoriti.

Neka je T: CL(RY) — L, (R?) linearni operator. Kazemo da je T' omeden u slabom
smislu ako za svake 1o € RY R > 0 i za svake “test-funkcije” f,g € CL(R?) ¢iji nosaci
su sadrzani u Cl(B(zg, R)) vrijedi

L] < m (30 R ) (3 Al (5.1)

lo|<1 ler|<1

Postoje i (o¢igledne) varijante tog uvjeta koje uklju¢uju i vise derivacije 0% na desnoj
strani, ali radi jednostavnosti ostanimo samo kod derivacija prvog reda. Svaki L2-
omedeni operator T je i omeden u slabom smislu. Naprosto, za x, R, f, g kao gore
vrijedi

| /RJTf)g1 < TNz £z llgle

<722 B(ao, R)Y2| fllue [B(zo, R)[?[|gles
= | T|l2—r2[B(0, 1) R f el glliee

Prema tome, uvjet (DJ1) u teoremu [5.1] je nuzan. Razlog zasto je on dosta slabiji je
pojavljivanje L> normi prvih derivacija od f i g na desnoj strani od ({.1)).

2Guy David (1957), francuski matematicar.
3Jean-Lin Journé (1957), francuski matematicar.
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5.1. Iskaz T(1) teorema i neki primjeri

Oznacimo sa C{ o(R?) prostor

Clo®") = {feCi®y: | f=of.

Definirat ¢emo T'1 naprosto kao linearni funkcional na prostoru C!,(R%). Neka je
(¢m)SS_; niz funkcija iz C!(R?) koji je ograni¢en u L™ normi i koji aproksimira konstantu
1 u smislu da vrijedi

(VR > 0)(Imo € N)(Vm € N, m > myg) (¢, = 1 na CI(B(0, R))).

Tada definiramo
T1 := lim Ty,

m— 00

pri ¢emu limes shva¢amo *-slabo, t;j.

(Vf € CLo®RY) ((T1)(f) i= Tim | (Tio)f).

m—0o0 R4

Trebamo dokazati da limes lim,, ., fRd (Tom)f doista postoji kao kompleksan broj.
Naime, neka je R > 0 dovoljno velik da je supp f C B(0, R/2) i neka su m,m’ € N
takvi da je ¢, = 1 = @,y na zatvaracu od B(0, R). Tada funkcije f i ¢, — @p imaju
disjunktne nosace te uz oznaku M := sup,cy ||¢k||c formula daje

Tont = [ (T

i
K (2,9) (@) (pn(y) = o (9) dar dy]

R2d

R e

<2M
R4\B(0,R)

K (2, y)f(x) da dy

supp f

= 2M K (@,y)~K(0,9)f(x) da| dy

(
RI\B(0,R) ‘ /B(O,R/Q)

& onr / =0 ) e \d
< ———|f(x)|dx |dy
RAB(0,R) \ JB(0,R/2) [Y|TT

=om( [ i) ([, o)

Sto tezi prema 0 kada R — +o00, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konver-
genciji i jer je fRd\B(O,l) ly| =4 7dy < +oo. Zakljutujemo da je spomenuti niz brojeva

Cauchyjev, sto znaéi da i konvergira. Stovise, definicija od T'1 ne ovisi o izboru od
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Poglavlje 5. T(1) teorem

(¢m)men- Naime, neka je (@p)men jos jedan takav niz i f € C§o(R?). Nadalje, uzmimo
proizvoljni R > 0 takav da je supp f C B(0, R/2) i dovoljno veliki m € N da vrijedi
©m = 1 = ¢y, na zatvaracu kugle B(0, R). Uz oznaku

M := max { sup || ¢k /Lo, sup ||¢kHL°°}
keN keN

racun vrlo slican gornjem daje

| [rews = [ wonr su( [ i) ([ L),

odakle vidimo

Jm ([ @enr= [ @enr) =0

Uglavnom ¢e nas zanimati samo situacije kada je (T1)(f) = [pa(T'1)f za neku lokalno
integrabilnu funkciju 71 (ozna¢enu na isti na¢in) i upravo na taj nacin treba interpre-
tirati uvjete (DJ2) i (DJ3).

Ukoliko znamo da je T' L?-omedeni Calderén-Zygmundov operator, tada iz rezul-
tata odjeljka ve¢ znamo da se on neprekidno progiruje do operatora sa L*°(R%) u
BMO(R?), a nije tesko vidjeti da je netom dana definicija od T'1 tada posebni slucaj
definicije od tamo. To dokazuje nuznost uvjeta (DJ2) i (DJ3) u teoremu 5.1 Dakle, u
ostatku poglavlja trebamo dokazati dovoljnost od (DJ1)—(DJ3).

Citatelj upoznat s teorijom distribucija ¢e primijetiti da bi nam zapravo bilo pri-
rodnije inicijalno definirati Calderén-Zygmundov operator kao preslikavanje sa nekog
prostora test funkcija D u odgovarajuéi prostor distribucija D’. Naime, tada ne bi-
smo unaprijed morali pretpostavljati egzistenciju transponiranog operatora, a 711771
bismo mogli shvatiti kao distribucije “pocijepane” po konstantnim funkcijama. U litera-
turi je to obi¢no slucaj, a za D se uzima ili C7(RY) za neki r € NU{oo} (kao u [CM97])
ili prostor Schwartzovihﬁ funkcija (kao u [Ste93]). Mi smo se ipak odlucili za konkret-
niju “definiciju”, prvenstveno radi jednostavnosti, ali i jer je ona zadovoljavajuca za sve
zamislive primjene. U prethodnom poglavlju nam ova napomena ne bi nista znacila jer,
ako veé¢ imamo ograni¢enost na L2, tada bilo koja od spomenutih inicijalnih definicija
biva poopéena lemom [£.2]

Zadatak 5.1.

(a) Neka je T antisimetricni Calderén-Zygmundov operator kao u iskazu i napomeni
zadatka Dokazite da je T uvijek omeden u slabom smislu i da zadovoljava
T71=-T1.

Napomena: Dakle, iz teorema|5.1|slijedi da se T" prosiruje do ograni¢enog operatora
na L2(R?) ako i samo vrijedi 71 € BMO(R?).

4Laurent-Moise Schwartz (1915-2002), francuski matematicar.
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5.2. Postojanje vali¢nih baza

(b) Ako je jos jezgra K invarijantna na translacije, tj. K(z,y) = K(x —y,0), dokazite

da je T1 = 0.
Napomena: Na ovaj nacin iz teorema npr. slijedi L2-omedenost Rieszovih tran-
sformacija.

(c¢) Koristenjem teorema pokazite da je operator f — mf ogranicen na L2(R%)
ako i samo ako je m € L>®(R?).

Napomena: Naravno da je sama tvrdnja trivijalna, ali njom ilustrirajte teorem.

5.2. Postojanje valiénih baza

U poglavlju|3|smo bili definirali operatore translacija T, i operatore dilatacija p{). Obzi-
rom da radimo u prostoru L%(R), najprirodnija ¢e nam biti normalizacija za p = 2 i zato
¢emo u ovom poglavlju pisati samo D, umjesto pi?. Ideja ovog odjeljka je komentirati
(bez dokaza) postojanje prikladne ortonormirane baze prostora L2(R?) za dekompoziciju
Calderon-Zygmundovog operatora 7. “Pod prikladnim” svojstvima mislimo glatkocu,
koja je nuzna da bi se baza doista nalazila u domeni operatora C(R?), i svojevrsnu
invarijantnost na translacije i dilatacije, obzirom da i klasa Calderén-Zygmundovih ope-
ratora postuje te dvije “simetrije”. Dakle, idealno bi bilo krenuti od nekoliko generatora
Wt 1%, ... i ortonormiranu bazu dobiti primjenama operatora Ty; k € Z? i Dy-s; j € Z.
Da je to doista moguce je jedan od najvec¢ih uspjeha tzv. teorije valica.

Familija (V});ez je multirezolucijska analiza (kraée MRA) od L*(R?) ako vrijedi:
(M1) V;; j € Z su zatvoreni potprostori od L?(R?),
(M2) zasvaki j € Z je V; C Vjiq,
(M3) Ujez Vi = L*(RY),
(M4) ez Vi = {0},
(M5) za svaku f € L2(RY) i svaki j € Z vrijedi f € V; & Do f € Vi,
(M6) za svaku f € L%(R?) i svaki k € Z% vrijedi f € Vy & Trf € Vi,
(M7) postoji funkcija ¢ € Vj takva da je (Tgp)geze ortonormirana baza od Vj.

Napomenimo da skup aksioma (M1)-(MT7) nije nezavisan. Npr. (M4) i (M6) se mogu
izvesti iz ostalih aksioma; vidjeti [HW96]. Primijetimo usput da je za svaki fiksirani
J kolekcija (Dg-iTyp)geze ortonormirana baza od V;. Funkciju ¢ kao u (M7) zovemo
skalirajuca funkcija i ona jednoznacno odreduje MRA.

Kazemo da je MRA r-regularna za neki r € Ny ako vrijedi:
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Poglavlje 5. T(1) teorem

(M8) funkcija ¢ iz (M7) je jos klase C"(R?Y) te za svaki m € Ny i za svaki multiindeks
a, |a| < r, vrijedi
0%0(2)| S (L+ J2)™™; xR

Jos neki korisni zahtjevi na multirezolucijsku analizu su:

(M9) funkcija ¢ iz (M7) je klase C” i ima kompaktan nosac,
(M10) Jga p(z)dz = $(0) =1,

(M11) Y, cpa(Tep)(x) =1 za x € R%

Ocigledno (M9) povlaci (M8), a uz pretpostavke (M1)—-(M9) vrijedi |¢(0)| = 1 pa mno-
zenjem funkcije ¢ odgovarajuéom konstantom mozemo postiéi (M10) te kao posljedicu
dobiti i (M11); vidjeti [HW96] i [Mey92].

Neka je E konacan skup. Za sistem funkcija ¢5,; j € Z, k € 74, € € E kazemo da je
ortonormirant valiéni sistem ili ortonormirana valicna baza ako vrijedi:

(V1) (¢54)jk.e je ortonormirana baza od L*(R?),

(V2) postoje funkcije ¥¢; € € E iz L%(RY) takve da za svake j € Z i k € Z< vrijedi
w;‘,k - DQ_J'qu/Jea

Pokazuje se da mora biti card £ = 2¢—1, ali to ne¢emo koristiti. Valiéni sistem (V5 1)k
je r-reqularan za neki r € Ny ako jo§ imamo:

(V3) funkcije ¢¢; € € E iz (V2) su klase C" te za svaki m € Ny i za svaki multiindeks
a, o] < r, vrijedi
0°%(2)] Sm (L+]2)™; =€ R,

(V4) za svaki multiindeks «, |a| < 7, 1 za svake indekse j, k, € vrijedi

/Rd Y5 (x) de = 0.

Jos jedan vrlo pozeljan zahtjev na valiénu bazu je:
(V5) funkcije ¢¢; € € E iz (V2) su klase C" i imaju kompaktan nosac.

Jasno je da ovaj uvjet povlaci (V3).

Reci ¢emo da je ortonormirani valiéni sistem (95, ); . pridruzen nekoj MRA (V});ez
ako je (T )k ortonormirana baza od W;. Pritom sa W; oznacavamo ortogonalni
komplement potprostora V; u potprostoru Vjii, tj. V; @ W; = V1. U tom slucaju
za svaki fiksirani j kolekcija (@/ij);“ ¢ini ortonormiranu bazu od W;. Za postupak
konstrukcije ortonormiranih vali¢a pridruzenih danoj MRA vidjeti [Wut98].

Fundamentalni rezultat egzistencije ortonormiranih vali¢nih baza s kompaktnim nosa-

¢ima je sljedeci teorem kojeg je dokazala Daubechiesﬂ [Dau92).

°Ingrid Daubechies (1954), belgijska fizicarka i matematicarka.
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5.2. Postojanje vali¢nih baza

Teorem 5.2. Za svakir € Ny postoje multirezolucijska analiza (V;);ez i njoj pridruzen
ortonormirani valiéni sistem (V5 )jre koji zadovoljavaju uvjete (M1)~(M11) 7 (V1)-
(V5).

Umjesto dokaza (koji nije sasvim jednostavan) samo ¢emo kratko komentirati vrlo
jednostavnu konstrukciju jedne MRA i jedne vali¢ne baze, kod kojih nemamo ni nepre-
kidnost, a kamoli glatkoéu. Naprije radimo u jednoj dimenziji. Ako stavimo

V —Cl(span{ﬂg —9k,279 (k+1)) k:EZ})
tada je (V})jez MRA kod koje mozemo uzeti naprosto ¢ = 1jg1y. Osim toga je
W; =Cl (span {]1[2 ik2-9-1(2k41)) — Lp2—i-1(2k+1),2-9 (k+1)) ke Z})

pa nam je ortonormirana baza od Wy generirana funkcijom h = 1jg /2y — 1j1/2,1). Sasvim
eksplicitno, jedna ortonormirana valiéna baza od L?(R) je

(hyjr)jkez,  hyp = 272 (Lpg-sno-i-tarr1) — Lip-i—1(2h1).2-3 (h1))

1 ona se naziva Haarozﬂ sistem [Haal0]. Prakti¢no je tu kolekciju indeksirati po familiji
svih dijadskih intervala

D= {27k277(k+1)) : j,ke€Z}
uz “supstituciju” I = [277k,277(k + 1)). Ako oznac¢imo

ILI ]1[li'evo - ﬂldesno
ori=—=, hp:=— , (5.2)
vau vau

pri cemu su ijevo 1 Ldesno lijeva i desna polovica od 7, tada vidimo da su ¢; i h; normirane
u L?(R), a Haarov sistem mozemo zapisati (hj);ep. Za dobivanje vali¢nih baza u visim
dimenzijama sluzimo se tenzoriranjem. Tako je npr. kolekcija

{901®]hj, hr®es, hy®@h; : I,J €D, |I|:|J|}

(indeksirana po dijadskim kvadratima I x J € C) jedna ortonormirana valiéna baza od
L?(R?), pri ¢emu nam f ® g oznacava tzv. elementarni tenzor

(f ®g)(z,y) == f(x)g(y).
Vise o ortonormiranim vali¢ima Citatelj moze naéi u vrlo pristupacénoj knjizi [HW96).

*
* *

6Alfréd Haar (1885-1933), madarski matematicar.
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Zadatak 5.2. Dokazite da je za funkciju ¢ € L*(R) ekvivalentno:

(1) (Dy-3Tk?);kez je ortonormirani skup u L2(R),

(2) Dkez [W(E+ k)P =1zags ER,
doherV(@(E+R)P(E+E)=07zajeNigs R
Zadatak 5.3. Dokazite sljedecu karakterizaciju ortonormiranih vali¢a (prvi put doka-

zanu od strane Gripenberga [Gri95] i Wanga [Wan93]). Za funkciju ¢ € L*(R) takvu da
je [|[¥]|Lz = 1 ekvivalentno je:

(1) (Do-sTkt));kez je ortonormirana baza od L*(R),

(2) Y,z (2P =1 zags. £ €R,
Zﬁoiﬂ(?ﬁ)d}(%(é +m))=0zame2Z+1igs. £€R.

Zadatak 5.4. Dokazite da ne postoji ortonormirana vali¢na baza koja ispunjava svoj-
stva (V1)—(V5) uz r = oo.

Uputa: 1z svojstva (V4) zakljucite da su ¢lanovi baze ortogonalni na sve polinome pa
potom iskoristite Ston(ﬂ-Weierstrassovﬂ teorem aproksimacije.

5.3. Diskretna Schurova lema

Sada ¢emo dokazati tezinsku varijantu leme [2.7, Bit ¢e to jednostavni rezultat koji daje
dovoljan uvjet za ogranicenost linearnog operatora zadanog “beskona¢nom matricom”
(@a,8)(a,8)cAx4 U nekoj ortonormiranoj bazi Hilbertovog prostora.

Lema 5.3. (Diskretna tezinska Schurova lema) Neka je (€4 )aca ortonormirana baza Hil-
bertovog prostora H i neka je (Ga,p)(a,p)caxa familija kompleksnih brojeva. Ako postoje
konstanta C €10, +00) i familija pozitivnih brojeva (Wa)aca tako da vrijedi

Z |aa plws < Cw,  za svaki o € A, (5.3)
BeA
Z |aa.plwe < Cws  za svaki B € A, (5.4)
acA

onda postoji jedinstveni ograniceni linearni operator T': H — H takav da je
<T€5, €a>H = Au,B

za svake o, B € A te stovise imamo ||T||g—u < C.

"Marshall Harvey Stone (1903-1989), americki matematicar.
8Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), njemacki matematicar.
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5.3. Diskretna Schurova lema

Dokaz. Uzmimo proizvoljni v € H tako da koeficijenti vg = (v,eg) € C zadovoljavaju
(vg)pea € F*(A). Mozemo pisati

1/2 —1/2
|aas]v5] = |aa 5] *wh % |aa 5| 2wy g

pa po Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti vrijedi

1/2 - 1/2
> laasllvs] < (Z|%,ﬁ|w/3> (Zlaaﬁ|w51|vﬁ|2>

BEA BEA BEA
(5-3)
< 01/2 1/2<Z|aaﬁ|w5 |UB|>
BeA

Zatim je

S (D taaslival)” < O3 w3 faslus o)

acA BeA acA ,BEA
O (X lawsten) €2 3w s = €2 sl
BEA acA BeEA BeA

odakle vidimo da koeficijenti u, := 5 4 aa,pvs takoder ¢ine kolekciju skalara iz 2(A)
te je dobro definiran vektor

Tv = Zuaea = Z (Zaaﬁ(v,e@h{)ea € H.

acA aEA  BeEA

Jasno je da je ovako definiran operator T linearan. Osim toga, iz iste nejednakosti slijedi
| Tv||g < C||v||u, a po konstrukeiji o¢igledno vrijedi (T'eg, €a)nr = Ga 3.

Jedinstvenost takvog ograni¢enog linearnog operatora 7' je ocigledna jer su konacne
linearne kombinacije elemenata ortonormirane baze (es)sea guste u H. O

Schurovu lemu éemo koristiti u sluéaju kada je H = L%(R?), a (eq)aca je pogodna
valiéna baza indeksirana po A = Z x Z¢ x E.

*
k *

Zadatak 5.5. (a) Koliku najveéu operatorsku (tj. spektralnu) normu moze imati nxn
matrica s elementima iz [0, 1]7

(b) Koliku najveéu operatorsku normu moze imati stohasticka n x n matrica, tj. ne-
negativna matrica Cije sume elemenata u svakom retku iznose 17

(c¢) Koliku najveéu operatorsku normu moze imati bistohasticka n x n matrica, tj.
nenegativna matrica ¢ije sume elemenata u svakom retku i svakom stupcu iznose
17
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Poglavlje 5. T(1) teorem

5.4. Dokaz T(1) teorema u posebnom slucaju

Kao $to smo ve¢ bili komentirali, preostaje dokazati dovoljnost uvjeta (DJ1)—(DJ3) u
teoremu . U ovom odjeljku pretpostavljamo 71 =01 771 = 0 pa su uvjeti (DJ2) i
(DJ3) trivijalno ispunjeni.

Fiksirajmo 1-regularnu multirezolucijsku analizu (V});ez od L?(R?) sa skaliraju¢om
funkcijom ¢ pridruzenu nekom 1-regularnom ortonormiranom vali¢nom sistemu (@/15 k) ides
Y5k 1= Do—i Ty na nacin opisan u prethodnom odjeljku. Zahvaljujuci teoremu
mozemo pretpostaviti da su zadovoljeni uvjeti (M1)—(M11) i (V1)—-(V5). Osim toga
oznacimo ;j := Do Tp. Iz prakticnih razloga ¢emo pretpostaviti v < 1, Sto mozemo
jer smanjivanjem - samo oslabljujemo ocjene (K2) i (K3).

Ideja dokaza je promotriti koeficijente <T@/}§-’k, @Z’;:,k/)m operatora T u netom spome-
nutoj valiénoj bazi te ih dovoljno dobro ocijeniti tako da mozemo primijeniti lemu [5.3]
Ortonormirana baza (¥5,); . prostora L*(R?) je ovdje prikladna zahvaljujuéi tome §to
su njeni elementi funkcije klase C!' s kompaktnim nosacem pa se nalaze u domeni ope-
ratora 1. Glavni dio dokaza je sljede¢a propozicija u ¢ijem dokazu ¢emo iskoristiti sve
pretpostavke na T i K.

Propozicija 5.4. Ako je T: CL(RY) — Li, (R?) Calderdn-Zygmundov operator koji je
omeden u slabom smislu i za kojeq vrijedi T1 =0 ¢ T™1 = 0, onda imamo ocjenu

’<ije',k> ¢§:,k/>L2‘ < 2_|j_j’\(%+7)<

=i 4 9-7 d+y
i ‘) (5.5)

2774270 4 |27k —2-7'k
Podijelit ¢emo dokaz u viSe slucajeva, ovisno o medusobnom odnosu funkcija 95 i
wj-;’k/ za razne indekse j, j’, k, k', ¢, €. Plan dokaza je ugrubo sljededi.

(1) Ako je j = j"inosaciod ¢5, i @/);:k, su medusobno “daleko” (specijalno su disjun-
ktni), onda mozemo (T, ¢g€':,k/>L2 raspisati po formuli (4.1]) te iskoristiti ocjene
za standardnu jezgru.

(2) Ako je j = j' i nosaci od ¢, i @/);:k, su medusobno “blizu”, onda iskoristimo
omedenost u slabom smislu operatora 7.

(3) Ako je j manje od j', onda je funkcija 9§, “mnogo ravnija” (tj. bliza konstanti) od
77/}]6-;7,6/, dok ova druga funkcija ima srednju vrijednost 0. Kako je T'1 = 0, mozemo
ocekivati da ce [(T)5,, ¢§;7k,>L2] biti “dosta malo”.

4) Ako je j veée od j’, onda iskoristimo uvjet 771 = 0 na isti nacin kao u (3) jer

(4) jeJ 7, j j

’

imamo |<T¢§,k:¢§',k'>L2| = |<TT¢§',k':¢§,k>L2|-

Ocjena ([5.5)) nam govori da je matrica operatora 7' u valiénoj bazi (1Z)J6k)]k€ “skoro-
dijagonalna”, tj. njeni elementi <T¢§,k7¢§/,k/>L2 “brzo trnu” daleko od dijagonale. Sve
implicitne konstante u donjem dokazu ¢e ovisiti samo o operatoru 7', ocjenama za nje-
govu jezgru K te sistemima funkcija (45, )jr.e, (9jk)jk, ali to ne¢emo notacijski isticati.
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5.4. Dokaz T(1) teorema u posebnom sluc¢aju

Dokaz propozicije[5.4 Neka je r > 0 takav da funkcije ¥¢, ¢ imaju nosace sadrzane

u B(0, 5). Primijetimo da su tada nosaci od 9§, i ¢, podskupovi kugle B(& o> T )-
Oznacimo s K jezgru operatora T

Slucaj 1. Pretpostavimo j —j’ i|k—F|>

Uoc¢imo da je desna strana u (5.5 jednaka (m)dﬂ Kako su supp ¢j ;. i supp ¢§i7k,
disjunktni (jer su kugle B(2J , 29+1) i B(2J , 5771) disjunktne), primjenjiva je formula (4.1)

pa mozemo pisati

!

Tt = [ Ko ) dady
= R ) 0T ey

(2J 27+1) (23 27+1)

Sada za x € B(X, 557), y € B(&, 547) vrijedi

kil S 5=k

|——|\2f+1 |z —y| > —W—W/va |y—§|\%|x—y|

pa mozemo iskoristiti ocjenu za jezgru (K3) kako bismo dobili:

( J+1) € %
(AR ES / (i ik o)

(2J 2J+1) (y 23+1)

. 4 g 1 d+y 2 d+y
ok — 209 e a2 E e o < (—|k;—k;’\> < (—2+\k—k’|) .

Slucaj 2. Pretpostavimo j = j' i |k — K| < 2r.
Stavimo li zy = 2J%(k + k'), R := 5=, mozemo odmah uociti da su supp§, i
supp @D;ik, sadrzani u B(zg, R) pa svojstvo omedenosti u slabom smislu (5.1)) daje

(T8 0 05 ae] S B2 (D2 (2R 00 e ) (D2 @7R)“M 00 = )

|l <1 lo| <1

a zbog 2R = 2r je desna strana zapravo konstantna pa mozemo pisati

2 d+
(T Vyche| 1 <2+|k /c'\) '

Slucaj 3. Pretpostavimo sada da je j' < j — 1. (Slucaj j < j' — 1 se dokazuje analogno
zbog simetrije argumenata, zamjenom 71 T7.)
Kako je %e‘;,k/ € Vi1 € Vj, imamo

2 !
Ui = D (U5 9z @ri

i€Z4
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Poglavlje 5. T(1) teorem

pri ¢emu je u ovoj sumi samo kona¢no mnogo koeficijenata razli¢ito od 0 radi kompak-
. -~ ! . .
tnosti nosaca od ¢ i . Zato imamo

(T 5 pde = Y (W5 s sz (TS, @iz = (9, 05 )12
i€zZ4d
pri ¢emu smo oznacili
9= Z Ci¥ji,  Ci= <Tw;,k7§0j,i>L2; iezd.

i€Z4

(Zapravo je g ortogonalna projekcija od T%5, na V;.) Primijetimo da je g € CHRY).
Kao prvo, za svaki indeks ¢ vrijedi

1
1+ i — k)&

_ €
lcil = (TS 4 pjadie| S ( (5.6)
Ta se ocjena izvodi na isti nacin kao i ocjene u slucajevima 1 i 2. Naime, ako u istim
~ . .V . / . /7
racunima pisemo ¢;; umjesto 95, ,,, dobit ¢emo

€
j/

¢ 1 .
(TS, 05002 S = R za |i — k| > 2r,
odnosno
|<T¢;’k,<pj7i>L2‘ S 1 za |’l - kl < 2T,
iz cega slijedi (5.6). Nadalje, za svaki € R? mozemo pisati

dj 1
9@l < Y lalleu@)] S 27 elle > . T
(L+ i — k|)d+
iez? i€z
TESUPP P, i—27 z|<r/2

(r/2 + 1)¢+
(1+ |27z — k|)

< 27 |l card{i €Z*: i~ 2] <r/2}

a kako ima manje od (r + 1)¢ cjelobrojnih tocaka unutar svake kugle polumjera r/2,
zakljucujemo da vrijedi

2%
(1+ 272 — k|)d+r

l9(x) S (5.7)

Osim toga, iz (5.6) odmah slijedi ). ;4 |¢;| < 400. Pokazimo da je Stovise

ZCZ‘:O.

i€Z4
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5.4. Dokaz T(1) teorema u posebnom sluc¢aju

Naime, zbog T71 = 0, 2-% Yiezipii =1 te f@b;k = 0 imamo

Z ci = Z<T¢§,ka Pji)Le = Z< S L)

i€Z4 i€Zd i€Zd
d . _d
=22 lim < ;k,TT<2 2 E gp]l)> =0.
N ’ ’ 2
e A .
llill 1 <m

Konacno, radi

/Rdgzzcz'/Rd%‘,i: (Zcz)?_éj/ww

i€Z4 i€Z4

/R g=0 (5.8)

Ocjena ((5.5)) ¢e se temeljiti na ¢injenicama da je funkcija g “dobro lokalizirana” u smislu
(5.7) 1 ima integral 0 te da je funkcija zﬂ;;’k, tim “manja” i “ravnija” $to je j/ manji, a
to vidimo iz

dobivamo

e dil e
[9050 g lLee = 272 || [|ree, (5.9)
/ s d e
1005 jollLee = 27 @O |y 1=1,2,...,d. (5.10)

Radi (5.7), (5.8) i jednog iz serije klasi¢nih rezultata o surjektivnosti operatora diver-
gencije (pogledajte zadatak znamo da postoje funkcije g1, ga, . . ., ga € C1(R?) takve
da je

g=div(g1,92,...94) = 0191 + 0292 + . .. + Daga

te

25927 '
(1 + |27z — ka1

lgi(2)] < reRY 1=1,2,...,d (5.11)

Sada razlikujemo dva podslucaja.

Slucaj 3a. Neka je 277k —277'K| < 277y, tj. |27k — k| < 277"y,
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Poglavlje 5. T(1) teorem

Uz primjenu formule za parcijalnu integraciju mozemo racunati:

d d
|<T77Z)]E,k7 ¢;:,k’>L2’ = ‘ / ¢§;,k’ g’ < Z ‘ / w;;,k/ algl‘ — Z ‘ / al¢;;,k/ gl)
R =1 7R =1 7R

5.10), (5-11 .
< 93 (5+1)9% 9—j / ‘ dx
~ (14 |27 — k|)Hr—1
(357 5577)
_ 97'(§+1)9F 9—i(d+1) / dz’
(14 [a])drt

B(2i—3" k! —k, 20—3' —1r)

, o dx’
< 27 (a+D97 9~id+D) /
h (L [zt
B(0,2/—4'+1r)

2i—3'+1,

) d—1
< i (d+1) 9% oi(d+1) / _ tTdt
~ (14 t)d+r—1

< 275+ F 9D (97317 = 9=U=I(5+)

< 2—(j—j’)(§+v)<

~Y

2774277 d+v
23 42-1" + |2—Jk—2—j’k:’|>

Sluéaj 3b. Neka je [277k — 279'K/| > 277"y, tj. |27k — k| > 22777
U ovom slucaju ocjenjujemo

‘7<2d%’2cg / dx

(TS s W5 12| = ‘ /Rd Vw9 (14 [272 — k[)d+

4 T

e

A+l

B(29—3" k! —k, 29—3'—1r)
<% 9¥od 1<2]._]./,_1r)d
(1+ §|2J_J k' — k|)d+y
9—i'+1 d+~
2_j+1+|2—jk:—2—j’k’|>
2= 497 d+y
2774273 4 |2—jk—2—j’k’\>

< 2%/2%2—@(2]'—]")—7(

< 270‘—]")(%%)(

Time je u svakom sluc¢aju dokazana ocjena ([5.5)). ]

Dokaz teorema|5. 1| u posebnom slucaju Tl =T71 = 0. Za primjenu Schurove leme [5.3

V. Kovac 152 Harmonijska analiza



5.4. Dokaz T(1) teorema u posebnom sluc¢aju

dovoljno je naci “tezine” wjy . tako da vrijedi
€ ¢ . .
E Wit g et (TS gy Vi )12 ] S Wyke  za svake indekse j, k, €,
J K €
/ . .
E Wj ke (TS 1y 0 )12 | S Wy e za svake indekse j', &, €.

Jikye

Stavimo wj . = 2-% i provjerimo samo prvu nejednakost jer je druga analogna zbog
simetrije. Prema propoziciji[5.4] treba jos samo vidjeti da je

Sy (LB g
T 2774277 + |27k —2-7"}/|

za sve indekse 7, k.
Najprije ¢éemo sumirati po j' > j. Stavimo li n = 7/ — j, vidimo da lijeva strana u

(5.12)) iznosi
2fnd

- 142" -
9—(d+)n ( ) < 9—m )
Z Z 14+2"+ |2—nk/_k| NZ Z <1+|2—nk1_k|)d+7

n=0 k’eZd n=0 k'ezd

Primijetimo da vrijedi

li 27 / du < +
im E = 00
nooo (L4 [277K = K))7 - Jpa (14 [ — K| 7

jer su gornje sume zapravo Riemannove sume podintegralne funkcije. Prema tome, za

svaki n € Ny imamo
2—nd

<1
2 1+ |2k — k)= ~

YA

pa je zbog >~ 27" <1 lijeva strana u (5.12)) ograni¢ena nekom konstantom.
Prosumirajmo sada po j' < j. Ako stavimo n = j — j/, onda lijeva strana u ([5.12))
postaje

S E ()
14277 4 |k —27"k|

n=1k'czd
oo 1 oo
< 2-m < 2-7m <1
S Y e 2 L
n=1 k'ezd n=1

pri cemu smo koristili poznati kriterij konvergencije Dirichletovihﬂ redova.

9Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), njemacki matematicar.
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Poglavlje 5. T(1) teorem

Dakle, po Schurovoj lemi postoji ograni¢eni linearni operator T na L2(R%) takav da
je

<T77b§,k:’ w;’,kz’>L2 - <T¢§,k> w§:,k’>L2

za svake indekse 7,7, k, k' €, €. Treba jos vidjeti da T doista pro§iruje T na cijelo]
domeni C!(R?). Zapravo je zbog dualnosti dovoljno provjeriti

(Tf,9)12 = (Tf,q)12

za svake f,g € CL(RY). Po konstrukciji ta jednakost vrijedi kada su f i g konacne
linearne kombinacije clanova valicne baze ¢% ,, a zbog omedenosti u slabom smislu ({5.1)
i gustocde tih linearnih kombinacija u prostoru C!(R?) s normom

1Fllcaey == D 10 Fllee

la|<1
slijedi posljednja tvrdnja. O]

Sasvim opceniti slucaj teorema [5.1| ¢emo dokazati u idu¢em odjeljku svodenjem na
netom dokazani posebni slucaj.

*
* *

Zadatak 5.6. Ako je g € C}(R?) funkcija takva da za neki v > 0 vrijedi
o)l S W+ ey s e i [ glapds o
Rd

tada postoje funkcije g1, go, - - ., ga € CH(R?) takve da je
g=0191 + 0292+ ...+ 0qga
i koje zadovoljavaju

()| S A+ |z) " 2 eRY 1=1,2,...,d.

5.5. Paraprodukti i dokaz opcéenitog slucaja

Fiksirajmo (Y5, )jke 1 (9jk)jk iste kao u prethodnoj tocki. Osim toga, za j € Z i
k= (ki ky,..., k) € Z¢ oznacimo

k1 l{:1+1>x[@ k2+1>x~~'x[@ k:d+1> 1

_ d
Ev 97 27 9j 2 9j ([07 ]-> +k>

Qj,k = [ = 2—]

Dakle, Q; . je dijadska kocka s duljinom brida 277.
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5.5. Paraprodukti © dokaz opcenitog slucaja

Paraprodukt je bilinearni operator definiran formulom
ﬂ € €
= Z 22(f, pjn)re(9; %,k)L?%,k;
J,k,e€

za svake f i g za koje gornji red (u nekom poretku) konvergira u odgovarajuéem funk-
cijskom prostoru; mi éemo promatrati samo L2(R?). Iz propozicije ¢e slijediti da je
7(f,g) dobro definirana L2-funkcija ¢im je f € L2(R?) i g € BMO(RY).

Dokazimo sljedeéu ocjenu kako bismo dovrsili dokaz T(1) teorema.

Propozicija 5.5. (L2 x BMO — L? ocjena za paraprodukt) Za svake f € L*(R%),
g € BMO(R?) wrijedi 7(f,g) € L3(R?) i

I (f, 9l S 1 leellgllBao-

1)i ke Ortonormirana baza od L*(R?), to imamo

I (£ 9)72 = > 2V1Fs piarel* g, 5 ane . (5.13)

7.k,

Dokaz. Kako je (¢S

j7

Najprije pokazimo da za svaku standardnu kocku @ vrijedi

S g el S llglaol@l. (5.14)

J,k,e
Q;,kCQ
To je ocjena tzv. Carlesonovod™| tipa.
U svrhu dokaza od ((5.14)) uzmimo dovoljno veliki r > 0 tako da su supp ¢ i supp
za svaki € sadrzani u kocki Q° := [=5t “E1)d. Tada je
supp @i C QY suppd, € QY QY = j(Q°+/€)

za svake j, k,e. Ocigledno je Qg{k kocka s istim sredistem kao i @);, ali r puta duljim
bridom. Oznac¢imo jos sa @ standardnu kocku s istim sredistem kao i @, ali takoder r
puta ve¢om duljinom brida. Zbrajajuci po kockama Q;x C @ zbog supp ¢, C Q?’k cqQ

i Jga ¥, = 0 imamo
Z (g, v; L2| ’/Q%Ek Z ‘/ Sk

2

oica oéa oo
<> [lg — 19l 1s Uil = |9 — l9lg) 15l
7.k,

- /Q 19— [algl < 191230181 S lolErol@

OLennart Axel Edvard Carleson (1928), §vedski matematicar.
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Poglavlje 5. T(1) teorem

Formulom

o]
O8N i= o o] [ F@et@e—b) o] = swp 2l gl « R
Js Js

$€Q] k I‘EQ]"]C

je definirana jedna varijanta maksimalne funkcije. Radi nejednakosti

1 g, o,

iz rezultata iduéeg poglavlja ée slijediti da je M, omedeni sublinearni operator na L2(R¢),
tj.

(M. f)(x) S sup

xEQ] k

1
|

M fllez S 11z, (5.15)
Za bilo koji t > 0 neka je

Q= {z e R (M,f)(2) > Vt} = U Qi
7,k
29| (fp;. k)2 12>t

pa po Markov-Cebisevljevoj nejednakosti i (5.15) imamo

1ML A _ FI2
t ~ ot
Promotrimo sve dijadske kocke Q;x za koje vrijedi 29|(f, p;x)|* > t. Zbog nejednakosti
ta familija ne moze sadrzavati kocke po volji velikog volumena pa neka je medu
njima (@) (konacni ili beskonac¢ni) niz maksimalnih kocaka (u smislu skupovne ink-
luzije). Kad neke dvije od kocaka @), ne bi bile disjunktne, onda bi jedna bila podskup

druge, Sto nije moguée zbog maksimalnosti. Dakle, €2; je disjunktna unija od (Q.,)m
Iskoristimo sada (5.14]) na svaku od kocaka @, tako da mozemo rac¢unati:

291(f ) k)12 17

ol ([ @t = [ (X leuel)

j7k75 0 . j7k76
29| (f ) k) 127>

< [T(Z twvur)a= [ (L5 lovou?)a

7.k, m  jk.e
Qj,ngt Q] kCQm

1€ <

< +o00. (5.16)

‘ 2

(15.14)

oo oo
S lallo | (32 10l) dt = ol [ Iouat

+o00
= HgII%)Mo/0 [{zeR?: [(M, f)(z)]>>t}| dt

ED)
= M. flE2llglEmo < II1E2 gl Eno- =
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5.5. Paraprodukti © dokaz opcenitog slucaja

Sada pokazimo vezu paraprodukta s teorijom Calderén-Zygmundovih operatora.

Propozicija 5.6. Za fiksiranu g € BMO(R?Y) je formulom Sf := w(f,g) definiran
omedeni Calderon-Zygmundov operator S takav da vrijedi S1 = g, S71 = 0.

Dokaz. Po definiciji je

/Rd(sf)h = Z 2%<f> ij,k>L2<ga¢§,k>L2<h’§>L2-

Jrk.e

Operator S je ocigledno Calderén-Zygmundov s jezgrom

Ks(z,y) =Y 2% (g, 05 )12t 4 ()05 (9),

Jikye

a osim toga po propoziciji je omeden. Konacno, S1 = g slijedi iz 2% f]Rd eir=11
[ (s0n =3 g v 0o = [ on
R , R
Jokse

a S™1 = 0 slijedi iz fRd Vi =01

/Rd(STIL)h - /Rd(sm ~0. O

Naposljetku se vra¢amo na nas glavni teorem.

Dokaz teorema [5.1 u opéem slucaju T1 € BMO(RY), T71 € BMO(R?). Pretpostavimo
da za Calderén-Zygmundov operator T vrijede uvjeti (DJ1)—-(DJ3) iz teorema 5.1} De-
finirajmo operator N formulom

Nf =T ~a(f,T1) = x( T,
.
_ o - T . 1 d
[ @ne= [ @na= [ w109 [ soTns: g€ ClR

Sada je N Calderén-Zygmundov operator koji je omeden u slabom smislu te zadovoljava
N1 =01 N"1=0. Prema dijelu dokaza iz prethodne tocke, operator N je omeden na
L2(R%) pa je i polazni operator T omeden na L2(R?) kao zbroj tri omedena operatora.
Time je dokaz zavrsSen. [
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Poglavlje 5. T(1) teorem

Slika 5.1: Cauchyjev integral duz I'.

5.6. Cauchyjev integral duz Lipschitzovog grafa

U odjeljku smo se vec¢ susreli s Cauchyjevim integralom duz realnog pravca, ali sada
¢emo promatrati opcenitiju krivulju koja je graf neke Lipschitzove funkcije. Neka je

I':={x+ia(z) :z € R} CC,

pri cemu je a: R — R neka Lipschitzova funkcija, Sto zapravo znaci da je g.s. derivabilna
i a’ € L>°(R). Najprirodnija parametrizacija krivulje I" je ¢ — ~(t) := ¢ + ia(t). Na T
mozemo promatrati mjeru duljine luka ds, koja je zapravo 1-dimenzionalna Hausdorffova
mjera restringirana na Borelove podskupove od F Elementarnije ds se moze definirati
putem parametrizacije v kao ds(E) := f (t)|dt za Borelov skup £ C I'. U
tom smislu koristimo oznaku L2(F) za, Lebesgueov prostor L2(T", B(T'),ds). Krivulja T
je zajednicka granica podrucjima “iznad” i “ispod” I':

={z+ia(z)+iy:z € Ry > 0},
_={x+ia(x)+iy:z € Ry < 0};

pogledajte sliku
Za f € CHT') promatramo Cauchyjev integral duz T,

L[ f©)

i e —>=d(; ze€C\T,

(Cf)(z) =
koji definira holomorfnu funkciju C'f na C\T'. Kao i u odjeljku 4.3l mozemo promatrati
rubne vrijednosti

(C f)(w) = lim (Cf)(w+1ie); wel,

e—0t

(C4f)(w) :== lm (Cf)(w —ic); weTl.

e—0t
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5.6. Cauchyjev integral duz Lipschitzovog grafa

Na taj nacin dolazimo do linearnih operatora C| i C} te je prirodno zapitati se jesu li
oni ograni¢eni na L?(T"). Ve¢ smo vidjeli da je posebni slucaj I' = R direktna posljedica
korolara i teorema (b), ali nije jasno kakve nove poteskoce nosi ova geometrijski
kompliciranija situacija. Doista, to pitanje je neko vrijeme bilo otvoreni problem i inspi-
riralo je mnoge smjerove istrazivanja u harmonijskoj analizi. Medu ostalima postavio ga
je i popularizirao Calderén [Cal77], a rijesili su ga (i to potvrdno) Coifmanﬂ, MeclIntosh
i MeyeIH [CMMS82]. Zainteresiranog ¢itatelja radije upuéujemo na ¢lanak Coifmana,
Jonesa i Semmesa [CJS89], koji su dali ¢ak dva relativno elementarna dokaza.

Vratimo se radije originalnom Calderénovom pristupu, ojacanom za glavni teorem
ovog poglavlja. Uvrstavanjem parametrizacije u definicijski integral za C'f i rezonira-
njem kao u korolaru [4.7] nije tesko vidjeti da je zapravo dovoljno proucavati omedenost
singularnog integrala duz I':

fy +ia(y))
(x +ia(z)) — (y +ia(y))

Sada je lako prijeéi s I' na R putem ogranic¢enih invertibilnih operatora (zahvaljujudi
la[[Lee S 1):

11 +id (y)|dy; = €R.

(Hf)(x + ialz)) = p.V./R

U: L2(T) = LA(R), (Uf)(y) = f(y + ia(y))[L +id'(y)],
V:L3T) —» LAR), (Vh)(z):= h(z +ia(x)).

Na taj nacin pitanje svodimo na ograni¢enost operatora T := VHU !, tj.

oy 9(y) -
(To)a) =pv. [ Wty acR

na prostoru L*(R). Jezgru posljednjeg operatora mozemo razviti u red

- 1 N (@) — a)!
Ko = i =)~ 25 e
Ki(z,y)

Operatori Ty s jezgrama K}, se zovu Calderénovi komutatori. Njihovu L2-omedenost
mozemo dokazati matematickom indukcijom po k. Za k = 0 samo primijetimo da je
rije¢ o Hilbertovoj transformaciji (do na multiplikativnu konstantu), a za nju znamo da
je ogranicena. U koraku indukcije uzmimo k£ € N i pretpostavimo da je T;_; ogranicen
operator, a zbog teorema [£.20]i @’ € L znamo da vrijedi T;_1a’ € BMO(R). Formalni
racun, koristenjem parcijalne integracije, daje

[ (al) —a@)* [ Gal) el
ni= [ (&~ w= [ @yp Wy =T,

"Ronald Raphael Coifman (1941), americki matematicar.
12Yves Meyer (1939), francuski matematicar.
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odakle zakljuéujemo T}, 1 € BMO(R). Kako je T} antisimetrican, kombinacija teorema
i zadatka daje njegovu ogranicenost na L*(R). Time je zavrsen dokaz indukcijom
te zakljucujemo da su svi Calderénovi komutatori ograniceni. Ovo rezoniranje ipak nije
dovoljno da bismo mogli prosumirali red po k te zakljucili omedenost operatora 7', osim
ako je Lipschitzova konstanta ||a’||p~ dovoljno mala. Zapravo je bolja ideja tretirati
T,Cy,Cy drukéijim (bilo realnim bilo kompleksnim) tehnikama, vidjeti [CJS89).

Vratimo se jo§ malo na prvi Calderénov komutator, razmatranom veé u [Cal65].
Calderoén je predlozio i alternativni pristup omedenosti od 77, kojeg nije znao provesti
u potpunosti. Koristeci integralni oblik teorema srednje vrijednosti imamo

aly) — afz) = (y — ) / d((1— 6z + 0y)do

pa formula za T postaje

(Tig)a) = pv. [ ale) = al) gy

r (z—y)?
= /01 (p.v. /Ra/((l —0)x + Gy)g(y)xd—_yy)cw
= —/01 (p.v. /Ra’(x + 0s)g(x + s)%)d&

Unutar zagrade primje¢ujemo izraz By(a', g), pri cemu je By bilinearni singularni integral
definiran sa

Balf.g)(a) i=pov. [ flo-+05)gla+ )T

za bilo koji realni parametar 6. Taj operator je prirodno prozvati bilinearna Hilbertova
transformacija i za potrebe drugog dokaza LZ-omedenosti od T} bi trebalo pokazati
ogranicenost od By sa L°(R) x L%(R) u L*(R) i to ¢ak s konstantom neovisnom o 6.
Ipak, trebalo je prodi jos mnogo vremena i razviti originalne tehnike da bi se dokazale
bilo kakve ocjene za Bjy; konacno su to uspjeli Lacey{T_g]i Thiele{'zl u paru inspirativnih
radova |[LT97] i [LT99]. Uniformost ocjena po parametru 6 je postignuta nesto kasnije.
x T %

Zadatak 5.7. Osmislite definicije multilinearnih Hilbertovih transformacija te pomocu
njih izrazite Calderéonove komutatore viseg reda.

Napomena: Omedenost trilinearne Hilbertove transformacije za bilo koji raspon Le-
besgueovih prostora je aktualno otvoreni problem, koji se smatra vrlo teskim. Poznati
su samo neki negativni rezultati, poput protuprimjera iz [Dem08§] za posebne slucajeve
eksponenata.

13Michael Thoreau Lacey (1959), americki matematicar.
14 Christoph Martin Thiele (1968), njemacki matematicar.
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Maksimalne ocjene

Vaznost ocjena za maksimalne operatore prepoznali smo jo§ u poglavlju [1f jer one ga-
rantiraju g.s. konvergenciju ukoliko jo§ mozemo direktno ispitati da ta konvergencija
vrijedi na nekom gustom potprostoru. U odjeljku smo ve¢ dokazali jedan maksi-
malni rezultat: teorem je pomocu trika bio izveden kao direktna posljedica linearne
ocjene. Ipak, citatelj ne bi smio ste¢i dojam kako je takav trik uvijek na raspolaganju.
Obi¢no nam je potrebno dokazati ocjenu maksimalnog operatora sa LP? u LP, a cesto
je (zbog simetrija) jedino takva ocjena i moguca, no tada tehnika Christa i Kiseleva
nije primjenjiva. U stvari, ocijeniti maksimalni operator je ponekad neusporedivo teze
nego ocijeniti odgovarajuci linearni operator; dobar primjer ¢e biti uvodna diskusija iz
odjeljka [6.5]

6.1. Hardy-Littlewoodova maksimalna funkcija

Za svaki r > 0 ima smisla razmatrati prosjecne vrijednosti funkcije f € L, (R?) na
kuglama radijusa r, tj.

(A f)(z) M’/ y)dy; xR

Primijetimo da operatore A, alternativno mozemo zapisati

1 :H- (0,r)
S — y)dy, A
B0, )] oo,y Wy U A= *rB< )]

pa Youngova nejednakost (primjer 2.18)) daje

(Arf)(x) =

1A fllr < Hf||LP = || fllwr

07"‘
)|

za svaki p € [1,00] i svaki r > 0. Vrlo prirodno je postaviti pitanje konvergiraju li
usrednjenja A, f po tockama prema funkciji f. Za neprekidne funkcije f je to sasvim
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ocigledno, ali nije jasno vrijedi li ta konvergencija za bilo koju f € LL, (R?) u g.s. tocki
r € R Prisjetimo li se teorema i iz prvog poglavlja, vidimo da je rjeSenje
promatrati maksimalni operator

Mp= s AL G ) s o] | s

r€(0,4-00) >0

Operator M zovemo Hardy-Littlewoodov maksimalni operator, a M f zovemo (Hardy-
Littlewoodova) maksimalna funkcija od f. Lako je vidjeti neprekidnost od r — (A, f)(z)
pa je po komentaru nakon teorema funkcija M f izmjeriva. Rezultat koji nam treba
za spomenutu konvergenciju je slaba L! omedenost od M, a zanimljive ¢e nam biti i
jake L? ocjene za p > 1.

Lema 6.1 (Wienerovaﬂ lema o pokrivacu). Neka je By, Ba, ..., B, konacna kolekcija
kugala u RY. Postoji konacna podkolekcija By, Bi,, ..., B;  disjunktnih kugala takva da
vrigedi |7, Bi)| = 37| UL, Bi-

119

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su kugle sortirane u pa-
daju¢em poretku po svojim radijusima. Postupno promatramo jednu po jednu kuglu i
sluzimo se pohlepnim algoritmom:

e Ukoliko je razmatrana kugla B; disjunktna od svih prethodno odabranih kugala,
tada odaberemo i nju.

e Ukoliko razmatrana kugla B; sijece neku od prethodno odabranih kugala, tada je
zanemarimo.

U drugom slucaju kugla B; sijece neku odabranu kuglu By, £ < ¢, a ima manji radijus
od nje pa mora biti sadrzana u 3By, pri cemu nam 3B oznacava kuglu s istim sredistem
kao B, ali tri puta veé¢im polumjerom. Radi toga vidimo da na kraju odabrane kugle
B, B,,,...,B;, zadovoljavaju

1=1 7=1 7=1 7=1 j=1

Sada mozemo dokazati spomenute ocjene.

419

. ]

Teorem 6.2. Vrijed:

M f

vty Sallfllowey @0 (M fllir@ey Sap l1f e e

slabi

za p € (1,00].

'Norbert Wiener (1894-1964), americki matematicar i filozof.
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Dokaz. Trazena slaba ocjena zapravo znaci da za svaki a > 0 vrijedi

{M[f > a}| Saa™ | fll

Radi M f < M|f| mozemo pretpostaviti da je f nenegativna. Fiksirajmo o > 01 uzmimo
proizvoljni kompakt K sadrzan u {M f > a}. Po definiciji od M za svaki z € K postoji
r. € (0,400) takav da je Wlﬂ‘z)lfB(w,m)f > «. Sada familija {B(z,r,) : © € K}
¢ini otvoreni pokriva¢ od K, koji se (zbog kompaktnosti) moze reducirati na konaé¢ni
potpokriva¢ By, Bs, ..., B,. Nadalje, mozemo medu njima odabrati disjunktne kugle

Bi,, Bi,, ..., B;,, kao u lemi Imamo

S ISEAEE SRS oy AV SRS a1
U J Z| 1 aZ = D

1745

K| < \LnJBi
i=1

Radi regularnosti Lebegueove mjere kompakti K mogu biti odabrani tako da im mjere
teze prema [{M [ > «}|, iz ¢ega slijedi prva zeljena ocjena. Realnom interpolacijom s
trivijalnom nejednakosti || M f ||y (ray < || f||ro (re) dobivamo i drugu trazenu ocjenu. [

Napomenimo da jaka L? ocjena ne vrijedi za p = 1 i ¢ak ni ne trebamo biti izbirljivi
kako bismo nasli protuprimjer; vidjeti zadatak Iz dokaza nije jasno moraju li LP
ocjene za p > 1 doista ovisiti o dimenziji d. Pomalo izmenadujuce, Stein [Ste82] je
dokazao ocjene neovisne o dimenziji, ali je njegov pristup dosta drugaciji od navedenog.
Jos uvijek je otvoren problem ovise li najbolje konstante u slaboj L! ocjeni o dimenziji
d. Stein i Stromberg?] [SS83] su dokazali da su one najvise O(d), a noviji rezultati (poput
[Ald11] za kocke umjesto kugala) sugeriraju da bi odgovor mogao biti negativan.

Korolar 6.3. Za svaku f € LL, (RY) za g.s. x € R? vrijedi lim, o+ (A, f)(x) = f(z).

Dokaz. U razmatranju limesa su nam vazne jedino vrijednosti r € (0,1] pa mozemo
pretpostaviti da je f € LY(RY). Tada tvrdnja slijedi iz teorema (tj. zadatka ,

teorema |6.2]i ve¢ spomenute ¢injenice da ona vrijedi za neprekidne funkcije f. O

*
* *

Razne varijante maksimalnih funkcija se mogu svesti na Hardy-Littlewoodovu. Tako
za lokalno integrabilnu funkciju f definiramo necentriranu maksimalnu funkciju kao

; reRL (6.2)

1

(Muf)w) = swp | [ fwdy
Biekugla | Bl
OJa sadrzl

Lako je vidjeti da za svaki € R? vrijedi

(M[)(@) < (Muef)(2) < 2(M [)(2)

2Jan-Olov Strémberg (1947), $vedski matematicar.
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pa operator M, zadovoljava iste ocjene kao M, eventualno s veé¢im konstantama. Sa-
svim analogno se diskutira (npr. necentrirana) maksimalna funkcija kod koje su kugle
zamijenjene standardnim kockama:

1
Musef)@)i= s | [y
Q@ je standardna kocka |Q‘ Q
koja sadrzi x

. reRL

S druge strane, zapis usrednjenja A, f kao u (6.1) nam moze dati ideju da promatramo
opcenitije maksimalne funkcije konvolucijskog tipa.

Teorem 6.4. Neka je o € LY (R?) funkcija koja ima monotonu i radijalnu L' majorantu,
tj. postoji padajuca funkcija 0: [0, +o0) — [0, +o0] takva da je
lp(z)] < O(|z]) za svakix € RT 0(|z|)dzr < +oo.
R4
Tada maksimalna funkcija

(Myf)(z) = sup |(f*DMp)(z)|

r€(0,400)

zadovoljava ocjene
M, f
za p € (1,00].

LL . (R4) gd,«p Hf”Ll(Rd) i HMs@fHLP(Rd) Sd,pm ”fHLP(Rd)

slabi

Dokaz. Radi monotonosti mozemo pretpostaviti da je p(z) = 0(|x|) za svaki z € RY.
Zbog teorema [6.2] je dovoljno dokazati nejednakost po tockama:

(M@ < ([ ollubay ) Orlfa): = e R
—_—

<400

Ukoliko je 0 jednostavna (tj. stepenasta) padajuéa funkcija, odnosno 6 = Z;":l ;Lo
za neke m € N, a;,r; > 0, tada imamo

[ oty = " s IB(0.5) = [BO. 1] Yt
Re j=1 j=1
te
(If] M) (z) = / |flz—t)|r=0(r~ |t])dt = T_dzaj/ |f(z —t)|dt
Rd j:1 B(O,T'I‘j)
e 1
=B(0,1)] Y arf —— |f(z —t)|dt
; ! ]\‘B(O,T'f’j” B(0,rr;) B
A 1f1(a)

< (1B<o,1>\ijaﬂ?) (1)) = ([ ollubay) (1£1) o)
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6.1. Hardy-Littlewoodova maksimalna funkcija

iz Ccega slijedi trazena nejednakost. Opcenita padajuca funkcija 6 se moze prikazati
kao rastuéi limes niza jednostavnih funkcija gornjeg oblika pa tvrdnja konacno slijedi iz
teorema o monotonoj konvergenciji. O

Korolar 6.5. Neka je ¢ kao u teoremu uz dodatnu pretpostavku fRd p =1. Za svaku
felP(RY), pell,o0) za g.s. v € RY vrijedi

lim (f * D) () = f(2).

r—0+

Dokaz. Treba jos provjeriti konvergenciju za funkcije f iz nekog gustog potprostora, a
mi odabiremo C_(R?). Rac¢un koji slijedi smo veé¢ vidjeli, npr. u dokazima leme i
korolara [4.7k

(£ o)) = )] = | [ (5= )= ) ot
< [ 15— rs) = f@)lp(s)lds.

Rd

Radi neprekidnosti od f za svaki s € R? imamo lim,_o+ | f(z—7s)— f(z)| = 0 pa teorem
o dominiranoj konvergenciji zahvaljujué¢i omedenosti od f i integrabilnosti od ¢ daje

lim g |f(@—7s) — f(x)||e(s)|ds = 0. O

r—0+t

Teorem [6.4] i korolar [6.5) se posebno mogu primijeniti na fundamentalno rjesenje
jednadzbe provodenja; vidjeti tvrdnju (3) iz odjeljka . Naime, tada je

o) = e e ) =+ D))

Oni su takoder primjenjivi na Poissonov integral funkcije, vidjeti tvrdnju (4) iz istog
odjeljka. U tom je pak slucaju

u(z,t) = (f * Dél)gp)@). (6.3)

Zadatak 6.1. Dokazite da za svaku funkciju f > 0 koja nije g.s. jednaka 0 maksimalna
funkcija M f ne lezi u prostoru L*(RY).

Zadatak 6.2. Nekasud € N, 1 < p < g < 00, s > 0 takvi da vrijedi 1/p = 1/q + s/d.
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(a) Za svaki z € R? dokazite Hedbergovu nejednakosf| [Hed72):

|f(y)| o -

Uputa: Uocavanjem i koriStenjem simetrija mozemo normalizirati tako da vrijedi
I flle = 11 (Mf)(z) = 1. Rastavite podrucje integracije na {y € R?: |z —y| > 1}
U {y € R 271 < o — g < 274},

(b) Iskoristite (a) dio kako biste dali alternativni dokaz ocjene Rieszovog potencijala
iz primjera [3.1}
H / f(y)d_sdy‘
re [T — ]

Zadatak 6.3. Dokazite da za svaki d € N postoji konstanta c; > 0 sa sljede¢im svoj-
stvom. Nekasu f € L}(RY), f > 0ia > 0. Ako je B kugla u R? takva da je (M f)(z) > «
za svaku tocku z € B, tada vrijedi (M f)(z) > cqor za svaku tocku x € 2B.

Napomena: Ovdje 2B oznacava kuglu s istim sredistem kao B, ali dvostrukim polumje-
rom.

LI (R%) Sd,p,q,s ”fHLp(Rd).

Uputa: Imitirajte dokaz slabe L! ocjene za Hardy-Littlewoodovu maksimalnu funkeiju.
Neka su By, . .., B, kugle koje prekrivaju (zatvarac¢ od) B i takve su da za svaki i vrijedi
ﬁ fBi J > 5. Razlikujte slucaj kada neka od kugala B; ima radijus veci nego B i sluca]
kada sve kugle B; imaju radijuse manje ili jednake nego kugla B. U drugom slucaju se
moze odozdo ocijeniti prosjek od f na 3B.

Zadatak 6.4. (Maksimalna funkcija po pravokutnicima) Neka je R kolekcija svih pra-
vokutnika u R? ¢ije stranice su paralelne s koordinatnim osima. Za lokalno integrabilnu
funkciju f definiramo
(Mo f(a) = sup | [ )iy
|R| ‘

RER
R>x

Dokazite da je operator Mg omeden na prostoru LP(R?) za 1 < p < oo. Primjerom
pokazite da Mg ipak ne zadovoljava ¢ak ni slabu L' ocjenu.

Uputa: Dvaput primijenite ogranicenost jednodimenzionalne necentrirane maksimalne
funkcije u svakoj varijabli zasebno.

Napomena: Pravokutnici ¢ije stranice nisu paralelne s koordinatnim osima su mnogo
problematicniji. Moze se pokazati da maksimalna funkcija po takvim pravokutnicima
(tzv. Kakeycﬁ maksimalna funkcija) uopée nije ograni¢ena pa se onda npr. promatraju

samo pravokutnici ogranicenog ekscentriciteta.

3Lars Inge Hedberg (1935-2005), §vedski matematicar.
4S5ichi Kakeya (1886-1947), japanski matematicar.
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Zadatak 6.5. (a) Dokazite da “parabolicna” maksimalna funkcija

/ flz+1%) dt‘

zadovoljava ocjenu || Mpa: fller@®) Sp || fllue@) za p € (1, 0]

( parf) - Sup
r>0 T

Uputa: Zamjenom varijabli i dijadskim “razbijanjem” intervala integracije svedite
trazenu nejednakost na teorem [6.2]

(b) Dokazite da bilinearna maksimalna funkcija

Miin ) - o
bitin (f5 9) (%) == Sup o

/ flx —t)g(x+t)dt

zadovoljava ocjenu || Myiin (f, 9)|lLr@) Spprpe [1f 1o @ [|9llLre @) 28 p, p1, p2 € (1, 00]
takve da je 1/p = 1/p1 + 1/ps.

Uputa: Najprije iskoristite Holderovu nejednakost po ¢ kako biste sveli trazenu
ocjenu na teorem [6.2]

Napomena: Poznato je da ocjena ostaje vrijediti i kada je p € (2/3,1], ali je tada
dokaz mnogo slozeniji i zahtijeva sofisticiranije tehnike; citatelj moze pogledati
[Lac00]. Posebni slucaj p = 1 je zapravo dugo godina bio otvoreni problem kojeg
je bio postavio Calderon.

6.2. Ocjene i konvergencija martingala*

Ovaj odjeljak nije sasvim nuzan za nastavak proucavanja maksimalnih ocjena i njihovih
posljedica. On ¢e zapravo omoguciti alternativni, vjerojatnosni pristup takvim rezul-
tatima (pogledajte recimo tekst nakon korolara , koji je posljednjih godina vrlo
aktualan u modernoj harmonijskoj analizi.

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. U teoriji vjerojatnosti je uobicajeno izmje-
rive kompleksne funkcije na vjerojatnosnom prostoru zvati slu¢ajnim varijablama te ih
oznacavati velikim latini¢nim slovima. Integral slucajne varijable X po {2 obzirom na
mjeru P se obi¢no pise EX i zove ocekivanje od X. Ako je pak G neka o-algebra takva
da je G C F, tada definiramo uvjetno ocekivanje od X € L*(2) na G, u oznaci E(X|G),
kao slucajnu varijablu Y € L'(Q) sa svojstvima:

e Y je G-izmjeriva,
° fAYdIP = fAXdIP> za svaki A € G.

Moze se pokazati da takva slucajna varijabla Y postojiida je jedinstvena do na jednakost
g.s. obzirom na P. Dakle, kad god pisemo jednakosti ili nejednakosti s E(X|G) zapravo
bismo trebali dopisivati “g.s.”, ali to obi¢no ne ¢inimo. Intuicija iza definicije ovog
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pojma je da E(X|G) prestavlja “najbolju” G-izmjerivu aproksimaciju sluc¢ajne varijable
X.

U slucaju trivijalne o-algebre G = {0,Q} lako po definiciji provjerimo da je
E(X |{@, Q}) upravo konstanta EX pa uvjetno ocekivanje poopc¢uje obicno ocekivanje.

Malo opcenitije, ako je A, Ao, ..., A,, konac¢na particija od 2 na skupove pozitivne
mjere P, tada za X € L' i za o-algebru G = o({A, Ay, ..., A,,}) sastavljenu od svih
konacnih unija skupova A;, As, ..., A, imamo
@ 1
E(X|G) = ( / Xd]P’) Iy, (6.4)
2 e/,

Ukoliko nam je X nepoznata slucajna varijabla, ali znamo izrac¢unati E(X|G), iz po-
sljednje jednakosti vidimo da je E(X|G)(w) “najbolji pokusaj” kod pogadanja prave
vrijednosti od X (w) za w € €.

Drugi ekstremni slucaj je G = F, kada imamo E(X|F) = X. Opéenitije vrijedi

E(HX|G) = HE(X|G) (6.5)

ako su X, HX € L' i H je G-izmjeriva. Ako pak imamo c-algebre G i H takve da je
F D G D H, tada da svaku X € L! vrijedi

E(E(X|G)|H) = E(X|H) =E(E(X|H)|G). (6.6)

Slikovito kazemo da kod uzastopnih uvjetnih ocekivanja “pobjeduje” manja o-algebra.
Lako je vidjeti da je uvjetno ocekivanje linearno, a i monotono je na realnim sluc¢ajnim
varijablama. Osim toga je korisno sljedece svojstvo kontraktivnosti na LP prostorima.

Lema 6.6.
(a) Za X € L', F,P) vrijedi |E(X|G)| <E(|X]|G).
(b) Zape[l,o00] i X € LP(Q, F,P) vrijedi HE(X]Q)”LP(Q’EP) < X7 -

Dokaz. (a) Ako je X realna, rastavimo je na pozitivni i negativni dio, X = X — X_,
X, = max{X,0}, X_ := max{—X, 0}, tako da imamo | X| = X, +X_. Zbog linearnosti

Je

[E(XIG)| = [E(X,16) ~ E(X_[G)] < E(X,|G) + E(X_|G) = E(|X||G).

Za kompleksnu X € L! je dokaz ipak malo slozeniji. Stavimo H := sgn E(X|G) pa, kako
je H izmjeriva obzirom na G, mozemo pisati

E(x|0)| = HE(X|6) & E(HX|G) = ReE(HX|Q)
=E(Re(HX)|G) <E(|HX||G) <E(1X]|G),
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pri cemu smo u posljednje dvije nejednakosti koristili monotonost uvjetnog ocekivanja.
(b) Radi kompleksne interpolacije dovoljno je provjeriti tvrdnju u grani¢nim sluca-
jevima p=11ip=o00. Za p =1 imamo:

(a)
IE(X16)]|,, = E[E(XI9)| < E(E(Ix]|9)) E EIxX| = |11,

dok tvrdnja za p = oo slijedi iz:

(a)
[E(X|9)| < E(1X]|G) < E(IX[l1~]G) = |X]|u-. 0

Neka je sada (F,)5%, proizvoljna filtracija od F, tj. rastudi niz pod-o-algebri od F.
Za niz (X)), iz LY(Q, F,P) kazemo da je (diskretni) martingal obzirom na filtraciju

n=0

(Fn)oe, ako vrijedi:
e X, je F,-izmjeriva za svaki n € Ny,
o E(X,1|F,) = X, za svaki n € Ny.
Direktna posljedica definicije i svojstva (6.6 je
EXo=EX; =EXy;=---,
a radi leme [6.6{(b) za p > 1 vrijedi
[ Xolle < ([ X flr < [ X2llr < -+,
tj.
E|XoP <E|XiP <E|XofP <.

Tipicni primjer martingala dobijemo ako uzmemo neku X € L'(Q, F,P) i stavimo X, :=
E(X[Fn).

Reéi éemo da je slucajna varijabla T: Q — Ny vrijeme zaustavljanja (obzirom na
filtraciju (F,)22,) ako za svaki n € Ny vrijedi {T'=n} € F,. Tada ima smisla sluc¢ajna
varijabla X7 odredena sa

Xrlgr=ny = Xnlir=n) za svakin € N,
tj.
XT(CU) = XT(w)(w),
koju zovemo martingal (X)), zaustavijen u vremenu T'. Definiramo jos i o-algebru

Fr = {A eF:(VneN)(AN{T =n} € fn)},

koju zovemo filtracija (F,,)5% zaustavljena w vremenu T'. Naime, lako je provjeriti da je
doista rije¢ o o-algebri. Takoder je lako provjeriti da je slucajna varijabla X, izmjeriva
obzirom na Fr. Mozda najefektnije svojstvo martingala je sljedeée: Ako je (7,,)22,
rastudi niz ogranicenih vremena zaustavljanja, tada je (Xr, )5, martingal obzirom na

filtraciju (Fr,)5; vidjeti zadatak [6.6]
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Primjer 6.7. Tzv. dijadska filtracija od [0, 1) je (D,)32, definirana sa
D,:=c({I€D:1C[0,1), |[I|[=2""})
= konacne unije intervala 27"k, 27" (k+1)); k=0,1,2,...,2" — 1.
Za bilo koju f € LY([0,1)) je formulom X,, := E(f|D,) dan tzv. dijadski martingal

(Xn)5e,. Ako nam, kao i ranije, [f]; oznacava prosjek funkcije f na intervalu I, tada
zahvaljujuéi (6.4)) za n € Ny mozemo pisati:

2" —1
Xn = Z[f][2—”k:,2—“(k+1)>]1[2—nk,2—n(l<;+1)> = Z [f]r1;.
k=0 I€D
ICjo,1)
[I]=2—"

Pogledajmo jos sto su u ovom sluc¢aju martingalne razlike X,, 11 — X,:

Xn+1 - Xn
on+l_1 2n—1
= Z [f][2*"*1k,2*"*1(k+1)>1[2*"*1k,2*"*1(k+1)> - Z[f][2*"k,2*"(k+1)>1[2*"k,2*"(k+1))
k=0 k=0
on 1
= (([f] 12k 2-n—1(2k+1)) — Lf]2=nk2-n(k+1)) ) Lp—n—12k2-n-1(2k+1)
k=0

+ ([f] [2-7—1(2k+1),2-7—1(2k+2)) — Lf] [z—nk,2—n(k+1)>)]1[2—n—1(2k+1),2—n—1(2k+2)>>

1
=3 ([flp=n-12k.2-n—12k21)) — [f]2=n-1(2k41),2-n1(2042)) )

(Lpp-n-19k2-n—1(2k41)) — Lp-n-1(2k+1),2-—1(2k+2)) )

1
= 5 ([f]flijevo - [f]ldesno) (ﬂllijevo - ﬂldesno)’

t.

1
Xn+1 - Xn = E |T<
IeD [N o
co,1)
|I|=2—"

= Z (f,hr)reoay by,
TeD
1C[o,1)
[j=2-7

>f(:[]‘-llijevo - ]]'Idesno)> (ﬂ'llijevo - :[]'Idesno>

pri ¢emu su h; Haarove funkcije definirane u (5.2). Napomenimo da skalarni produkti
(f,hy)12(o,y) imaju smisla za svaku f € L'([0,1)).
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*
* *

Dokazimo poznatu maksimalnu ocjenu za sasvim opc¢eniti martingal.

Teorem 6.8. (Dooboval’| nejednakost) Neka je (X,,)2%, martingal (obzirom na neku
filtraciju) i neka je (X3)2, pripadni maksimalni proces, tj.

Xy = max |Xi| zan € Ny.
0<k<n

Tada vrijeds:
P(X; > a) < —HX |l za a € (0,400), n € Ny,
| X2 e < pTlHX”HL” za p € (1,00), n € Ny.

Dokaz. Oznacimo A := {X* > a} i definirajmo vrijeme zaustavljanja
T :=min{k >0 : | X4 > aili k =n}
tako da po definiciji vrijedi
| X7r| >ana A, |Xp|=]|X,|na A"
Po zadatku[6.6{c) radi T’ < n imamo E|X7| < E|X,,|, a kako je E(|X7|Lac) =E(| X, |Lac),

zapravo smo dobili
OP(A) < E(|Xr[14) < (X [1s). (6.7
Zbog E(]X,|14) < E|X,,| dijeljenjem sa « slijedi prva trazena nejednakost.
Nadalje, racunamo:

16-7) o
1x22, &2 [ perp(X: > a)da < / pora / X,|dP) da
0 {X;>a}
X;
= [ X, paP~2da)dP = —L— [ |X,|(X*)PldP
Q 0 p—1Jq "
Holder

p -1
< E“XnHLp“X;:“ZIZP :
Dijeljenjem sa | X||"," (ukoliko je taj broj razlicit od 0) slijedi i druga nejednakost. [
Kao posebni slucaj teorema slijede ocjene za tzv. dijadsku maksimalnu funkciju:

(Mai f)(z) = Supm’/f dy‘ z €R,

IeD

.
Mai; f = sup |[f]r] L1.
IeD

®Joseph Leo Doob (1910-2004), americki matematicar.
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Korolar 6.9. Vried:

| Mas; f

. p
@ S [ flloe @0 [Maflliee) < pTllfHLp(R)

za p € (1,00].

Dokaz. Radi neprekidnosti mjere i teorema o monotonoj konvergenciji, dovoljno je poka-
zati trazene nejednakosti za varijantu maksimalne funkcije kod koje se uzima supremum
samo po konacnoj podkolekciji od D. Nadalje, zbog translacijske i dilatacijske invari-
jantnosti tih nejednakosti mozemo pretpostaviti i da su svi intervali iz te podkolekcije
podskupovi od [0, 1), no tada naprosto iskoristimo teorem . O

Zanimljivo je da se cak i teorem moze izvesti iz Doobove nejednakosti, premda
Hardy-Littlewoodova maksimalna funkcija nije vezana uz neki martingal. Posluzit ¢emo
se tzv. Christovim trikom translacije za trecinu.

Radi jednostavnosti pretpostavimo d = 1. Uvest ¢emo jos jednu dijadsku resetku

D', definiranu sa
D’::{I+ S a4 IeD}.

meZ
4m<|1|

Familiju D’ mozemo interpretirati na sljedeéi nacin. Dijadske intervale pomicemo za
formalni binarni “broj”
...10101.010101 . . .,

ali obzirom da je kolekcija dijadskih intervala duljine 2" zapravo invarijantna na pomake
za visekratnike od 2", njih je dovoljno translatirati za najveci broj oblika

101...01.010101...
koji je manji od 2". Jos preciznije, ako je I € D, |I| = 2", n € Z tada I pomic¢emo:
e za 2"/3 ako je n paran,
e za 2" /3 ako je n neparan.
Istu familiju D’ ¢emo dobiti i ako u drugom sluéaju radije pomicemo za 2" /3 — 2" =

—2"/3. Dakle,

2n
D = {I+(—1)”§ . 1eD, nel, uy:z”}.

U ovom alternativnhom prikazu svaki dijadski interval pomic¢emo ili ulijevo ili udesno za
tre¢inu njegove duljine, odakle je trik i dobio svoj kolokvijalni naziv.

Lema 6.10. Za svaki ograniceni interval J C R postoji interval I € DU D’ takav da je
JCI il <8|J].
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Dokaz. Neka je n € Z takav da je 2”3 < |J| < 2"72. Ukoliko je J sadrzan u nekom
dijadskom intervalu duljine 2", tada njega mozemo uzeti za trazeni interval I. U pro-
tivnom .J sadrzi broj oblika 2"k za neki k € Z. 1z pretpostavke o duljini slijedi da je J
sadrzan u (2"k — %, 2"k + %} te je zato pogotovo podskup intervala

n n

[2%—%,2"(/{;+1)—2§> i [2”(1{;—1)+§,2”k+%>.

Kako se barem jedan od ta dva intervala nalazi u D’ (ovisno o parnosti od n), mozemo
bas njega uzeti za trazeni interval I. O]

Zbog gornjeg opisa od D’ je jasno da i “pomaknuta” dijadska maksimalna funkcija

/ . 1 '
(Mg;; f)(z) := sup m‘ /If(y)dy .z eR.

1eD’
1>z

zadovoljava ocjene iz korolara [6.9 Radi leme [6.10] mozemo pisati
M f < 8 Myl f| 4 8 Myl f],

sto daje alternativni dokaz teorema (6.2

Vratimo se sada na opc¢eniti martingal (X,,)%, obzirom na neku filtraciju (F,)22,.

Neka je jos (H,)5, predvidivi proces obzirom na istu filtraciju, §to znaci da je sluc¢ajna
varijabla H,, izmjeriva obzirom na F,,_; za svaki n € N. Intuitivno, vrijednosti od H,, se
mogu “predvidjeti” ve¢ u trenutku n — 1, kada raspolazemo informacijama odredenima
sa Fn—1. Martingalna transformacija (od (X,,)32, obzirom na (H,)>2 ;) je novi proces
((H - X)n):O:O definiran sa

(H-X)o:=0, (H-X),:=>» HiXy—Xs_1) zancN.

k=1

Uz pretpostavku ogranic¢enosti varijabli H,, taj novi proces H - X je opet martingal ob-
zirom na istu filtraciju. Drugi cesti naziv za H - X je diskretni stohasticki integral, jer
je rije¢ o Riemannovim sumama tzv. Itovogf| integrala. U toj interpretaciji prirodno je
ispitati koji se sve procesi mogu prikazati kao martingalne transformacije obzirom na
dani martingal (X,,)2%,, a odgovor daju tzv. teoremi reprezentacije martingala. Tak-
vim rezultatima obiluje literatura iz teorije vjerojatnosti (vidjeti npr. knjige [Pro04] i
[RY99]), premda su cesée formulirani s neprekidnim vremenskim parametrom.

6Kiyoshi Ito (1915-2008), japanski matematicar.
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Pojam martingalne transformacije uveo je Burkholdei ] [Bur66]. Jedan od njegovih
najve¢ih doprinosa ovom podrucju je “ostra” ocjena za martingalnu transformaciju s
doista ingenioznim dokazima. Naime, Burkholder je svoj originalni dokaz iz [Bur84]
kasnije dodatno pojednostavnio (npr. u radu [Bur88b|), a u knjizi [Osel12] dane su brojne
modifikacije njegove metode.

Teorem 6.11. (Burkholderova nejednakost) Za svaki p € (1,00) i svaki n € N vrijedi

ICH - Xallr < (0" = 1) max ([ Hyllie )1 X s,

U
- Mol kL /1 p
pri cemu smo oznacili p* = max{p,p’'} = max{p, E}.

Moze se pokazati i da je konstanta p* — 1 najbolja moguca, premda je nejednakost
stroga osim u trivijalnim sluc¢ajevima kada je p = 2 ili je desna strana jednaka 0.

Dokaz. Brojeve p € (1,00) i n € N smatramo fiksiranima. U cijelom dokazu pretpos-

tavljat ¢emo da je ||Hg||Le < +ooza k=1,2,...,n1 || X,|Lr < 400, jer je inace nejed-

nakost trivijalna. Iz (b) dijela leme tada slijedi i || Xg||r < +o0za k=0,1,...,n.
Slucaj p = 2 je jednostavan, jer prema imamo ortogonalnost prirasta,

E(HuH(Xy, — Xieo1)(Xi — Xi21) ) = E(HHi(Xk — X4m1)E(X; — Xia]|Fimr) ) =0

za 1 < k <[l < n, pa mozemo pisati

n

) n 2 _ —
I(H - X)Lz = E‘ > Hi(X) — Xk:—l)‘ = > E(HH(Xy — X 1)(Xi — Xi1))
k=1 k=1

E(|H*| Xe = Xpea[*) +2Re > E(HH (X, — Xp-1) (X — X))

k=1 1<k<i<n
n
2
< ((max || Hll2-) ’;E(Dﬁ; ~ Xia)

te je analogno

n 2 n
122 = E‘Xo + 3 (X = Xi1)| = EIXo + Y E(IXk — Xia]?).

k=1 k=1

Neka je sada p > 2 i oznacimo Y,, := (H - X),,. Normalizirajmo

max HHkHLoo = 1, (68)

1<k<n

"Donald Lyman Burkholder (1927-2013), americki matematicar.
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tako da zapravo imamo dva martingala (X,,)>_; i (Y,,)>°_, obzirom na istu filtraciju
(Fm)e_y koji zadovoljavaju

|Ym - Ym71| < ‘Xm - mfly (69)

za svaki m € N. Rezultat kojeg zelimo dokazati glasi: ako martingali zadovoljavaju tzv.
wvjet diferencijalne subordiniranosti , tada vrijedi nejednakost

1Yallr < (p = )| Xa|lLe- (6.10)

Opet mozemo pretpostaviti || X,|» < +oo, Sto za jednostavnu posljedicu ima da
sluc¢ajne varijable X i Y, za k= 0,1,...,n imaju konacne L” norme.
Definirajmo funkcije u,v: C x C — R formulama

u(ey) = p(L=3)"" (Jul = (0 = Dlel) (ja] + o))"
v(,y) = lyl” = (p = 1)|=[".
Mi zapravo trebamo dokazati Ev(X,,,Y,) < 0, a za to je dovoljno provjeriti:
(B1) v(z,y) < u(z,y) za svake x,y € C,
(B2) Eu(Xg, Yr) < Eu(Xg_1,Yr 1) za svaki k € N.
Naime, tada ¢e trazena nejednakost slijediti iz
Ev(X,,Y,) < Eu(X,,Y,) <Eu(X,_1,Y,-1) < -+ < Eu(Xo, Yy) = Eu(X,,0) <0.

Za provjeru svojstva (B1) trazenu nejednakost mozemo podijeliti s |y|? i supstituirati
t = |x|/|y|, tako da ona postaje

p(t) == p(1= 1) (1= (p— D)+ 1P =1+ (p— 1)"" >0

za svaki t € [0, +00), pri ¢emu se i posebni slucaj |y| = 0 # || moze interpretirati kao
lim; 1o ¢(t) = 0. Primijetimo da je go(}ﬁ) = 0 pa je jos dovoljno provjeriti ¢'(t) < 0
za x € [O, zﬁ] 1¢/(t)=>0zaxe [zﬁ, +oo>. Deriviranje daje

¢'(t) = (p— V)PP Pe(pP 272 — (t + 1)P72)

pa je
() <0 <= pt<t+1 <= t< .
Nije ocigledno kako pristupiti provjeri svojstva (B2). Burkholder [Bur88b] ju je sveo

na direktnu (ali mukotrpnu) verifikaciju konkavnosti funkcije t — u(z + at, y + 5t) kada
su z,y,a, f € C takvi da je |5| < |a|, a mi koristimo elegantni trik iz knjige [Osel2],

V. Kovac 175 Harmonijska analiza



Poglavlje 6. Maksimalne ocjene

koji se tamo naziva metoda integracije. Definirajmo jos jednu funkciju w: C x C — R,
ovog puta jednostavnijom formulom,

Q=12 = el za e+ ]yl > 1,
w(z,y) == { 0 za |z| + |y| < 1.

Sada racunamo:

[T o [ (- ()

|| +]y || +]y] || +|y|
= (lyl? |2 / 3t — 2y / P2 / =
0 0 0

p—1 1 1 2 1 1
= (el + ) (5= 1ol = == lal = =l + ~lel + - )
2 -
T - D -2) (Il = (o = D) (l] + ly1)

odakle nocavamo iznenadujuci identitet,

+00
— I
u(z,y) = cp/o t w(t t)dt (6.11)

pri ¢emu je ¢, 1= %p3_p(p — 1)?(p — 2) > 0. Ako sada provjerimo:
<B2’) ]Ew(Xk, Yk) g ]Ew(Xk,l, kal) za svaki k € N,

tada ¢e uvodenjem novih martingala (X,,)%_, i (Yin)2_, formulama X,, := X/t i
Y., = Y,,/t te primjenom (6.11]) i Fubinijevog teorema (za zamjenu E i fo ) slijediti
(B2). Napomenimo da se Fubinijev teorem smije iskoristiti jer radi

+oo || +]yl
/ tplw(fﬂ)‘dtg/ - <<|y|+1> +(| |) )dt
0 t t 0
) ) || +]yl . |z|+]y] ) |z|+]y] .
— (yP + =) / 3t + 2y / 2t + / Bt <, 2P+ lyP
0 0 0

1mamo

+oo
E / P!
0

zasvaki k =0,1,...,n
Provjera od (B2’) je mnogo laksa nego bi bila provjera od (B2). Uvodimo jos dvije
pomocne funkcije a,b: C x C — C, dane sa

Xi Y
w(E, )| dt Sy BIXGP + EIYAIP = | XellZ + Vel < o0

=22 zalr 4y > 1, _ | 2y—2sgny za|z|+ |yl > 1,
a(z,y) ’—{ 0 salpl+ly<1, @Y= 0 za || + Jy| < 1.
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Tvrdimo da za svake x,y, a, B € C takve da je || < || vrijedi
w(z +a,y+ 8) <w(z,y) + Re (a(z, y)a + bz, y)B). (6.12)

Naime, funkcije a i b nisu slu¢ajno izabrane, ve¢ na otvorenom skupu {(z,y) € C? :
|z + [yl # 1, |y| # 0} vrijedi

a(xy 4 ixe, y1 + iy2) = (Oz, + 104, )w (1 + ix2, Y1 + iys2),

b(l’l + ?ll'g, Y1 + Zyg) = (ayl + i8y2)w(:1:1 + iﬁ?z, Y1 + Zyg)

Ipak, nasa provjera nejednakosti (6.12]) nije infinitezimalna, ve¢ direktna, radi kompli-
kacija zbog ¢injenice da w nije klase C'. U svrhu dokaza od (6.12)) najprije primijetimo
da je w(z,y) < (Jy| — 1)? — |x|? za svake x,y € C, §to za |x| + |y| < 1 proizlazi iz

0< (Jyl =1 = [z <= 2P < (1~ y)*
Sada pokazujemo (6.12)) i pritom razlikujemo tri slucaja.
Slucaj 1. Pretpostavimo |x| + |y| > 1. Ovdje (6.12)) slijedi iz
w(z+a,y+ ) <(ly+ 8 —1)° = [z +af?
= [y|* + 18> + 2Re(yB) — 2|y + B + 1 — |z]* — |af* — 2Re(a@)
= w(z,y) + Re (a(z,y)a +b(z,y)B)
+ (2Re ((sgny)B) — 2ly + Bl + 2yl ) + (187 — o)
< w(w,y) + Re (a(z,y)a@ + b(z,y)B ),
pri ¢emu u posljednoj nejednakosti za y # 0 koristimo
2Re(yf) _ yB+78 _ ly+BP —lyl — 18
|| vl ||

1
m(|y! + 18] =y + BNy + Bl + 18] = [y]) <2y + B[] — 2|y

2 Re ((sgn y)B) =

=2y + 8| = 2Jy| -

te jos uvazavamo |G| < |a.

Slucag 2. Pretpostavimo |z| + |y| < 11 |z +a] + |y + 5] > 1. Sada imamo

w(z + o,y +6) = (ly+ Bl = 1)* = |z + af?
= (Je+al +ly+ 5] = 1) (jy + 8| — o+ a] = 1) <0.

Naime, prvi faktor je pozitivan zbog pretpostavke ovog slucaja, dok je drugi faktor manji
ili jednak 0 zbog

ly+ Bl <yl + 18 < 1= o[ +]af <1+ |z +af
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Slucaj 3. U slucaju |z + |y| < 11 |x+a|+ |y + 5| < 1 obje strane od (6.12)) su jednake
0 pa nejednakost trivijalno vrijedi.
Ovime je dovrsena provjera od (6.12). Sada u tu ocjenu uvrstimo x = Xy 1, y =

Yio1, =X, — Xi_1, B =Y, — Yi_1, uvazavajuci ,
w( Xy, i) < w(Xp1, Yir)+Re (a(Xp-1, Y1) (Xp = Xpo)40(Xp-1, Y1) (Y = Vi) )
Uzimanjem ocekivanja obiju strana konacno dobivamo
Ew (X, Vi) < Ew(Xp—1, Ye1)
+ ReE(a(Xy—1, Yio1)E(Xg — Xj—1|Fi1) )

+ ReE(b(Xk_l, Yk_l)]E(Yk — }/;c—1|fk—1) )
= Ew(Xy—1, Yi1).

Time je zavrSsen dokaz Burkholderove nejednakosti u obliku kada je p > 2.

Pretpostavimo sada da je 1 < p < 2 i vratimo se na polazni oblik nejednakosti
koju dokazujemo. Opet normaliziramo kao u i fiksiramo prirodni broj n. Zbog
obrata Holderove nejednakosti dovoljno je za proizvoljnu slucajnu varijablu Z takvu da
je | Z||» < 400 pokazati

E(X %~ Xm)2)| < (¢ = DIl 2l
k=1

Ako stavimo X := X,,, tada je zapravo X = E(X|F;) za k =0,1,...,n, a s druge pak
strane mozemo oznaciti Z;, := E(Z|F). Lijevu stranu sada transformiramo koristeci
svojstva uvjetnog ocekivanja:

Xn: E(Hy(Xi — X3_1)2)
k=1

DY EE(H(X, ~ X2 - 20| 7)

- Zn:E(Hk(Xk — Xi1)(Zy = Zy—1))

k=1
+ > EE(Hy(Xy = X5-1)Zk1|Fin)
k=1
SCE(Hu(Xy — Xy ) E(Z — ZiF) )
~————
k=1

=0

+ iE(Hk(Xk = X )(Zk = Zi1))
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n

+ ZE(Hka—l E(Xk — kall}—kflz)

—
k=1 ~

pa mi zapravo pokazujemo
| B(H(X ~ Xi1)(Zi— Zu)| < 0F = DIX [l Z1
k=1

Na sasvim isti naé¢in se dobiva

n

Zn:]E(HkX(Zk — Zi)) = > B(He(Xg — X)) (Zk — Zi1)

k=1 k=1

pa je radi Holderove nejednakosti dovoljno provjeriti

| > Hz— 200)
k=1

W= D12l

ali to je upravo prethodno dokazani slu¢aj nejednakosti za eksponent veci od 2. O]

Funkcija u iz prethodnog dokaza s pravom se ponekad zove Burkholderova funk-
cija. On je do nje doSao rjesavanjem kompliciranih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
[Bur84], a jednom kada ju je pronasao, znao ju je primijeniti u raznolikim kontekstima
u radovima [Bur85], [Bur87], [Bur88a)], [Bur88h].

Neka je sada (X,)22 , martingal takav da je Xy = 0. Definiramo kvadratnu varijaciju
([X]n)22, kao novi proces definiran eksplicitno sa

n

[XJo:=0, [X],:=) |Xp—Xp|” zaneN.
k=1

Primijetimo da vrijedi
X207 = E[X], = D BIXe — X .
k=1

S druge strane, za 1 < k <[ < n imamo

E((Xx — X )(X1 = Xi1)) = E(E((X — X5 1) (X0 = Xi1)|Fi0) )

—E((Xe— X ) E(X; - X 1| Fi1) ) =0,

=0
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a isto vrijedi i za [ < k pa je

n

1Xal22 = D~ B((Xk = X 1) (X0 = Xi0)) = D BIXp — Xp ™
k=1

k=1

Zakljucujemo
XTIz = (1 Xl

Poznata nejednakost daje poopéenje uocene tvrdnje za sve 1 < p < oo.

Teorem 6.12. (Burkholder-Davis-Gundy nejednakost) Za svaki p € (1,00) i svakin €
N vrijedi
X1 lee ~p 1 Xl

n

Dokaz. Postupa se slicno kao kod dokaza teorema [4.25, pri ¢emu ovaj put polazimo
od nejednakosti iz teorema [6.11] Ukratko, nejednakost <, slijedi Hin¢inovim trikom, a
obratna nejednakost 2, se dobiva dualizacijom. O

Primjenom teorema [6.12| na posebni slucaj dijadske filtracije dobivaju se ocjene za
tzv. dijadsku kvadratnu funkciju:

Saijf = (Z |(f )] |[\7111> 1/2-

1eD

Korolar 6.13. Vrijed:
[ Saij flle®) Sp I1f o)

za p € (1, 00).

Dokaz. Opet je radi teorema o monotonoj konvergenciji dovoljno promatrati samo su-
miranje po dijadskim intervalima sadrzanim u [0, 1) i koji imaju duljinu strogo veé¢u od
27" za neki dovoljno veliki n € N. Ukoliko funkciji f € L([0, 1)) pridruzimo dijadski
martingal (X,,)22 kao u primjeru [6.7} iz tamo izvedenog racuna Ce slijediti

2 _
| X1 — Xil* = Z |(f, ) 2oy | 11711,

1€D
1o,
|T|]=2"F
odnosno )
[X]n = Z |(fs ) 2oy | 11711y
I€D
1<)
2-nHlIIL1
pa tvrdnja korolara slijedi iz jedne od dviju ocjena teorema [6.12] O]

*
* *
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Sto se ti¢e g.s. konvergencije martingala, dat ¢emo rezultat koji nije najopéenitiji
mogudi, ali je vrlo kvantitativan. Trik koji slijedi je prvi upotrijebio Lépingle [Lep76].
Obzirom da nemamo prirodnu klasu na kojoj bi g.s. konvergencija bila bitno laksa, ne
mozemo koristiti teorem pa radije brojimo skokove, kao u odjeljku|1.1

Neka je opet (X,)r, martingal obzirom na filtraciju (F,)5>,. Za svaki ¢ > 0
definiramo svojevrsni brojac¢ skokova J.X kao slucajnu varijablu danu sa

(JX)(w) == sup{k‘ € Np:postoje 0 <my <ny <Kmg <ng < ... <my < ng
t.d. je | X, (w) — Xy, (w)| Zezai=1,2,...,k}.

Teorem 6.14. (Lépingleova nejednakost) Za 1 < p < oo i e > 0 vrijedi

H(JEX)l/QHLp <p et sup || X |- (6.13)
neNg

Posljedicno, ako je (X)), ogranicen u LP normi, tada on konvergira g.s.

Dokaz. Translacijom mozemo posti¢i Xy = 0, a radi teorema o monotonoj konvergenciji
je dovoljno dokazati ocjenu samo za martingale za koje postoji indeks N € N takav da
zan > N vrijedi X,, = Xy. Rekurzivno definirajmo niz vremena zaustavljanja (.5;)5,:

SO(w) = O?
Si(w) :==min{n € Ny : n> S;_1(w), |Xn(w) — Xs,_, W) >¢/2}; ieN,
uz konvenciju min () = co. Za & > 0 definirajmo i “pohlepni” broja¢ skokova
(iX) (w) == sup {k € Np : S(w) < 0}
= broj konacnih ¢lanova niza Si(w) < Sy(w)<---
Stavimo jo§ T; := min{S;, N}. Lako je vidjeti

LX < JX

= 172 e 1/2
(LX) < (/27 (31X — X, )
i=1
Posljednja suma je u stvarnosti konac¢na zbog nase pretpostavke na martingal. Iz za-
datka [6.6] slijedi da je (X7,)2, martingal obzirom na filtraciju (Fr,)s°,,. Koristenjem
Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti (teorem [6.12]) na taj novi martingal dobivamo

° 1/2
(O = x2) | S sup Xl < 1 X o,
=1

1€Ng

odakle konacno slijedi (6.13]). Napomenimo da smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili
T; < N, zadatak [6.6]1 dio (b) leme O
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Napomena 6.15. Potreban je jos jedan korak dokaza kako bi se iz (6.13)) izvela varija-
cijska formulacija Lépingleove nejednakosti:

HHXn(w)”V%HLg Spe SUD | X[ Le
n€Ng

zal < p <o0i2 < p < oo, pri cemu je || - ||ve varijacijska norma definirana u
odjeljku [1.1} Za o < 2 spomenuta ocjena naprosto ne vrijedi. S druge strane, teorem
o g.s. konvergenciji martingala ostaje vrijediti i uz slabiju pretpostavku ogranicenosti u
L! normi; vidjeti knjigu [Durl(].

*
* *

Zadatak 6.6. Neka je (X,,)22, martingal obzirom na filtraciju (F,,)%, i neka su S'i T
dva ograni¢ena vremena zaustavljanja takva da je S < T'. Dokazite da vrijedi:

(a‘) fS g FT?
(b) Xs,XT < L i E(XT’fs) = Xs,
(¢) EXs = EXr i E|Xs| < E|Xr].

Uputa: Za dokaz jednakosti pod (b) uzmite m € Ny dovoljno velik da vrijedi S < T < m
pa dokazite po definiciji

E(Xm|Fs) = Xs, E(Xn|Fr) = Xr.
Potom naprosto iskoristite (a) dio i u ra¢unu
E(X7|Fs) = E(E(Xn|Fr)|Fs) = E(Xn|Fs) = Xs.
Za dokaz nejednakosti pod (c) koristite (b) dio i lemu[6.6[(b) za p = 1.
Zadatak 6.7. Neka je (D,)2>, dijadska filtracija iz primjera[6.7]

(a) Dokazite da je na sljede¢i nacin opisana bijektivna korespondencija izmedu ogra-
nicenih vremena zaustavljanja 7" obzirom na tu filtraciju i konac¢nih particija Z od
[0,1) na dijadske intervale.

Ako je Z konaé¢na dijadska particija od [0, 1) tada je T: [0,1) — Ny, T(w) :=
log,(1/]1]) za jedinstveni I € Z koji sadrzi w, vrijeme zaustavljanja.

Obratno, ako je T: [0,1) — Ny ograni¢eno vrijeme zaustavljanja, tada se
svaki skup {T' = n}, n € Ny particionira u neku kona¢nu kolekciju Z,, dijad-
skih intervala duljine 27" pa Z = J,, Z,, ¢ini dijadsku particiju od [0, 1).

(b) Pokazite da je u gornjem slucaju Dy upravo familija svih kona¢nih unija ¢lanova
iz T te da za f € L'([0,1)) vrijedi E(f|Dr) = 3,7 (|71‘ [, )1
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(¢) Nekasu f € L'([0,1)), f >0, a € (0,+00) i m € Ny. Opisite particiju pridruzenu
vremenu zaustavljanja T'(w) := n za najmanji n € {0,1,2,...,m} takav da je
E(f|D,) > a ako takav n postoji, T'(w) := m ako takav n ne postoji.

Zadatak 6.8. Izvedite teorem [6.11] iz teorema [6.12; dakle obrnuto nego je uc¢injeno u
tekstu.

Uputa: Koristite dualizaciju iz racuna s kraja dokaza teorema [6.11

6.3. Calderénov princip prijenosa

U ovom odjeljku pokazujemo g.s. konvergenciju ergodickih usrednjenja i to koristenjem
teorema te svodenjem ogranicenosti odgovarajuceg ergodickog maksimalnog opera-
tora na ogranicenost Hardy-Littlewoodovog maksimalnog operatora, tj. preciznije, nje-
gove necentrirane verzije . Time ¢e biti potvrden rezultat pod (2) spomenut u
odjeljku [1.1] Trik iz dokaza je prvi iskoristio Calderén u radu [Cal68] pa se u njegovu
cast zove Calderonov princip prijenosa.

Uzmimo neki sustav koji cuva mjeru (X, X, p1, S), §to znaci (prisjetimo se odjeljka[L.2)
da je (X, X, p) vjerojatnosni prostor, a S: X — X je bijekcija takva da su S i S~!
izmjerive i cuvaju mjeru. Ve¢ u poglavlju [1| promatrali smo ergodicka usrednjenja

(Anf)(a) = 2 D f(S"z); NN

i spomenuli maksimalni operator

(Myf)(x) := sup [(An f)(z)]

NeN

definiran za f € LY(X, X, p).
Teorem 6.16. Vrijed:
| M. f

@ S Il @ [1Mafllieey Spllflleee

za svaki p € (1, 00].

Dokaz. Zbog realne interpolacije i o¢igledne nejednakosti na L.°°(X) dovoljno je pokazati
samo prvu ocjenu, tj. za proizvoljni a > 0 dokazujemo

p({ sup 1Ans1 > a}) S a7 o (6.14)

NeN

U tu svrhu najprije za dvostrano beskonacni niz g: Z — C i za N € N definirajmo
diskretne prosjeke

=

(Ang) (k) ;:% ' g(k+7); keZ

Il
o
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Pokazat ¢emo da oni zadovoljavaju slabu ¢! maksimalnu ocjenu, tj. da za svaki a > 0
vrijedi
card {k € Z:sup |(Ang) (k)| > a} < aMglle@.- (6.15)
NeN
To ¢emo pak posti¢i prelaskom s proizvoljnog niza g € ¢*(Z) na stepenastu funkciju

h: R — C definiranu h := >, , g(k) L k41). Ocigledno je
1Pl @) = llglle ) (6.16)

1 ~
N hy)dy = (Ang)(k); k€ Z.
[k +-N)

Prisjetimo se operatora M. definiranog formulom (6.2)). Dakle, ¢im je (gNg)(k) > q,
onda je M,.h > « na cijelom intervalu [k, k + 1) pa slijedi

card {k SV Jsvté%}(ﬁjvg) (k‘)‘ > oz} < {Mpch > a}l. (6.17)

Koristenjem slabe L! ocjene za M, $to je pak direktna posljedica teorema , dobivamo
{Much > a}| S a7 [[P]luw),
a to u kombinaciji s (6.16]) i (6.17)) daje (6.15).

Fiksirajmo prirodni broj Ny. Za svaki x € X definirajmo funkciju g, n,: Z — C duz
orbite od x danu sa

f(S"z) za0<n<2Ny—1,
gz,Ng(n) = .
0 mace

te primijetimo da za cijele brojeve 1 < N < Ny i 0 < k < Ny — 1 imamo

(AN 0) = 1 37 F(70) = 1 3 gl ) = (Ao ().

U idué¢em rac¢unu koristimo invarijantnost mjere p na transformaciju .S, Fubinijev teorem
i netom dokazanu ocjenu (|6.15)).

No—1

! k
,u({ 1S NEN, [An Sl > a}) A kz; '“<{x € X: SR |(An f)(S"z)| > a})
1 -

b /Xcard {k c{0,...,No—1}: | nax ‘(ANgm,NO)(k)‘ > a} du()
1 1 2Ng—1

SN g 1z) d =a ' — S"x)|d =2a! 1

SN 192,56 |2 ) () = . ; /X\f( o) du(z) = 207 £l )

Pustanjem Ny — oo konacéno dobivamo ((6.14]). O

Korolar 6.17. (Birkhoffovf]| tockovni ergodicki teorem) Ako je (X, X, p, S) sustav koji

8George David Birkhoff (1884-1944), americki matematicar.
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cuva mjeru i f € LYX, X, u), tada niz ergodickih usrednjenja (Anf)—, konvergira
[-g.s., tj. limes

postoji (i konacan je) za u-g.s. x € X.

Dokaz. Primjenjujemo teorem uz p = ¢ = 1 na operatore (Ay)%¥_;. Pretpostavka
(1) je ispunjena uz C,, = 1, naprosto zbog nejednakosti trokuta i invarijantnosti mjere na
transformaciju S. Teorem uz p = 1 upravo garantira pretpostavku (2). Konacno,
pretpostavku (3) je dovoljno provjeriti za S = L2(X, X, u) pa je dostatno dokazati
tvrdnju korolara samo za L? funkcije.

U svrhu daljnje redukcije opet koristimo teorem ovog puta uz p = q = 2.
Pretpostavka (1) je ponovno trivijalna, a pretpostavka (2) je garantirana teoremom [6.16]
uz p = 2. Sada pretpostavku (3) provjeravamo na gustom potprostoru

Ker(U — 1) ® Im(U — 1),

pri cemu je Uf := f o S; primijetite analogiju s dokazima propozicije [I.3]i korolara [I.5
Svaka funkcija f iz gornjeg gustog potprostora ima prikaz f = f; + fo, pri ¢emu vrijedi
fioS=fiel*X), fo=goS —g, ge L*X). Teleskopiranje daje

1

(Anf)(@) = fi) + 5 (9(3% ) — g(2))

pa ¢e biti dovoljno jo§ samo pokazati limy_,o g(SNx)/N = 0 za u-g.s. v € X. Posljednja
¢injenica slijedi iz

L OS2 Janter = 3 s [t = Tty < +c

i nuznog kriterija za konvergenciju reda nenegativnih brojeva. ]

Zanimljivo je spomenuti poznati otvoreni problem u ergodickoj teoriji koji trazi da
se dokaze p-g.s. konvergencija bilinearnih ergodickih usrednjenja

=2

T 2 (fosMgeT),

n

I
=)

pri ¢emu su S i T proizvoljne dvije komutirajué¢e transformacije na vjerojatnosnom
prostoru (X, X, u) koje ¢uvaju mjeru te f,g € L>°(X, X, u) proizvoljne funkcije. Ovdje
vise nema prirodnog gustog potprostora na kojem je lako provjeriti konvergenciju pa
ve¢i potencijal imaju pristupi poput brojenja skokova s kraja prethodnog odjeljka.
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6.4. Maksimalni singularni integrali

U odjeljku formulom definirali smo Hilbertov transformat H f, ali samo za
funkcije f € CL(R), jer smo jedino za takve funkcije mogli dokazati postojanje limesa
kada ¢ — 07 za svaku tocku x € R. Medutim, H je primjer Calderén-Zygmundovog
operatora pa se on, zahvaljujuéi teoremu [£.5] prosiruje po neprekidnosti i na funkcije
feLP(R)zape (1,00). Stoga je legitimno upitati se postoji li i za takve funkcije limes
iz , makar ne za svaki, nego samo za gotovo svaki x € R. Odgovor je potvrdan i
bazira se na opéenitom principu, teoremu . Dokaz iznosimo prema knjizi [Duo01].
Fiksirajmo p € (1,00) i za svaki ¢ > 0 definirajmo operator H.: L?(R) — M(R)

formulom dt
HN@ =1 [ se-0T

{te]R lt|>}
Gornji integral je apsolutno konvergentan za svaki x € R, naprosto po Hélderovoj

nejednakosti, jer se funkcija t +— (1/mt)1gs)(t) svakako nalazi u prostoru L7 (R).
Potom definiramo

(Hof)(z) = sup [(Hf)(z)]

€€(0,+00)

Operator H, zovemo maksimalna Hilbertova transformacija. Ona je primjer tzv. mak-
simalnog singularnog integrala.
Naredna lema se nekad naziva Cotlarova nejednakost.

Lema 6.18. Za f € CL(R) i z € R vrijedi

(H,.f)(x) S (MIHf[)(x) + (M]f]) ().

Dokaz. Fiksirajmo funkciju ¢ € C'(R) koja je nenegativna, parna, padajuca na (0, +00),
iSCezava izvan [— ;,%] i ima integral jednak 1. Za e > 01i f € CLYR) definirajmo
T.f = (Hf) * (DY) tako da iz dokaza teorema [6.4| za svaki = € R znamo

sup [(T2f)(x)| < (My|H f[) () S (MIH f]) (). (6.18)

€€(0,400)

S druge strane, koriStenjem ¢injenica da je H antihermitski i da komutira s translacijama
i dilatacijama te da je Hilbertov transformat parne funkcije neparna funkcija, mozemo
pisati

(T.f) (@) = (Hf, 10N )12 = —(f, 1,00 He)re = (f * DV Hop) ().

Posljedic¢no,
H.f—=T.f = f = (DMy),
gdje je
1

P(t) = ELR\(—I,D@) — (Hp)(1).
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Za [t| > 1 ocjenjujemo

111
W(t)\:; ;—/[_1 | 2053)

S druge strane, radi rac¢una iz dokaza propozicije za |t| < 1 imamo

o= o= <

< <, L.
—max|[(s)] Sy
Zakljucujemo [¢(t)| Sy p(t) uz p(t) := min{|t| 2,1} pa iz dokaza teorema |6.4] za svaki
z € R dobivamo

sup |(H:f)(x) = (Tof) (@) S (M| f)(2) S (M| f]) (). (6.19)

€€(0,400)
Zbrajanje i daje zeljenu tvrdnju. O
Teorem 6.19. Za p € (1,00) i f € CL(R) vrijedi
[H fller@®) Sp 1S e @)
Dokaz. 1z leme |6.18], maksimalnog teorema i teorema (4.8 slijedi
oy S 1M CH )l + 1M fllie@y Sp 1HFlleee + 1 @ Sp [l

¢ime je dokaz zavrsSen. O

1 le(s)lls] 1
< = < — ds <. —.
7_(_/ |th - S’ ds t2 & | ’SD(S)HS’ S ~® tQ

ll 1
22 2

K\J\H

Korolar 6.20. Za p € (1,00), ¢ > 04 f € LP(R) vrijedi H.f € LP(R) ¢

IHfller@) Sp 1 ([
Dokaz. 1z teorema posebno za svaki € > 0 i za ¢ € CL(R) slijedi

| Heollo@®)y Sp ll@llLe®)- (6.20)

Sada standardnim aproksimacijskim argumentom tu ocjenu prosirujemo na sve funkcije
iz LP(R). Zbog gustoée za danu funkciju f € LP(R) postoji niz (¢,)%2; u CL(R) takav
da je lim, o ||on — fllL» = 0. Po Holderovoj nejednakosti je

dt
|mt?

1/p/
(Heen)(@) = @I < lon = flww( [ ) Soe low= e

{t€R: [t|>¢)
odakle slijedi lim,, oo (Hon)(z) = (H.f)(x) za svaki x € R. Fatouova lema sada daje

[ He flloe) < Tminf | Hopn[|Lse)
pa kombiniranje s ocjenom ((6.20)) dovrsava dokaz. O
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Korolar 6.21. Ako je f € 1P(R), p € (1,00), tada za g.s. x € R postoji limes
lim, o+ (H.f)(x) i vrijedi

lim (Hef)(z) = (Hf)(x).

e—0t
Dokaz. U svrhu koristenja teorema treba provjeriti njegove pretpostavke. Uvjet
(1) slijedi iz korolara [6.20 ¢ak imamo i uniformnu ograni¢enost familije operatora
(H:)ec(o,400) na LP(R), a za (1) nam je dovoljna samo individualna ogranic¢enost. Uvjet
(2) je naprosto teorem dok je uvjet (3) provjeren na gustom potprostoru S = C(R),
jo$ na samom pocetku odjeljka . Time je dokazana egistencija limesa (Hf)(x) :=
lim. o+ (H.f)(x) za g.s. x € R. Kako bismo vidjeli da je taj limes za g.s. z € R upravo
jednak (Hf)(x), dobro ¢e nam do¢i uniformna ogranicenost od (H)ec(,400)- Naime,
treba samo primijetiti kako iz Fatouove leme i korolara takoder slijedi

[ Ho fllLe@) < Uminf [[He fllueg) Sp [l flleem)
e—0t

pa je Hy ograni¢eni operator na LP(R) koji se na gustom potprostoru C!(R) podudara
s ogranicenim operatorom H. Dakle, Hy = H. O

Napomenimo da je H, takoder ogranicen s L'(R) u L}, ,(R) pa posljedi¢no prethodni
korolar vrijedi i u slu¢aju p = 1. Dokaz izostavljamo; moze se naéi u [Duo01].

*
* *

Analogon Cotlarove formule postoji i za visedimenzionalne Calderén-Zygmundove
operatore. Umjesto da poopcéujemo taj pristup maksimalnim singularnim integralima,
radije ¢emo pokazati jedan mastoviti trik, tzv. metodu rotacije Steina i Weissa [SWT1].
Njome mozemo samo iz omedenosti od H, zakljuciti omedenost nekih visedimenzionalnih
maksimalnih operatora.

Neka je ST! := {w € R?: |w| = 1} standardna jedini¢na sfera. Uzmimo standardnu
jezgru K koja udovoljava uvjetima iz propozicije i jos je oblika

1 T—y
K(z,y) = Q< )
R P
za neku neparnu funkciju Q: S41 — C, tj. Q(—w) = —Q(w). Singularni integralni

operator Tx: CL(RY) — L, (R?) pridruzen K i definiran formulom (4.3)) tada zapravo
glasi

e—0t

Tef)o) = lim (T, D= [ fe-n 2

{teR7: |t]><)

Prema teoriji iz poglavljad] znamo da se Ti prosiruje do ogranic¢enog linearnog operatora
na LP(R%) za 1 < p < oo, ali ponovno ostaje pitanje postoji li gornji limes za gotovo
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svaki x € R? ¢ak i kada je samo f € LP(R?). To pitanje ¢e biti razrijeseno (jednako kao
i za H) ako pokazemo da je maksimalni singularni integralni operator

(Tef)(@) := sup |(Tf)(=)]

€€(0,+00)

takoder L? ogranicen.

Neka je o upravo (d — 1)-dimenzionalna Hausdorffova mjera na S, (Elementarnije
ju se moze dobiti putem neke parametrizacije, npr. sfericnih koordinata.) Za svaku
izmjerivu funkciju ¢g: RY — C prelaskom na polarne koordinate dobivamo

/Rdg(t)dt = /S ( /0 wg(Tw)Td_ldr>da(w)_

Zbog neparnosti od 2 za svaku f € C!(R?) mozemo pisati

anw=[ ([ e-ro 2

rd
+oo dr
:/Sd | f(:v—m)r)SZ( w)do ()
flx —rw) d (w)do(w).
/Sd 1 {rem{m o

Sada uzmimo vjerojatnosno-normaliziranu obostranu Haarovu mjeru ¢ na kompak-
tnoj grupi SO(d) rotacija prostora R?; vidjeti [Cohl3] za definiciju i svojstva Haarove
mjere. Za svaku integrabilnu funkciju ¢g: S*! — C imamo identitet

1
—_— w)do(w) = Re)ds(R), 6.2
s [ o) = [ gtris( (6.21)

pri ¢emu je e = (1,0,...,0) prvi vektor kanonske baze od R?. On slijedi iz racuna

<s£1>/su( )

g(Rw)do(w)ds(R)

g(RR,e)ds(R)do(w)
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gdje je R,, € SO(d) neka rotacija za koju je R, e = w. U nasem slucaju (6.21]) daje

(T-f)(z) = (S;l ) / / f(z —rRe) )Q(Re)dg(R).

{reR:|r|>e}

Ako operator rotacije funkcija uvedemo formulom (3.9)) i jos definiramo operatore Hg(l),
HY smjeru e (tj. po prvoj varijabli) kao

1 dt
(HOf)(x) =~ / flz—te)—, (HDf)(z):= suwp |(H[)(2)
™ t £€(0,400)
{teR: [t]>e}
za funkcije f € CL(R?), tada radi z —rRe = R(R'z —re) posljednju jednakost mozemo
pisati

d—1
1)) = T [ O (o) QRS (R).
2 S0(d)
Zato je
Sd—l
(1)) < 28T | s ) (R ds(R)
2 SO(d)
pa preostaje primijetiti
| H, ”LP re)sLe@®d) = || Hy|lLr@—rr@) < 400,

6.5. Steinov maksimalni princip*

U odjeljku smo spominjali problem konvergencije Fourierovih parcijalnih integrala

(4.20]). Teorem [4.16|je za svaku f € LP(R), p € (1, 00) dao konvergenciju RliEIrl Srf=f
— 400

po LP-normi, ali legitimno je pitati se vrijedi li ista konvergencija g.s. Sasvim analogan
(¢ak ekvivalentan) problem je konvergencija g.s. niza parcijalnih suma Fourierovog reda,

= Z f(k;)e%ik"”; x €T, neN,p,
k=—n

:/f(t)e_%iktdt,
T

funkcije f € LP(T), p € (1, 00) na jednodimenzionalnom torusu T = R/Z = [0, 1). Kako
je opet ocigledna konvergencija na gustom potprostoru, iz opéenitog teorema (t].
zadatka[L.7(b)) znamo da je jos jedino potrebno pokazati slabu L? ocjenu za maksimalni

operator
Z f 27rmx

k=

(S.£)() = sup |(Suf)()] = sup TeT.

neNy n€Np
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Ipak, taj problem se ispostavio iznimno tezak i rijesili su ga Carleson [Car66] i Huniﬂ
[Hun67] vise desetaka godina nakon sto je Luzinm postavio slutnju o g.s. konvergenciji.

S druge strane, jos prije toga je Stein [Ste61] primijetio kako je za mnoga takva pita-
nja konvergencije g.s. ne samo dovoljno ve¢ i nuzno da vrijedi slaba ocjena za maksimalni
operator. Formulacija Steinovog principa koju ¢emo navesti nije najopéenitija moguca,
ali je prikladna upravo za primjenu na Fourierove redove. Primijetimo da operatori .5,
komutiraju s translacijama T.:

n n

(SnTCf) (x) = Z (TCfﬂk)e%im = Z f(k>€72m'k062mkw = (TcSnf> (x)

k=—n k=—n
Teorem 6.22. (Steinov maksimalni princip [Ste61]) Neka je p € [1,2] i neka su
T,: LP(T) — LP(T); n € N ograniceni linearni operatori koji komutiraju s translacijama.
Ako za svaku funkciju f € LP(T) za g.s. x € T postoji limes lim,,_,o (T, f)(x) € C, tada
vrigedi ocjena

Saop [ flliey  za svaku f € LP(T).

sup [T, f|

neN

alabi( )

Dokaz teorema ¢e biti dvostruka primjena tzv. vjerojatnosne metode, tj. kons-
trukcije deterministickih objekata sluc¢ajnim odabirom. Najveéi promotor vjerojatnosne
metode bio je Erddd'] a odli¢na i opsezna knjiga o njoj je [ASOS].

Najprije trebamo dvije pomoc¢ne tvrdnje.

Lema 6.23. (Calderén-Steinova lema pokrivanja [Ste61]) Neka je (E,,)22, niz Borelovih
podskupova od T sa svogstvom Y 7 | |E,| = +00. Tada postogi niz (t,)22, u T takav da
skup

hmsupE + ) ﬂUE + )

ima mjeru jednaku 1, tj. da se gotovo svaka tocka 1z T nalazi u beskonacno mmnogo
skupova E,, +t,.

Dokaz leme[G.23. Neka je (7,,)°°; niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s uniformnom razdi-
obom na T. Dakle, za vjerojatnosni prostor mozemo uzeti Q = TV, na njemu promatrati
beskonaéni produkt Borelovih o-algebri i beskonacni produkt (Lebesgueovih) mjera na
T te za slucajne varijable uzeti koordinatne projekcije. Ipak, nije u duhu vjerojatnosti
stavljati vjerojatnosni prostor u prvi plan.

Za prirodne brojeve k < [ racunamo:

:E/T]lﬂiz=k(E%+T (z)dz =E /Hh””n

9Richard Allen Hunt (1937-2009), americki matematicar.
19Nikolaj Nikolajevié¢ Luzin (1883-1950), ruski matematicar.
HPaul Erdds (1913-1996), madarski matematicar.

l
E| () (E5+7)
n=~k
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l l
= /EH 1,-pge (7,) de = (nezavisnost) = / HEL«“*Eﬁ (Tn) dx
T =k T n=k
! I !
:/HIP’(Tn Gm—EfL)d:E:/H|m—Efl|dx:/H|Efl|dx
T =k T =k T —k
I ! !
=T 1ml =TT - 15D < JLe 1ol = e 2ol
n=~k

Prema Fatouovoj lemi radi pretpostavke > | |E,| = 400 sada slijedi

)

l
= lim e~ Zn=k [Enl — 0
l—o0

JE) ﬁ(E; +7)

n=~k

l—00

!
:E(lim ’ ﬂ(Eﬁ—l—Tn)
n=k

I
< T c
< h}ggle‘ Q(En+7n)

a potom zbog jos jedne primjene Fatouove leme i

E’ (hmsup(En + Tn)) ) = E‘ U ﬂ (B + 1) =0,
n k=1n=
t.
IE‘ limsup(E, + 7,)| = 1.
Dakle, za gotovo svaki w € ) vrijedi
limsup(E, +7,)| =1

pa naprosto uzmemo t, := 7,(w); n € N za bilo koji takav w.

Upuceni citatelj ¢e primijetiti da je dio navedenog dokaza zapravo dokaz tzv. druge
Borel-Cantellijevd™] leme. O

U daljnjem je (€,,)5°_; niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s razdiobom ( -1 1 )

1/2 1/2
Ocekivanje ¢e se uvijek podrazumijevati obzirom na vjerojatnosni prostor (€2, F,[P) na
kojem su one konstruirane.

Lema 6.24.

2Francesco Paolo Cantelli (1875-1966), talijanski matematicar.
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(a) Za svaki dogadaj A i svaki broj o > 1 postogi prirodni broj M takav da za svaki
kvadratno sumabilni niz kompleksnih brojeva (x,,)5_, vrijedi

[oe) D 2 [oe)
o P(A) S Janl? < / > | @B < aP(A) 3 o
m=M Al =M m=M

(b) Za svaki dogadaj A pozitivne vjerojatnosti postoje M € N i konstanta C € [0, 400)
takvi da za svaki kvadratno sumabilni niz kompleksnih brojeva (z,,)5_, vrijedi

00 1/2 00
<n;4 ‘me) S CH 'mzl Em.TmHLOO(A).

Prije dokaza leme napomenimo da zbog Y >°_ |z,,]* < 400 red slucajnih varijabli

> | €mTm zadovoljava uvjete Kolmogorovljevog teorema o tri reda (vidjeti [Sar02]) pa

on konvergira g.s. Zato ima smisla L ocjena pod (b).

Dokaz leme[0.24). (a) Prije svega raspisimo:

o0 2 o0
/ ‘ 3 emwm‘ P=PA) Y [l +2 3 Re(wn) / TsemendP.
A m=M m=M m,n Q

M<m<n

Drugi pribrojnik ocijenimo koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost sa

1/2 1/2
2( Z \xmxn\Q) < Z |<]1A,€m€n>L2(Q)|2> .

b K
M<m<n M<m<n
N

>

~—
m=n |zml?

Iz nezavisnosti slucajnih varijabli €, vrlo jednostavno slijedi ¢injenica da su produkti
€m€, medusobno ortogonalni za razlic¢ite parove (m,n) takve da je m < n. Odavde
dobivamo

D s, emendizel® < I1allf2i) = P(A) < +o,

m,n
1<m<n

pa je
lim Z |<1A7€m€n>L2(Q)|2:O’

M—o0
m,n
M<m<n

Sto znaci da trazena tvrdnja vrijedi za dovoljno veliki M € N.

(b) Mozemo iskoristiti dio (a) uz a = 1/2 te staviti C' = /2/P(A). O

Sada kona¢no mozemo dati dokaz samog teorema.
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Dokaz teoremal6.22. Oznacimo T, f := sup,,cy |Tn f| 1 pretpostavimo da ne vrijedi trazena
ocjena. Za proizvoljni m € N postoji funkcija f,, € LP(T) za koju vrijedi

1 .
HmeZI),P(’]I‘) ~ m3/2 1 HT fm

> M2 fnlluoemy

P
leabl

To znaci da postoji a > 0 takav da je

{Tfm > o} > a7 Pml| foull ooy
Zbog homogenosti mozemo pretpostaviti a = 1, tj.
{Tefm > 13 > ml| fall oy

jer inaCe naprosto zamijenimo f,, sa f,,/a, a i dalje vrijedi

1
Hfm“Lp(’]I‘) e 3

Oznacimo li E,, := {1, f,, > 1} C T imat ¢emo

oo

Z |En| = +o0.
m=1
Stovise, uzmimo jos r,, := m'/*, tako da je
7711—>H;o Tm = i Z 17 fn |y < +00.

Po lemi postoji niz (t,,)%°_, u T takav da se gotovo svaka tocka iz T nalazi
u beskona¢no mnogo skupova E,, + t,,. Fiksirajmo jedan takav niz kroz cijeli dokaz.
Promotrimo “slucajne funkcije” definirane sa

M
Fy o= Z €EmTmTe, fm; M €N,

m=1

tj. preciznije, F; su funkcije na T x :

Em (W)Tm frm (T — tm).

Mz

m=1

Tvrdimo da za g.s. w €  niz funkcija (F M<'?“’>)E:1 konvergira u normi prostora
LP(T). Promotrimo

([l Far — FMHip(T))l/p
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za neke prirodne brojeve M < M' i ocijenimo taj izraz koriste¢i Hin¢inovu nejednakost
za funkcije (korolar 4. il1<p<2kao

! /

M p 1/p 2 L2
(5] 3 eninetll,) (3 inas)

m=M-+1 Lr(T)
M 1/p : 1/p
— p
< H( Z |rmTtmfm|p> Le(T) - ( Z ||rmfm||LP(T)>
m=M+1 m=M+1

Vidimo da je (Fys)37—; Cauchyjev niz u prostoru LP(T x ) pa on konvergira po njegovoj
normi prema nekoj funkciji F. Zato postoji podniz (Fiy, )52, takav da za g.s. w € Q
vrijedi limy o0 Far, (,w) = F(-,w) u prostoru LP(T). Dakle, za g.s. w € § je dobro
definirana funkcija

My,
F(,w):= klim €m (W) T, frn € LP(T).
—00
m=1
Primjenom operatora 7;, i koristenjem 7, T;,, = T, 7, za g.s. w € ) dolazimo do

funkcije
My,
TnF(aw) - kllm em(w)TmTtanfm € LP(T)
—00
m=1

Rac¢unamo

/i (T fon) (2 — ) Pl

7o T fonl [y < I\Tm\lip%p H'f’mme ) < oo
(T)

m=1

8\\

pa za g.s. z € T vrijedi

Z 7 (T fn) (T — ) [P < 400

m=1

te zbog p < 2 pogotovo imamo
D (T fm) (@ = t)[* < +00. (6.22)

Dakle, za g.s. x € T red sluc¢ajnih varijabli

> em(@)rm (T fm) (@ — tn)

m=1
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zadovoljava uvjete Kolmogorovljevog teorema o tri reda pa on konvergira za g.s. w € €.

Zbog pretpostavke teorema o konvergenciji g.s. posebno zaklju¢ujemo (7, F)(z,w) =
SUP ey |(TnF)(z,w)| < 400 za g.s. x € T x Q. (Naime, svaki konvergentni niz komplek-
snih brojeva je ogranicen.) Zato postoje skup A C T x  pozitivne mjere i konstanta
D € [0, +00) takvi da za svaki (z,w) € A vrijedi

(T, F)(z,w) < D. (6.23)

Posebno, postoji skup pozitivne mjere B C T takav da za svaki x € B dogadaj A, :=

{weQ: (z,w) € A} C Qima pozitivnu vjerojatnost. Zbog (/6.22)), (6.23)) i leme [6.24|(b)

za svaki x € B dobivamo C(z) € [0,4+00) i M(z) € N takve da za svaki n € N vrijedi
° 5\ /2
m=M (z)

te posebno
[P (T fn)(x — )| < C(x) zam > M(x).

Uzimanjem supremuma po n na lijevoj strani dobivamo
T (Tafm)(@ —tm) < C(x) zam > M(x).

S druge pak strane, po konstrukciji od (t,,)3_, za gotovo svaki x € T postoji strogo
rastuéi niz indeksa (my)52; takav da se x nalazi u skupovima E,,, + t,,, te tada imamo:

Ty (T*fmk)(.f - tmk) > T'my, — +00 kada k£ — oQ,
Sto nas je konacno dovelo do kontradikcije. O

Kao $to smo veé rekli, teorem [6.22] predstavlja parcijalni obrat teorema [I.6] U nje-
govom iskazu ne mozemo zamijeniti T sa R, vidjeti zadatak [I.6] ali u posebnom slucaju
Fourierovih parcijalnih integrala princip ipak ostaje vrijediti. Za primjer “principa pri-
jenosa” ocjena izmedu T i R pogledajte zadatak [6.11]

Zadatak 6.9. Poanta ovog zadatka je na vrlo jednostavnom primjeru objasniti ideju
konstrukcije pomocu sluc¢ajnih predznaka iz dokaza teorema [6.22

(a) Pokazite da je za svaki a € [—o00,+00] moguée naéi koeficijente (€,)22,, &, €
{=1,1} takve da red >~ ", €= konvergira prema broju a. Osim toga pokazite da
je moguce odabrati koeficijente ¢, tako da taj red uopée nema sumu (tj. uopée ne
konvergira).
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(b) Neka je (€,)32; niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s razdiobom ( 1_/12 1}2 ) Do-

kazite da red slucajnih varijabli Zzozl o gotovo sigurno konvergira u R.
Napomena: Ovu tvrdnju mozemo interpretirati kao sljede¢u “igru”. Netko nam
je zadao red Y 7, %, pri cemu nam predznaci nisu vidljivi i trazi od nas da
odaberemo niz predznaka (g,)52; tako da red Y ” e,=! konvergira u R. Ni-
kakvim deterministickim putem ne mozemo do¢i do izbora koji je sigurno dobar,
ali obzirom da je gotovo svaki izbor dobar, bacanje novcic¢a se ¢ini kao razumna
solucija.

n=1 n 17

(c) Neka su a,b € R, a < b. Dokazite da s pozitivhom vjerojatnosti red >
(b) dijela konvergira sa sumom u intervalu {(a, b).

Zadatak 6.10. Neka su dani eksponenti p,q takvi da je 1 < ¢ < p < 2. Ako je
T: LP(T) — L%T) ograniceni linearni operator koji komutira s translacijama, tada je T'
i slabo L ogranicen. Preciznije, ako za neku konstantu C' vrijedi ocjena

| T fllacry < C| fllLer),

tada vrijedi i
1T f
Uputa: Postupajte slicno kao u dokazu teorema [6.22]

Lani (T) Spa Cllf e (m)-

Zadatak 6.11. Hilbertova transformacija na torusu T definirana je formulom
(Hf)(z) :=p.v. / f(x —t) ctg(nt) dt
T

za funkcije f € C1(T). Ona se takoder prosiruje do ograni¢enog operatora na LP(T) za
svaki p € (1,00), a dokaz te ¢injenice moze slijediti iste korake kao i dokaz za Hilbertovu
transformaciju H na R. Umjesto toga dokazite direktno ekvivalentnost ocjena:

(1) [[Hflle@) Sp | fller ),

(2) 12 SNl Sp I1F lluoo)-

Uputa: Za dokaz od (2) = (1) najprije pridajte znacenje Hilbertovoj transformaciji na
kruznici radijusa R > 0, potom zakljucite da je njena omedenost direkna posljedica
rezultata na T te konacno pustite R — +oo. Obratno, za dokaz od (1) = (2) krenite od
funkcije na T, shvatite je kao 1-periodi¢nu funkciju na R, potom je stavite na 0 izvan
nekog intervala [— R, R], iskoristite ocjenu na R te konacno pustite R — 400 ocjenjujudi
gresku. Ovaj trik dobro radi za operatore koji su barem u nekom smislu invarijantni na
dilatacije.

V. Kovac 197 Harmonijska analiza



Poglavlje 6. Maksimalne ocjene

V. Kovac 198 Harmonijska analiza



Bibliografija

[AK15]

[Ald11]

[AS08]

[BMS97]

[BecT5]
[BL76]
[Bur66]
[Burg4]
[Bur85]
[Burg7]
[Burs8a)
[Burgsh]

[Cal65]

H. Abraham, V. Kova¢, From electrostatic potentials to yet another triangle cen-
ter, Forum Geom. 15 (2015), 73-89.

J. M. Aldaz, The weak type (1,1) bounds for the mazimal function associated to
cubes grow to infinity with the dimension, Ann. of Math. (2) 173 (2011), no. 2,
1013-1023.

N. Alon, J. H. Spencer, The Probabilistic Method, Wiley-Interscience Series in
Discrete Mathematics and Optimization, trece izdanje, John Wiley & Sons, Inc.,
2008.

A. Baerstein, S. Montgomery-Smith, Some conjectures about integral means of
df and 0f, Complex analysis and Differential Equations, Proc. of the Marcus
Wallenberg symposium in honour of Matts Essén, Uppsala, Sweeden, 1997, 92—
109.

W. Beckner, Inequalities in Fourier analysis, Ann. of Math. (2) 102 (1975), no.
1, 159-182.

J. Bergh, J. Lofstrom, Interpolation Spaces, Springer-Verlag, Berlin-New York,
1976.

D. L. Burkholder, Martingale transforms, Ann. Math. Statist. 37 (1966), 1494—
1504.

D. L. Burkholder, Boundary value problems and sharp inequalities for martingale
transforms, Ann. Probab. 12 (1984), 647-702.

D. L. Burkholder, An elementary proof of an inequality of R. E. A. C. Paley,
Bull. London Math. Soc. 17 (1985) 474-478.

D. L. Burkholder, A Sharp and Strict LP-Inequality for Stochastic Integrals, Ann.
Probab. 15 (1987), no. 1, 268-273.

D. L. Burkholder, A proof of Petczynski’s conjecture for the Haar system, Studia
Math. 91 (1988), no. 1, 79-83.

D. L. Burkholder, Sharp inequalities for martingales and stochastic integrals,
Colloque Paul Lévy (Palaiseau, 1987), Astérisque 157-158 (1988), 75-94.

A.-P. Calderén, Commutators of Singular Integral Operators, Proc. Nat. Acad.
Sci. U.S.A. 53 (1965), 1092-1099.

199



Bibliografija

[Cal68]
[Cal77]
[CZ52]
[Car66]
[Coh13]
[CKO1a

[CKO1b]

[CJS89]

[CMMS2]

[CMO7]

[Dau92]
[DJ84]

[Dem08]

[Duo01]
[Dur10]
[FefT1]

[Fol95]

V. Kovac

A.-P. Calderén, Ergodic theory and translation-invariant operators, Proc. Nat.

Acad. Sci. U.S.A. 59 (1968), 349-353.

A.-P. Calderén, Cauchy Integrals on Lipschitz Curves and Related Operators,
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 74 (1977), no. 4, 1324-1327.

A.-P. Calderén, A. Zygmund, On the existence of certain singular integrals, Acta
Math. 88 (1952), 85-139.

L. Carleson, On Convergence and Growth of Partial Sums of Fourier Series,
Acta Math. 116 (1966), 135-157.

D. L. Cohn, Measure Theory, drugo izdanje, Birkh&duser Advanced Texts, Sprin-
ger, New York, 2013.

M. Christ and A. Kiselev, Maxzimal functions associated to filtrations, J. Funct.
Anal. 179 (2001), 409-425.

M. Christ and A. Kiselev, WKB asymptotic behavior of almost all generalized
eigenfunctions for one-dimensional Schrodinger operators with slowly decaying
potentials, J. Funct. Anal. 179 (2001), 426-447.

R. R. Coifman, P. W. Jones, S. Semmes, Two elementary proofs of the L? boun-
dedness of Cauchy integrals on Lipschitz curves, J. Amer. Math. Soc. 2 (1989),
no. 3, 553-564.

R. Coifman, A. McIntosh, Y. Meyer, L’integral de Cauchy définit un opérateur
borné sur le courbes Lipschitziennes, Ann. of Math. 116 (1982), 361-387.

R. Coifman, Y. Meyer, Wawvelets: Calderdn-Zygmund and multilinear operators,
Cambridge Studies in Advanced Mathematics 48, Cambridge University Press,
Cambridge, 1997.

I. Daubechies, Ten Lectures on Wawvelets, CBMS-NSF Regional Conf. Series
Appl. Math., STAM, Philadelphia, 1992.

G. David, J. L. Journé, A boundedness criterion for generalized Calderdn-
Zygmund operators, Ann. of Math. (2) 120 (1984), no. 2, 371-397.

C. Demeter, Divergence of combinatorial averages and the unboundedness of the
trilinear Hilbert transform, Ergodic Theory Dynam. Systems Volume 28 (2008),
no. 5, 1453-1464.

J. Duoandikoetxea, Fourier Analysis, Graduate Studies in Mathematics 29,
AMS, Providence, 2001.

R. Durett, Probability: Theory and Examples, Cambridge Series in Statistical and
Probabilistic Mathematics 31, Cambridge University Press, Cambridge, 2010.

C. Fefferman, The Multiplier Problem for the Ball, Ann. of Math. (2) 94 (1971),
no. 2, 330-336.

G. B. Folland, A Course in Abstract Harmonic Analysis, Studies in Advanced
Mathematics, CRC Press, Boca Raton, 1994.

200 Harmonijska analiza



Bibliografija

[Fol99)]

[FIW91]

[GJ78]
[Gra92]
[Gra94]
[GT03]
[Gri95)
[Haal0]
[Hed72]
[HW96]
[Hun67)
[JOR96]
[Kov06]
[Kra99]
[Lac00]
[LT97]
[LT99]
[Lep76]

[LW49]

V. Kovac

G. B. Folland, Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, drugo
izdanje, John Wiley and Sons, New York, 1999.

M. Frazier, B. Jawerth, G. Weiss, Littlewood-Paley Theory and the Study of
Function Spaces, Regional Conference Series in Mathematics, AMS, Providence,
1991.

J. B. Garnett, P. W. Jones, The Distance in BMO to L>°, Ann. of Math. (2)
108 (1978), 373-393.

L. Grafakos, On multilinear fractional integrals, Studia Math. 102 (1992), no. 1,
49-56.

L. Grafakos, An elementary proof of the square summability of the discrete Hilbert
transform, Amer. Math. Monthly 101 (1994), no. 5, 456-458.

L. Grafakos, T. Tao, Multilinear interpolation between adjoint operators, J.
Funct. Anal. 199 (2003), 379-385.

G. Gripenberg, A necessary and sufficient condition fot the existence of a father
wavelet, Studia Math. 114 (1995), 207-226.

A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Math. Ann. 69
(1910), 331-371.

L. I. Hedberg, On certain convolution inequalities, Proc. Amer. Math. Soc. 36
(1972), 505-510.

E. Herndndez, G. Weiss, A First Course on Wauvelets, Studies in Advanced Mat-
hematics, CRC Press, Boca Raton, 1996.

R. A. Hunt, On the Convergence of Fourier Series, Orthogonal Expansions and
their Continuous Analogues, Proc. Conf. Edwardsville (1967), 235-255.

R. L. Jones, I. V. Ostrovskii, J. M. Rosenblatt, Square functions in ergodic theory.
Ergodic Theory Dynam. Systems 16 (1996), no. 2, 267-305.

V. Kova¢, T(1) teorem u klasicnoj i dijadskoj harmonijskoj analizi, magistarski
rad (voditelj H. Siki¢), Sveuciliste u Zagrebu, 2006.

S. G. Krantz, A Panorama of Harmonic Analysis, Carus Mathematical Mono-
graphs 27, MAA, Washington, D.C., 1999.

M. Lacey, The bilinear mazimal functions map into LP for 2/3 < p < 1, Ann. of
Math. (2) 151 (2000), no. 1, 35-57.

M. Lacey, C. Thiele, LP Estimates on the Bilinear Hilbert Transform for2 < p <
00, Ann. of Math. (2) 146 (1997), no. 3, 693-724.

M. Lacey, C. Thiele, On Calderdn’s conjecture, Ann. of Math. (2) 149 (1999),
no. 2, 475-496.

D. Lépingle, La variation d’ordre p des semi-martingales, 7. Wahrscheinlichke-
itstheorie und Verw. Gebiete 36 (1976), no. 4, 295-316.

L. H. Loomis, H. Whitney, An inequality related to the isoperimetric inequality,
Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949), 961-962.

201 Harmonijska analiza



Bibliografija

[Men23]
[Mey92]
INS14]
[OSTTW12]

[Osel2]

[Pic72]
[Pro04]
[Rad22]
[RY99)]

[Rud87]
[Sar(2]
[Ste61]

[Ste70]
[Ste82]
[Ste93]
[Ste9s]
EEEE)

[SW59]
[SW71]

[Tao07]

V. Kovac

D. E. Menchoff, Sur les séries des fonctions orthogonales, Fund. Math. 4 (1923),
92-105.

Y. Meyer, Wavelets and Operators, Cambridge University Press, Cambridge,
1992.

M. Nielsen, H. Siki¢, On stability of Schauder bases of integer translates, J. Funct.
Anal. 266 (2014), no. 4, 2281-2293.

R. Oberlin, A. Seeger, T. Tao, C. Thiele, and J. Wright, A wvariation norm
Carleson theorem, J. Eur. Math. Soc. 14 (2012), no. 2, 421-464.

A. Osekowski, Sharp martingale and semimartingale inequalities, Mathematics
Institute of the Polish Academy of Sciences, Mathematical Monographs 72,
Birkhé&user/Springer, Basel, 2012.

S. K. Pichorides, On the best values of the constants in the theorems of M. Riesz,
Zygmund and Kolmogorov, Studia Math. 44 (1972), 165-179.

P. E. Protter, Stochastic integration and differential equations, Stochastic Mo-
delling and Applied Probability, Springer-Verlag, Berlin, 2004.

H. Rademacher, FEinige Sdtze uber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunkti-
onen, Math. Ann. 87 (1922), 112-138.

D. Revuz, M. Yor, Continuous martingales and Brownian motion, Fundamental
Principles of Mathematical Sciences, Springer-Verlag, Berlin, 1999.

W. Rudin, Real and Complex Analysis, treée izdanje, McGraw-Hill, 1987.
N. Sarapa, Teorija vjerojatnosti, Skolska knjiga, Zagreb, 2002.

E. M. Stein, On limits of sequences of operators, Ann. of Math. 74 (1961), 140—
170.

E. M. Stein, Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, Prin-
ceton Mathematical Series 30, Princeton University Press, Princeton, 1970.

E. M. Stein, The development of square functions in the work of A. Zygmund,
Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 7 (1982), no. 2, 359-376.

E. M. Stein, Harmonic Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality and Os-
cillatory Integrals, Princeton University Press, Princeton, 1993.

E. M. Stein, Singular Integrals: The Roles of Calderon and Zygmund, Notices
Amer. Math. Soc. 45 (1998), no. 9, 1130-1140.

E.M. Stein, J.O. Strémberg, Behavior of maximal functions in R™ for large n,
Ark. Mat. 21 (1983), no. 2, 250-269.

E. M. Stein, G. Weiss, An extension of a theorem of Marcinkiewicz and some of
its applications, J. Math. Mech. 8 (1959), 263-284.

E. M. Stein, G. Weiss, Introduction to Fourier Analysis on Fuclidean Spaces,
Mathematical Series 32, Princeton University Press, Princeton, 1971.

T. Tao, Graduate Fourier analysis, skripta kolegija, UCLA, 2006./2007.

202 Harmonijska analiza



Bibliografija

[Thi06]

[Wan95]
[Wol82]
[Wut98]

[Yan51]

[Zyg71]

V. Kovac

C. Thiele, Wave Packet Analysis, CBMS Regional Conference Series in Mathe-
matics 105, AMS, Providence, 2006.

X. Wang, The study of wavelets from the properties of the their Fourier tran-
sform, Ph.D. Thesis (advisor G. L. Weiss), Washington University, 1995.

T. H. Wolff, A note on interpolation spaces, dio knjige Harmonic Analysis, Lec-
ture Notes in Mathematics 908, Springer, Berlin-New York, 1982, 199-204.

The Wutam Consortium, Basic Properties of Wavelets, J. Fourier Anal. Appl. 4
(1998), no. 4 and 5, 575-594.

S. Yano, Notes on Fourier analysis. XXIX. An Extrapolation Theorem, J. Math.
Soc. Japan 3 (1951), no. 2, 296-305.

A. Zygmund, Intégrales Singuliéres, Lecture Notes in Math. 204, Springer-
Verlag, Berlin, 1971.

203 Harmonijska analiza



	Sadržaj
	Pregled oznaka
	Predgovor
	Kvantitativne formulacije kvalitativnih rezultata
	Kvalitativni i kvantitativni rezultati
	Dva općenita principa konvergencije
	Hardy-Vinogradovljeva i Bachmann-Landauova notacija

	Multilinearna interpolacija Lp prostora
	Dualnost
	Realna metoda interpolacije
	Kompleksna metoda interpolacije

	Pozitivni i apsolutno dominirani integralni operatori
	Dilatacijske simetrije i raspon Lp ocjena
	Translacijske simetrije i raspon Lp ocjena
	Dominirane i okrnjene jezgre

	Ograničeni Calderón-Zygmundovi operatori
	Definicija Calderón-Zygmundovog operatora
	Omeđenost na Lp prostorima
	Hilbertova transformacija
	Poissonov integral
	Fourierovi množitelji
	Omeđenost na prostorima H1 i BMO
	Hinčinova nejednakost i Littlewood-Paleyeva teorija

	T(1) teorem
	Iskaz T(1) teorema i neki primjeri
	Postojanje valićnih baza
	Diskretna Schurova lema
	Dokaz T(1) teorema u posebnom slučaju
	Paraprodukti i dokaz općenitog slučaja
	Cauchyjev integral duž Lipschitzovog grafa

	Maksimalne ocjene
	Hardy-Littlewoodova maksimalna funkcija
	Ocjene i konvergencija martingala
	Calderónov princip prijenosa
	Maksimalni singularni integrali
	Steinov maksimalni princip

	Bibliografija

