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.DEC R4, 0

. DEC R, 19
. INC Ry
.INC R,
.DEC R4, 16
.DEC R4, 7
.GOTO3

. INC R3
.DEC Ry, 11
. INC R3
.GOTO 7/

. INC R4
.DEC R3, 0
.INC R

. INC R4
.goTo 11
.DEC Ry, 0
.INC R
.GOTO 16
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A. Strojevi s registrima

A.1. RAM-izracunljivost jednostavnih funkcija

A.1.1. Napisite RAM-program koji racuna funkciju zadanu sa
X paran
f(x) =12’ A
0, inace

A.1.2. Napisite RAM-programe koji racunaju funkcije:
a) min27 b) Z|{3n+1|neN}-

A.1.3. Napisite program za RAM-stroj koji ra¢una dvomjesnu funkciju max. 4

A.1.4. Napisite RAM-program koji raéuna funkciju zadanu s f(x,y) := [y -sgnx]. A

3

A.1.5. Napisite RAM-program koji ra¢una funkciju zadanu s f(x) := zbroj bitova u binarnom
zapisu broja x. (Primjerice, f(19) = f((]OOH)z) =1+0+0+1+1=3.) 4

A.1.6. Napisite RAM-program koji ra¢una funkciju f(x) := x mod 3. 4

. 0) n=1 o .. .
A.1.7. Neka je f(n) :» . Napisite RAM-program koji rauna f. 4
n, n>2

A.2. RAM-izracunljivost relacija

A.2.1. Napisite RAM-program koji pokazuje da je relacija (=) RAM-izracunljiva. 4
A.2.2. Dokazite da je skup (a) parnih, (b) neparnih brojeva RAM-izraunljiv. 4
A.2.3. Dokazite pisanjem programa da je graf funkcije mul? RAM-izra¢unljiv. 4

A.2.4. Dokazite (pisanjem programa) da su relacije (<) i (>) RAM-izraunljive. 4

A.3. RAM-izracunljivost restrikcija

A.3.1. Neka je S := {(x,y) € N> | 0 < x < y}. Napisite program za RAM-stroj koji ra¢una
funkciju f: S — N zadanu sa f(x,y)=x-1. 4

A.3.2. Neka je S := {(x,y) € N2 | x -y = 2}. NapiSite program za RAM-stroj koji ra¢una
restrikciju konstante 1 na skup S. 4



A.4. Makro-izracunljivost

A.3.3. Napisite program za RAM-stroj koji racuna restrikciju funkcije add® na Kartezijev
produkt skupa svih parnih i skupa svih neparnih prirodnih brojeva.

A.3.4. NapiSite program za RAM-stroj koji ra¢una funkciju f : S - N, zadanu pravilom
f(x,y) = max {x,y} - min{x,y}, gdje je S:={(x +y,x-y) [ (x,y) eN*Ax>y}. *

A.3.5. Napisite RAM-programe koji racunaju sljedece restrikcije inicijalnih funkcija:
a) ZInvgo,1y, B) Hlane 4

A.3.6. Napisite program za RAM-stroj koji ra¢una funkciju
a) £:{0,1,2,3,4} - N, f(x) :=x+2,
b) f:{(x,y) eN?[x+y =5} >N, f(x,y) =y
c) f:N2x{1} >N, f(x,y,z):=x+y

A.3.7. Oznadimo s R? relaciju ,biti razli¢it” na prirodnim brojevima.
Napisite RAM-program koji ra¢una (a) konstantu 1, (b) funkciju min, restringiranu na R.

A.3.8. Napisite RAM-program koji ra¢una restrikciju funkcije 12 na (a) Gs., (b) {(1,2)}c. 4
A.3.9. Napisite program za RAM-stroj koji ra¢una funkciju definiranu formulom

f(x,1,y) :=x.
A.3.10. Napisite program za RAM-stroj koji racuna funkciju definiranu formulom

f(n,n) =n.

A.3.11. Napisite RAM-program koji racuna restrikciju identitete na skup:
(a) {0,2,4}, (b) {1,2,3}, (c) svih neparnih prirodnih brojeva.

A.3.12. Napisite RAM-program koji racuna funkciju definiranu formulom
f(n,2) :=m+1.
A.3.13. Napisite RAM-program koji ra¢una funkciju definiranu formulom

f(i,i+2):=i+1. 4

A.4. Makro-izracunljivost

A.4.1. Napisite program za makro-stroj koji ra¢una funkciju f : N3 - N zadanu sa
f(x,y,z) =max{x +y,x+z,y +z}. *

A.4.2. Napisite program za makro-stroj koji ra¢una funkciju f : N2 - N zadanu s

f(x,y) == min {x +y,xy,xY }.



A. Strojevi s registrima

A.4.3. Napisite program za makro-stroj koji rac¢una funkciju zadanu s
X
f(X,y) = LJJ :
A.4.4. Neka je S skup svih prirodnih brojeva djeljivih s 3, te f: S - N, f(x) := 2x + 1. Napisite
makro-program koji ra¢una funkciju f.

A.4.5. NapiSite program za makro-stroj koji ra¢una restrikciju funkcije kvadriranja na skup
prirodnih brojeva kongruentnih 2 modulo 3. 4

A.4.6. Neka je Py RAM-program koji ra¢una funkciju H2. Napisite makro-program koji ra¢una
funkciju 3mH. 4

A.4.7. Neka su >, g i h> RAM-izra¢unljive funkcije.
Napisite makro-program koji racuna njihov zbroj.

A.4.8. Napisite program za makro-stroj koji racuna funkciju f(x,y) €ija vrijednost je log, x
ako je to dobro definiran prirodni broj, a x +y inace. *

A.4.9. Napisite program za makro-stroj koji racuna funkciju koja x preslikava u [\/7_<J A
A.4.10. Koliko instrukcija ima spljostenje makro-programa

0. MMOVE 7 FROM Rj.. TO Ro..
1. DEC R3, 1 74
2. ZERO Rg

A.5. LOOP-izracunljivost

A.5.1. Napisite (a) RAM-program, (b) makro-program, (c) LOOP-program koji racuna funkciju
blh (duljinu zapisa broja u pomaknutoj bazi 2).
(Primjerice, blh(51) = blh((21211),) =5, blh(2) = 1, blh(0) = 0.)

A.5.2. Pisanjem programa dokazite da je skup prim-brojeva P primitivno rekurzivan. *

A.5.3. Neka je funkcija zn3 zadana sa

. znamenka na i-toj poziciji u zapisu brojan u bazi b, b>2
zn(n,i,b) :=

n inace

(pozicije znamenaka brojimo zdesna nalijevo pocevsi od 0, npr. zn(123456,2,10) = 4). Dokazite
pisanjem programa da je zn primitivno rekurzivna funkcija.

A.5.4. Neka je funkcija zz? zadana sa

zbroj znamenaka brojan u bazi b, b>2
zz(n,b) =4n, b=1.
0, b=0

Dokazite pisanjem programa da je zz primitivno rekurzivna funkcija.



A.6. Varijante RAM-strojeva
A.5.5. Dokazite pisanjem programa da je svojstvo prirodnih brojeva ,imati to¢no 3 prim-
djelitelja” primitivno rekurzivno.
A.5.6. Dokazite da je svaka inicijalna funkcija LOOP-izracunljiva.

A.5.7. DokazZite pisanjem programa da je enumeracija prim-brojeva (rastuéi niz kojem je slika
P) primitivno rekurzivna.

A.5.8. Dokazite da je funkcija pow LOOP-izracunljiva.

A.5.9. Dokazite (pisanjem odgovarajuceg programa) da postoji RAM-izra¢unljiva funkcija koja
nije LOOP-izracunljiva. 4

A.6. Varijante RAM-strojeva

A.6.1. RAMv2-stroj definiramo kao i RAM-stroj, samo §to RAMv2-programi imaju samo dva
tipa instrukcija:

INC R; Jednako kao kod RAM-, makro- i LOOP-programa.

DEC R;&( Ako je sadrzaj registra R; pozitivan, umanji ga za 1 i postavi PC na (.

Inace samo poveca PC za 1.
Dokazite da je proizvoljna funkcija RAM-izracunljiva ako i samo ako je RAMv2-izracunljiva.

A.6.2. RAMwv3-stroj definiramo kao i RAM-stroj, samo $to RAMv3-programi nemaju instruk-
ciju tipa co To (imaju samo instrukcije tipa INC i DEC). Dokazite da je proizvoljna funkcija
RAM-izracunljiva ako i samo ako je RAMv3-izracunljiva. 4

A.6.3. RAMv/-stroj definiramo kao i RAM-stroj, samo $to RAMv4-programi mogu imati
dodatnu instrukciju sToP, &ije izvrSavanje prekida izvrSavanje RAM-programa (ali ne i
eventualnih makro-programa koji sadrze taj RAM-program kao zvjezdica-instrukciju). DokaZite
da je proizvoljna funkcija RAM-izrac¢unljiva ako i samo ako je RAMv4-izra¢unljiva. 4



B. Funkcijsko programiranje

B.1. Primitivno rekurzivne funkcije

B.1.1. Dokazite da je euklidska udaljenost na N, zadana s d(x,y) := |x — y|, primitivno rekurzivna

funkcija. Pomoc¢u nje napisite simbolicku definiciju jednakosti. 4

B.1.2. Neka je k € N, proizvoljan.

Dokazite da su funkcije min® i max¥* primitivno rekurzivne. 4

B.1.3. Za prirodne brojeve a, b i c, sa r(a, b, c) ozna¢imo broj (a) cjelobrojnih, (b) racionalnih,

(c) realnih rjeSenja kvadratne jednadZzbe (a + 1)x? + bx + ¢ = 0. Je li funkcija r3 primitivno

rekurzivna? ObrazloZite. 4

B.1.4. Za svaki n € N, sa a, ozna¢imo n-tu znamenku zdesna (npr. n = 3 je znamenka stotica)
u dekadskom zapisu broja n! (n faktorijel). Ako n! ima manje od n znamenaka, ili je n =0,
stavimo a, = 0. DokaZite da je tako dobiveni niz primitivno rekurzivan.

B.1.5. Neka je f! primitivno rekurzivna funkcija. Neka je g' definirana s
g(n) = f(f(-f(n)-)),
gdje postoji n poziva funkcije f. Dokazite da je g takoder primitivno rekurzivna. 4
B.1.6. Dokazite da je Eulerova funkcija ¢, definirana s
@(n) := broj brojeva iz [1--n] relativno prostih s n,
primitivno rekurzivna.

B.1.7. Dokazite da su funkcije div® 1 mod” (rezultat i ostatak cjelobrojnog dijeljenja; dodefini-
rajmo div(x,0) := mod(x,0) := x) primitivno rekurzivne.

B.1.8. Neka je G? primitivno rekurzivna funkcija. DokaZite da je F?, zadana s
F(x,y) = min G(x,2),
takoder primitivno rekurzivna. Gdje nastaje problem ako stavimo z <y?

B.1.9. Neka je (an, )nen niz prirodnih brojeva koji je od nekog mjesta nadalje periodi¢an: postoje
m,teN, takvi da je za sve n > m, a, . = a,. Dokazite da je taj niz primitivno rekurzivan.
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B.2. Primitivno rekurzivne relacije

B.1.10. Neka su G' i H? primitivno rekurzivne funkcije. DokaZite da je F2, zadana s

F(x,0) = G(x),
F(x,z+1):= F(H(x,z),z),

primitivno rekurzivna.

B.1.11. Neka je k € N, te R*! primitivno rekurzivna relacija.
Znamo da je tada funkcija F(X,z) := (uy < z) R(X,y) primitivno rekurzivna.
Dokazite to direktno, definirajuéi je primitivhom rekurzijom. 4

B.1.12. DokaZite da je gcd (najveéi zajednicki djelitelj) primitivno rekurzivna funkcija,
piSuéi Euklidov algoritam kao rekurziju s potpunom povijescu.

B.1.13. Dokazite ,ogranicenu” verziju teorema o grafu za primitivno rekurzivne funkcije:
Fk je primitivno rekurzivna ako i samo ako ima sljede¢a dva svojstva:

e njen graf Gr je primitivno rekurzivan;
e postoji primitivno rekurzivna funkcija B* takva da za sve X € N* vrijedi F(X) < B(X).

B.1.14. DokaZite da Ackermannova funkcija A? nije primitivno rekurzivna. 4

B.2. Primitivno rekurzivne relacije

B.2.1. Dokazite da je ¢etveromjesna relacija S, zadana sa: S(a,b,k,l) znaéi da se pravci
eksplicitnih jednadzbi y = ax+b iy = kx + | sijeku u tocki s cjelobrojnim koordinatama,
primitivno rekurzivna.

B.2.2. Dokazite da je dvomjesna relacija ,biti relativno prost sa” na skupu N primitivno
rekurzivna.

B.2.3. Dokazite da je svojstvo prirodnih brojeva ,moze se prikazati kao zbroj dvaju kvadrata
prirodnih brojeva” primitivno rekurzivno.

B.2.4. S t(n) oznacavamo broj prirodnih djelitelja od n. (t(0) se ne definira.) Dokazite da je
relacija R3 zadana s
R(x,y,z) <= 1(y) € [x - 2)

primitivno rekurzivna.

B.2.5. Dokazite da je relacija R?, zadana s
nRm:= (ke N) (n*+2n*" =m),
primitivno rekurzivna.

B.2.6. Za paran broj kaZemo da je Goldbachov ako je zbroj dva prim-broja. (Neparni brojevi
nikada nisu Goldbachovi.) DokaZite da je svojstvo ,biti Goldbachov” primitivno rekurzivno.

11



B. Funkcijsko programiranje

B.2.7. Dokazite da je svojstvo prirodnih brojeva ,imati viSe jedinica nego nula u binarnom
zapisu” primitivno rekurzivno.

B.2.8. Neka su A,B ¢ N primitivno rekurzivni skupovi. Dokazite da su i skupovi AuB, An B,

AN B i A x B takoder primitivno rekurzivni. 4

B.2.9. Neka je k € N, te R* primitivno rekurzivna relacija. DokaZite da je
S:= {(i>a)b)€ Nk+]|(3y €<a”'b>)R(i>y)}
takoder primitivno rekurzivna relacija.

B.2.10. Neka je p(x) € Q[x] fiksni polinom.
Dokazite da je relacija N2, zadana s m N n :<— p(%) =0, primitivno rekurzivna.
Vrijedi li isto za relaciju P zadanu s m P n <= p(%) > 07

B.2.11. Za skup brojeva T, i k € N,, definiramo brojevnu relaciju N¥ ¢ N¥ sa:

Nt(ax-1,Qk-2,...,a1,0p) 1< ,jednadzba Zaixl =0 ima rjeSenje u skupu T".
i<k

Dokazite da su za sve k <5, relacije N, NX, N§, N§ i N§ primitivno rekurzivne.

B.3. Rekurzivne funkcije

B.3.1. Neka je S ¢ N beskonacan rekurzivan skup.
Dokazite da je S slika neke strogo rastuce rekurzivne funkcije.

B.3.2. Neka je k € N, te G**1, H* i HX rekurzivne funkcije. Neka je F* zadana s
B Ha (%) o
F(x):= > G(x,1)
i=H; (%)
(prazne sume smatramo jednakima 0). DokazZite da je F rekurzivna funkcija.
B.3.3. Neka je k€ N,, te G**1, H¥ i H5 rekurzivne funkcije. Neka je F* zadana s
Ha (%) )
F(x):= [] G(%1)
i=H; (%)
(prazne produkte smatramo jednakima 1). Dokazite da je F rekurzivna funkcija.

B.3.4. Dokazite da je Fibonaccijev niz rekurzivan. Je li i primitivno rekurzivan?

B.3.5. Funkcija ,dvofaktorijel” definirana je sa
on:=1M:=1, nl=n-(n-2)! za nx>2.

Dokazite da je dvofaktorijel rekurzivna funkcija. Je li i primitivno rekurzivna?

12



B.4. Parcijalno rekurzivne funkcije

B.3.6. Neka je k € N, neka su gk i h¥+3 rekurzivne funkcije, te neka je f**! zadana sljedeéim
jednakostima:

f(%,0) = f(x,1) = 8(X)
f(i)y +2) = h(i>f(i)y)>f(i>y + 1)»9)
Dokazite da je f rekurzivna funkcija.
A

B.3.7. Navedite dva primjera definicije funkcije pomoc¢u rekurzije koja nije primitivna.

B.3.8. Neka je k € N,, te R¥ rekurzivna relacija. Je li relacija

Si= | (%) x [y~ +oo)

(%,y)eR

nuzno rekurzivna? Dokazite ili opovrgnite.

B.3.9. Neka je G' rekurzivna funkcija. DokaZite da je F', zadana s
F(x) := max G(y),
takoder rekurzivna. Vrijedi li isto za funkciju H(x) := max G(y)?
y>x

B.3.10. Neka je G? rekurzivna funkcija.
DokaZite da postoji rekurzivna funkcija F? koja ima sljedeéa dva svojstva:

i) Zasve i,jeN, F(i,j) <F(i,j+1).
ii) Zasve i,neN, Y31, G(i,j) = 0 ako i samo ako je Y, F(i,j) =0. 4
B.3.11. Pretvorite u simbolicki zapis:
f(x,0,y) =x+y,
f(x,z+1,y) =f(x,2,y) - y.

B.3.12. Neka je S ¢ N beskonacan rekurzivan skup. Dokazite da postoji rekurzivna bijekcija
izmedu S i N. Sto ako je S relacija mjesnosti vece od 17

B.3.13. Neka je R (primitivno) rekurzivna relacija mjesnosti barem 2.
Dokazite da je graf njene minimizacije G,,gr takoder (primitivno) rekurzivan.

B.4. Parcijalno rekurzivne funkcije

B.4.1. Za svaki i€ {0,1,2} s P; ozna¢imo skup svih prirodnih brojeva kongruentnih i modulo 3.
DokaZite da postoji parcijalno rekurzivna funkcija f s domenom P; i slikom P,. Je li takva
funkcija jedinstvena? 4

B.4.2. Neka je f : N - N rekurzivna funkcija. DokaZite da je g, zadana s
g:Zs = N, g(x) =2x+1,

parcijalno rekurzivna. 4
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B. Funkcijsko programiranje

B.4.3. Neka je S rekurzivan podskup od N. Mora li funkcija f:S — N, f(x) = x2, biti parcijalno
rekurzivna? 4

B.4.4. Napisite parcijalno rekurzivnu funkciju sort' : Seq — Seq. 4

B.4.5. Neka je f parcijalno rekurzivna funkcija, i S rekurzivan skup.

Dokazite da je i funkcija f|s (restrikcija f na S) parcijalno rekurzivna. 4

B.4.6. Neka je f(x,y) :=y—x~— 1. DokaZite da je f|;-1[y) parcijalno rekurzivna funkcija.

B.4.7. Rep kona¢nog niza (x1,X2,...,Xy) definiramo kao (x2,...,xx) (prazan niz nema definiran
rep). Dokazite da postoji jednomjesna parcijalno rekurzivna funkcija koja kodu niza pridruzuje
kod njegova repa. Je li takva funkcija jedinstvena?

Postoji li primitivno rekurzivna funkcija s tim svojstvom?

B.4.8. Neka je f(x) := 8x = x mod 8. Dokazite ili opovrgnite: slika funkcije f (oznaka Z¢) je
primitivno rekurzivna. Sto mozete reéi o izracunljivosti funkcije f|z,?
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C. Kodiranja

C.1. Dekodiranje RAM-programa

C.1.1. Odredite {2260°-99.55%.719.21873}(125,332,46).

C.1.2. Neka je e =2.187-1073504,
Odredite domene funkcija {e}' i {e}” te izradunajte {e}(12,5).

C.1.3. Neka je e =2301.325.54501.77,
Odredite domenu i sliku funkcije {e}* i izra¢unajte {e}(17,19).

C.1.4. Odredite domenu i sliku jednomjesne funkcije s indeksom 24501 .373.357,
C.1.5. Odredite domenu i sliku jednomjesne funkcije s indeksom 281 .37,

C.1.6. Neka je e = 128322501 .55%.77,
Odredite domenu i sliku funkcije {e}' te izratunajte {e}(2011).

C.1.7. Neka je e = 255.3901.57  Qdredite domenu i sliku funkcije {e}? i izradunajte {e}(20,12).

C.1.8. Neka je e = (200, 2700, 6).
Odredite domenu i sliku funkcije {e}* te izratunajte {e}(0,17). 4

C.1.9. Neka je e = (67500, 6,24,162).
Odredite domenu i sliku funkcije {e}” te izradunajte {e}(20,12).

C.1.10. Izrac¢unajte comp(153,17,1024,2337501.2187.573).

C.2. Ostali zadaci s indeksima

C.2.1. Broj e u heksadecimalnom zapisu zavrSava znamenkama ---26000000. Odredite Z_.,..

C.2.2. Neka je e indeks neke rekurzivne funkcije koji nije djeljiv s 1024. Izra¢unajte
{262144e}(6,2,8).

C.2.3. Neka je e indeks neke rekurzivne funkcije koji nije djeljiv s 1024 niti s 19, ali jest djeljiv
sa 17. Izraunajte {2°2482¢}(3,2).

C.24. a) Napisite primitivno rekurzivnu funkciju i', &ija parcijalna specifikacija je:

(VkeN)(Yne[1-k])({i(n)}*=1%).

15



C. Kodiranja
b) Napisite parcijalno rekurzivnu funkciju i? ¢ija je domena {(n,k) e N2 |ne[1--k]},
a vrijednost i(n,k) je (neki) indeks inicijalne funkcije k. 4

C.25. a) Dokazite da postoji primitivno rekurzivna jednomjesna funkcija c
takva da za sve n e N i sve k e N, vrijedi {c(n)}* = Ck.

b) Postoji li takva funkcija c i broj no tako da vrijedi lh(c(no)) < no?
Detaljno obrazlozite! 4

C.2.6. Odredite dva indeksa za funkciju Sc, takva da nisu djeljivi jedan drugim. 4
C.2.7. Odredite sve i€ N takve da vrijedi Prog(i?). 4
C.2.8. Dokazite da ne postoji funkcija koja ima to¢no 3 indeksa. #

C.2.9. Ka%emo da je prirodni broj e parno sastavljen ako je e[i][j] paran broj za sve i,j € N.
Dokazite da postoji jedinstvena nerekurzivna dvomjesna funkcija s parno sastavljenim indeksom.
Navedite primjer dvije rekurzivne funkcije s parno sastavljenim indeksima.

C.3. Kodiranje logike

C.3.1. Propozicijsku varijablu P; kodiramo kao (0,1), negaciju —F kao (1,f), te kondicional
(F— G) kao (2,f,g), gdje su fi g kodovi za Fi G redom (ostale veznike shva¢éamo kao pokrate
na standardni naéin). Dokazite da su sljedeéi skupovi rekurzivni:

a) skup kodova svih formula logike sudova;
b) skup kodova svih instanci sheme aksioma Al (A - (B - A)).

C.3.2. Odredite RAM-program T i ulazne podatke t takve da problem zaklju¢ivanja

{P(x,0) = S(x,0),P(x,5(y)) = Q(x,Y), Q(x,0) = Q(x,0),Q(x,5(y)) = R(x,y),
R(x,y) = P(x,1),P(0,5(s(s(0))))} " IxIy S(x,y)

modelira zaustavljanje T-izra¢unavanja s t, te odredite je li zaklju¢ak valjan.

C.3.3. Za neko kodiranje abecede X, jedna od formula koje opisuju P-izra¢unavanje ima kod
(74666715168A466667153716888)1,.

Odredite jednu instrukciju od P (zajedno s rednim brojem), te odredite Sirinu od P i broj
ulaznih podataka (mjesnost).

C.3.4. Smislite neko kodiranje prosirene logicke abecede Z|, := Zio U{A,V, <, 3} koja sadr#i
sve logicke veznike i oba kvantifikatora, u pomaknutoj bazi 16 — tako da za formule (koje
ne sadrze separator #) iz grafickog izgleda obi¢nog heksadecimalnog prikaza koda mozemo

,procitati” formulu. 4
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C.4. Ostali zadaci s kodiranjem

C.3.5. Smislite abecedu $to sli¢niju logickoj, ali takvu da koristi samo 9 simbola (sa separatorom
10), tako da se kodovi formula mogu normalno ¢itati i pisati u dekadskom zapisu.

C.3.6. Propozicijsku varijablu P; kodiramo kao (0,1); negaciju -¢ kao (1, a) gdje je a kod od
@; a ostale formule (@ o) kao (t,a,b), gdje je a kod od ¢, b kod od P, a veza izmedu o it
dana je tablicom

o‘/\\/—><—>
t|2 3 4 5°

Dokazite da je skup kodova svih formula logike sudova rekurzivan.

C.4. Ostali zadaci s kodiranjem

C.4.1. Napisite primitivno rekurzivnu funkciju Width' koja svakom kodu RAM-programa P
pridruzuje Sirinu od P (najmanji prirodni broj m takav da su redni brojevi svih registara koji se
pojavljuju u instrukcijama od P, strogo manji od m). Ako e nije kéd nijednog RAM-programa,
Width(e) := 0.

C.4.2. Dokazite da je funkcija prod zadana s prod((x1,...,Xk)) := X1+ Xy primitivno rekurzivna.
Brojeve koji nisu kodovi kona¢nih nizova preslikajte u 0. Kod praznog niza preslikajte u 1.

C.4.3. Smislite kodiranje za stogove prirodnih brojeva (elementtype = N). U tom kodiranju
napisite konstante, primitivno rekurzivne pratece funkcije i relacije osnovnih metoda MakeNull,
Push, Pop, Top 1 Empty apstraktnog tipa podataka Stack.

(Na primjer, Pop' je funkcija koja prima kod stoga i vraca kod tog stoga bez zadnjeg
stavljenog elementa. To je parcijalna specifikacija: Pop(x) moZe biti bilo §to ako x ¢ Stack.)

C.4.4. Smislite kodiranje za apstraktni tip podataka Queue, te realizirajte njegove osnovne
metode make_null, empty, enqueue, dequeue i front na primitivno rekurzivan nacin.

C.4.5. Neoznaceno binarno stablo je ili prazno ili ureden par manjih neoznacenih binarnih
stabala. Prazno stablo kodiramo nulom, a par stabala kao par njihovih kodova. Dokazite da
je skup svih kodova neoznacenih binarnih stabala rekurzivan.

C.4.6. Neka je B! primitivno rekurzivna funkcija, neka je k € N,, i neka je P RAM-program
takav da za svaki X € N¥, P-izradunavanje s X stane u najviSe B((x)) koraka. DokaZite da je
funkcija {'P'}* koju ra¢una P primitivno rekurzivna.
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D. Turing-izracunljivost

D.1. Teorijski zadaci

D.1.1. Dokazite da je skup Turing-izracunljivih jezi¢nih funkcija (nad istom abecedom X)

zatvoren na kompoziciju. 4

D.1.2. Izratunajte 3-"(/ee//0). 4
D.1.3. Definirajte Turingov stroj i pojam Turing-izra¢unljive jezi¢ne funkcije.

D.1.4. Dokazite da problem zaustavljanja za Turingove strojeve nad abecedom {a,b,c} nije
odluciv.

D.1.5. Neka je X abeceda, NX neko njeno kodiranje, i L ¢ £* jezik nad njom.
Dokazite da je (L) := {{w):welL}:

a) rekurzivan skup ako i samo ako postoji Turingov odlucitelj koji prepoznaje L;
b) rekurzivno prebrojiv ako i samo ako postoji Turingov stroj koji prepoznaje L;
c) rekurzivno prebrojiv ako i samo ako postoji Turingov enumerator koji nabraja L.

D.1.6. Definirajte funkciju bin® i dokazite da je primitivno rekurzivna.
Specificirajte njen (jednostrani) inverz i objasnite gdje se koristi.

D.2. Turingovi odlucitelji

D.2.1. Konstruirajte Turingov odluéitelj koji prepoznaje jezik B[N3].
D.2.2. Konstruirajte Turingov odluditelj koji prepoznaje jezik L, := {amb™c™™ | m,n € N}.

D.2.3. Konstruirajte Turingov odlucitelj koji prepoznaje jezik L. := {a™b™c™ |neN,},
ali takav da se za vrijeme izraéunavanja s w nikad ne pomakne dalje od pozicije |w|.
(Takve Turingove strojeve zovemo ogranicenima.)

D.2.4. Nacrtajte dijagram Turingova odluditelja za f3[>].

D.3. Jezicne i pratece funkcije

D.3.1. Neka je X :={a,b,c} abeceda, i N kodiranje zadano abecednim redoslijedom.
Kojoj jezi¢noj funkciji (ako ikojoj) ¢ nad X odgovara prateca funkcija N (x) :=9x +57 4

D.3.2. Neka je f(x) := Recode(x,5,5). Odredite jezi¢nu funkciju N-'f nad X := {a,b,c,d,e}.
Ovisi 1li ona o izboru kodiranja NX?
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D.4. Turingovi strojevi za jezicno zadane funkcije

D.4. Turingovi strojevi za jezicno zadane funkcije

D.4.1. Nad abecedom {a,b} promotrimo jezik svih rije¢i parne duljine, i funkciju ¢y, definiranu
na tom jeziku koja svaku rije¢ w preslika u njenu prvu polovicu (prefiks od prvih @ znakova
od w). Dokazite da je ¢y Turing-izra¢unljiva.

D.4.2. Neka je X abeceda koja sadrzi znak #. Navedite komponente Turingova stroja koji
raCuna jezi¢nu funkciju ¢ : £* —» X* zadanu s @(w) := #w.

D.5. Turingovi strojevi za brojevno zadane funkcije

D.5.1. Nacrtajte dijagrame Turingovih strojeva koji racunaju sljedece unarne reprezentacije
inicijalnih funkcija: (a) Z, (b) Sc, (c) el].

D.5.2. Nacrtajte dijagrame Turingovih strojeva koji racunaju sljedece binarne reprezentacije
inicijalnih funkcija: (a) pZ, (b) RSc, (c) B}, (d) BIF, (e) Bl5, (£) BI5.

D.5.3. Konstruirajte Turingov stroj koji ra¢una funkciju 7t nad {a,b,c} takvu da je N7t = pd.

D.5.4. Crtanjem dijagrama Turingova stroja dokazite da je funkcija x — 2x Turing-izrac¢unljiva.

D.6. Binarna i dekadska aritmetika

D.6.1. Odredite komponente Turingova stroja koji racuna jezi¢nu funkciju ¢ nad abecedom
L :={0,1,...,9}, ¢ija je domena jezik svih validnih dekadskih zapisa prirodnih brojeva,
a svaki takav zapis preslikava u zapis sljedbenika. Primjerice, ¢(369) = 370, @(0) = 1,
©(9999) = 10000, dok &, 000000 i 05 nisu u domeni od @.

D.6.2. Opisite (na visokoj razini) rad Turingova stroja koji rjeSava zadatke sa zbrajanjem
binarno zapisanih prirodnih brojeva, nad abecedom {0,1,+}. Recimo, ((101+111) = 1100,
gdje je C funkcija koju taj stroj racuna (jer je 5+7 = 12). Postoji li ogranicen takav stroj?

D.6.3. Opisite (na visokoj razini) rad Turingova stroja koji rjeSava zadatke s mnoZenjem
binarno zapisanih prirodnih brojeva, nad abecedom {0, 1,*}. Recimo, n(101*111) = 100011,
gdje je u funkcija koju taj stroj ra¢una (jer je 5-7 = 35). Postoji li ogranien takav stroj?

D.6.4. Opisite (na visokoj razini) rad Turingova stroja koji rjeSava zadatke s potenciranjem
binarno zapisanih prirodnih brojeva, nad abecedom {0, 1,~}. Recimo, 7(101~11) =1111101,
gdje je 7 funkcija koju taj stroj ra¢una (jer je 53 = 125). Postoji li ograni¢en takav stroj?
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E. Primjena teorema rekurzije i srodnih teorema

E.1. Opce rekurzije i rekurzivni sustavi

E.1.1. Neka je M totalna funkcija definirana s
(n): n-10, n> 100
- M(M(n+11)), inace
(ne morate dokazivati da je M time dobro definirana). Dokazite da je M rekurzivna funkcija.
Je li i primitivno rekurzivna? 4

E.1.2. Neka je c funkcija definirana sa

O) TL:1

c(n) =41 +c(%), N paran .

1+c(3n+1), inace

a) Dokazite da je c parcijalno rekurzivna funkcija.

)
b) Dokazite da c nije rekurzivna funkcija.
)

c) Napisite makro-program koji ra¢una funkciju c.

A

d) Napisite RAM-program koji ra¢una c.
E.1.3. Dokazite da postoji parcijalno rekurzivna funkcija F koja zadovoljava sustav:
F(x1,%2,0) :=x1 +x2,

F(xq,x2,y+1): [y log, F(x1 + 1,%2 + 2,y) ;x1J.

A

E.1.4. Dokazite da je sljede¢im jednakostima definirana jedinstvena parcijalno rekurzivna

funkcija: .
fnoy=[ 5 (5)'|

k=0 \Tl
f(n,1):=2,
f(n,y+2) = (f(n,y))2 +f(nyy+1)+7.4
E.1.5. Dokazite da je rjeSenje f sustava
f(x,0) ~x
fx,y+1) =f(x,0)-f(x+1,1)-f(x+2,2)--f(x +y,y)

jedinstveno, i da je to rekurzivna funkcija. 4
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E.2. Primjena teorema o parametru

E.1.6. Neka su k,le N, te G¥*' ... G parcijalno rekurzivne funkcije. Dokazite da postoje
indeksi € € N! takvi da za sve X € N* vrijedi simultana opéa rekurzija

{e1}(X) =~ Gy (X, €),

{e}(X) = Gy(%,€). 4

E.2. Primjena teorema o parametru

E.2.1. Dokazite da za sve k,l € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija compose}"! takva da
je za sve (g, h) e N*1, compose, (', h) indeks funkcije {h}' o ({91}k, .. .,{gl}k).

E.2.2. Dokazite da postoji primitivno rekurzivna funkcija times% takva da je za sve mymn €N,
times3(m, n) neki indeks funkcije {m}®-{n}?. 4

E.2.3. Dokazite da postoji rekurzivna funkcija F takva da je za sve prirodne brojeve m i n,
vrijednost F(m,n) neki indeks funkcije {m2}* + 2{mn}* + {n2}*. 4

E.2.4. Dokazite da postoji primitivno rekurzivna funkcija F3 takva da je za sve m,n,k € N,
F(m,n,k) neki indeks funkcije zadane s f(x,y) :~ {m?2}(x,y) + 3{n + k}(y,y,x). 4

E.2.5. Dokazite da postoji primitivno rekurzivna funkcija G takva da je za sve prirodne brojeve
m, vrijednost G(m) neki indeks funkcije {m33}' +2{m3}'.

E.2.6. Dokazite da za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija primRecurse, cija
parcijalna specifikacija glasi: ako je g indeks totalne k-mjesne funkcije G, i h indeks totalne
(k+2)-mjesne funkcije H, tada je primRecurse, (g, h) neki indeks totalne (k+ 1)-mjesne funkcije
GmH. 4

E.2.7. Dokazite da za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija Recursionf< ¢ija
parcijalna specifikacija glasi: ako je g indeks (k + 1)-mjesne funkcije G, tada e := Recursion(g)
ima svojstvo da za sve X € N* vrijedi comp(X, e) ~ G(X, e).

[Drugim rije¢ima, mo%emo isprogramirati primjenu teorema rekurzije, i tako dobiveni
algoritam na indeksima je primitivno rekurzivan.] 4

E.2.8. a) Dokazite da za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija Fixpoint,1< ¢ija
parcijalna specifikacija glasi: ako je f indeks rekurzivne jednomjesne funkcije F, tada je
e := Fixpoint, (f) neki broj takav da vrijedi e ~y F(e).

b) Dokazite da za svaku rekurzivnu funkciju F2 i za svaki k € N, postoji rekurzivna funkcija
G' takva da za sve x vrijedi F(G(x),x) ~ G(x).

E.2.9. Dokazite da za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija Minimize]L ¢ija
parcijalna specifikacija glasi: ako je r indeks (k + 1)-mjesne karakteristi¢ne funkcije relacije
R*+T tada je Minimizey (1) neki indeks k-mjesne funkcije pR.

E.2.10. a) DokaZite da za sve k € N, y € N i e € Prog, vrijedi Sx(y,e) > e, s tim da se
jednakost postize samo za y = 0.

b) Dokazite da za sve k,L€ N,, § € N' i e € Prog, vrijedi Sx(y,e) > e, s tim da se jednakost
postize samo za y; =y ==y =0.
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E. Primjena teorema rekurzije i srodnih teorema

E.3. Samoreferirajuce funkcije

E.3.1. Dokazite da postoji e € N takav da je W(x) < x > e. (S W, je oznaena domena
jednomjesne funkcije s indeksom e.) 4

E.3.2. Postoji li prirodni broj e za koji vrijedi:
a) Dieyr =Ty =1{e}?
b) Dieyr ={e} AL ={e}jc? 4
E.3.3. Dokazite da postoji e € N takav da je D¢ey = {(e,e+t) [teN}. 4
E.3.4. Dokazite da postoji e € N takav da je Z,.,1 =[e--e+127]. 4
E.3.5. Postojili q € N takav da je Diqy = {1} u{qn +2012|neN} i {q}(1) =20127 4

E.3.6. S E oznacimo skup svih parnih prirodnih brojeva. Dokazite da postoji e € N takav da
funkcija {e} ima domenu ExEC x {e} i slikue-E. 4

E.3.7. Dokazite da postoji e € N takav da je D¢y = {e,3e,%,27¢,81e,... }.
E.3.8. Dokazite da postoji e € N takav da je Diey = {(e,0)}. 4
E.3.9. Dokazite da postoji e € N takav da je {e}(x) =ex, za sve x e N. 4

E.3.10. DokaZite da postoji jednomjesna rekurzivna funkcija f ¢ija se domena sastoji toéno od
svih viSekratnika jednog (fiksnog) indeksa od f. 4

E.3.11. Dokazite da postoji e € N takav da je Dy = [0+ e].
E.3.12. Postoji li e € N takav da je D¢y = {(e,e)}?

E.3.13. Dokazite da postoji e € N takav da vrijedi
Diey = {1+e,1+e%,1+e3,...}.

E.3.14. Relacija K, je definirana s x K, y :< x? +y? < r2. Postoji li e € N takav da je
(a) Dyey = K7 (b) Tier = K7 (C) Grey = K7 4

E.3.15. Dokazite da postoji prirodan broj e koji je indeks funkcije ¢ija domena je skup {e,e+1}.
E.3.16. Dokazite da postoji e € N takav da je Dey = N x {e}.

E.3.17. Dokazite da postoji e € N takav da je D¢ey = {Zf:f ii}.

E.3.18. Dokazite da postoji e € N takav da je Diey = {e+t|teK}. 4

E.3.19. Dokazite da postoji e € K takav da je D3 =K. 4

22



E.4. Primjena teorema o fiksnoj tocki

E.4. Primjena teorema o fiksnoj tocki

E.4.1. Neka je g2 rekurzivna funkcija.
a) Dokazite da postoji funkcija f koja zadovoljava sustav
f(x,y,0) xx+y=1,
f(x,y,z+1) =~ g(f(x+g,x,z),f(xy,x,z)).
b) Dokazite da sustav iz (a) ima jedinstveno rjeSenje f.
c) Dokazite da je f iz (b) rekurzivna funkcija.

d) Dokazite da postoji n € N takav da vrijedi
3(f(n,n+ 1,n))2 + [\/f(n,n+ 1,n) ] +17 %y .

E.4.2. Dokazite da postoji prirodni broj e takav da su e i e? + 3e + 4 indeksi jedne te iste
tromjesne funkcije. Postoji li e takav da je {e}* = {e2 + 3e +4}" za sve ke N,? 4

E.4.3. Neka je f! primitivno rekurzivna funkcija. Mora li skup
S:={eeN|{e}® = {f(e)}®}

biti (a) neprazan, (b) rekurzivan? 4

E.4.4. Vrijedi li ,,uniformna” (po mjesnosti) verzija teorema o fiksnoj tocki:

»za svaku rekurzivnu F! postoji e € N takav da za sve k € N, vrijedi e ~ F(e)"? 4
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F. Primjena Riceova teorema

F.1. Skupovi indeksa

F.1.1. Dokazite da skup indeksa svih tromjesnih funkcija koje poprimaju samo prim-vrijednosti
(slika im je podskup od P) nije rekurzivan. 4

F.1.2. Je li skup indeksa svih ogranicenih rekurzivnih funkcija rekurzivan? 4
F.1.3. Je li skup S := {e e N| {e}® je parcijalno rekurzivna funkcija} rekurzivan? 4
F.1.4. Je li skup

{aeN|a+72 je indeks jednomjesne periodicke funkcije }

rekurzivan? ObrazloZite. 4

F.2. Skupovi kodova

A

F.2.1. Je li skup {(a,b) | Vx,y({ab}(x,y) = xy)} primitivno rekurzivan? ObrazloZite.
F.2.2. Oznacimo W, := D,,,1. Dokazite da {(a,b) | Wa, = Wy} nije rekurzivan skup.
F.2.3. a) DokaZite da S := {{(a,b,c) | comp(c,a-b) ~comp(b,a+2c)} nije rekurzivan skup.
b) Neka je S:={(a,b,c)|comp(c,a+b) ~comp(b,a-c)}. DokaZite da S nije rekurzivan.
F.2.4. Dokazite da skup svih kodova parova (a,b), takvih da je Z; ;1 = Z;,,y1, nije rekurzivan.

F.2.5. Neka je S skup svih kodova oblika (a,b,c) takvih da je a +c € Dpy.
Dokazite da S nije rekurzivan skup.

F.2.6. Neka je S :={(a,b,c) | {a}(b) = c}. DokaZite da S nije rekurzivan skup.

F.2.7. Neka su
S1:={(a,b) | comp(a,b) = comp(b,a)},
S2:={(a,b) | comp(a,b) = comp(b,a)}.

Jesu 1i skupovi S; 1 S, rekurzivni? Obrazlozite.

F.2.8. Neka je S skup svih brojeva oblika (a,b,c) takvih da je {a}(b) = {b}(c).
Dokazite da S nije rekurzivan.

24



F.3. ViSemjesne relacije

F.3. Visemjesne relacije

F.3.1. Dokazite da je Halt; = Deomp, rekurzivno prebrojiva relacija koja nije rekurzivna.
F.3.2. Dokazite da relacija R3 zadana sa R(a,b,c) :<= D 31 = Dyp,oy Dije rekurzivna. 4
F.3.3. Dokazite da relacija zadana sa R(a,b,c,d) <= Z ;1 = {b,c,d} nije rekurzivna.
F.3.4. Dokazite da relacija R3 zadana sa

R(a,b,c) ;<= funkcija s indeksom a je definirana svuda osim u b ic

nije rekurzivna. 4

F.3.5. Definirajmo relaciju R? sa
R(a,b) :<= comp(a,b) ~ [logb aJ.

a) Je li R rekurzivna relacija?

b) Postojili b e N takav da je a Rb za sve a € N?
F.3.6. Je li relacija S2, zadana s x Sy <= {x2}' = {y2}' rekurzivna? Obrazlozite. 4
F.3.7. Dokazite da sljedeci skupovi nisu rekurzivni:

a) {eeN| {e}' je konstantna (ne nuZno totalna) funkcija};

b) {(a,b) eN? | Doy = {b)e);

c) {eeN|1Ggy 2011}

d) {(a,b,c,d) eN* | (c,d) € Grasvy }-
F.3.8. Je li relacija R3, zadana s R(x,Y,z) :<= z € Dy}, primitivno rekurzivna?
F.3.9. Dokazite da relacija R3 zadana s

R(x,y,z) <= x+Yy + 2z~ Xyz

nije rekurzivna.

F.3.10. Dokazite nerekurzivnost dvomjesne relacije
S:= {(i,j) e N? ‘ (G,j+1) e D{i}}.
F.3.11. Neka je P RAM-program koji ra¢una funkciju comp,, te neka je S3 relacija definirana s
S(i,j, k) :<= P-izracunavanje s (j, 1,1+ k) stane.

Dokazite da relacija S nije rekurzivna.
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F. Primjena Riceova teorema

F.3.12. Je li skup

{(a,b) | a+2b+ 1024 je indeks neke tromjesne totalne funkcije}

rekurzivan? ObrazloZite. 4

F.3.13. Definiramo:
f Fix x :<= {f} preslikava x u x.

Je 1i Fix primitivno rekurzivna? Obrazlozite.

F.3.14. Definiramo:
a*b:<={aXb)~{2a+1}(2b+1).

Dokazite da * nije rekurzivna. Bi li » bila rekurzivna da je definirana s = umjesto ~7 4

F.4. Ostali zadaci

F.4.1. Za k € N,, definiramo dvomjesnu relaciju ~y sa e ~ <= {e}* = {f}*. Dokazite da je
to relacija ekvivalencije, s beskonacno mnogo klasa ekvivalencije koje su sve beskonacne, te
nadite dva broja koja jesu, i dva broja koja nisu, u relaciji », za svaki k.

F.4.2. Neka je F! rekurzivna funkcija koja je konstanta na svakoj ~5-klasi ekvivalencije. DokaZite
da je F konstanta na ¢itavom N. 4

F.4.3. Gdje je greska u sljedecem zakljucivanju?

Promotrimo skup Prog®, svih prirodnih brojeva koji nisu kodovi RAM-programa. Dokazali
smo da je Prog primitivno rekurzivan, te da je komplement svake primitivno rekurzivne relacije
primitivno rekurzivan, dakle (ako shvatimo Prog kao jednomjesnu relaciju) Prog® je primitivno
rekurzivan. To znaci da je karakteristi¢na funkcija Xp,,c primitivno rekurzivna. Dokazali smo
da je svaka primitivno rekurzivna funkcija rekurzivna, dakle xp,..c je rekurzivna, pa je Prog®
rekurzivan.

Za svaki k € N,, svaki n € Prog® je indeks prazne funkcije (konkretno, nikad ne vrijedi
Tx(X,n,y), jer je Prog(n) jedan od uvjeta za to). Precizno, za svaka dva m,n € Prog® vrijedi
{m}* = @k = {n}*. (Skup F je jednoélan skup {®*}.) Dakle ProgC je k-invarijantan za svaki k
(konkretno, recimo, Prog® je 1-invarijantan).

O¢ito je Prog® = N\ Prog € N. Po Riceovu teoremu, Prog® = @ ili Prog® = N. Po definiciji
komplementa, to znaci Prog = N ili Prog = @. Kako vrijedi 1 = [[]} € Prog, ocito je Prog + @.
Dakle, Prog = N, odnosno svaki prirodni broj je kod nekog RAM-programa. No to je ocita

besmislica. 4

F.4.4. Neka je S skup svih indeksa jednomjesnih funkcija koje ne poprimaju vrijednost 0.
Dokazite da S nije rekurzivno prebrojiv. 4

F.4.5. Neka je Em skup svih indeksa prazne funkcije (svih mjesnosti). Dokazite da Em nije
rekurzivno prebrojiv.

F.4.6. Neka je S 5-invarijantan skup. Je i S A {n? + 7n +3 | n e N} 7-invarijantan? Dokazite.

F.4.7. Je li Kleenejev skup K k-invarijantan za bilo koji k € N,? Obrazlozite.
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G. Rekurzivno prebrojivi skupovi

G.1. Neizracunljive funkcije

G.1.1. Navedite pet funkcija s N u N koje nisu rekurzivne.
G.1.2. Navedite primjer nerekurzivne funkcije s N u N. Svoje tvrdnje detaljno dokazite.
G.1.3. Navedite primjer funkcije f: N3 — N koja nema indeks. DokazZite svoje tvrdnje.

G.1.4. Navedite 3 primjera nerekurzivnih podskupova od N. Za jedan od tih skupova navedite
po 2 prirodna broja koja se nalaze, odnosno ne nalaze u skupu.

G.1.5. Dokazite da postoji relacija R? takva da ni R ni R° nisu rekurzivno prebrojive. Vrijedi li
tvrdnja za ostale mjesnosti osim 27 4

G.1.6. Neka je S3 relacija i f: S — N parcijalno rekurzivna funkcija koja nije restrikcija nijedne
rekurzivne funkcije. Dokazite da S nije rekurzivna relacija.

G.1.7. DokaZite ili opovrgnite: postoji rekurzivna funkcija L? takva da za svaku rekurzivnu
funkciju f! postoji e takav da za svaki x vrijedi f(x) = L(e,x). Vrijedi li ista tvrdnja za
primitivno rekurzivne funkcije?

G.1.8. Dokazite da postoje funkcije f i g koje nisu rekurzivne, takve da je f + g rekurzivna
funkcija. 4

G.1.9. Postoji li parcijalno rekurzivna funkcija r takva da je Grussell € Gr, te je skup G, N\ Grussell
beskonacan?

G.1.10. Dokazite da postoji parcijalno rekurzivna funkcija koju nije moguée zapisati kao
minimizaciju rekurzivne relacije. 4

G.1.11. Za relacije P? i Q? definiramo kompoziciju kao relaciju R? := P o Q zadanu s
R(x,2) == 3y(Q(x,y) A P(y,2))

(kompozicija jednomjesnih funkcija je specijalni sluc¢aj toga, ako funkcije gledamo skupov-
noteorijski kao relacije s funkcijskim svojstvom). Dokazite ili opovrgnite: kompozicija dviju
rekurzivnih relacija je ponovo rekurzivna. Vrijedi li tvrdnja za primitivno rekurzivne relacije?

G.1.12. Neka je za svaki i €N, G! rekurzivna funkcija. Je li funkcija F? zadana sa
F(iax) = Gi(x)

nuzno rekurzivna? 4
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G. Rekurzivno prebrojivi skupovi

G.2. Domene, slike i grafovi

G.2.1. Dokazite da se svaka funkcija s konacnim grafom moze prosiriti do primitivno rekurzivne
funkcije.

G.2.2. Neka su f i g brojevne funkcije takve da je simetri¢na razlika njihovih grafova G¢ A G4
kona¢na. Dokazite: ako je f parcijalno rekurzivna, tada je i g takva.

G.2.3. Neka je f proizvoljna (brojevna) funkcija. Dokazite: 3,G¢=Ds 1 uGy = f.
G.2.4. Ima li svaka relacija selektor?

G.2.5. Neka je f strogo padajuéa parcijalno rekurzivna funkcija. Dokazite da je Ds primitivno
rekurzivan skup.

G.2.6. Neka je f strogo rastuéa primitivno rekurzivna funkcija. Je li Zf nuZno primitivno
rekurzivan skup? Sto ako je f parcijalno rekurzivna? ObrazloZite.

G.2.7. Neka je f! padajuca (ne strogo) parcijalno rekurzivna funkcija. Je li Z¢ nuzno primitivno
rekurzivan skup? Detaljno obrazloZite.

G.2.8. Neka je f padajuca totalna brojevna funkcija. Dokazite da su f, Gf, Z; i Ds primitivno

rekurzivni. 4

G.2.9. Neka je f : N —» N primitivno rekurzivna funkcija.
a) Dokazite da je funkcija ff : Zr > N zadana sa ff(x) = x? parcijalno rekurzivna.
b) Koje je svojstvo funkcije f nuzno i dovoljno da ff bude primitivno rekurzivna?
c) Vrijede li isti zakljuéci za parcijalno rekurzivnu funkciju f?

G.2.10. a) Postoji li rekurzivna funkcija f takva da za sve m,n € N vrijedi

m=f(n) = {m¥(n) ~{n+1}(m+1)?

b) Postoji li rekurzivna funkcija f takva da za sve m,n € N vrijedi
m=f(n) <= {m¥(n)x{n+1¥(m+1)7

G.2.11. a) Postoji li relacija koja nije rekurzivno prebrojiva, ali ima primitivno rekurzivan
selektor?

b) Postoji li relacija koja nije rekurzivno prebrojiva, ali je svaki njen selektor primitivno
rekurzivan? 4

G.2.12. Neka je A skup svih indeksa jednomjesnih totalnih funkcija.
a) Dokazite da A nije slika nijedne jednomjesne rekurzivne funkcije.

b) Dokazite da A nije rekurzivno prebrojiv. 4
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G.3. Ostali zadaci

G.2.13. Neka je f brojevna funkcija. Dokazite: f = uT za neku primitivno rekurzivnu relaciju T
ako i samo ako je G; primitivno rekurzivan.

G.2.14. Je li svaki neprazan rekurzivno prebrojiv skup slika nekog primitivno rekurzivnog niza
(jednomjesne funkcije)? 4

G.2.15. Za S c N, enumeracija od S je strogo rastuca totalna funkcija f! ¢ija je slika S.
a) Dokazite da svaki beskona¢ni skup prirodnih brojeva ima jedinstvenu enumeraciju.

b) DokazZite da je S ¢ N beskonacan i rekurzivan ako i samo ako je S slika neke strogo
rastuce rekurzivne funkcije.

c) Vrijedi li tvrdnja (b) ako rekurzivnost zamijenimo primitivnom rekurzivno§éu? 4

G.2.16. Dokazite ili opovrgnite: Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju F postoji parcijalno
rekurzivna funkcija G takva da je

a) Dr =ZIg;
b) Z¢ = De.

G.2.17. Dokazite ili opovrgnite: za svaku rekurzivno prebrojivu relaciju R mjesnosti barem 2
postoji primitivno rekurzivna relacija Q s funkcijskim svojstvom, takva da je 3,Q = 3,R.

G.2.18. Neka je f! parcijalno rekurzivna injekcija. Dokazite da je njen inverz (parcijalna
funkcija s domenom Z¢) takoder parcijalno rekurzivan. Sto mozete reéi ako f nije injekcija?

G.2.19. Za e € N, ozna¢imo W, := D, y1. DokaZite da postoji primitivno rekurzivan skup A
takav da za sve z € N vrijedi Nyca Wy # W,.

G.3. Ostali zadaci

G.3.1. Za koje i,j € N, je relacija T; (iz Kleenejeva teorema o normalnoj formi) svediva na T;?
Obrazlozite odgovor.

G.3.2. Neka su A i B neprazni podskupovi od N. Dokazite: A x B je rekurzivno prebrojiv ako i
samo ako su A i B oba rekurzivno prebrojivi. Je li uvjet nepraznosti nuzan?

G.3.3. Neka je S rekurzivan podskup od N. Dokazite ili opovrgnite: nuzno postoji parcijalno
rekurzivna funkcija f takva da je Df =S.

G.3.4. Mora li presjek beskonacne familije rekurzivnih skupova ponovo biti rekurzivan skup?

G.3.5. Dokazite da je skup rekurzivno prebrojivih relacija zatvoren na ogranicenu univerzalnu
kvantifikaciju. 4

G.3.6. Neka je S rekurzivno prebrojiv podskup od N. Dokazite ili opovrgnite: postoji parcijalno
rekurzivna funkcija f takva da je Df = Zf = S.
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G. Rekurzivno prebrojivi skupovi

G.3.7. Neka je A prebrojiva familija primitivno rekurzivnih podskupova od N.
Mora li skup U A biti rekurzivno prebrojiv? Detaljno obrazlozite. 4

G.3.8. Za funkciju f, s Ny ozna¢imo skup nultoaka od f (skup svih X takvih da je f(X) =0).
1. Dokazite: ako je f parcijalno rekurzivna, tada je N; rekurzivno prebrojiv.

2. Je li svaki rekurzivno prebrojiv skup oblika N; za neku parcijalno rekurzivnu funkciju f?
Obrazlozite.

G.3.9. Zadane su dvije tvrdnje za funkciju f:

(a) f je parcijalno rekurzivna;

(b) za svaki a € N, skup {x € N* | f(X) = a} je rekurzivno prebrojiv.
Vrijedi li (a)=(b)? Vrijedi li (b)=(a)? Obrazlozite.

G.3.10. Dokazite: skup A € N je beskonacan i rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je A =Z; za
neku rekurzivnu injekciju f'.
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Dio II.

Neobradene cjeline
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H. Realni brojevi

H.1. Decimalni zapisi
H.1.1. Neka je
\/§= dp,a1azasz...

decimalni zapis broja v/2. Dokazite da je funkcija koja i preslikava u a; primitivno rekurzivna.

H.1.2. Neka je
\3/5 = Qp,a7azas...
decimalni zapis broja /5. Dokazite da je funkcija koja i preslikava u a; primitivno rekurzivna.
H.1.3. Neka je
e =0ap,a7az0asz...
decimalni zapis broja e (baze prirodnog logaritma). Dokazite da je funkcija koja i preslikava

u a; rekurzivna.

H.1.4. Dokazite da je funkcija koja O preslikava u 0, a svaki pozitivni broj n u n-tu decimalu
broja Ve, rekurzivna.

H.1.5. Neka je
T=0Qp,a1az0asz...
decimalni zapis broja 7t (povrsine jedini¢nog kruga). Dokazite da je funkcija koja i preslikava

u a; rekurzivna.

H.1.6. Dokazite da postoji primitivno rekurzivna funkcija F3 takva da za sve x,y,n € N, vrijedi:
F(x,y,n) je n-ta znamenka iza decimalne tocke u decimalnom zapisu (proSirenom nulama ako
je konacan) broja %

H.1.7. DokaZite da postoji primitivno rekurzivna funkcija G takva da je za sve n € N,, G(n)
n-ta decimala iza decimalne toc¢ke u decimalnom zapisu (proSirenom nulama ako je konadan)
broja (n+2)72.

H.1.8. Neka je (an)nen niz prirodnih brojeva manjih od 10 takvih da vrijedi

v3+W=i&.

10m

n=0

Dokazite da postoji jedinstveni takav niz, i on je primitivno rekurzivan.
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H.2. Invertirano potenciranje

H.1.9. Neka je (an)nen niz prirodnih brojeva za koji vrijedi

log, 2012 = Z 10“

i (VneN,;)(a; <10). Dokazite da postoji jedinstveni takav niz, i on je primitivno rekurzivan.

H.1.10. Neka je (an)nen niz prirodnih brojeva manjih od 10 za koji vrijedi
2012 201 i aT

Dokazite da postoji jedinstveni takav niz, i da je on primitivno rekurzivan.

H.1.11. Za pozitivan realan broj «, s [«x] oznaé¢imo funkciju koja O preslikava u |«|, a svaki
pozitivni broj n u n-tu decimalu iza decimalne to¢ke u decimalnom zapisu (nadopunjenom
nulama ako je konacan) broja «.

Neka su o i § pozitivni realni brojevi. DokaZite ili opovrgnite: ako su [«] i [(] rekurzivne,
tada je nuZno i [« + (3] rekurzivna.

H.2. Invertirano potenciranje
H.2.1. Dokazite da je funkcija f2 zadana s

|log,y], x>1Ay>0
fx,y) = -
, inage
A

primitivno rekurzivna.

H.2.2. Dokazite da je dvomjesna funkcija f zadana s

f(m,n) = |Vlog s (n+1))]

primitivno rekurzivna.

H.2.3. Neka je f(a,b) :~ log, a (za prirodne a i b) te S(a,b) :<= f(a,b) € N.
Dokazite da je f|s parcijalno rekurzivna funkcija.

H.2.4. Dokazite da je funkcija f3, zadana s

X+ 1
f(axy) = |loga, S |
rekurzivna. Je li i primitivno rekurzivna?

H.2.5. Dokazite da je funkcija f3 zadana sa

f(ma n, k) = lk+\]1/ %J )

primitivno rekurzivna.
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H. Realni brojevi

H.2.6. Dokazite primitivnu rekurzivnost funkcije f3 zadane sa

_ m+27 log(m+n+1)
F(m,m, k) '_{ \lZlog(m+k+2)"

H.2.7. Neka je f3 definirana kao
a /m+1
f(m,m, k) = {"\1/ nel ‘

Dokazite da je f primitivno rekurzivna.

H.2.8. Neka je g(t,x) := [\%—cJ (t" je t ako je t pozitivan, a 1 ako je t =0.)
Dokazite da je g primitivno rekurzivna funkcija.

H.3. Kardinalni argument

H.3.1. Neka je zadan broj r € N. Definiramo relaciju K2 sa x K, y :<= x? + y2 < r2.
Dokazite da je K, primitivno rekurzivna. Sto ako je r e R? 4

H.3.2. Za svaki « € R, definirajmo G4(n) :=|an|.
a) Postojili « € R, takav da funkcija G, nije rekurzivna?

b) Postoji li takav oce Q.7 4
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|. Aritmeticka hijerarhija

1.0.1. Za indeks jednomjesne funkcije f kazemo da je rascijepljen ako domena od f nije niti @
niti N. Dokazite da je rascijepljenost jedna X, relacija. 4

1.0.2. Dokazite ili opovrgnite: ~ € TT,. 4

1.0.3. Postoji li dvomjesna A, relacija koja prebraja sve jednomjesne A, relacije?
Obrazlozite. 4

1.0.4. Dokazite da je relacija R? rekurzivno prebrojiva ako i samo ako je R% € X;.

1.0.5. Skicirajte aritmeticku hijerarhiju.
Oznacite relacije koje pokazuju da su odgovarajuée inkluzije prave.

1.0.6. a) Sto znati da je relacija aritmeticka?
b) Sto znaéi da je dvomjesna relacija element od TT5?
1.0.7. Dokazite da postoji tromjesna X, relacija koja prebraja sve dvomjesne X, relacije.
1.0.8. Dokazite da je 2-ekvivalentnost na indeksima jedna IT, relacija.
1.0.9. Dokazite teorem o aritmetickoj hijerarhiji.

1.0.10. Dokazite da za svaku aritmeticku relaciju R postoji n € N takav da je Re Z,,.
Vrijedi li analogna tvrdnja za 11,7 A za A7

1.0.11. Dokazite teorem o aritmetickom prebrajanju.
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J. Teorija za prvi kolokvij

J.1. Definicije i iskazi

J.1.1. Definirajte sljedeé¢e pojmove:
a) RAM-izracunljiva funkcija;
b) operator yu;
c) rekurzivni podskup od N.
J.1.2. Iskazite sljedece tvrdnje:
a) ekvivalentnost makro- i RAM-strojeva,
b) definicija rekurzivnih funkcija grananjem (po sluc¢ajevima);
c) rekurzivnost triju dvomjesnih funkcija definiranih simultanom primitivnom rekurzijom.
J.1.3. Definirajte sljedece pojmove:
a) ekvivalentni RAM-programi;
b) skup primitivno rekurzivnih funkcija;
c) rekurzivna tromjesna relacija.
J.1.4. Iskazite sljedeée tvrdnje:
a) primitivna rekurzivnost ogranicene sume;
b) rekurzivnost funkcije definirane operatorom povijesti;

c) primitivna rekurzivnost dviju jednomjesnih funkcija definiranih simultanom primitivnom
rekurzijom.

J.1.5. Definirajte sljede¢e pojmove:
a) makro-izracunljiva funkcija;
b) operator =,

c) rekurzivna dvomjesna relacija.

J.1.6. Iskazite sljedece tvrdnje:
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J. Teorija za prvi kolokvij

a) primitivna rekurzivnost viSestrukih produkata;
b) odnos skupa svih makro-izracunljivih i skupa svih primitivno rekurzivnih funkcija;
c) primitivna rekurzivnost ograni¢ene minimizacije.
J.1.7. Definirajte sljedeé¢e pojmove:
a) makro-instrukcija;
b) primitivno rekurzivna tromjesna funkcija;,
c) P-izracunavanje sa X, gdje je P RAM-program a X € N*.
J.1.8. a) Definirajte konkatenaciju konacnih nizova.
b) Nabrojte tipove instrukcija makro-stroja.
c) Sto znati da je jednomjesna funkcija definirana pomoé¢u primitivne rekurzije?
d) Iskazite Kleenejev teorem o normalnoj formi.

J.1.9. Iskazite teorem ekvivalencije za jezi¢ne funkcije.

J.1.10. Neka je k e N,. Sto znati da (a) RAM-algoritam, (b) makro-algoritam P*
ra¢una funkciju f: S - N, gdje je S ¢ Nk?

J.1.11. Iskazite Church-Turingovu tezu.

J.1.12. Sto zna¢i da izraz h(g(Z),f(S,S)) ima vrijednost?

J.2. Dokazi

J.2.1. Dokazite da ograni¢enom minimizacijom primitivno rekurzivne funkcije do primitivno
rekurzivne ukljucive granice ponovo dobijemo primitivno rekurzivnu funkciju.

J.2.2. Dokazite da je funkcija S primitivno rekurzivna.

J.2.3. Dokazite da je skup RAM-izracunljivih funkcija zatvoren na operator p.
J.2.4. Dokazite da je svaki konac¢ni skup rekurzivan.

J.2.5. Dokazite primitivnu rekurzivnost konkatenacije konac¢nih nizova.

J.2.6. Zadan je broj k € N, i primitivno rekurzivna funkcija gk*!. DokaZite da je funkcija
zadana s

y
f(yvi) = Hg(iﬁc)
i=3
primitivno rekurzivna. Prazne produkte smatramo jednakima 1.

J.2.7. Dokazite da ograni¢enom egzistencijalnom kvantifikacijom rekurzivne relacije, do rekur-
zivne granice, ponovo dobivamo rekurzivnu relaciju.
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J.3. Pitalice i primjeri
J.2.8. Dokazite da ogranicenom kvantifikacijom rekurzivne relacije izmedu rekurzivnih granica
ponovo dobivamo rekurzivnu relaciju.
J.2.9. Dokazite: ako su 2, g3 i h3 RAM-izracunljive, tada je i f o (g,h) RAM-izraunljiva.

J.2.10. Neka su Q3 i R3 disjunktne relacije: Q rekurzivna, a R primitivno rekurzivna. Neka su
F3 i1 G3 funkcije: F primitivno rekurzivna, a G rekurzivna. Dokazite da je funkcija zadana s

. F(X)UVZ)) Q(X)UVZ)
H(x,y,z) =
G(X)y)z)? R(X,U,Z)
parcijalno rekurzivna. Navedite primjer koji pokazuje da H ne mora biti rekurzivna.

J.2.11. Definirajte funkciju bin®, dokazite da je primitivno rekurzivna, te izratunajte bin(0,3).

J.2.12. Neka je G? rekurzivna funkcija. OpiSite §to znadi da je funkcija F definirana pomo¢u G
rekurzijom s potpunom povijeScu, i dokazite da je F rekurzivna.

J.2.13. Detaljno dokazite da je funkcija U primitivno rekurzivna.

J.2.14. Dokazite da je skup (a) makro-izracunljivih, (b) LOOP-izrac¢unljivih funkcija
zatvoren na primitivnu rekurziju.

J.2.15. Definirajte kodiranje konac¢nih nizova prirodnih brojeva.
Dokazite da je funkcija Code’ primitivno rekurzivna.

J.2.16. Dokazite da je svaka konstantna totalna funkcija primitivno rekurzivna.
J.2.17. Dokazite da je konacna unija rekurzivnih relacija iste mjesnosti ponovo rekurzivna.

J.2.18. Dokazite ili opovrgnite: skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanji skup
koji sadrzi sve primitivno rekurzivne funkcije i zatvoren je na minimizaciju.

J.3. Pitalice i primjeri
J.3.1. To¢no ili netoé¢no:

i) Jednomjesna funkcija f, zadana s: f(n) =1 ako u decimalnom zapisu broja /2 postoji
bar n uzastopnih znamenki 5, a inaée f(n) = 0, je parcijalno rekurzivna.

ii) comp(x,15,212%) ~ A(x,9,7) mod 183 (A je Ackermannova funkcija).
J.3.2. Napisite funkciju U kao kompoziciju funkcija pd, lh, ex i inicijalnih.
J.3.3. Odredite (ako postoji) neki y takav da vrijedi T,(13,4,128,y).
J.3.4. Tocno ili neto¢no:

i) Jednomjesna funkcija f, zadana sa: f(n) =1 ako u decimalnom zapisu broja 7t postoji
bar n uzastopnih znamenki 7, a inaée f(n) = 0, je parcijalno rekurzivna.
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J. Teorija za prvi kolokvij

i)
iii)
135,
1.3.6.

J.3.9.

50 € Dy,.

Relacija zadana s Tot(e) :<= D1 = N je rekurzivna.

Napisite funkciju C4 kao kompoziciju inicijalnih funkcija.
a) Kada koristimo simbol ~?

Neka je P RAM-program, te a i b prirodni brojevi.
Sto znaéi da P-izratunavanje s (a,b) stane?

Poredajte sljedec¢e skupove brojevnih funkcija od najmanjeg do najveceg:
inicijalne, rekurzivne, parcijalno rekurzivne, primitivno rekurzivne.

Izracunajte 1h(84) = 50[2].

. Toc¢no ili netocno:

Funkcija Russell ima indeks.
Ta(x1,%2,€,Y) A T2(x1,x5,€,y) = x2 = x5.
Postoji kodiranje skupa svih funkcija klase C' s R u R.

Svi RAM-programi koji ne sadrze instrukciju INC Ry su medusobno ekvivalentni.

. Napisite simboli¢ku definiciju za funkciju pd.

Opisite postupak kodiranja nizova prirodnih brojeva s kona¢nim nosacem.

Objasnite ¢emu sluzi funkcija start i dokazite da je primitivno rekurzivna.
Navedite primjer niza s kona¢nim nosacem koji nije u slici funkcije start.
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K. Teorija za drugi kolokvij

K.1. Definicije i iskazi

K.1.1. Definirajte dijagonalnu funkciju Dy.

K.1.2. Iskazite Churchov teorem.

K.1.3. Definirajte sljedece pojmove:
a) kod P-izra¢unavanja sa X (gdje je P RAM-program a x € N*);
b) makro-instrukcija;
c) rekurzivno prebrojiva Cetveromjesna relacija.

K.1.4. Definirajte pojam rekurzivno prebrojivog skupa (jednomjesne relacije).
Navedite tri primjera rekurzivno prebrojivih skupova.

K.1.5. Iskazite svih 5 verzija teorema o grananju. 4

K.1.6. Sto zna&i R3< P2?

K.2. Dokazi

K.2.1. Dokazite da je svaka rekurzivno prebrojiva relacija projekcija neke rekurzivne relacije.
K.2.2. Dokazite Riceov teorem (pomocu teorema o fiksnoj tocki).
K.2.3. Dokazite Postov teorem.

K.2.4. Dokazite lemu o restrikciji: restrikcija parcijalno rekurzivne funkcije na rekurzivno
prebrojiv skup je ponovo parcijalno rekurzivna funkcija.

K.2.5. Dokazite teorem o fiksnoj tocki.
K.2.6. Dokazite teorem o selektoru.

K.2.7. Imitirajuéi dokaz teorema rekurzije, dokazite da postoji prirodni broj q koji je indeks
funkcije CL. Koliko ima brojeva q s tim svojstvom?

K.2.8. Dokazite teorem o grafu za (a) totalne, (b) parcijalne funkcije.

K.2.9. Dokazite da je svaki rekurzivno prebrojiv podskup od N koji sadrzi broj 5, slika neke
dvomjesne primitivno rekurzivne funkcije. Vrijedi li tvrdnja za ostale mjesnosti funkcije?
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K. Teorija za drugi kolokvij

K.2.10. Dokazite teorem o parametru.
K.2.11. Dokazite projekcijsku karakterizaciju rekurzivno prebrojivih skupova.

K.2.12. Dokazite da je unija kona¢no mnogo rekurzivno prebrojivih skupova takoder rekurzivno
prebrojiv skup.

K.2.13. Dokazite rekurzivno prebrojivu verziju teorema o grananju.

K.2.14. Dokazite da postoji parcijalno rekurzivna funkcija koja se ne moze prosiriti do rekur-
zivne funkcije.

K.2.15. Neka je Sc N i m:=minSC. Neka je f: S — N parcijalno rekurzivna funkcija. ProSirimo
funkciju f na funkciju f tako da dodefiniramo f(m) := m. DokaZite da je f takoder parcijalno
rekurzivna funkcija.

K.2.16. Neka je R* rekurzivno prebrojiva relacija. DokaZite da je Q2, zadana s
Q(x,z) <= Jy ItR(x,y,z,t),
takoder rekurzivno prebrojiva.
K.2.17. U standardnom kodiranju Z.:
1. Neka je Ug(n) := (¥x,). Dokazite da je Uq' primitivno rekurzivna.
2. Neka je Ugs(n) := (VxoVxy--Vxy ). DokaZite da je i Ugs primitivno rekurzivna.

3. Dokazite da postoji primitivno rekurzivna funkcija Uc' takva da ako je f kod neke
formule prvog reda @, tada je Uc(f) kod nekog njenog univerzalnog zatvorenja.

K.3. Pitalice i primjeri
K.3.1. To¢no ili netoc¢no:
i) Ackermannova funkcija je RAM-izrac¢unljiva.
ii) Ako vrijedi {i}’ = {j}’, tada vrijedi i {i}* = {j}*.
K.3.2. To¢no ili neto¢no:
i) Graf selektora od R nuZno je jednak R (za sve barem dvomjesne relacije R).
ii) Selektor grafa od f nuZno je jednak f (za sve funkcije f).

K.3.3. Navedite tri primjera rekurzivnih skupova, i tri primjera skupova (jednomjesnih relacija)
koji nisu rekurzivni.

K.3.4. Toéno ili netoéno:

i) Skup kodova ispunjivih formula logike prvog reda je rekurzivan.
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K.3. Pitalice i primjeri

ii) Svaka brojevna relacija ima selektor (koji je brojevna funkcija).

iii) Postoji rekurzivno prebrojiva relacija na koju su svedive sve rekurzivno prebrojive
relacije.

K.3.5. Koliko ima rekurzivno prebrojivih peteromjesnih relacija?
K.3.6. Toc¢no ili neto¢no:

1. Russell je surjekcija.

2. Funkcija NZ[*3 je primitivno rekurzivna.

3. Skup svih indeksa funkcije Z je rekurzivno prebrojiv. 4
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L. Primjeri prvog kolokvija

L.1. (2018./19.)

L.1.1. U pocetnoj konfiguraciji s ulazom (8,3,0) makro-stroj izvr§ava makro-program koji
odgovara funkcijskom pozivu P,,;3(R2,R2,R0) = R3 USING R3... Napisite svih 5 makro-
instrukcija tog programa, te makro-konfiguraciju stroja nakon svake od njih (nakon povratka
na ,gornju razinu”). 4

L.1.2. Definirajte ograni¢enu minimizaciju, i dokazite da ograni¢enom minimizacijom rekurzivne
relacije do primitivno rekurzivne granice dobivamo rekurzivnu funkciju. 4

L.1.3. Napisite RAM-program koji ra¢una funkciju: (a) Code'; (b) bis(x) := (x,x). 4

L.1.4. Za prirodni broj n kazemo da je palindrom u bazi b > 2 ako se njegov zapis u bazi b
jednako Cita slijeva i zdesna. Recimo, 7 1 252 su palindromi u bazi 10, dok 2828 nije. Dokazite

da je to svojstvo primitivno rekurzivno. 4

L.1.5. Smislite kodiranje konac¢nih skupova prirodnih brojeva. Dokazite da je to kodiranje.

Realizirajte prazan skup, ubacivanje broja u skup, kardinalnost skupa te provjeru je li zadani

broj element skupa, na primitivno rekurzivan nacin. 4

L.1.6. Dane su funkcije

pile(n) := block(0) * block(T) % --- * block(n - 1),
block(n) = (60-375™*1,6,24 - 27™).

(a) Za sve e € {block(0),block(1),block(5), pile(2), pile(7), pile(0)} izra¢unajte {e}(2,4,1,3).

(b) Za sve neNikeN,, odredite funkciju {pile(n)}*.

(c) Napisite funkciju pile u obliku iz kojeg se vidi da je primitivno rekurzivna. 4

L.2. (2019./20.)

0. ZERO R,
L.2.1. Opisite postupak spljostenja makro-programa, spljostite: | 1. REMOVE R; TO R3 |,
i za taj primjer definirajte (staticku) funkciju v koja opisuje 2.INC R4

transformaciju vrijednosti programskih brojaca pri izvr§avanju programa. 4

L.2.2. Definirajte operator ograni¢enog mnozenja ( []) i dokaZite da ¢uva rekurzivnost. 4
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L.3. (2020./21.)

L.2.3. Neka su P3 i Q3 primitivno rekurzivne disjunktne relacije te neka su G3 i H3 parcijalno
rekurzivne funkcije. Definirajte funkciju if{P :G,Q: H} (po slu¢ajevima; svakako napisite i

njenu domenu), i dokaZite da je parcijalno rekurzivna. 4

L.2.4. Objasnite $to znaéi oznaka 3, navedite primjer raCunanja m 3 n (za m,n > 20),

i dokazite da je to primitivno rekurzivna operacija. 4

L.2.5. Dokazite pisanjem programa da je Fibonaccijev niz RAM-izra¢unljiv. 4

L.2.6. Smislite kodiranje skupa Z, dokaZite da je to kodiranje, te realizirajte ulaganje N u Z,

apsolutnu vrijednost, i oduzimanje, kao primitivno rekurzivne funkcije na kodovima. 4

L.2.7. Neka je e € N broj koji nije djeljiv s 3, takav da {e}' nije ni prazna niti totalna funkcija.
Dokazite da postoji jedinstveni takav broj e, i odredite njegov heksadecimalni zapis. *

L.2.8. Postoji li jezi¢na funkcija ¢ nad X := {¢,0, s, #} takva da je

Ne(x) =pd(x) » 47

Ovisi li ona o kodiranju NX? Ako postoji, konstruirajte Turingov stroj koji je raCuna. 4

L.3. (2020./21.)

L.3.1. Definirajte operator povijesti funkcije. Dokazite da je funkcija G rekurzivna ako i samo

ako je njena povijest G rekurzivna. 4

L.3.2. Formalno definirajte (napiSite mu sve komponente) prvi fragment transpiliranog Turin-

gova stroja nad abecedom {0, 1}, i objasnite cemu sluZi te kako to¢no transformira konfiguraciju.
A

L.3.3. Za prirodni broj kazemo da je gladak ako su mu svi eksponenti u rastavu na prim-
faktore viSeznamenkasti. Dokazite da postoji jedinstvena jednomjesna rekurzivna funkcija
s glatkim indeksom. Navedite primjer dvije parcijalno rekurzivne jednomjesne funkcije s
glatkim indeksima. 4

L.3.4. Neka je f(x) :=x ~ 8 = x mod 8. Dokazite ili opovrgnite: slika funkcije f (oznaka Zy) je
primitivno rekurzivna. Sto mo#ete reéi o izradunljivosti funkcije flz,? 4

L.3.5. Osmislite kodiranje Gaufiovih cijelih brojeva (to su kompleksni brojevi kojima su realni

i imaginarni dio cjelobrojni). DokaZite da je to kodiranje. Realizirajte imaginarnu jedinicu i,

kompleksno konjugiranje i ulaganje skupa N na primitivno rekurzivan nacin. 4

L.3.6. Crtanjem dijagrama Turingova stroja dokazite da je operacija prirodnog oduzimanja

(restrikcija funkcije sub na relaciju >) Turing-izra¢unljiva. 4
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L. Primjeri prvog kolokvija

L.4. (2021./22.)

L.4.1. Napisite specifikaciju i implementaciju makroa ARGS Ri, R;.
Objasnite ¢emu sluzi i zasto je specifikacija (s obzirom na uvjet na i i j) ba$ takva.
Odredite duljinu i $irinu RAM-programa P takvog da je (ARGS R7,Rs) = P*.

L.4.2. Definirajte operator ograni¢ene minimizacije i dokaZite da ¢uva primitivnu rekurzivnost.

L.4.3. Nacrtajte dijagram koji povezuje brojevne funkcije 4 i NBf. DokaZite da komutira.
Izrazite f kao kompoziciju N3f i primitivno rekurzivnih funkcija.

L.4.4. Funkcija viSeg reda MAP je definirana kao MAP(]” y (X1,. .. ,xn)) ey (f(x1),. . ,f(xn)).
Dokazite da je njena prateca funkcija, map(e, (X)) :~ (MaP({e},X)), parcijalno rekurzivna.

L.4.5. Smislite kodiranje konaénih podskupova od Z. DokaZite da mu je slika primitivno
rekurzivna. IzraCunajte kod praznog skupa. Primitivno rekurzivno realizirajte dodavanje
elementa u skup. Realizirajte ,biti podskup” kao primitivno rekurzivnu relaciju.

L.4.6. Nacrtajte dijagram Turingova stroja koji ra¢una jezi¢nu funkciju N-'Sc nad abecedom
{i,z,r} kodiranom abecednim redom.

L.5. (2022./23.)

L.5.1. Definirajte degeneriranu primitivnu rekurziju, iskazite tvrdnju da je skup RAM-izra¢un-
ljivih funkcija zatvoren na taj operator, i dokazite je direktno pisanjem programa.

L.5.2. RAM-program P Sirine 2 pocinje instrukcijom 0. INC R;.
Napisite sve konfiguracije Turingovog stroja nad abecedom {x,y} koji simulira
P-izra¢unavanje s 3, od prvog ulaska u stanje po do prvog ulaska u stanje p;.

L.5.3. Napisite RAM-program koji racuna funkciju blh (duljina zapisa broja u
pomaknutoj bazi 2). Primjeri: blh(4) = |12| = 2, blh(31) = [11111] =5, blh(0) = |¢| = 0.

L.5.4. Oznacimo s f(n) broj znamenaka broja n! (faktorijel broja n).
Dokazite da je restrikcija f|z, funkcije f na vlastitu sliku parcijalno rekurzivna.

L.5.5. Za skup X kaZemo da je h-konacan ako je konacan i svi elementi su mu h-konacni.
Primjerice, t := {@, {{@}}} je h-kona¢an, dok {6,/2} nije. Za kodiranje h-konaénih skupova
h(X) := ¥yex 2M¥): (a) primitivno rekurzivno realizirajte relaciju €, funkciju card i ulaganje
prirodnih brojeva (n:={0,1,...,n-1}); (b) izratunajte h(t) i h='(256); (c) odgovorite koju
skupovnu operaciju prati bitovni ili.

L.5.6. Dokazite da je jezi¢na funkcija koja pretvara unarni zapis prirodnog broja (pomocu e)
u dekadski (pomocu 0, 1, ..., 9), Turing-izracunljiva.

L.5.7. Neka su M 1 N LOOP-programi te R;j, Ry 1 Ry razliciti registri. NapiSite LOOP-
program (s potprogramima M i N) IF R; THEN M ELSE N USING Ry, R, ekvivalentan naredbi
if programskog jezika C: ako je sadrzaj R; pozitivan, izvrsi M, a ako je nula, izvrsi N.

Ry 1 Ry su pomocni registri koje treba resetirati (ne pojavljuju se u M i N).
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M. Primjeri drugog kolokvija

M.1. (2018./19.)

M.1.1. Definirajte dijagonalu funkcije, i pomocéu nje dokaZite teorem rekurzije.

M.1.2. Iskazite i dokazite rekurzivno prebrojivu verziju teorema o grananju. Navedite jednu

(teorijsku) primjenu tog teorema. 4

M.1.3. U nekom kodiranju logicke abecede ), = {x, ¢, £,R,,,’, (,),-,—, ¥, #} (ne nuzno onom
kanonskom), jedna od formula koje opisuju P-izradunavanje s i* ima kod

(494BAB2AB2 21594 BAB2AB2211) ;.

Je li moguée samo na osnovi te formule zakljuciti stane li to izracunavanje? Obrazlozite.
Mozete li sa sigurno$¢u odrediti k (mjesnost od 1)? Zasto? 4

M.1.4. Neka je H3 zadana parcijalno rekurzivna funkcija.
Dokazite da postoji jedinstvena parcijalno rekurzivna funkcija F koja zadovoljava sustav
F(O>X) =0,
F(y +1,%) = H(F(y,2x),y,x). *

M.1.5. Dokazite da sljedeca relacija nije rekurzivna:

GR(a,b) :<= b je indeks karakteristicne funkcije grafa od {a}’.

A

Je 1i projekcija 3,GR rekurzivna? Dokazite.

M.1.6. Neka je R brojevna relacija. Dokazite da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(a) R je rekurzivno prebrojiva, (b) R<HALT; (c)R<K. 4

M.2. (2019./20.)

M.2.1. Definirajte funkciju (zajedno s pomoénim funkcijama) koja svodi Kleenejev skup

na problem valjanosti, i dokaZite da je primitivno rekurzivna. 4

M.2.2. Dokazite teorem o parametru. 4

M.2.3. Dokazite da je (~7,%~2,~3,...) strogo padajuéi niz prebrojivih relacija ekvivalencije. 4

M.2.4. Napisite specifikaciju i navedite jednu implementaciju funkcija pair, fst i snd, te dokazite

(za tu implementaciju) da su primitivno rekurzivne i ¢ine kodiranje skupa N2. 4
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M. Primjeri drugog kolokvija

M.2.5. U nekom kodiranju logicke abecede, jedna od formula koje opisuju P-izrac¢unavanje s X
ima kod (81228B39 2461 28B3 92AA)¢,. Odredite tu i jo§ jednu formulu u tom skupu. Mozete
li odrediti kod te druge formule? MozZete li odrediti Sirinu od P? 4

M.2.6. Dokazite da postoji prirodni broj t takav da je domena funkcije {t} jednaka Ku {t}.
Bonus: dokazite da postoji t € K takav da vrijedi Dy =K. 4

M.2.7. DokaZite da relacija zadana s R(a,b) == T, 5,2 = Z;y,;3 # @ nije rekurzivna. *

M.2.8. Za brojevnu relaciju R mjesnosti barem 2, dane su tri tvrdnje sljedeceg oblika:

ako je a)svaki; b)neksi; c)jedint selektor za R rekurzivan, R je rekurzivno prebrojiva.

Za sve tri tvrdnje odgovorite jesu li istinite, te jednu od njih dokaZite ili opovrgnite. 4

M.3. (2020./21.)

M.3.1. Dokazite da je univerzalno zatvorenje primitivno rekurzivno preslikavanje na formulama
prvog reda (precizirajte §to to to¢no znaci).

M.3.2. Neka je R®> rekurzivno prebrojiva relacija. Dokazite da je 3,3.R takoder rekurzivno
prebrojiva. (Ako provodite isti postupak dvaput, precizno opisite §to se mijenja od jedne do
druge primjene.)

M.3.3. Neka je P € Prog i e N*. Jedna od formula koje opisuju P-izraCunavanje s u ima kod

(10A1 A17A 17805777 7731 B17B 1772)4,.

Odredite (ako je moguce) tu formulu, duljinu i Sirinu od P, te duljinu od 1. Ako se nesto ne
moze jednoznacno odrediti, navedite sve mogucnosti i primjere za svaku.

M.3.4. DokaZite da postoji jedinstvena rekurzivna funkcija f? koja zadovoljava sustav

f(x,y+2) =~ f(f(x+ L,y),y+ 1)
f(x,1) = f(x,0) = x? '

M.3.5. Neka je P> relacija zadana s
P(a,b,c,d,e) :<= comp(a,b,c) ~ comp(d,e).
Dokazite da P¢ nije rekurzivno prebrojiva.

M.3.6. Neka je R3 rekurzivno prebrojiva relacija (podskup od N3). Dokazite ili opovrgnite:
svaki podskup od R je rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je R konacan skup.
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M.4. (2021./22.)

M.4. (2021./22.)

M.4.1. DokaZite da Kleenejev skup K nije rekurzivan (i lemu potrebnu u dokazu).
M.4.2. Neka su G3 i G3 parcijalno rekurzivne funkcije. DokaZzite da postoje e; i e; takvi da za
sve x vrijedi
{e1}(x) ~ Gy (x,e1,e2),
{e2}(x) ~ Ga(x,e1,€2).
M.4.3. Dokazite teorem o selektoru.
M.4.4. U Peanovoj strukturi (N, 0,Sc, +,), koje svojstvo broja x, izrazava formula koda
(123423441567 4676 7634 9987 67634499 9839)12 7
M.4.5. Dokazite da postoji rekurzivna funkcija f koja zadovoljava sustav
f(x,0) = 2%,
f(x,y+1)=xY+f(x*y).
M.4.6. Za jedan od sljedeca dva skupa:
S: := {e| e je indeks funkcije add® za neki k > 2},
S, = {e] e je indeks funkcije mul* za neki k > 2};

dokazite da nije rekurzivan.
Oznacite u svom dokazu mjesto gdje takav dokaz ne prolazi za onaj drugi skup.

M.4.7. Odredite nuzne i dovoljne uvjete na relaciju S* takve da svaka rekurzivna relacija T!
(za svaki 1l € N, ) bude svediva na nju. Dokazite svoje tvrdnje!

M.5. (2022./23.)

M.5.1. Postoji li parcijalno rekurzivna funkcija iz N u {0, 1} takva da ne postoji njeno rekurzivno
prosirenje? Dokazite svoje tvrdnje!

M.5.2. Dokazite teorem o grafu za parcijalne funkcije (pomoéu teorema o selektoru).

M.5.3. U nekom kodiranju logicke abecede, jedna od formula koje opisuju P-izra¢unavanje
s Uik ima kod (122324C5678324C567781232B257 C567 83625C56777)12.
Je 1i k jedinstveno odreden? Stane li to izracunavanje? Obrazlozite!

M.5.4. Dokazite da je svako rjeSenje sljedeceg sustava rekurzivna funkcija:
f(x,0) ~ f(x,1) =~ x*
f(x,y +2) =~ f(f(x,y),y +1).

M.5.5. Definirajmo dvomjesnu brojevnu relaciju s a Dom b :<= {b} = xp_,,.
Je li Dom primitivno rekurzivna? Obrazlozite! Odredite kardinalnost skupa (3.Dom)ec.

M.5.6. Ako su R i S rekurzivno prebrojive brojevne relacije (ne nuzno iste mjesnosti),
mora li R x S biti rekurzivno prebrojiva? Vrijedi li obrat? Dokazite!
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N. Primjeri popravnog kolokvija

N.1. (2018./19.)

N.1.1. Dokazite da su skupovi Prog i Comp prebrojivi (beskonacni).

N.1.2. Dokazite da ograni¢enim brojenjem rekurzivne relacije dobijemo rekurzivnu funkciju,
te da njenom ogranicenom kvantifikacijom ponovo dobijemo rekurzivnu relaciju.

N.1.3. Dokazite da skup K nije rekurzivan (i lemu potrebnu u dokazu).

N.1.4. Neka je R rekurzivno prebrojiva relacija. Definirajte primitivno rekurzivnu relaciju P
¢ija je R projekcija. Moze li se posti¢i da P ima funkcijsko svojstvo?

N.1.5. Neka je R; registar, te P* makro. Definirajte makro WHILE R; DO P*, Cija je semantika
ista kao semantika petlje while u jeziku C: dok je sadrZaj R; pozitivan, izvrSava P*.

N.1.6. Za konacni niz X kazemo da je palindrom ako je jednak svom obrnutom nizu: recimo,
(1,15,1) i (7) su palindromi, dok (28,82) nije. DokaZite da je svojstvo ,biti palindrom” na
skupu svih konac¢nih nizova prirodnih brojeva primitivno rekurzivno.

N.1.7. Svaki LOOP-program je konacan neprazan niz LOOP-instrukcija. Svaka LOOP-
wnstrukcya je ili INC R;, ili DEC R;, ili R;{L}, gdje je R; registar, a L LOOP-program.
Smislite kodiranje LOOP-instrukcija i LOOP-programa.

N.1.8. Dokazite ili opovrgnite: za svaki e € N postoji f € Prog koji nije djeljiv s 256, takav da
za svaki k € N, vrijedi e ~ f.

N.1.9. Dokazite: brojevna funkcija f je dobivena minimizacijom neke primitivno rekurzivne
relacije R ako i samo ako joj je graf primitivno rekurzivan.

N.1.10. Nad logickom abecedom X,,, konstruirajte Turingov stroj koji preslikava formule prvog
reda u njihove negacije (to je parcijalna specifikacija — ako ulaz nije formula prvog reda, stroj
moze raditi bilo §to).

N.1.11. DokazZite da postoji rekurzivna funkcija f2 ¢ija slika se sastoji od svih viSekratnika
od e, gdje je e neki (fiksni) indeks za f.

N.1.12. Dokazite da skup indeksa svih tromjesnih funkcija koje poprimaju vrijednost 7 nije
rekurzivan, ali jest rekurzivno prebrojiv. Sto mozete reéi o komplementu tog skupa?
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N.2. (2019./20.)

N.2. (2019./20.)

N.2.1. Definirajte $to znaci da je skup funkcija zatvoren na minimizaciju.
Dokazite da je skup RAM-izracunljivih funkcija zatvoren na minimizaciju.

N.2.2. Napisite specifikaciju funkcija |h i part.
Dokazite da postoje primitivno rekurzivne funkcije koje zadovoljavaju tu specifikaciju.

N.2.3. Definirajte strukturu 9 koristenu u dokazu da I'; £ ¢ povlaci K(t), i dokazite I & 7.

N.2.4. Dokazite da je svaki neprazni rekurzivno prebrojivi skup prirodnih brojeva slika nekog
primitivno rekurzivnog niza.

N.2.5. Napisite makro-program koji odlucuje jesu li dva broja relativno prosti.
Smijete koristiti RAM-programe P2, P2,, P2, P2, P2 i P2 za odgovarajuce funkcije.

N.2.6. Neka je f(x,y) :=x mod 7 +y?. Je li Z; primitivno rekurzivan skup? ObrazloZite.

N.2.7. Smislite kodiranje skupa N[x] polinom4 u jednoj varijabli s prirodnim koeficijentima.
Primitivno rekurzivno realizirajte polinom x, zbrajanje, derivaciju i evaluaciju u tocki.

N.2.8. Moze li koéd P-izra¢unavanja s X biti manji od (X)? A od [P? Dokazite.

N.2.9. Nad logickom abecedom X, konstruirajte Turingov stroj koji racuna
funkciju parcijalno specificiranu kao 9 : F12 — F1, zadanu s 9($, ) := (b-+).
(Ne morate provjeriti da su na ulazu doista formule, ali morate provjeriti da je mjesnost 2.)

N.2.10. Neka su G i H rekurzivne funkcije. Dokazite da postoji rekurzivna funkcija F
takva da vrijedi F(2x + 1) = H(F(x)) iF(2x+2) = G(F(x)) za sve x € N.

N.2.11. Dokazite da je skup svih 3-invarijantnih skupova zatvoren na skupovnu razliku .

N.2.12. Navedite primjer rekurzivno prebrojive relacije R takve da je uR = xkec.
Postoji li rekurzivna relacija R s tim svojstvom?

N.2.13. Neka je E(t,k) :<> t ~, 0. Dokazite da 3,E nije slika nijednog rekurzivnog niza.

N.3. (2020./21.)

N.3.1. Nacrtajte dijagram koji povezuje brojevne funkcije 3 i NBf. Dokazite da taj dijagram
komutira. Izrazite f pomoéu N3f i primitivno rekurzivnih funkcija.

N.3.2. Neka je Q3 < R?. Koja od tvrdnji ,,Q je rekurzivno prebrojiva” i ,R je rekurzivno
prebrojiva” povla¢i onu drugu? Navedite dokaz odnosno kontraprimjer.

N.3.3. Neka je R; registar te P* makro. Definirajte makro Do P* WHILE R;, sa semantikom
petlje do...while iz jezika C.

N.3.4. Neka je n € N. Smislite kodiranje grupe permutacija S,,. Dokazite da je slika kodiranja
rekurzivna; realizirajte sve potrebno za grupu (identitetu, kompoziciju i inverz).
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N. Primjeri popravnog kolokvija

N.3.5. Nadite primitivno rekurzivnu funkciju koja indeksu totalne funkcije H?2
pridruzuje indeks funkcije 0 = H.

N.3.6. Jesu li funkcije Russell i Russell surjekcije? Koliko fiksnih to¢aka imaju?
Obrazlozite sve odgovore.

N.3.7. Odredite sve k € N, za koje je relacija ~, rekurzivna. DokaZite svoje tvrdnje.

N.3.8. Neka su Q i R brojevne relacije iste mjesnosti vece od 2.
Dokazite ili opovrgnite: QQ <R ako i samo ako 3,Q < 3.R.

N.4. (2021./22.)

N.4.1. Definirajte konfiguraciju RAM-stroja i relaciju prijelaza izmedu konfiguracija po RAM-
programu P. DokaZite ili opovrgnite: ¢ ~ ¢ ako i samo ako je ¢ zavrSna konfiguracija.

N.4.2. Ako imamo kodiranje NS skupa S, objasnite §to znaci da je binarna operacija * na
skupu S primitivno rekurzivna. Dokazite to za operaciju konkatenacije na S := N*.

N.4.3. Iskazite i dokaZite teorem o parametrima (pomocu teorema o parametru).
N.4.4. Napisite RAM-program koji raduna funkciju snd = §(1, part).

N.4.5. Definirajmo FILTER(R', (X1,...,%n)) = (Xiy ..., %y, ), gdje je iy <+ <i i {i1,..., 1} =
{te[1-n]|R(x¢)}. Primjer: riurer(P,(0,7,6,2,1,3)) = (7,2,3). Dokazite da je prateca
funkcija, filter(e, (X)) := (FILTER(R, X)) gdje je xr = {e}', makro-izradunljiva.

N.4.6. Dokazite da postoji jedinstvena primitivno rekurzivna funkcija F' takva da je F = E

N.4.7. Postoji li e € Prog takav da je D¢ey = [0 €]? 1 Zgey = [0+ €]?
Postoji li f € Prog takav da je Dy = [0+ f] 1 Z¢sy = [0 - £2]? Obrazlozite svoje tvrdnje!

N.4.8. Dokazite da skup {e | e je indeks funkcije I¥ za neki k} nije primitivno rekurzivan.

N.4.9. Dokazite ili opovrgnite: ako su R* i Q! rekurzivno prebrojive brojevne relacije,
tada je i (R x Q)**! takva. Vrijedi li obrat?

N.5. (2022./23.)

N.5.1. Dokazite da svaki RAM-algoritam racuna jedinstvenu brojevnu funkciju.
N.5.2. Dokazite da je relacija svedivosti < (na skupu svih brojevnih relacija) tranzitivna.

N.5.3. Navedite primjer relacije B! takve da ni B ni BC nisu rekurzivno prebrojive.
Dokazite svoje tvrdnje!

N.5.4. NapiSite makro-program koji odluéuje svojstvo ,biti palindrom” (u bazi 10).
Smijete koristiti RAM-programe za osnovne ra¢unske operacije add, sub, mul, div i mod.
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N.5. (2022./23.)

N.5.5. Neka su j,l,a,b € N te L LOOP-program. Napisite LOOP-program
a-b->R;{L} usiNnG R,

¢ija semantika je petlja koja izvrSava L uvrStavanjem za R; vrijednosti a, a+1, ..., b.
Ako je a > b ne dogada se nista. R, je pomoc¢ni registar (j + 1) koji treba resetirati.

N.5.6. Odredite domenu i sliku funkcije {(540,7502,6,6,24)}°.

N.5.7. Nad abecedom {i,z,r} kodiranom abecednim redom, konstruirajte
Turingov stroj koji racuna funkciju N-'f, gdje je f(x) :=27(x+1) + 7.

N.5.8. Promotrite funkciju koja prima varijablu x i formulu ¢ i vra¢a formulu 3!x@
(u osnovnom logickom jeziku). DokaZite da je njena prateca funkcija primitivno rekurzivna.

N.5.9. Dokazite da postoji e € Prog takav da je funkcija {e}'
definirana samo u broju e te njena vrijednost tamo iznosi e.

N.5.10. Dokazite ili opovrgnite:
a) Ako je skup S k-invarijantan za neki k, onda je i l-invarijantan za svaki 1 > k.

b) Ako je skup S k-invarijantan za neki k, onda je i l-invarijantan za svaki 1 < k.
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O. Funkcijski API [!Nedovrseno!]

0.1. Osnovne funkcije i operatori

Nulfunkcija

Vrsta: inicijalna funkcija
Ime: Z

Mjesnost: 1

Argumenti: x: irelevantan
Vraca: 0

Sljedbenik

Vrsta: inicijalna funkcija

Ime: Sc

Mjesnost: 1

Argumenti: x: bilo koji prirodni broj
Vraca: x + 1

Koordinatna projekcija

Vrsta: familija inicijalnih funkcija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
n: broj iz [1-- k]
Ime: |,
Mjesnost: k
Argumenti: x7,X2,...,X: k prirodnih brojeva
Vraca: x,

Karakteristicna funkcija

Vrsta: operator koji po definiciji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: brojevna relacija mjesnosti k
Mjesnost: k
Oznaka: xr
Argumenti: x: ulaz za R
Vraca: 1 ako vrijedi R(xX), inace O
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Kompozicija

Vrsta: osnovni operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost i parcijalnu rekurzivnost
Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
G1,Gy,...,Gy: 1 brojevnih funkcija mjesnosti k
H: brojevna funkcija mjesnosti 1
Oznaka: Ho (Gq,G3,...,Gy)
Tockovni zapis: H(G1 (%), G2(X),...,Gi(X))
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Domena: (Vie[1--1])(X€Dg,) A (G1(X),G2(X),...,G(X)) € Dy
Vraca: H(g1,92,...,91) nakon: g;« Gi(X) zasveie[1--1]

Konstanta

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih funkcija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
n: prirodni broj
Ime: C,
Mjesnost: k
Argumenti: x7,X2,...,Xy: irelevantni
Vrata: n

Primitivna rekurzija

Vrsta: osnovni operator koji éuva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
G: totalna brojevna funkcija mjesnosti k (inicijalizacija petlje)
H: totalna brojevna funkcija mjesnosti k + 2 (tijelo petlje)
Oznaka: G=H
Mjesnost: k + 1
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): kontekst
y: broj izvrSavanja tijela petlje
Domena: funkcija je totalna
Vrata: z nakon z « G(X); z < H(X,0,z); z < H(X,1,2); ---; z«< H(X,y - 1,2)

Zbrajanje

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih funkcija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

Ime: add

Mjesnost: k

Argumenti: xq,X3,...,X: pribrojnici

Tockovni zapis: X7 + X2 + -+ + Xy

Vraca: zbroj svih argumenata
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O.1. Osnovne funkcije i operatori

Mnozenje

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih funkcija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

Ime: mul

Mjesnost: k

Argumenti: x1,X2,...,xy: faktori

Tockovni zapis: X7 - X2 - Xk

Vra¢a: umnozak svih argumenata

Potenciranje

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija
Ime: pow
Mjesnost: 2
Argumenti: x: baza
y: eksponent
Tockovni zapis: xY
Vraa: vrijednost potencije x na y

Degenerirana primitivna rekurzija

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: a: prirodni broj, pocetni uvjet

H: totalna brojevna funkcija mjesnosti 2
Oznaka: a=H
Mjesnost: 1
Argumenti: y: broj poziva funkcije H

Vrata: z nakon z < a; z <~ H(0,z); z«< H(1,2); -; z«< H(y - 1,2)

Faktorijel

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Ime: factorial

Mjesnost: 1

Argumenti: n: prirodni broj

Tockovni zapis: n!

Vraca: umnozak svih prirodnih brojeva iz [1--n]

Zamjena nule jedinicom

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija
Mjesnost: 1

Argumenti: x: prirodni broj

Tockovni zapis: x-

Vraca: x ako je pogzitivan, inace 1
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Prethodnik

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Ime: pd

Mjesnost: 1

Argumenti: x: prirodni broj

Vraca: x — 1 ako je to prirodan broj, inace 0

Ograniceno oduzimanje

Vrsta: primitivno rekurzivna operacija
Ime: sub
Mjesnost: 2
Argumenti: x: umanjenik
y: umanjitelj
Oznaka: -
Tockovni zapis: x -y
Vraa: x —y ako je to prirodan broj, inace 0

Pozitivnost

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva

Oznaka: N,

Mjesnost: 1

Argumenti: x: prirodni broj promatran kao istinitosna vrijednost
Vraca: jelix>0

Obrnuti strogi uredaj

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija

Oznaka: >

Tockovni zapis: x >y

Mjesnost: 2

Argumenti: x,y: prirodni brojevi za usporedbu
Vraca: je li x strogo veéi od y

Strogi uredaj

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija

Oznaka: <

Tockovni zapis: x <y

Mjesnost: 2

Argumenti: x,y: prirodni brojevi za usporedbu
Vraca: je li x strogo manji od y
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O.1. Osnovne funkcije i operatori

Projekcija

Vrsta: operator koji ne ¢uva rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

R: brojevna relacija mjesnosti k + 1
Oznaka: 3,R
Tockovni zapis: 3y R(X,y)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): kontekst
Vraca: vrijedi li R(X,y) za neki prirodni broj y

Minimizacija

Vrsta: osnovni operator koji ¢uva parcijalnu rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: brojevna relacija mjesnosti k + 1
Oznaka: uR
Tockovni zapis: py R(X,y)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): kontekst
Domena: JyR(X,y)
Vrata: najmanji y takav da vrijedi R(X,y)

Prazna relacija

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih relacija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

Oznaka: @

Tockovni zapis: 1

Mjesnost: k

Argumenti: x1,X2,...,Xy: irelevantni

Vraca: laz

Prazna funkcija

Vrsta: familija parcijalno rekurzivnih funkcija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

Ime: ®

Mjesnost: k

Argumenti: x1,X2,...,Xy: irelevantni

Domena: prazna
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0.2. Slozenije funkcije i operatori

Komplement

Vrsta: operator na relacijama koji éuva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: brojevna relacija mjesnosti k
Oznaka: R¢
Tockovni zapis: -R(X)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xy): k prirodnih brojeva
Vraca: laz ako je R(X), inace istinu

Nestrogi uredaj

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija

Oznaka: <

Tockovni zapis: x <y

Mjesnost: 2

Argumenti: x,y: prirodni brojevi za usporedbu
Vraéa: je li x manji ili jednak y

Obrnuti nestrogi uredaj

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija

Oznaka: >

Tockovni zapis: x >y

Mjesnost: 2

Argumenti: x,y: prirodni brojevi za usporedbu
Vraca: je li x veci ili jednak y

Presjek

Vrsta: operator na relacijama koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost i rekurzivnu prebrojivost
Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
Ry, R2,...,Ry: brojevne relacije mjesnosti k
Oznaka: N}_; R;
Tockovni zapis: Ry (X) AR2(X) A--- ARy(X)

Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Vraca: jesu li sve Ry(X),R2(X),...,Ri(X) istina
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Unija

Vrsta: operator na relacijama koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost i rekurzivnu prebrojivost

Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi

Ry, R2,...,Ry: brojevne relacije mjesnosti k
Oznaka: U!_; R;
Tockovni zapis: Ry (X) v R2(X) V- v Ry(X)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Vraa: je li barem jedna od Ry (X),Rz2(X),...,R(X) istina

Skupovna razlika

Vrsta: operator na relacijama koji éuva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R, P: brojevne relacije mjesnosti k
Oznaka: R\ P
Tockovni zapis (komplement): R(X) — P(X)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xi): k prirodnih brojeva
Vraca: istinu ako je R(X), ali ne P(X); inace laz

Simetricna skupovna razlika

Vrsta: operator na relacijama koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R, P: brojevne relacije mjesnosti k
Oznaka: RA P
Tockovni zapis (komplement): R(X) < P(X)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x7,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Vraca: je li to¢no jedna od R(X) i P(X) istina

Jednakost

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija
Oznaka: =

Tockovni zapis: x =y

Mjesnost: 2

Argumenti: x,y: prirodni brojevi za usporedbu
Vraca: jesu li x iy jednaki
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Grananje

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
Ry, R2,...,Ry: disjunktne brojevne relacije mjesnosti k
Go, G1,Ga,...,Gy: brojevne funkcije mjesnosti k
Oznaka: "Lf{R] . G] , Rz : Gz, ey R1 : Gl, Go}
Tockovni zapis (1= 1): {61 ), Ri(®)
Go(X), inace
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Domena: R;(X) i postoji Gi(X) za neki i€ [1--1]; ili nijedan R;(X) i postoji Go(X)
Vraca: Gi(X) ako vrijedi R{(X) za bilo koji i€ [1--1]; inate Go(X)

Strogo grananje

Vrsta: operator koji ¢uva parcijalnu rekurzivnost
Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
Ri,R2,...,Ry: disjunktne brojevne relacije mjesnosti k
G1,G2,...,Gy: brojevne funkcije mjesnosti k
Oznaka: if{R1 :G1,R2: G,y . Ryt Gl}
Tockovni zapis (L = 2): {G‘ ), Ri(%)
Ga2(X), Ra(X)
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x7,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva
Domena: R;(X) i postoji Gi(X) za nekiie[1--1]
Vraca: Gi(X) ako vrijedi R;(X) za bilo koji i€ [1:-1]

Konacna relacija

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih relacija

Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
C1,C2,y...,C1: k-torke prirodnih brojeva

Oznaka: {c7,c5,...,C1}

Mjesnost: k

Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva

Vraca: je li X jednak bilo kojoj ¢, zaie[1:-1]
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Editiranje totalne funkcije

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost

Parametri: k,1: pozitivni prirodni brojevi
G: totalna brojevna funkcija mjesnosti k
C1,C2,...,C1: razli¢ite k-torke prirodnih brojeva
Y1,Y2,-...,Y1: L prirodnih brojeva

Mjesnost: k

Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): k prirodnih brojeva

Domena: funkcija je totalna

Vraca: y; ako je X = ¢; za neki i€ [1--1]; inace G(X)

Prosirenje nulom

Vrsta: operator koji ne ¢uva parcijalnu rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj

G: brojevna funkcija mjesnosti k
Oznaka: G
Mjesnost: k
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xi): k prirodnih brojeva
Domena: funkcija je totalna
Vraca: G(X) ako postoji; inace 0

Dinamizacija

Vrsta: operator koji ne ¢uva parcijalnu rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
Go,G1,G2,...: brojevne funkcije mjesnosti k
Mjesnost: k + 1
Argumenti: X := (x1,X2,...,Xy): ulaz za izabranu funkciju
i: redni broj izabrane funkcije
Vraca: Gi(X) ako postoji

Ogranicena suma

Vrsta: operator koji u oba smjera ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
G: totalna funkcija mjesnosti k
Tockovni zapis: ;. G(X,y)
Mjesnost: k
Domena: funkcija je totalna
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: prvih koliko vrijednosti od G treba zbrojiti
Vraca: zbroj G(X,0) + G(X,1) +---+ G(X,y—-1)
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Ograniceni produkt

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
G: totalna funkcija mjesnosti k
Tockovni zapis: [];., G(X,1)
Mjesnost: k
Domena: funkcija je totalna
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: prvih koliko vrijednosti od G treba pomnoziti
Vra¢a: umnozak G(X,0)-G(X,1)---G(X,y-1)

Ograniceno brojenje

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: relacija mjesnosti k
Tockovni zapis: (#1<y)R(X,1)
Mjesnost: k
Domena: funkcija je totalna
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: granica do koje se broje elementi od R
Vra€a: broj k-torki u R kojima je zadnja koordinata manja od y, a ostale koordinate su x

Ogranicena egzistencijalna kvantifikacija

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: relacija mjesnosti k
Tockovni zapis: (3i<y)R(X,1)
Mjesnost: k
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: granica do koje ispitujemo elemente od R
Vraca: vrijedi li R(X,1) za nekiie[0-y)

Ogranicena univerzalna kvantifikacija

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: relacija mjesnosti k
Tockovni zapis: (Vi<y)R(X,1)
Mjesnost: k
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: granica do koje ispitujemo elemente od R
Vraca: vrijedi li R(X,1) za sve i€ [0--y)
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Ogranicena minimizacija

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
R: relacija mjesnosti k
Tockovni zapis: (ui<y)R(X,1)
Mjesnost: k
Domena: funkcija je totalna
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: granica do koje se trazi element od R
Vrata: najmanji i€ [0 y) takav da vrijedi R(X,1) ako takav postoji; inace y

0.3. Kodiranja

Kodiranje

Vrsta: intuitivno (neformalno) izra¢unljiva funkcija

Parametri: K: skup koji sadrzi objekte osim prirodnih brojeva
Ime: N

Mjesnost: 1

Domena: K

Argumenti: k: objekt s kojim se radi

Vraca: kod od «

Dekodiranje

Vrsta: parcijalno specificirana, intuitivno (neformalno) izra¢unljiva funkcija
Parametri: K: skup koji sadrzi objekte osim prirodnih brojeva

Ime: N

Mjesnost: 1

Argumenti: x: kod nekog objekta k

Vraca: (jedinstveni) objekt k €iji je x kod

Prateca funkcija

Vrsta: operator koji u intuitivnom (neformalnom) smislu ¢uva izra¢unljivost
Parametri (za mjesnost 1): K: skup koji sadrzi objekte osim prirodnih brojeva
NKC: kodiranje skupa K

@: funkcijaiz L u K
Mjesnost: 1
Argumenti: x: kod nekog objekta k
Vraca: kod objekta ¢@(k), ako postoji
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Kodiranje konacnih nizova

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih funkcija, i jedan broj (konstruktori)
Parametri: k: prirodni broj

Ime: Code
Mjesnost: k (broj ako je k =0)
Argumenti: x1,X2,...,Xk: k prirodnih brojeva (ako je k> 0)

Tockovni zapis: (x1,X2,...,xx); () ako je k=0
Vraga: 2x1+1.3x+1.pXtl (2 3 'py ¢ su prvih k prim-brojeva); 1 ako je k = 0

Povijest

Vrsta: operator koji u oba smjera ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
G: totalna funkcija mjesnosti k
Oznaka: G
Mjesnost: k
Domena: funkcija je totalna
Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: prvih koliko vrijednosti od G treba zapamtiti
Vraca: (G(%,0),G(X,1),...,G(X,y-1))

Cjelobrojno dijeljenje

Vrsta: primitivno rekurzivna operacija
Oznaka: ~
Mjesnost: 2
Argumenti: x: djeljenik
y: djelitelj (moZe biti 0)
Tockovni zapis: x ~ y
Vraca: najvece cijelo od 3 ako je y > 0; inace x

Ostatak cjelobrojnog dijeljenja

Vrsta: primitivno rekurzivna operacija
Oznaka: mod
Mjesnost: 2
Argumenti: x: djeljenik
y: djelitelj (moze biti 0)
Tockovni zapis: x mod y
Vraca: ostatak pri dijeljenju x s y ako je y > 0; inace x
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Djeljivost

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija
Mjesnost: 2
Argumenti: y: djelitelj (moZe biti 0)
x: djeljenik
Tockovni zapis: y | x
Vraca: je li x djeljiv s y (ako je y =0, vraca je li x = 0)

Prim-brojevi

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Mjesnost: 1

Oznaka: P

Argumenti: n: prirodni broj

Vraca: je li n prost

Enumeracija prim-brojeva

Vrsta: primitivno rekurzivni niz

Ime: prime

Mjesnost: 1

Argumenti: n: prirodni broj

Tockovni zapis: p,,

Vraca: n-ti po veliéini prim-broj (podevsi s po = 2)

Sljedeci prim-broj

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: nextprime

Mjesnost: 1

Argumenti: p: prim-broj, dakle p = p,, za neki n

Vra€a: pn.1, sljedeci prim-broj po veli¢ini nakon p

Primorijel

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Mjesnost: 1

Argumenti: p: prim-broj

Tockovni zapis: p#

Vra¢a: umnozak svih prim-brojeva iz [2--p]
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Eksponent prim-faktora

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: ex
Mjesnost: 2
Argumenti: x: pozitivni prirodni broj
i: redni broj prim-broja p;
Vraa: broj faktora p; u rastavu od x

Duljina konacnog niza

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: |h

Mjesnost: 1

Argumenti: c: kod konaénog niza X = (X1,X2,...,Xk)

Vraca: k, duljinu kona¢nog niza X

Clan konacnog niza

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: part
Mjesnost: 2
Argumenti: c¢: kod konaénog niza X = (X1,X2,...,Xk)
i: redni broj ¢lana (pocevsi od 0)
Tockovni zapis: c[1i]
Vraca: xi,; ako postoji, inace 0

Kodovi konacnih nizova

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: Seq

Mjesnost: 1

Argumenti: c: prirodni broj

Vraca: je li ¢ = (X) za neki X e N~

Kodovi nepraznih konacnih nizova

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: Seq’

Mjesnost: 1

Argumenti: c¢: prirodni broj

Vraca: je li ¢ = (X) za neki X e N*
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Prateca funkcija konkatenacije konacnih nizova

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna operacija
Oznaka: *
Mjesnost: 2
Argumenti: ¢ = (X) za neki X e N*
d = (y) za neki g € N*
Tockovni zapis: c = d
Vraca: (X,4), kod konkatenacije kona¢nih nizova X i y

Simultana primitivna rekurzija

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost
Parametri: k: prirodni broj
l: pozitivni prirodni broj

G:=(G1,Ga,...,Gy): 1 totalnih funkcija mjesnosti k (1 prirodnih brojeva za k = 0)

H:= (Hy,H,,...,Hy): | totalnih funkcija mjesnosti k + 1+ 1 (tijelo petlje)
i: redni broj traZzene funkcije, i€ [1:-1]

Mjesnost: k + 1

Argumenti: X: kontekst, k prirodnih brojeva (ako je k > 0)
y: broj izvrSavanja tijela petlje

Vraca: z; nakon Z « G(X); Z < H(%,0,2); Z « H(X, 1,2); --; Z < H(%,y - 1,2)

Rekurzija s povijescu

Vrsta: operator koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost

Parametri: k: pozitivni prirodni broj
G: totalna funkcija mjesnosti k

Mjesnost: k

Argumenti: X: kontekst, k — 1 prirodnih brojeva (ako je k> 1)
y: broj poziva funkcije G

Vraca: z nakon: p < (); (y+1) puta {z < G(X,p); p<p*(z)}

Straznji clan konacnog niza

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: rpart
Mjesnost: 2
Argumenti: c: kod konaénog niza X = (X1,X2,...,Xx)
i: redni broj ¢lana (pocevsi od 0 zdesna)
Vraca: xy_; ako postoji, inace 0
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Fibonaccijevi brojevi

Vrsta: primitivno rekurzivni niz

Ime: Fib

Mjesnost: 1

Argumenti: n: prirodni broj

Tockovni zapis: F,,

Vraca: n-ti Fibonaccijev broj (F, je zbroj F,,_; i F,_, ako oni postoje, a inace n)

Kodovi formula logike sudova

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva

Ime: PF

Mjesnost: 1

Argumenti: n: prirodni broj

Vraca: je li n kod neke formule logike sudova (propozicijske varijable, negacije ili kondicionala)

0.4. Interpreter za RAM-stroj
Kodiranje RAM-instrukcija

Vrsta: kodiranje

Mjesnost: 1

Domena: Ins

Argumenti: I: RAM-instrukcija

Tockovni zapis: "T"

Vraca: kod instrukcije I (inkrementa, dekrementa ili bezuvjetnog skoka)

Kodiranje RAM-instrukcije inkrementa

Vrsta: primitivno rekurzivni konstruktor

Ime: codelNC

Mjesnost: 1

Argumenti: j: adresa registra koji se inkrementira
Tockovni zapis: "INC R’

Vraca: (0,j), kod instrukcije koja inkrementira R;

Kodiranje RAM-instrukcije dekrementa

Vrsta: primitivno rekurzivni konstruktor
Ime: codeDEC
Mjesnost: 2
Argumenti: j: adresa registra koji se inkrementira
l: odrediste na koje prelazi izvrSavanje programa ako je sadrzaj R; nula
Tockovni zapis: 'DEC R, 1’
Vraca: (1,j,1), kod instrukcije koja dekrementira R; ako moze, a inace postavlja PC na 1
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Kodiranje RAM-instrukcije bezuvjetnog skoka

O.4. Interpreter za RAM-stroj

Vrsta: primitivno rekurzivni konstruktor

Ime: codeGOTO

Mjesnost: 1

Argumenti: 1: odrediSte na koje prelazi izvrSavanje programa
Tockovni zapis: "coTo

Vraca: (2,1), kod instrukcije koja postavlja Pc na 1

Kodovi RAM-instrukcija inkrementa

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: InsINC

Mjesnost: 1

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: je li 1 kod neke RAM-instrukcije tipa INC

Kodovi RAM-instrukcija dekrementa

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: InsDEC

Mjesnost: 1

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: je li 1 kod neke RAM-instrukcije tipa DEC

Kodovi RAM-instrukcija bezuvjetnog skoka

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: InsGOTO

Mjesnost: 1

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: je li 1 kod neke RAM-instrukcije tipa co ToO

Kodovi RAM-instrukcija

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Ime: Ins

Mjesnost: 1

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: je li 1 kod ikakve RAM-instrukcije (bilo kojeg tipa)

Adresa registra zahvacenog instrukcijom

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Mjesnost: 1

Ime: regn

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: j ako je i="INC R;' ili i = 'DEC R;,1"; inace 0
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Odrediste instrukcije

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Mjesnost: 1

Ime: dest

Argumenti: i: prirodni broj

Vraca: 1 ako je i= 'DEC R;,1"ili i = "coTo l'; inace 0

Kodiranje RAM-programa

Vrsta: kodiranje

Mjesnost: 1

Argumenti: P = (1o, 1y,...,1,-1): RAM-program
Tockovni zapis: P’

L 4

Vraca: ("Io','I',..., I11"), kod RAM-programa P

Kodovi RAM-programa

Vrsta: primitivno rekurzivno svojstvo prirodnih brojeva
Mjesnost: 1

Ime: Prog

Argumenti: e: prirodni broj

Vraca: je li e kod nekog RAM-programa

Kodiranje nizova s konaCnim nosacem

Vrsta: kodiranje

Argumenti: (1;);: niz s kona¢no mnogo ¢lanova razli¢itih od nule
Tockovni zapis: (ro,T1,72,...,0,0,...)

Vra€a: broj u ¢ijem rastavu na prim-faktore ima r; faktora pi, za sve i

Kodiranje stanja registara RAM-konfiguracije

Vrsta: kodiranje

Mjesnost: 1

Argumenti: ¢: RAM-konfiguracija (preciznije, samo registri bez programskog brojaca)
Tockovni zapis: c[R ]

Vraca: {c(Ro),c(R1),c(R2),...,0,0,...)

Pocetna RAM-konfiguracija zadanog ulaza

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Ime: start

Mjesnost: 1

Argumenti: x: kod konac¢nog niza x

Vraéa: (0,%,0,0,...), kod stanja registara pocetne konfiguracije RAM-stroja s ulazom x
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Izlazni podatak zavrsne RAM-konfiguracije

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija

Ime: result

Argumenti: r: kod stanja registara RAM-stroja u zavrsnoj konfiguraciji c
Domena specifikacije: v >0

Vraca: izlazni podatak (sadrZaj registra R,) konfiguracije ¢

Prateca funkcija prijelaza stanja registara

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: NextReg
Mjesnost: 2
Argumenti: i: kod RAM-instrukcije I (ili 0)
T: kod stanja registara prije izvrSavanja instrukcije I
Vraca: kod stanja registara nakon izvr§avanja instrukcije I (ili r ako je i=0)

Prateca funkcija prijelaza programskog brojaca

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: NextCount
Mjesnost: 3
Argumenti: i: kod RAM-instrukcije I
T: kod stanja registara prije izvrSavanja instrukcije I
p: vrijednost programskog brojaca prije izvrSavanja instrukcije I
Vraca: vrijednost programskog brojaca nakon izvrSavanja instrukcije I

Stanje registara korakom izraCunavanja

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: Reg
Mjesnost: 3
Argumenti: x: kod nepraznog kona¢nog niza x
e: kod RAM-programa P
n: broj koraka izra¢unavanja
Vraca: kod stanja registara nakon n koraka P-izra¢unavanja s X

Programski brojac korakom izracunavanja

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: Count
Mjesnost: 3
Argumenti: x: kod nepraznog konacnog niza x
e: kod RAM-programa P
n: broj koraka izra¢unavanja
Vraca: vrijednost programskog brojaca nakon n koraka P-izra¢unavanja s X
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Zavrsnost konfiguracije

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija
Mjesnost: 3
Ime: Final
Argumenti: x: kod nepraznog kona¢nog niza X (inace vraca la%)
e: kod RAM-programa P (inace vraca laz)
n: broj koraka izra¢unavanja
Vraca: je li dostignuta zavrSna konfiguracija nakon n koraka P-izra¢unavanja s X

Problem zaustavljanja

Vrsta: rekurzivno prebrojiva ali nerekurzivna relacija

Ime: HALT

Mjesnost: 2

Argumenti: x: kod nepraznog kona¢nog niza X (inace vraca la%)
e: kod RAM-programa P (inace vraca laz)

Vraca: stane li P-izraCunavanje s X

Brojenje koraka RAM-izraCcunavanja

Vrsta: parcijalno rekurzivna funkcija
Ime: step
Mjesnost: 2
Argumenti: x: kod nepraznog konac¢nog niza x
e: kod RAM-programa P
Domena: P-izracunavanje s X stane
Vraca: broj koraka nakon kojih P-izracunavanje s X prvi put dostigne zavrsnu konfiguraciju

Graf brojenja koraka RAM-izraCunavanja

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija s funkcijskim svojstvom
Ime: Step
Mjesnost: 3
Argumenti: x: kod nepraznog kona¢nog niza X (inace vraca laz)
e: kod RAM-programa P (inade vraca laz)
n: broj koraka izra¢unavanja
Vraa: je li n jednak step(x,e)

Univerzalna funkcija

Vrsta: parcijalno rekurzivna funkcija

Ime: univ

Mjesnost: 2

Argumenti: x: kod nepraznog konacnog niza x
e: kod RAM-programa P

Domena: P-izra¢unavanje s X stane

Vraca: rezultat P-izra¢unavanja s X
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O.4. Interpreter za RAM-stroj

Kodiranje RAM-izracunavanja

Vrsta: kodiranje
Argumenti: (¢, )n: RAM-izra¢unavanje koje stane (samo registri bez programskog brojaca)
Vraca: (co[R],c1[R],...,cn,[R]), gdje je no mjesto prve pojave zavrsne konfiguracije

Graf koda RAM-izracunavanja

Vrsta: primitivno rekurzivna relacija s funkcijskim svojstvom
Ime: T
Mjesnost: 3
Argumenti: x: kod nepraznog kona¢nog niza X (inace vraca laz)
e: kod RAM-programa P (inade vraca laz)
t: kod RAM-izracunavanja (c, ) (inace vraca laz)
Vraca: je li (c,)n upravo P-izraunavanje s X

Kriske grafa koda RAM-izracunavanja

Vrsta: familija primitivno rekurzivnih relacija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
Ime: Ty
Mjesnost: k + 2
Argumenti: xq,Xx3,...,X: ulaz izra¢unavanja
e: kod RAM-programa P (inace vraca laz)
t: kod RAM-izra¢unavanja (cy, )n (inace vraca laz)
Vraca: je li (c,,)n upravo P-izradunavanje s (Xq,X2,...,Xk)

Kriske problema zaustavljanja

Vrsta: familija nerekurzivnih relacija
Parametri: k: pozitivni prirodni broj
Ime: Halty
Mjesnost: k + 1
Argumenti: x1,X2,...,Xy: ulaz izra¢unavanja
e: kod RAM-programa P (inace vraca laz)
Vraa: stane li P-izracunavanje s (xq,X2,...,Xx)

Rezultat RAM-izracunavanja

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Ime: U

Mjesnost: 1

Argumenti: t: kod RAM-izra¢unavanja koje stane

Vraca: rezultat tog RAM-izra¢unavanja
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Kriske univerzalne funkcije

Vrsta: familija parcijalno rekurzivnih funkcija

Parametri: k: pozitivni prirodni broj

Ime: comp,

Mjesnost: k + 1

Argumenti: X := (x1,X2,...,Xx): ulaz izraCunavanja
e: kod RAM-programa P

Vraca: rezultat P-izracunavanja s X, ako postoji

Funkcije zadane indeksima

Vrsta: familija parcijalno rekurzivnih funkcija
Parametri: e: prirodni broj
k: pozitivni prirodni broj

Oznaka: {e}

Mjesnost: k

Argumenti: x7,X2,...,Xx: k prirodnih brojeva
Vraca: compy (x1,X2,...,Xk,€), ako postoji

Pratece funkcije viseg reda

Vrsta: operator koji u suprotnom smjeru po definiciji ¢uva izracunljivost
Parametri (za mjesnost 1): k,l: pozitivni prirodni brojevi
F: funkcija iz Compy u Comp,
Oznaka: NF
Argumenti: e: prirodni broj
Vraca: neki indeks za F({e}"), ako postoji

0.5. Turing-izracunljivost

Kodiranje ulazne abecede

Vrsta: familija kodiranja
Parametri: b: pozitivni prirodni broj
2: skup s b elemenata
<: linearni (refleksivni) uredaj na -
Oznaka: o
Mjesnost: 1
Argumenti: o: znak iz X
Vraca: broj znakova 3 € X takvih da je f <
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O.5. Turing-izracunljivost

Shortlex

Vrsta: operator (pro$irenje) na uredajima
Parametri: b: pozitivni prirodni broj
2: skup s b elemenata
<: linearni (refleksivni) uredaj na X
Mjesnost: 2
Oznaka: <
Argumenti: u,v: rijeci nad X
Vraca: je li u kraca od v, ili je pak u jednake duljine kao v i pritom leksikografski prije v

Kodiranje ulaznih rijeci

Vrsta: operator (proSirenje) na kodiranjima
Parametri: b: pozitivni prirodni broj
2: skup s b elemenata
0: kodiranje abecede X
Mjesnost: 1
Oznaka: o
Argumenti: o0 rije¢ nad X
Tockovni zapis: (o 06z 0y )
Vraca: broj ¢&iji je zapis (o(oy )U(az)--~0(ock))b: > 1(o(;) - b* 1) u pomaknutoj bazi b

Duljina rijeci

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Mjesnost: 2
Ime: slh
Argumenti: n: kod rije¢i w nad nekom abecedom X

b: pozitivni prirodni broj, broj znakova u X
Vraca: |w|, duljinu rije¢i w

Ekstrakcija znaka iz rijecCi

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija

Mjesnost: 3

Ime: sdigit

Argumenti: n: kod rije¢i w nad nekom abecedom X
i: redni broj ekstrahiranog znaka, pocevsi od nule slijeva
b: pozitivni prirodni broj, broj znakova u X

Domena specifikacije: i < slh(n,b)

Vraca: kod i-tog znaka od w
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Prateca funkcija konkatenacije rijeci

Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Mjesnost: 3
Ime: sconcat
Argumenti: m: kod rije¢i w nad nekom abecedom X

n: kod rijeci v nad istom abecedom X

b: pozitivni prirodni broj, broj znakova u X
Tockovni zapis: mpn
Vraca: kod konkatenacije (wv)

Prefiks rijeci
Vrsta: parcijalno specificirana primitivno rekurzivna funkcija
Mjesnost: 3
Ime: sprefix
Argumenti: n: kod rije¢i w nad nekom abecedom X

i: duljina prefiksa

b: pozitivni prirodni broj, broj znakova u X
Domena specifikacije: i < slh(n,b)
Vraca: kod rijeci koja se sastoji od prvih i znakova od w

Prateca funkcija jezicne funkcije

Vrsta: operator koji u oba smjera ¢uva izra¢unljivost
Parametri: X: abeceda
o: kodiranje od X
@: jeziCna funkcija nad X
Mjesnost: 1
Oznaka: No
Argumenti: n: kod rije¢i w nad X~
Vraca: kod rije¢i ¢(w), ako ona postoji

Kodiranje stanja Turingova stroja

Vrsta: kodiranje
Parametri: 7: Turingov stroj (prepoznavac, odlucitelj ili enumerator)
qo: pocetno stanje od T
q+ € {9z, qa, qp }: zavrsno, prihvacajuce ili izlazno stanje od T
q- € {qgx, qr}: stanje greske ili stanje odbijanja od 7 (ako postoji)
Mjesnost: 1
Domena: Q, skup stanja od 7
Oznaka: NQ
Argument: q: stanje od T
Vraca: broj iz [0+ a), gdje je a broj stanja od 7; qo~ 0,q, — 1,q_+~ 2
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O.5. Turing-izracunljivost

Kodiranje radne abecede Turingova stroja

Vrsta: kodiranje

Parametri: 7: Turingov stroj, s ulaznom abecedom X i prazninom |,
o: kodiranje od ¥

Mjesnost: 1

Domena: T, radna abeceda od T

Oznaka: NI’

Argumenti: y: mogudi znak na traci od T

Vraca: nulu za y = ; 0(y) za y € £; inace broj iz (card X -- cardT")

Kodiranje trake Turingova stroja

Vrsta: kodiranje
Parametri: 7: Turingov stroj, s radnom abecedom I' i prazninom |
NI': kodiranje od I’

Domena: (t,)n :N —T, pri ¢emu je t, =, za sve osim kona¢no mnogo brojeva n

Argumenti: (t,,),: moguéa traka od 7
Tockovni zapis: {tot1tz-uy...)
Vrata: broj ¥, on(NF(t,) - b™), gdje je b := cardT

Pisanje rijeci na traku

Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija

Parametri: 7: Turingov stroj, s ulaznom abecedom X, radnom abecedom I i prazninom |,

o: kodiranje rijeci nad X
NT': kodiranje od I’
Ime: Recode
Mjesnost: 3
Argumenti: v = o(w) za neku rije¢ w nad X
b’: broj elemenata u X
b: broj elemenata u I
Domena specifikacije: b’ <b
Vraéa: (wiy...)
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O. Funkcijski API [INedovrseno!]

Citanje rijeci s trake
Vrsta: primitivno rekurzivna funkcija
Parametri: 7: Turingov stroj, s ulaznom abecedom X, radnom abecedom [" i prazninom
o: kodiranje rije¢i nad X
NT': kodiranje od I’
Ime: Recode
Mjesnost: 3
Argumenti: t = (w_,...) za neku rije¢ w nad £
b: broj elemenata u I'
b’: broj elemenata u x
Domena specifikacije: b’ <b i zapis t u bazi b koristi samo znamenke iz [1--b’] (ili je t =0)
Vraca: (w)
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Dio V.

Rjesenja
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0.DEC R1,6 |
1. DEC R4,4
2. INC Ry
ALl 3.coTo0
4. DEC Ry, 6
| 5.coTo4
0. DEC R1,4 0. DEC R1,0
1. DEC R,,4 1. DEC R4,4
Al2 a) 2. INC Ro ' b) 2.DEC Rq,2
3.coT00 3.coTo00
A.1.3 Jedan takav je:
[ 0.DEC R1,7
1. DEC R,,4
2.INC Ry
3.coT00
P 4.1NC Ro
M1 5.pEC Ry, 10
6.coTO4
7.DEC R, 10
8.INC Ro
| 9.coTO7 |
[ 0. DEC R1,6 |
1.DEC R;,6 Funkcija sgn na N poprima samo dvije vrijednosti: 0 u nuli, a
2. INC Ry 1 na pozitivnim brojevima, pa se podudara s karakteristicnom
Al4 3.DEC R, 6 funkcijom xn,. Dakle, f(0,y) =0 (8to osigurava 0. instrukcija), a
4. DEC R,,6 inace je f(x,y) = [%].
| 5.coTO 1
[ 0.DEC R1,5 ]
1. DEC R4,4
2.INC R,
3.coTo0
A.15 | 4.1NC Ro
5. DEC Rz, 9
6. INC R4
7.DEC R,,0
| 8.coTO6
[ 0. DEC R1,6 |
1. DEC R1,5
2. DEC R1,4
A-16 3.coTo 0
4.1INC Ro
| 5. INC Ry
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Al1.7

N oGk W N = O

A21 P_:=

A22 (a)

A23

S 0 00 NOoOY Ul B Wb = O

A24 P, :=

A3.1

G = W N = O

.DEC R1,0 |
.DEC R,8
.DEC Rq,2
.INC Ry
.INC Ry
.INC Ry
.DEC R+,8
.GOTOS

.DEC R1,0
.DEC Ry, 1
.DEC R1,5
.INC Ry
.coTo 1
.DEC R,5

.DEC Rq,3
.DEC R,,6
.coTo 0
.DEC R,5
.GOTO 6
.INC Ro

Gl = W N = O

0.DEC R41,3
1. DEC R4,4
2.coTo0
3.INC Ro

.DEC R1,8
.DEC R,5
.INC R4
.DEC R3, 11
.coTo 1

. DEC Ry4,0
.INCR;,
.GOTOS
.DEC R3, 10
.coTo 11
.INC Ry

0. DEC R,,4
1. DEC R4, 3
2.coTo 0
3.INC Ro

0.1INC Ro 0. DEC Rq,4
...| 1.DECR,,4 1. DEC R4, 3
1 b
"1 2.prc Ro,0 |’ (b) 2.coTo0
3.coTO 1 3.INC Ry

Graf k-mjesne funkcije je (k + 1)-mjesna relacija, pa
zapravo treba napisati RAM-program koji racuna karak-
teristicnu funkciju tog grafa. Ta funkcija je tromjesna
— prima x, y i z, te provjerava je li x-y = z (odnosno,
je li tocka (x,y,z) element grafa funkcije mulz): ako jest
vraca 1, inace vraca 0.

0. DEC R1,4
1. DEC Ry, 3
2.coTOo0
3.INC Ry

Za razliku od karakteristi¢nih funkcija (koje su totalne, pa izracu-
navanje uvijek mora stati), restrikcije F|s obi¢no nisu totalne pa
moramo osigurati da izraCunavanje ne stane za ulaze koji nisu u
skupu S. Ovdje je to postignuto posljednjom instrukcijom.
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A.3.2

A3.4

A35 (a)

A3.8 (a)

A.3.10

84

A G~ W = O

NOoO G~ W N = O

. DEC R1,0 ]
.DEC R,,3
.coTo0
.DEC R1,3
.DEC R1,6
.GOTOS
.INC Ry

.DEC R3,3 |
.DEC R, 1
.coTo0
.DEC R1,8
.DEC R1,4
.INC R
.INC Ro
.GoTO 3

0. DEC R4,0
1. DEC R;4,0

.INC Ry
.coT00

G B~ W N = O

.GOTODS

0.DEC R1,4 |

1.1NC Ro

2. DEC R3,5
3.coT00
4. DEC R;,,6
5.coTO>5

], (b)

.DEC R,0 |
.DEC R,,4

.DEC R,,6

Ako je (z,1) €S, tada je oito z=x+y >x-y=r, dakle z-r e N.
Takoder, tada je max {z,r} =zimin{z,v} =1, paje f(z,1) =z-1=
(x+y) - (x—-y) = 2y paran broj.

S druge strane, ako je z—r1 € 2N, tada (uz y := 5* e Nix:=y+r>y)
vrijedi (z,7) €S, i f(z,7)=z-1.

Dakle, samo treba izracunati z — r (izraz koji nema vrijednost za
z < 1) i provjeriti da je to paran broj.

[ 0. DEC R1,5 ]
.DEC R, 1
.INC Ry
.INC R
.coTo 0

B~ W N = O

r
[\

.DEC R+,10 |
.INC Ry
.DEC R4,7
.INC Ry
.DEC R, 10
.INC Ry
.coTO04
.DEC R, 10
.DEC R, 10
.DEC R, 9

—~
o
~—

N0 0 NN oYUl AW = O



. DEC R2,0 ]
.DEC Ry, 1
.DEC R,4
.coTo3
.INC Ry
.DEC Ry,7
.coTo4

A.3.12

O Ul A W N — O

.INC Ry
.DEC Ry, 1
.DEC Rq,4
.coTo0
.DEC R,,4
.DEC Ry,7
.GOTO6

A.3.13

O Ul A W N — O

A.4.1 Koristimo funkcijske makroe koji odgovaraju RAM-programima P.qq koji je napisan
dolje 1 P koji je napisan u rjeSenju zadatka A.1.3.

.DEC R1,3 | _ _
.INC Ry 0. Pagd(R1,R2) — R4 USING Rs..

1. Poad(R1,R3) > Rs5 USING Rg..
.coTo 0
DECTR 6 Qf =] 2.Paad(R2,R3) > Re USING Rs..
. 5
.INC Ry 3. Pmax(R4,Rs5) > R7 USING Rs..

.GOTO3 | | 4. Prmax(R7,R6) - Ro USING Rs.. |

O B W N = O

. MOVE R; TO R, USING R3
.DEC R, 1

.DEC R1,2

.DEC R1,5

.coTo 1

. Poul(R2,R2) = Ro USING Rj3.. |

0. DEC R,,3
gdje je Poui:=| 1. Paga(Ro,R1) = Ro USING Rs3.. |, a P.yd je napisan u rjesenju zadatka A.4.1.
2.coTo0

A.45

O N W N — O

b

.INC Ry

.INC Ry

.INC Ry

.DEC R1,7

.Pu(R2,Ro) > Ro USING Rj..
.INCR;

.GgoTO3

A4.6

N Ul A W N - O
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1
]

0.1vC R3 gdje je [ 0. mvc Ro "
1. P.(R2,R3) = R4 USING R;.. 1. DEC Ry, 4
2. DEC R4, 10 Poon = | 2 Prt(Roy Ry) > Ro USING Rs..
3. MOVE R TO Ry USING R~ 3.¢o0TOo 1
4, Ppow(Rz,Ro) - R5 USING R7..
A48 5.P_(Rs,R1) > Re USING Rj.. a Pmul, Padd, P> 1 P- su napisani ve¢ prije.
6. DEC R¢, 8 . :
7.coTo 11 Ro Rj RE‘Rg Ri Rs Rg
8. DEC Ro, 10 z ox oy |1 y>l y* yi=x
9. coTO 4 Legenda (superskripti oznaka registara):
| 10. Paaa(R1,R2) > Ro USING Ry.. | i: ulaz C: konstanta 7: bool
[ 0. MOVE R TO R USING R4
1. 1NC Ry
A9 2. DEC Ry, 2
3. Pmu|(Ro,Ro) - Rz USING R4..
4.P.(R2,R1) > R3 USING Ry..
| 5. DEC R3,2 ]

A4.10 7-(2+3)+1+2=38.

A.5.2 Napisat ¢emo LOOP-program koji ra¢una funkciju xp. Iz toga ce slijediti da je xp
LOOQOP-izracunljiva, te je xp primitivno rekurzivna, odnosno skup P je primitivno rekurzivan.
Jedan takav LOOP-program je

Lp := (INC Rz;L>(R1,R2) - Ro USING Rs..;
R]{ L|(R3,R]) — R4 USING Rg..;
R4{ L.(R3,R2) - Rs USING R..;

— koristili smo potprograme koji racunaju
relacije > i |, koji postoje jer su te relacije pri-
mitivno rekurzivne pa su LOOP-izracunljive.

Rs{DEC Ro} _
};INC R3; Ry Rj
}) xeP

RS Rs R, R
X ‘ 1T 'y ylx y>1

A5.9 Za RAM-algoritam P', gdje je P := [ 0.coTo0 ], oCito ni za koji x P-izraCunavanje s x
ne stane (PC je nakon svakog koraka 0), §to znali da P' ratuna praznu funkciju ®'. Dakle, ®'
je RAM-izra¢unljiva. S druge strane, ®' nije LOOP-izraunljiva jer su sve LOOP-izradunljive
funkcije totalne, a ®' to ocito nije (Dg1=@ # N).

A.6.2 Ocito, svaki RAMv3-program je RAM-program, pa je jedan smjer trivijalan. Za drugi
smjer, neka je f* RAM-izracunljiva, i neka je P* RAM-algoritam koji je ra¢una. Oznacimo s
m := max{mp,k + 1} Sirinu tog algoritma. Iz definicije RAM-izra¢unavanja slijedi da ¢&itavo
vrijeme P-izra¢unavanja s bilo kojim X € N*, registar R,, ima sadrzaj 0. To pak znaéi da
bezuvjetni skok GO TO { moZemo simulirati instrukcijom DEC R.,,{. Ako s P’ oznacimo
program dobiven iz P zamjenom svih instrukcija tipa GO TO na navedeni nacin, oCito je
P’ RAMv3-program k-ekvivalentan s P. Dakle, RAMv3-algoritam (P’)* raduna f, pa je f
RAMv3-izracunljiva.
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A.6.3 Ocito, svaki RAM-program je RAMv4-program, pa je jedan smjer trivijalan. Za drugi
smjer, neka je f RAMv4-izracunljiva, i neka je P RAMv4-program koji je raCuna. Oznacimo s
n duljinu tog programa. Iz definicije zaustavljanja RAMv4-izra¢unavanja slijedi da izvrSavanje
instrukcije sTOP postavlja PC na n, odnosno moguce ju je simulirati instrukcijom GO TO n.
Ako s P’ ozna¢imo RAM-program dobiven iz P zamjenom svake instrukcije sSTOP instrukcijom
GO TO n, oCito je P/ RAM-program ekvivalentan s P. Dakle, P’ takoder ra¢una f, pa je f
RAM-izrac¢unljiva.

B.1.1 rsub” := subo (12,12), d = add o (sub, rsub). fo :=subo (C1,11), x- =fo o d.

B.1.2 Dokazimo za minimum; za maksimum je sve potpuno analogno. Za k =1, min(x) = x,
dakle min' = 11, 3to je inicijalna funkcija pa je primitivno rekurzivna. Za k =2,

X, X<y

. v )
Yy, inace

min(x,y) = {

$to zna&i da je min? definirana grananjem iz primitivno rekurzivnih grana 12115 1 primi-
tivno rekurzivnog uvjeta <, pa je primitivno rekurzivna. Dalje dokazujemo matematic-

kom indukcijom. O¢ito min(xq,..., Xk, Xks1) = min(min(x1 yeeeyXk)y Xkt ), odnosno simbolicki
min®*! = min% o (min® o (I%+1 ... Ik T) k1),

Funkcija min? je primitivno rekurzivna po upravo dokazanom (baza indukcije), funkcija min®

je primitivno rekurzivna po pretpostavci indukcije, dok su koordinatne projekcije primitivno
rekurzivne jer su inicijalne. Kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren na
kompoziciju, funkcija min**' je takoder primitivno rekurzivna. Po principu matematicke

indukcije slijedi tvrdnja.

B.1.3 Jest. Oznacimo s rs(a,b,c) broj rjeSenja te kvadratne jednadZbe u skupu S.

(a) Cjelobrojna rjeSenja o¢ito ne mogu biti pozitivna jer je za njih veé prvi ¢lan pozitivan, dakle
dovoljno je prebrojiti sve x € N takve da je —x rjeSenje. Oni moraju biti djelitelji slobodnog
¢lana c, dakle za ¢ > 0 moraju biti manji ili jednaki c¢. Za ¢ = 0 rjeSenja su 0 i —%, dakle
jedno je sigurno cjelobrojno, a drugo ako i samo ako a+1|b.

(#XSC)((G+])X2+C=bX), c>0

Tz(a,b, C) = {

T+x/(a+1,b), inace

-b+y/b2-4(a+1)c

(b) Iz formule za rjeSenja x4, = @) zaklju¢ujemo da ée dvostruko rjesenje sigurno

biti racionalno 2(;—31), a ako nije dvostruko, bit ¢e racionalno ako i samo ako je diskriminanta
kvadrat racionalnog broja — §to iz teorije brojeva znamo da je ekvivalentno tome da bude
potpun kvadrat prirodnog broja.
Posq(n) <= n>0A (Im<n)(m? =n)
2, Posq(b2=4(a+1)c)
ro(a,b,c) =41, bZ2=4(a+1)c

0, 1inace
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(c) Samo treba usporediti diskriminantu s nulom, odnosno b? s 4(a + 1)c.

2, b2>4(a+1)c
TR=11, bZ2=4(a+1)c
0, inace
B.1.5 Ocito, broj primjena funkcije f i broj na koji se ona primjenjuje su nezavisni — nemamo
nikakav nacin da iz f(1) izra¢unamo f (f (2)) Zato definiramo pomo¢nu funkciju koja ih tretira
kao dva odvojena argumenta.
h(n,0) :=n
h(n,m+1):=f(h(n,m))

Ta funkcija je primitivno rekurzivna jer ima simboli¢ku definiciju h =] =fol3. No tada je i
g =ho(1},1]) primitivno rekurzivna.

B.1.11 Baza je jednostavna: za z = 0 sigurno nema takvih y < z (jer nema nikakvih y <0).
F(x,0)=0 G(x):=0 (ili a:=0 u degeneriranom slucaju)

Za korak, imamo tri slucaja. U prvom, najmanji y je naden ve prije, dakle prethodna
vrijednost F(X,z) je manja od z.

Ako nije, moguce je (drugi slu¢aj) da je bas naden u tom koraku, §to ¢e biti ako vrijedi R(X, z)
i pritom ne vrijedi prvi slu¢aj, $to znadi F(X,z) = z.

Tre¢i slucaj je da najmanji y joS uvijek nije naden niti u z-tom koraku; tada naravno treba
vratiti z+ 1 po definiciji ograni¢ene minimizacije.

F(X,z), F(X,z)<z
F(i>Z+1): Z, F()?,Z)=Z/\R()2,Z) H()_i,l,t) ::{

Sc(z), inace

t, t<zvR(X,2z2)

z+1, inace

Vidimo da je uvijek F = GmH (ili F = 0= H?).

B.1.14 A? je zadana dinamizacijom (A(m,n) := A, (1)) sljedece familije primitivno rekurzivnih
funkcija (,kriski”):
Ao :=Sc
Ami1(n) = (Am oAy o--0Ay)(1)

n+1 poziva Am

Na primjer, Ap(n) = Sc(n) =n+1, A;(n) je (n + 1)-terostruki sljedbenik od 1, dakle n + 2
(,dvosljedbenik”), dok je Ay(n) (n + 1)-terostruki ,dvosljedbenik” od 1, dakle 2n + 3.

Da sama A? nije primitivno rekurzivna, dokazujemo nizom tvrdnji. Da bismo ih laks$e iskazali,
uvodimo oznaku f* < gk (i analogno f <g, f > g, f > g) kao pokratu za (VX € N¥)(f(X) < g(X)).
Lako se vidi da su to parcijalni uredaji.

: Vm (A, >Sc). Dokaz: indukcijom po m. Baza je trivijalna.

Pretpostavimo (P1) A,, > Sc. Tada dokazujemo A,,,1(n) >n + 1 indukcijom po n.
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Baza: An+1(0) =An(T) S Sc(1) =2>0+1. Pretpostavimo (P2) A iq(n) >n+1.

Tada je Apai(n+1) = Am(AmH (n)) F;l A (n) +1 P22 (n+1)+1.

: Svaka kriska A, je strogo rastuéa funkcija. Dokaz: za m =0 to je ocito.

Inage, Ams1(n+1) = A (A1 (n)) B Sc(Ams1(1)) > A ().

: Ani1(n) > A (n+1) (A? raste po sporednim dijagonalama). Dokaz indukcijom po n.
Baza je definicija od A,,,1. Pretpostavimo A, ,1(n) > A (n+1) > Sc(n+1)=n+2.

Tada Amyi(n+1) = An(Amia () > Ap(n+2).

(T3] Niz krigki (Am)m je strogo rastuci. Doista, A, (1) > An(m+1) S A (n).

Za totalnu funkciju f* kaZemo da je Ackermann-dominirana (skraceno AD) ako postoji
kriska A. takva da je f < A, o add*. (Za k =1 to jednostavno glasi f! < A..)

: Sve inicijalne funkcije su AD. Doista, Z < Sc = A, B3 Ay,

a IX(X) =xn <x7+++- + % = add(X) < Sc(add(x)) = Ao(add(%)).

: Komporzicija bilo kojih dviju kriski je AD. Doista, neka su A; i A dvije kriske, i
ozna¢imo v := max {s,t}. Tada je v+1>1t, pa je Ay <A, zbog (T3). Sada zakljuujemo

(A0 A)(X) = As(Ac(X)) € Ac(Aua1 (X)) S Ay(Avar (X)) = Avar (x + 1) € Ayaa(x).

: Zbroj kona¢no mnogo kriski je AD. Doista, uz oznake kao u (T5) imamo Ag + A¢ 23
A, +A, =2A, <2A,+3=A;0A,, §to je AD prema ('T5). Dalje indukcijom po broju pribrojnika.
: Skup AD funkcija zatvoren je na kompoziciju. Dokaz: neka su k,1 € N, te neka su G¥,
Gk, ..., Gf, H' AD funkcije (dominirane kriskama A;,, As,, ..., As,, A¢ redom). Tada je

T1
<

(Ho(Gry...,G1))(R) = H(G1(%),.. ., Gi(R)) < Ae(Gi(X) +--- + Gi(R))
[uz pokratu x = add(%)] < Au(As, (x)++Aq (X)) < Ac(Ac(x)) < Aq(x) (za neke c i d).

(T8 Gk je AD ako i samo ako je G, := Gk +add® AD. Dokaz: neka je G < A oadd®. Tada

G(X) + add(x) < Ac(add(X)) + Ao(add(X)), pa (=) slijedi iz (T6). (<) slijedi iz G < G,.

: Skup AD funkcija zatvoren je na primitivnu rekurziju. Po definiciji trebamo dokazati da

ako su (za k € N,) G* i H**2? (totalne) AD funkcije, tada je i F**1 := Gm H takva, no zbog (T8)

je dovoljno dokazati da ako su G, i H, AD, tada jei F, AD. Pa neka su G, i H, dominirane

kriskama Ay i Ap redom. Oznadimo f:= max{g,1+h} i tvrdimo da je F, dominirana kriskom

A¢. Tvrdnju F,(X,y) < Af(add(i,y)) dokazujemo indukcijom po y.

Baza: F.(%,0) = F(%,0) +add(%,0) = G(X) + add(X) = G, (%) < Ag(add(X)) < A¢(add(x,0)).

Pretpostavimo F,(X,y) < Af(add(fc,y)) za neki y. Tada (uz koriStenje a<b < a+1<Db)
Fr(%y+1) =F(X,y+1)+add(X,y +1) =H(%,y,F(X,y)) +add(X) +y + 1 <

<H(%,y,F(%,y)) +add(X) +y + F(X,y) + 1 = H.(X,y,F(X,y)) + 1 < Ap(add(x) +y + F(%,y)) =

= An(Fi(%,1)) < A (Fi(%,1)) < Arr(Ar(add(%,y))) = Ar(add(%,y)+1) = Ar(add (%, y+1)).

Sada iz (T4), (T7) i (T9) slijedi da je svaka primitivno rekurzivna funkcija AD. Kad bi A?

bila primitivno rekurzivna, tada bi takva bila i A', zadana s A(x) := A (x) (AT =A20 (1},11)

je njena simboli¢ka definicija). Dakle, A! bi bila AD, pa bi postojao ¢ takav da je A! < A..
Posebno bi za ¢ vrijedilo A(c) < Ac(c), $to je nemoguce jer po definiciji A! vrijedi jednakost.
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B.2.8 Lako je vidjeti (toc¢kovna definicija lijevo, simboli¢ka desno)

Xaug(x) = Xa(x) = xs(x) +x8(x) Xaug = add” o (SUb ° (XA,XB),XB)
XanB(X) = Xa(X) - X8(x) Xare = mul® o (Xa, Xg)
xaB(x) =xa(x) = x8(x) Xa-B = sub o (xa,xs)

Xaxe(%,Y) = Xa(x) - Xs(y) Xaxg =mul” o (xa o 13,x8 0 13)

(recimo za treci redak: kako su xa(x),xs(x) € {0, 1}, jedini nadin na koji njihova ogranicena
razlika moze biti 1 je 1+ 0, §to znaci x € A i x ¢ B, odnosno x € A\ B).

Funkcije add?, mul® i sub su primitivno rekurzivne, funkcije 12 113 su inicijalne pa su primitivno
rekurzivne, a funkcije xa 1 Xg su primitivno rekurzivne po pretpostavci zadatka. Jer je skup
primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren na kompoziciju, karakteristicne funkcije skupova

AuB, AnB, ANBiAxB su primitivno rekurzivne, pa su i ti skupovi primitivno rekurzivni.

B.3.7 Standardne definicije Fibonaccijeva niza i Ackermannove funkcije imaju trazeno svoj-
stvo: Fibonaccijev niz jer u rekurziji koristi dvije prethodne vrijednosti a ne samo jednu, a
Ackermannova funkcija jer ima ugnijezdenu rekurziju.

(Primijetite da to $to je funkcija zadana rekurzijom koja nije primitivna ne znadi nista po
pitanju primitivne rekurzivnosti same funkcije: konkretno, Fibonaccijev niz jest primitivno
rekurzivan, dok Ackermannova funkcija nije. Niti to Sto je funkcija dobivena primitivnom
rekurzijom G = H ne znaci da mora biti primitivno rekurzivna, ako G i H nisu takve.)

B.3.10 Definiramo F(i,j) := ¥\; G(i,k). F je dobivena kao ogranic¢ena suma rekurzivne funkcije
G, pa je i sama rekurzivna. Svojstvo (i) vrijedi jer je F(i,j+1) = F(i,j)+G(i,j+1), a G(i,j+1) > 0
jer je to prirodni broj.

Smjer (<) u (ii) vrijedi jer iz };1, F(i,j) = O slijedi da su svi pribrojnici 0 (jer su prirodni
brojevi), pa specijalno i zadnji od njih, koji je upravo jednak F(i,n) = 31, G(i,j).

Preostalo je dokazati smjer (=) u (ii). Opet, };1, G(i,j) = 0 znaci da je posljednji pribrojnik
desno F(i,n) =0. No prema (i) su svi ostali pribrojnici F(1,j),j < n manji ili jednaki njemu,
pa su i oni 0, odnosno ¢itava suma je O.

B.4.1 Funkcija F := Sc|p, oCito ima domenu P; (jer je Sc totalna), i slika joj je podskup od
P, jer je Sc(3k +1) =3k +2 € P, za svaki k € N. No vrijedi i druga inkluzija, jer za svaki
3k +2 € P, postoji prethodnik 3k +1 € Py (klju¢no je 3k +2 #0). F je parcijalno rekurzivna kao
restrikcija inicijalne funkcije na primitivno rekurzivan skup (relacija Py(x) < xmod 3 =1 je
dobivena iz primitivno rekurzivne jednakosti, operacije mod i konstanti). Nije jedinstvena,
jer F/, dobivena iz nje editiranjem F’(1) :=5, F’(4) := 2, takoder zadovoljava sve uvjete (samo
smo ,,prespojili” uredene parove (1,2) i (4,5)).

B.4.2 Po teoremu enumeracije, Z; je rekurzivno prebrojiv skup. Funkcija G := Scomulo (C},11)
je primitivno rekurzivna kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija. Sada je g = G|z,
parcijalno rekurzivna po teoremu o restrikciji.

B.4.3 Da. Funkcija Sq:= $(2, pow) je rekurzivna kao specijalizacija rekurzivne funkcije. Sada
je f parcijalno rekurzivna prema zadatku B.4.5.
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B.4.4 Naravno, postoje brojni algoritmi za sortiranje. Evo deklarativnog pristupa:

count(s,x) := (#i < Ih(s))(s[i] =xX)
isPermutation(r,s) 1< (Vi < Ih(r))(count(r,r[i]) = count(s,r[i]))
increasing(r) < (Vi< pd(lh(r)))(r[Sc(1)] > r[i])
sort(s) =~ ur (Seq(s) A Seq(r) A isPermutation(r,s) A increasing(r))

B.4.5 Prvo rjeSenje: Ako je f prazna, ili je S prazan, ili se mjesnosti ne podudaraju, restrikcija
je prazna pa je parcijalno rekurzivna. Inade, ozna¢imo s k mjesnost funkcije f i skupa
S. Po teoremu o grananju (parcijalno rekurzivna verzija), f|s = if{S : f} je parcijalno
rekurzivna.

Drugo rjeSenje: Znamo da je svaki rekurzivan skup rekurzivno prebrojiv. Dakle S je rekurzivno
prebrojiv, pa je po teoremu o restrikciji f|s parcijalno rekurzivna.

C.1.8 Broj e je ocito kod kona¢nog niza; da bismo vidjeli je li kod RAM-programa, moramo
vidjeti da su svi ¢lanovi tog niza kodovi RAM-instrukcija (kojima su odredi$ta manja ili
jednaka Ih(e) = 3).

Prvi je 900 =22-32-52 =(1,1,1) = codeDEC(1,1) = 'DEC R4, 1".

Drugi je triput veci, dakle (1,2,1) = 'DEC R,,1".

Treéi je 6=2-3=(0,0) = codeINC(0) = "INC R . 0. DEC Ry, 1
Jedino odrediste je 1 < 3, pa je e € Prog, odnosno e = [P}, gdje je P = | 1.DEC R,,1
2.INC Ry

Ozna&imo s f := {e}* dvomjesnu funkciju koju P ra¢una. P-izra¢unavanje s (x,0) ne stane ni
za koji x:
(O>X>O>--->0) ~ (O,pd(X),O,...,]) ~ (0,pd(X),0,...,1) oy

dok za y > 0, P-izraunavanje s (x,y) stane:
(0y,%Yy...,0) ~ (0,pd(x),Yy ..., 1) ~ (0,pd(x),y - 1,...,2) ~ (1,pd(x),y - 1,...,3),
s izlaznim podatkom 1. Konkretno, f(0,17) =1, te je D =N x N,, i Zf = {1}.

0.DEC Rn,3
C.24 a) RAM-program | 1.INC R, ovisi samo o n i ra¢una I¥ za sve 1 <n <k, §to

2.coTo0
znaci da samo trebamo izra¢unati njegov kod.

i(n) = ((1,n,3),(0,0),(2,0)) = (7500 - 3™, 6,24) = 21+7500-3%. 2187 . 525,
iz Cega se vidi da je i primitivno rekurzivna funkcija.
b) Jednom kad imamo funkciju i', ovo je jednostavna restrikcija:
i(n, k) = { im), T<nanc<k

koja je parcijalno rekurzivna jer je i' primitivno rekurzivna, te je uvjet presjek dvije
primitivno rekurzivne relacije.
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C25 a)cy:= C_é je jedna takva: c;(n) =(6,6,...,6), $to je kod RAM-programa od n ins-
trukcija, svaka od kojih je INC Ry. Taj program ocito ratuna C, (proizvoljne mjesnosti).

b) Za c; uzmimo funkciju koja se svuda podudara s ¢y, osim $to definiramo c,(14) := [P,

0. DEC R;,2
1.coTo 0 Funkcija ¢, je dobivena editiranjem primitivno rekurzivne
2.INC R; (po lemi o povijesti) funkcije cq, pa je primitivno rekurzivna.
3.INC R4

4.INC Ry Takoder, za n # 14, ocito je c2(n) = ¢;(n) indeks od C,
5.INC Rq (argument kao u (a)). Za n = 14, Zelimo vidjeti da P ra¢una

P:=] 6.INCR4 - Cy4 (otito je Ih(c2(14)) = Ih([P]) = 13 < 14). P se sastoji

/.INC Ry od tri fragmenta. Nakon prvog (prve dvije instrukcije) je
8. INC R, R resetiran, nakon drugog (sljedeéih 7 instrukcija) mu je
9. DEC Rq,13 sadrzaj jednak 7, a treci fragment efektivno ima semantiku

10. INC Rg Ty =2r; =14 A1) =0 Apc’ = 13. Dakle, P-izratunavanje s X

11.INC Ro uvijek stane za svaki X, i izlazni podatak mu je 14.

| 12.coT0? |
(1) E\IECC%]’S 0.INC Ro
C.2.6 s:=_ 1 =(22500,6,24,6), t:=7| 1.DEC R1,3 || =(6,22500,24).

2.coTo0 7 coTo 0

3.INC Ro

Tada je ex(s,0) = 22501 > 7 = ex(t,0), pa s 4 t. Isto tako je ex(t,1) >ex(s,1), pat+s.

C.2.7 Broj i? u rastavu na prim-faktore ima sve eksponente parne, §to bi znacilo da mu je svaki
part (prethodnik eksponenta) ili O ili neparni broj. No ako bi taj broj bio kod RAM-programa
s bar jednom instrukcijom Iy, tada bi moralo vrijediti i?[0] = "Ip" € Ins € 2N\ {0} (svaki kod
RAM-instrukcije je kod nepraznog konac¢nog niza, dakle pozitivni parni broj), §to je nemoguce.
Dakle, jedini kandidat je kod praznog programa 1, koji zadovoljava uvjet jer je 12 = 1 € Prog.

C.2.8 Dokazat ¢emo i viSe: skup indeksa bilo koje brojevne funkcije je ili prazan ili beskonacan
(prebrojiv, jer je podskup od N). Iz toga slijedi da ne mo%e imati kardinalnost 3. Naravno,
ako f nije parcijalno rekurzivna, tada (po teoremu ekvivalencije) nema indeks, pa je skup
njenih indeksa prazan.

Ako pak f jest parcijalno rekurzivna, opet po teoremu ekvivalencije f postoji RAM-program
Po koji je ratuna, pa ozna&imo s e, njegov kod. Dakle, vrijedi Prog(eo), i {eo}" = f* (s k smo
oznactili mjesnost funkcije f).

To znaci da za svaki X € Df Pp-izracunavanje s X stane, dakle nakon nekog kona¢nog broja
koraka s vrijednost programskog brojaca postane lh(ey) i registar R, sadrzi broj f(X). Ako na
kraj programa dodamo n primjeraka instrukcije INC R4, 1 taj novi program oznacimo s P,,,
olito ¢e P,-izracunavanje s X stati (nakon s + n koraka) za svaki X € Dy, i u Ry ¢e ostati isti
broj (samo e se broj u Ry promijeniti).

Za svaki pak x € Df, uvijek ¢e biti c(pc) < Ih(ey), pa Pn-izracunavanje s X takoder ne stane
(izvrSavaju se iste instrukcije jer se Py i P, podudaraju u prvih lh(eo) instrukcija, te je uvijek
c(pc) <lh(ep) <lh(ep) +n=1h([P,))).
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Drugim rije¢ima, programi Py i P,, su ekvivalentni za svaki n, pa ra¢unaju istu k-mjesnu
funkciju — konkretno, f. To znaci da je za svaki n, e, := | P,, | takoder indeks funkcije f. No svi
brojevi e,, su medusobno razli¢iti, jer su vrijednosti funkcije |h na njima razli¢ite: konkretno,
lh(ei) —Ih(ej) =i-j. Dakle, funkcija f ima beskona¢no mnogo indeksa.

C.3.4 Evo jednog pokusaja (ako imate bolji, javite mi se!):

N, |1 2 3 456789 ABCDETFG
L | o>~y (= x ) VR c v I f#

D.1.1 Neka je X abeceda, neka su ¢ i 1V dvije Turing-izracunljive jezicne funkcije nad X te
neka su 7, = (Q1,%,T1,01,01,91,921) 1 Ty = (Q2, X, T2, 12,02, 92, q.2) Turingovi strojevi koji
ih ra¢unaju redom.

Prvo ,,ujedinimo praznine”: neka je ., novi znak koji ne postoji ni u Iy ni u I, i zamijenimo u
funkciji prijelaza &7 svugdje (u znakovnom ulazu i izlazu) 7 s ., a u &, svugdje zamijenimo
L2 8 u. Tako dobijemo 67 i 85. Oznacimo I':= ((ﬂ AP u (N {uz})) U{u,?} (Cemu sluzi
novododani znak ? objasnit ¢emo uskoro).

Drugo, disjunktificiramo skupove stanja i dodamo jo$ neka nova stanja ,izmedu”. Naime,
osnovna ideja je ,serijski spojiti” T, i 7y, tako da iz stanja q.; prijedemo u q;, ¢ime iz zavrine
konfiguracije 7, (i samo iz nje) prelazimo u pocetnu konfiguraciju 7;,. No pozicije se ne
moraju poklapati: u zavrSnoj konfiguraciji pozicija stroja 7, moze biti bilo gdje na traci, i
moramo je dovesti na pocetak, pomicuci se ulijevo sve dok ne detektiramo lijevi rub.

Dakle, Q := Qi x{1}UQ,x{2}0UI'x{3,4}U{(qx,5)}. Ideja stanja oblika («x,3) je da zapamtimo
znak (zamjenjujudi ga s 7), kako bismo ga mogli vratiti (kroz stanje («,4)) nakon §to pokusajem
lijevog pomaka i Citanjem ? ili nekog drugog znaka 7y zakljuimo jesmo li na lijevom rubu. To
znaci da 0 mozemo definirati sljede¢im jednadzbama (I} := (I ~ {u1}) U {u}):

((qv”) ) (( 1) B, d) ako je 5{(q,oc)=(p,(5,d)

5((4,2), ) = ((p,2),8,d) ako je 85(q, o) = (p, B, d)
5((gz1,1), &) == ((,3),7,-1) za sve €[]

5((t,3),7) = ((q2,2), %,-1) za sve €[]

5((t,3),v) = ((x,4),v,1) za sve o,y €Ty

5((t,4),?) = ((dz1,1), 0, 1) za sve o€y

Naravno, stanje (qx,5) upotrijebimo kao i obi¢no za proSirenje 6 do ,totalnosti”.
Sada je jasno da 7 := (Q, %, Iy, 8,91, q,2) ra¢una kompoziciju ¢ o :
ako je w iz Dyoyp = {ve D, | (V) € Dy}, T-izracunavanje s w prolazi kroz konfiguracije

((q1,1),O,W|_|.--) ~ ((qzh]),P,(P(W)u---) ~3P ((qzl,1),0,(P(W)|_|---) ~?
~2((42,2),0,0(W)i- .. ) ~* ((422,2), P s 0(@(W))u-..) O -

Ako pak w ¢ Doy, tada ili w ¢ D, (pa prvo ~*-ratunanje ne zavrsi), ili (w) e Z*\ D, (pa
drugo ~*-ra¢unanje ne zavrsi). U svakom slucaju 7-izracunavanje s w tada ne stane.
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D.1.2 Kako {3 ima domenu N*, rezultat je neki neprazni konac¢ni niz prirodnih brojeva (izraz
ima vrijednost jer je f surjekcija na Z’é) Kako je broj separatora / u zadanoj rijeci jednak 3,
zaklju¢ujemo da traZeni konac¢ni niz mora biti iz N*. Njegov prvi element je broj znakova e
prije prvog separatora (dakle O, jer takvih nema), drugi element jednak mu je broju znakova
e izmedu prvog i drugog separatora (dakle 2), tre¢i je opet O jer su drugi i treéi separator
susjedni, a Cetvrti je jednak broju e-a od zadnjeg separatora do kraja rijeci, $to je u ovom
slu¢aju 1. Sve u svemu, rjeSenje je (0,2,0,1).

D.3.1 Neka je w proizvoljna rije¢ nad X. Dekodiranjem dobijemo 5 = (ab). Tada vrijedi:
{(@(W)) = No((w)) = 9(w) +5 = 3% (w) + (ab) = (w) - 35((213) + (ab) = (w) 3 (ab) = (wab) pa
zbog injektivnosti kodiranja slijedi ¢ (w) = wab.

E.1.1 Za dokaz da je M rekurzivna, dovoljno je promotriti funkciju G? zadanu s

n =10, n> 100

comp(comp(n+11,e),e), inace

G(n,e) = {

Po teoremu o grananju (parcijalno rekurzivna verzija, dvije grane, s ,inaée”), G je parcijalno
rekurzivna, jer je definirana po slucajevima iz parcijalno rekurzivnih grana

G} = subo (13, C3y),

G% := compy o (compy o (addz °© (l%» C%l ) l%)) l%)»
i rekurzivnog uvjeta R? &ija je karakteristi¢na funkcija

XR =X 0 (11, Cio0)-

Po teoremu rekurzije, postoji e; takav da za sve n vrijedi comp(n,e;) ~ G(n,e;). DokaZimo
da M; := {e;}' zadovoljava definicijsku jednadzbu od M zadanu u zadatku.
Za n > 100 vrijedi R(ej,n), in-10>90 >0, pa imamo

Ms(n) = {e1}(n) ~ comp(n, e;) = G(n,e1) 2 if{R: G;,G2 }(n,e1) = Gy (n, e;) =
(subo (I%,C%o))(ehn) ~13(n,er) = C3y(n,e1) =n =10 = max{n - 10,0} =n - 10.

Za preostale n imamo (podetak kao gore)

M;(n) = ~if{R:Gy,G2}(n,er) ~ Go(n,er) ~ comp(comp(n+ 11,e7), 1) =
~ {e1}({er}(n+11)) = My (Mg (n+11)).

Po pretpostavci zadatka time je M dobro definirana, pa je jedinstvena, odnosno M = M;. To
znaci da M ima indeks (konkretno, e;), pa je parcijalno rekurzivna. Kako je u zadatku zadano
da je M = M; totalna funkcija, ona je i rekurzivna.

Za dokaz da je M primitivno rekurzivna, moramo ili naéi primitivno rekurzivnu gornju ogradu
za broj ,koraka” u racunanju od M, ili naéi zatvoreni oblik od M (moZe se pokazati da je
M(n) =91 za sve n < 100), ili primijeniti trik.
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Naime, prirodnih brojeva n za koje ne vrijedi n > 100 ima kona¢no mnogo (konkretno, 101),
pa slucaj ,inace” moze nastupiti u samo kona¢no mnogo slu¢ajeva. To znaci da je funkcija M
(zadano je da je totalna) dobivena editiranjem primitivno rekurzivne funkcije

M;(n) :=n =10,
pa je primitivno rekurzivna.
E.1.2 a) Definiramo funkciju G? sa

0, n=1
G(n,e) = {Sc(comp(n ~ 2,¢)), 2in .
Sc(comp(Sc(S ‘n), e)), inace
Vidimo da je G definirana po slu¢ajevima iz parcijalno rekurzivnih funkcija i rekurzivnih
uvjeta, pa je parcijalno rekurzivna. Po teoremu rekurzije, postoji e; € N takav da za

sve n e N vrijedi comp(n,e;) ~ G(n, e;). Dokazimo da funkcija ¢; := {e;}' zadovoljava
gornju funkcijsku jednadzbu.

Zan =1, imamo
c1(1)2C0mp(],€1)26(1,61)20.

Za parne n, recimo n = 2m, imamo

c1(2m) ~ comp(2m, e1) ~ G(2m, e;) = Sc(comp(2m »~ 2, 7)) =

~ Sc({e1}(m)) =~ Sc(cr(m)) = T+ci(m) = 1+ (%)

Za preostale n imamo

c1(n) ~ G(n,ey) ~ Sc(comp(Sc(3-n),e)) ~
~1T+{e1}3n+1)~T+c;(3n+1).

Kako je c definirana tom funkcijskom jednadzbom, zaklju¢ujemo c = ¢; = {e1}', pa
funkcija ¢ ima indeks e, dakle c je parcijalno rekurzivna.

b) Otvoren je problem (Collatzova slutnja) je li D. = N,. No za odgovor na ovo pitanje ne
trebamo rjesavati Collatzovu slutnju — dovoljno je primijetiti da za n = 0 vrijedi drugi
slucaj, pa imamo

c(0)~1+ c(g) ~1+¢(0).

Kad bi 0 bila u D, recimo ¢(0) =: t € N, tada bi ovo gornje znaclilo t = 1 + t, $to je
kontradikcija. Dakle, ¢ nije definirana u nuli, $to znaci da nije totalna, pa nije ni
rekurzivna funkcija.

95



Ro Ri|RS RS R
c(n) n‘Z 3 2in’

c) Plan registara:

Znamo da su funkcije CJ, C;, mul? i div, te relacija djeljivosti |, RAM-izra¢unljive, pa
postoje RAM-programi (u donjem programu oznaceni redom s Pc,, Pc;, Pmu, P, i P))
koji ih ra¢unaju.

[ 0.DEC R4,0 ]
.INC R,

. PCZ (Rz) — R, USING Rs..
.Pc;(R3) - R3 USING Rs..

.DEC R, 14

.INC R4

.INC Ro

. P|(R2,R]) — R4 USING Rs..

. DEC R4, 11

.P,(R1,R2) = Ry USING Rs..
10.coTO 4

11. Pmu|(R3,R1) — R, USING Rs..
12. INC R4

13.coTo4

0o N O Ul W N = O

he)

d) RAM-program koji ra¢una c nalazi se na naslovnici ove zbirke.
E.1.3 Prvo definirajmo funkciju fld' pomocu
fld(x) = { [log,x], x>0.
Ako za x > 0 oznacimo y := fld(x) € N, iz definicije funkcije najveée cijelo slijedi
y<log,x<y+1,

odnosno 2Y < x < 2v*1 iz Cega fld(x) = py(x < 2v+1).
Funkcija fld nije definirana u x = 0, $to mozemo opéenito iskazati pomoéu

fld(x) =~ py(x >0 Ax <291,

Iz ove zadnje parcijalne jednakosti slijedi da je fld parcijalno rekurzivna (dobivena je minimi-
zacijom presjeka dvije rekurzivne relacije).
Funkcija G*, zadana sa

X1+ X2, y=0

G(x y X2, ,f M ,
(12,0, 7) {fld(comp(m+1,xz+2,pd(y),f)pd(y));xh y>0

je parcijalno rekurzivna, jer je definirana grananjem iz parcijalno rekurzivnih grana i re-
kurzivnih uvjeta. Po teoremu rekurzije, postoji f € N takav da za sve x;,x2,y € N vrijedi
comp(x1,%2,Y, f) = G(x1,%2,1,f). Zelimo dokazati da je {f}® rjesenje zadanog sustava.

96



Prva jednadzba: neka su x; 1 x, proizvoljni prirodni brojevi. Tada
{f}(x1,%2,0) = comp(x1,x2,0, f) = G(x1,%2,0,f) ® x1 +x2

1 desna strana uvijek ima vrijednost, pa je mora imati i lijeva, i jednake su.
Druga jednadzba: neka su x;, x, iy proizvoljni prirodni brojevi. Tada je

{f}(x1,%2,y + 1) = comp(x1, %2,y + 1, f) = G(x1,%2,y + 1,f) =

~ fld (comp(x1 +1,%x2 + 2, pd(y + 1),f)pd(y+1)) =Xy

~ [logz(comp()q +1,%x2 +2,y,f))yJ X
~ |y -log, comp(xq + 1,x2 + 2,y,f)| = x7 ~
~ |y -log, {f}(x1 + 1, %2+ 2,y) = x1].

Dakle, F := {f}® je jedno rjedenje gornjeg sustava. Kako o¢ito ima indeks (konkretno, f), F je
parcijalno rekurzivna.

E.1.4 Oznacéimo s g := $(0,f) (prvi redak). Tada g olito nije definirana u O jer je tada O
u nazivniku, a niti u 1 jer red 1+ 1+ 1+ - ne konvergira. U svim ostalim n > 1 je g
definirana (geometrijski red s koli¢nikom izmedu 0 i 1 konvergira), i §toviSe, suma tog reda je
—r=2re(1,2], pajeg(n) = [ 27| =2 zasven>2.

DrT{lgim rije¢ima, do na ¢udnu domenu, funkcija f se u vrijednostima podudara s totalnom
funkcijom h zadanom s

h(x,y)=2,zay<2,
h(x,y) = (h(x,y —2))2 +h(x,y-1)+7,zay>2,

koja je ¢ak primitivno rekurzivna jer je definirana rekurzijom s potpunom povijescu:

2, lh(p) <2
(rpart(p, 1 ))2 + rpart(p,0) + 7, inacle

G(Xap) = {
je primitivno rekurzivna, i vrijedi h(x,y) = G(x, h(x,y)).
Sve u svemu, imamo f = hlp,, gdje je Df = (NN {0,1}) x Nu {(1,0),(1,1)}. Mozda je lakse
razmi$ljati o komplementu: f(x,y) nema vrijednost za x = 0 Ay < 2 (pocetak rjeSenja) te za
x > 2 Ay < 2 (indukcijom po x: izraz za f(2,y) bi koristio f(0,y) = g(y) §to nema vrijednost za
y€{0,1}, a svaki f(x + 1,y) bi koristio f(x,y), §to po pretpostavci indukcije nema vrijednost
za y € {0,1}). Dakle D¢ = {1}¢ x {0,1} je primitivno rekurzivna kao Kartezijev produkt
komplementa kona¢nog skupa s kona¢nim skupom, pa je i Df primitivno rekurzivna. Sada je
f=h|p, = if{Df : h} parcijalno rekurzivna po propoziciji o restrikciji.
Jedinstvenost slijedi standardno jakom indukcijom: pretpostavimo da imamo neku drugu f’
koja takoder zadovoljava sustav iz zadatka. Tada se f i f’ podudaraju kada je prvi argument O
(prva jednadzba) ili 1 (druga jednadzba: obje su 2), te iz pretpostavke da se podudaraju za
sve y < m za neki m > 2 slijedi da se podudaraju za m—11m-2, pa se po tre¢oj jednadzbi
podudaraju i u m.
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E.1.5 (Primijetimo da naivna primjena teorema rekurzije ne prolazi. Trebali bismo ga primije-
niti na funkciju
X, y=0
Ga(xy,e) = [Jcomp(x+1,ie), y>0’
1<y
ali ni po ¢emu ne mozemo zakljuciti da je ta funkcija parcijalno rekurzivna. Ograniceni
produkti su definirani primitivnom rekurzijom, dakle mogu se primjenjivati samo na totalne
funkcije, §to comp, sigurno nije. Niti koristenje funkcije mul ne pomaze, jer bi joj mjesnost
trebala ovisiti o argumentu y.)
pokazimo da je svako rjeSenje f sustava totalna funkcija, tako Sto ¢emo pokazati da
vrijedi YyVxD¢(x,y), jakom indukcijom po y.
Neka je fo proizvoljno rjeSenje sustava. Pretpostavimo da za neki y’, za sve t <y’ 1 za sve x
vrijedi Dy, (x,t). Neka je sad x’ proizvoljan (trebamo dokazati da je (x’,y’) € Dy,). Ako je
y’ =0, tada je prema prvoj jednadzbi fo(x',y’) ~ fo(x’,0) ~ x/, $to ima vrijednost.
Ako je pak y’ > 0, tada je y’ =y + 1 za neki y (prethodnik od y’). Tada je prema drugoj
jednadzbi vrijednost fo(x/,y’) ~ fo(x’,y + 1) dobivena mnoZenjem y + 1 vrijednosti funkcije
fo na parovima (x’+1,1),i€[0--y]. No svaka od tih vrijednosti postoji prema pretpostavci
indukcije (primijenjenoj na x:=x'+ieNit:=i<y<y+1=y’), a mul¥’ je totalna funkcija (u
ovom trenutku y’ je konkretni prirodni broj), pa i fo(x’,y’) mora imati vrijednost.
, koristeéi totalnost od f, zapiS§imo sustav u ekvivalentnom obliku, tako da mozemo
koristiti funkciju mul fiksne mjesnosti. Prvo primijetimo da zbog upravo dokazanog mozemo
koristiti znakove = umjesto ~ u zapisu sustava (svaka jednadzba na lijevoj strani ima vrijednost
funkcije f). Za y =0, imamo f(x,0) =x. Zay =1, imamo f(x,1) =f(x,0) = x takoder. Za y > 2,
recimoy =t+2 za teN, imamo
f(x,t+2) = (f(x,O) f(x + 1,1)---f(x+t,t)) Fx+t+1,t+1) =
=f(x,t+1)-f(x+t+1,t+1).
Dakle, svako rjeSenje polaznog sustava je ujedno i rjeSenje sustava
f(x,0) =1f(x,1)=x
f(x,y+2)=~f(x,y+1)-f(x+y+1,y+1),
a lako se vidi da vrijedi i obrat.
, zapiSimo taj ekvivalentni sustav u obliku opée rekurzije 1 primijenimo teorem.
comp(x,y,€) = G(x,y, ) > {"’ ver
comp(x, pd(y), e) - comp(x + pd(y),pd(y),e), y=2

G je parcijalno rekurzivna, pa po teoremu rekurzije postoji e; takav da za sve x,y e N vrijedi
comp(x,y, e; ) = G(X>y» €1 )

, pokazimo da je f; := {e;}* totalna funkcija: dokazimo da je za sve x,y € N,
(x,y) € Dy,, indukcijom po y (za sve x).

Zaye€{0,1} (baza), za proizvoljni x,

f1 (X)y) = {61}(X)y) = comp(x,y,eﬂ = G(X)y>e1) =Xy
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i desna strana uvijek ima vrijednost, pa je mora imati i lijeva (i moraju biti jednake).
Zay =z (pretpostavka), pretpostavimo da za sve x € N vrijedi (x,z) € Dy,.
Zay=z+12>2 (korak), neka je x € N proizvoljan. Tada je

fi(x,z+ 1) ~{e1}(x,z+ 1) ~comp(x,z+ 1,e7) ~G(x,z+ 1,e7) ~
:comp(x, pd(z + 1),61)-comp(x+pd(z+ 1),pd(z + 1),61) ~

~ comp(x,z,e7)-comp(x +z,z,e7) ~fi1(x,z) - f1(x + z,2),

1 desna strana ima vrijednost jer je mul? totalna, te oba faktora imaju vrijednost po pretpostavci
indukcije — pa i lijeva strana mora imati vrijednost, dakle (x,z+ 1) € Dy,.
, dokaZimo da totalna funkcija f; zadovoljava originalni sustav. Za prvu jednadzbu,
f1(x,0) = G(x,0,e7) = x. Za drugu jednadzbu, dokazujemo da vrijedi za sve x,y € N, indukcijom
poy. Zay=0,

f1(x,0+1) =f1(x,1) =G(x,1,e7) =x =f1(x,0).

Pretpostavimo da za y = z, za sve x € N,
f1(x,z+1)=f1(x,0) - f1(x+1,1) - f1(x + 2, 2).
Tada za y =z + 1, imamo

fi(x,y+1)=fi(x,z+2) =comp(x,z+2,e7) = G(x,z+2,e7) =
= comp(x, pd(z +2),e71) - comp(x + pd(z +2),pd(z+2),e1) =
=comp(x,z+1,e7)-comp(x+z+1,z+1,e7) =
=fi(x,z+1)-fi(x+z+1,z+1) = (pretpostavka indukcije)
=f1(x,0)-f1(x+1,1)f1(x+z,z) - F1(x+z+1,z+1) =
=f1(x,0) - f1(x +1,1) - f1(x +y,y).

I , dokazimo da je f; jedinstveno rjeSenje originalnog sustava. Neka je f, proizvoljno
njegovo rjeSenje. Prema prvom dijelu dokaza, f, je totalna funkcija. Dakle, zelimo dokazati
da je f2(x,y) = f1(x,y) za sve x,y € N. To dokazujemo, ovoga puta jakom, indukcijom po
y. Opet, zbog totalnosti f; i f,, moZemo pisati jednakosti u jednadzbama sustava (umjesto
parcijalnih jednakosti).

Baza (y =0): po prvoj jednadzbi je f,(x,0) =x =f;(x,0).

Pretpostavka (y < z): pretpostavimo da za neki z € N, za sve x € N i za sve y < z vrijedi
fZ(Xay) =f; (X>U)-

Korak (y =z+1): imamo po drugoj jednadzbi i pretpostavci indukcije,

fa(x,y) = fa(x,z+ 1) =12(x,0) - f2(x+1,1)--f2(x+2,2) =
=f1(X,0) -5 (X+ ]>1)"'f1(X+Z>Z) =f; (X>Z+ ]) =fi (X»y)'

Dakle, svako rjeSenje jednako je f;, odnosno f; je jedinstveno rjeSenje. Kako smo dokazali da
je fy totalna funkcija, i parcijalno je rekurzivna jer ima indeks (konkretno, e;), zaklju¢ujemo
da je fy, jedinstveno rjeSenje originalnog sustava, rekurzivna funkcija.
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E.1.6 Provodimo korak po korak dokaza obi¢nog teorema rekurzije, s jedinom razlikom sto
umjesto jedne funkcije sada imamo 1 njih (u ¢itavom dokazu i oznacava proizvoljni element
od [1:-1]). Prvo definiramo Dy ;(y') := Sx(U,yi) — to su primitivno rekurzivne funkcije jer
je SK'! takva. Zatim definiramo H; (X%, §!) = Gi(%, Dx,1(4), .., Dx,1(§)) — to su parcijalno
rekurzivne funkcije jer su G; takve. Dakle, svaka od njih ima indeks: odaberimo po jedan za

svaku H; i nazovimo ga h;. Tvrdimo da brojevi e; := Dy i(h) imaju traZeno svojstvo. Doista,
za sve X* vrijedi

{ei}(X) ~ comp, (X, e;) ~ comp, (%, Dk,i(ﬁ)) ~ compk(fc,Sk(ﬁ, hy)) ~ comp, (%, h hi) =
o {hl}(;(, h) o Hi(fé, h) ~ Gi(i, Dk’] (h), ceey Dk)l(h)) o Gi(i, €lyeeny 61) o Gi(fc, é)
E.2.2 Oznaka f-g, gdje su f i g funkcije, zapravo oznacava kompoziciju mul®o (f,g). Znamo da
je funkcija mul? primitivno rekurzivna, pa je parcijalno rekurzivna, pa ima indeks. Oznacimo

s t jedan indeks za mul®. Sada je jasno da times3 (m, n) treba dati indeks kompozicije funkcija
£t} = mul’, {m}’ i {n}?, dakle

timess3 (M, n) := compose;(m,n,t)

odnosno simboli¢ki times; = §(t, compose3), $to je primitivno rekurzivna funkcija kao specijali-
zacija primitivno rekurzivne.

E.2.3 Definirajmo funkciju H(x,y,z) := x + 2y + z. Ocito Zelimo
{F(m,n)}" = H3 o ({m?}*, {mn}*, {n?}"),
dakle F moZemo definirati sa

F(m,n) := compose, (m?, mn,n? h)
gdje je h neki indeks od H (koji postoji jer je H = add® o (13, 13,13, 13) parcijalno, $tovise primi-
tivno, rekurzivna). Iz toga slijedi da je F definirana kompozicijom iz primitivno rekurzivnih
funkcija compose], pow, mulz, koordinatnih projekcija, C3 i C3, pa je primitivno rekurzivna.
E.2.4 Ovdje je lakSe primijeniti direktno teorem o parametrima nego compose (jer drugi
funkcijski poziv {n+k}(y,y,x) nije s istim argumentima kao originalni f(x,y)). Funkcija
zadana s
G(x,y,m,n, k) := comp,(x,y, m?) + 3 comp (y,y, x,n + k)

je parcijalno rekurzivna jer je dobivena kompozicijom parcijalno rekurzivnih funkcija, pa po
teoremu ekvivalencije ima indeks: jedan takav ozna¢imo s g. Sada specijalizacijom zadnja 3
argumenta lako dobijemo funkciju F:

F(m> n, k) = SZ(m> n, k> 9)7

odnosno F = $(g,S3) je primitivno rekurzivna kao specijalizacija primitivno rekurzivne funkcije.
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E.2.6 Definirajmo funkciju

comp, (X, g), y=0

L(X¥,9,hye) = # ) o
e compk+2(x,pd(y),compk+3(x,pd(y),g,h,e),h), mace

Lk+4 je dobivena grananjem iz parcijalno rekurzivnih grana i rekurzivnog uvjeta, pa je parcijalno
rekurzivna. Po teoremu rekurzije, postoji e; € N takav da za sve X € N¥, te y, g, h € N, vrijedi

Compk+3(72>y) 9>h> €1 ) = L(i)yv 9, h,e; )
Definiramo primRecurse, := $(e;,S; ), odnosno

primRecurse, (g, h) := Sy ;1(g, hyeq).

To je primitivno rekurzivna funkcija kao specijalizacija primitivno rekurzivne funkcije. Doka-
zimo da zadovoljava specifikaciju.

Neka su g,h € N takvi da su G := {g}* i H := {h}*"? totalne funkcije. Ozna&imo f :=
primRecurse, (g, h). Trebamo dokazati da je {f}**! = GmH. Drugim rije¢ima, trebamo dokazati
jednakost dviju (k + 1)-mjesnih funkcija. Desna (oznadimo je s F) je svakako totalna jer je
dobivena primitivnom rekurzijom iz totalnih funkcija.

Dokazat ¢emo da je f indeks za F, odnosno da za sve X € N¥, za sve y € N, vrijedi

compy.. (%, Yy, ) = F(X,y),

iz Cega Ce onda slijediti da je i lijeva funkcija totalna, te su jednake jer se podudaraju na svim
elementima domene. Tu pomoénu tvrdnju dokazat éemo indukcijom po y, za fiksni X € Nk.

Baza (y =0):

compy,; (%, 0, f) ~ compy,; (%, 0, primRecursek(g,h)) ~
= COMPy4q (;C) Oa Sk+1 (9) h) € )) = COMpPy.,;3 (72> O> 9, h) €1 ) = L(i) O) 9, h) €1 ) =
~ compy (%, 9) = {g}"(%) = G(X) = (G=H)(%,0) = F(%,0).

Pretpostavka (y = z): pretpostavimo da vrijedi comp,;(X,z,f) ~ F(X,z) za neki prirodni broj
z. S obzirom na definiciju f = Sy,1(g,h,e;), pretpostavka se moze zapisati u obliku
compy, 3 (72) Zy 9, h) €1 ) = F(i) Z)-

Korak (y =z+1): pocetak je isti kao kod baze:

compk+1(i,z+1,f) == L(i,z+1,g,h,el) =

= Compk+2(i, pd(Z + 1)> Compk+3(i> pd(Z + 1)) 9, h, €1 )) h) =
~ {h}k+2(72> z,compy,3(X, 2,9, h, e )) = H(i) z,F(%, Z)) ~F(X,z+1).

E.2.7 Prvo rjeSenje. Primijenimo teorem rekurzije na parcijalno rekurzivnu funkciju Lk+2

zadanu s
L(ivy) 6) = compy g (72> Sk(U) e)vy)
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— dobijemo broj e, € N takav da za sve X € N* i za sve y € N vrijedi

compy,1(X,y, ex) ﬁCompk+1(72>Sk(y>ek)>y)- (*)

Sada definiramo Recursiony(g) := Sk(g, ex), odnosno Recursiony = $(ey,S;). Ta funkcija je
primitivno rekurzivna; provjerimo da ima trazeno svojstvo. Neka su k € N, i g € N proizvoljni,
i oznacimo e := Recursiony(g) = Si(g, ex). Za svaki X € N* vrijedi

Compk(i) e) = Compk(;(, Sk(g) ek)) ~ COMPy g (72) 9, ek) = (*)

= COMPy,q (72) Sk(ga ek)) 9) = G(;C) Sk(g) ek)) = G(7Z> 6).

Drugo rjeSenje. Doslovno isprogramiramo dokaz teorema rekurzije: definiramo funkciju H**2 s

H(;%U) 9) = COMpy g (72> Dk(y)a 9)'

H je parcijalno rekurzivna, pa ima indeks. Fiksiramo jedan i ozna¢imo ga s hy. Onda primi-
jenimo teorem o parametru, i dijagonaliziramo: Recursiony := Dy o $(hy,Sk.1) je primitivno
rekurzivna kao kompozicija dvije takve.
Za provjeru, kao i prije, neka su k € N, i g € N proizvoljni, i ozna¢imo e’ := Recursiony(g) =
Di(Sk+1(g,hw)). Za svaki % € N* vrijedi

Compk(i) e’) = Compk(i) Dk(SkH (9> hk))) =~ COMPyq (72> Sk+1 (9) hk)) Sk+1 (g) hk)) =
= Compk+2(7z) Sk+1 (g) hk)) 9, hk) = {hk}(i» Sk+1 (9>hk)) 9) = H(*) Sk+1 (9) hk)» 9) =
= compy 4 (72» Dk(SkH (9) hk))) 9) = COMPy,q (72) elv 9) = {9}(7‘) e,) = G(;‘) e,)'

E.3.1 Funkcija G? zadana s G(x,e) :~ comp(x, X (X, e)) je parcijalno rekurzivna kao kompozicija
parcijalno rekurzivnih funkcija. Po teoremu rekurzije, postoji e; € N takav da za sve x vrijedi
comp(x,ey) ~ comp(x,xz(x,ﬁ )) No desna strana ima vrijednost to¢no za x > e; (jer je 1
indeks totalne funkcije Z, dok je O indeks prazne funkcije ®'), pa je tada mora imati i lijeva.
Dakle W,, (x) <= x > e, pa je e; traZeni broj.

E.3.2 a) Postoji. Definiramo
G(x,e) = {e, e=x,

odnosno simboli¢ki G2 := if{(:) : I%}, pa je G parcijalno rekurzivna. Po teoremu rekurzije
postoji e; € N takav da je za sve x € N, comp; (x,e1) = G(x, e;) — dakle {e;}' je definirana
samo u ej, 1 tamo poprima vrijednost e;. Odnosno, broj e; ima trazena svojstva.

b) Ne postoji, jer opéenito ne postoji funkcija s kona¢nom domenom i beskonacnom slikom.
Formalno, za svaku funkciju f vrijedi card(Ds) > card(Z;), pa bismo imali 1 > Ry, §to je
kontradikcija.

E.3.3 S obzirom na to da se domena sastoji od uredenih parova prirodnih brojeva, zaklju¢ujemo
da se radi o funkciji {e}?. Definiramo relaciju P# sa

P(x,y,e,t):<=x=eAy=e+t.
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Relacija P je primitivno rekurzivna, pa je 3,P rekurzivno prebrojiva. To znaci da postoji
parcijalno rekurzivna funkcija G3 takva da je 3,P = D¢ (konkretno, G = uP, ali to nam zapravo
nije bitno). Po teoremu rekurzije, postoji e; € N takav da vrijedi comp,(x,y,e1) ~ G(x,y,eq).
Tada je

(%,Y) € Dy 32 <= (%,Y,€1) € Deomp, <= (x,Y,€1) € Dg = 3.P <=

«— JtP(x,y,er,t) <= Jt(x=ejAy=e; +t) < (x,y) € {(e1,e; +t) | t e N}

pa su ta dva skupa jednaki.
[Naravno, R := 3,P se moZe napisati i kao R(x,y,e) <= x=e Ay > e, iz Cega slijedi da je Cak
primitivno rekurzivna — ali za zadatak nam je dovoljno da je rekurzivno prebrojiva.|

E.3.4 Definiramo funkciju G? s
G(x,e) :=xmod 128 + e.

G je (¢ak primitivno) rekurzivna, pa po teoremu rekurzije postoji e; takav da za sve x vrijedi
comp(x,e7) ~x mod 128 + e;. Slika jednomjesne funkcije s indeksom e; tada je

Zie,yr = {compy(x,e1) | x €N} = {x mod 128 + €1 [ x e N} = [e7 - €1 + 127].

E.3.5 S obzirom na to da raéunamo funkciju s indeksom q u tocki (broju) 1, i domena joj se
sastoji od prirodnih brojeva, radi se o jednomjesnoj funkciji {q}]. Dakle, za primjenu teorema
rekurzije treba nam dvomjesna funkcija koja prima argument i indeks trazene funkcije.

Po teoremu o grananju (rekurzivno prebrojiva verzija), funkcija G? zadana s

2012, x=1

G(x,e) =
0, In(x =en+2012)

je parcijalno rekurzivna. (Drugi uvjet je rekurzivno prebrojiv jer je dobiven projekcijom
rekurzivne relacije P(x, e,n) <= x = en+2012. Uvjeti su disjunktni jer je en+2012 > 2012 > 1.)
Po teoremu rekurzije, postoji q takav da je za sve x, comp;(x, q) ~ G(x, q). Dakle,

X € Dygyr <= (X, q) € Deomp, <> (X, q) € Dg <~

«—x=1vin(x=qn+2012) <= xe {1} u{gn+2012 | ne N},
pa su ta dva skupa jednaki. Takoder je {q}(1) ~ comp,(1,q) ~ G(1,q) =2012.

E.3.6 Iz oblika domene (Kartezijev produkt tri podskupa od N) zaklju¢ujemo da se radi o
tromjesnoj funkciji {e}®. Dakle, za primjenu teorema rekurzije treba nam funkcija G*. Jedna
takva je

G(x,y,z,€) ::{xz, 2/xA24ynz=e

— parcijalno je rekurzivna jer je dobivena restrikcijom primitivno rekurzivne funkcije na
primitivno rekurzivan skup. Po teoremu rekurzije, postoji e; takav da za sve x,y,z vrijedi
Comp.’)(X»y) Zy €1 ) = G(X)]::’)Z» €1 ) Tada je

(%,Y,2) € D 33 <= (X,Y,2,€1) € Deomp, <= (X,Y,2,€1) € Dg <

{eg

«—2|xA24ynz=e; <= E(x)A-E(y)rz=e; < (x,y,z) e ExE°x {ey},
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pa je D43 = ExECx {e;}. Takoder je

teZ, 2 <= (3(x,y,2) € Dy, 13)({e1}(x,y,2) = t) =
<~ (IxeE)(FycE®)(Tze{er1})(xz=t) =

< (IxeE)(t=e1x) <= tee;-E,
pa je I, 33 = e -E. Dakle e; je trazeni broj.

E.3.8 Iz Cinjenice da se u domeni nalazi uredeni par brojeva, zaklju¢ujemo da se radi o
dvomjesnoj funkciji {e}*. Dakle, za primjenu teorema rekurzije trebamo tromjesnu funkciju G,
takvu da G(x,y, e) ima vrijednost samo kada je (x,y) = (e,0). U tu svrhu, definiramo relaciju
P3 sa

P(x,y,e)<=—=x=eany=0

— ona je primitivno rekurzivna kao presjek dviju primitivno rekurzivnih relacija. Sada je

G(X»ya e) ‘= comp; (OaXP(X»Ua 6))

trazena funkcija (gdje vrijedi P, comp; ra¢una nulfunkciju indeksa 1, a gdje ne vrijedi, ra-
¢una praznu funkciju indeksa 0). Po teoremu rekurzije, postoji e; € N takav da vrijedi
comp,(x,y,e7) ~ G(x,y, e ), dakle izraz {e;}(x,y) ~ comp,(x,y,e7) ~ G(x,y,e;) ima vrijed-
nost to¢no onda kad vrijedi P(x,y,e;), odnosno kad je (x,y) = (e1,0).

E.3.9 Funkcija mul? je primitivno rekurzivna, pa je i parcijalno rekurzivna. Primjenom teorema
rekurzije na tu funkciju dobivamo indeks e takav da je {e}' rjeSenje opce rekurzije

comp(x,e) ~ mul(x,e) =e-x.

Buduéi da je mul® totalna funkcija, desna strana uvijek ima vrijednost, pa je mora imati i
lijeva — i moraju biti jednake, a to to¢no znaci da je za sve x € N, {e}(x) = ex.

E.3.10 Pretpostavimo da je f takva, i e njen indeks takav da je D; = e-N. No ¢injenica da je
f rekurzivna znaci da je totalna, pa je Df = N, odnosno e = 1. To pak znaci da postoji samo
jedan kandidat, f = {1}' = Z, a ona zadovoljava uvjete.

E.3.14 a) Postoji. Funkcija G3 zadana s G(x,y,e) :~ comp;, (O,xg(x2 +y2, ez)) je parcijalno
rekurzivna kao kompozicija parcijalno rekurzivnih funkcija. Po teoremu rekurzije, postoji
e; € N takav da za sve x,y € N vrijedi

compy (%, Y, e1) = comp; (0, x<(x* +y?, e7)).

No desna strana ima vrijednost to¢no za x? + y? < e? (jer je 1 indeks totalne funkcije Z,
dok je 0 indeks prazne funkcije ®'), pa isto mora vrijediti i za lijevu stranu. To toéno
znaci (x,y) € Dy,,y2 <= x K, Y, pa je ey trazeni broj.

b) Ne postoji. Za svaki e i k, {e}* je brojevna funkcija, ¢ija slika je jednomjesna relacija
(podskup od N). S druge strane, svaka K. je dvomjesna, pa se mjesnosti ne slazu.
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c) Ne postoji. Naime, graf bilo koje funkcije ima funkcijsko svojstvo. Za e > 1, vrijedi
0 K¢ 0, a takoder i 0 K. 1, pa K. nema funkcijsko svojstvo. Kada je pak e = 0, lijeva
strana je graf prazne funkcije, dakle prazna relacija, dok je desna neprazna zbog 0 K, 0.
Dakle nikako ne mogu biti jednake.

E.3.18 Primjenom teorema rekurzije na (parcijalno rekurzivnu, kao kompoziciju dvije takve)
funkciju G := Russell o sub dobijemo e, € Prog takav da je {e,}' = $(e,, G2), dakle

X € Dye,y = D$(e2,62) — (X) ez) € DG = DRussellosub <= SUb(X, 62) =X = €2 € Dryssenl = K.

Dokazimo da je ova zadnja tvrdnja ekvivalentna s x € K, := {e; +t | t € K}. Smjer (<) je odit:
ako je x € K, oblika e; +t zaneki t e K, tada je x> ez, i x~e; =tek.

Za smjer (=), ozna¢imo t := x = e;. Klju¢no je da 0 ¢ K, pa t mora biti pozitivan, odnosno
X > e, iz Cega t = x — e, (obi¢no oduzimanje). Sada je x = e, +t € K, zbog t € K.

Po aksiomu ekstenzionalnosti imamo Dq.,; = K;, §to smo trebali.

E.3.19 Relacija zadana s
R(x,e) <= K(x)vx=e

je rekurzivno prebrojiva kao unija dvije takve (K = Dgygen, @ jednakost je (primitivno)
rekurzivna pa je rekurzivno prebrojiva). Po definiciji, postoji G € Comp, takva da je R = Dg.
Po teoremu rekurzije, postoji e; takav da za sve x vrijedi {e;}(x) ~ G(x,e;). To znadi da je
X € Dieyy < R(x,e1) < x e Kvx=eq, odnosno De,; = Ku{er}.

Specijalno, za x := e;, vrijedi e; € D.,3 < R(e,e;), Sto je istina jer je desni disjunkt
ispunjen (e; = e7). Dakle vrijedi Halty(eq,eq), iz Cega slijedi ey € K. Takoder iz toga slijedi
D¢,y = Ku{ey} =K. Dakle e; je trazeni broj.

E.4.2 Funkcija F(e) := e + 3e +4 je primitivno rekurzivna, dakle rekurzivna. Po teoremu o
fiksnoj tocki, postoji e € N takav da je e ~3 e? + 3e + 4.

Ako to treba vrijediti za sve pozitivne k, tada ne mozemo primijeniti teorem o fiksnoj tocki, ali
svejedno moZemo lako naéi e takav da ni e ni e? + 3e +4 nisu kodovi programa, pa su za svaku
mjesnost indeksi prazne funkcije. Recimo, e = 0 je takav: F(0) =4 = (1) ¢ Prog jer 1 =) ¢ Ins.

E.43 a) Mora, po teoremu o fiksnoj tocki.

b) Ne mora — recimo, za primitivno rekurzivnu (inicijalnu) funkciju f := Z, skup S nije
rekurzivan, jer
S(e) <= ew~g Z(e) = 0 < {e}® = {0}® = 0%,

dakle S je tada skup svih indeksa 8-mjesne prazne funkcije, pa nije rekurzivan po Riceovu
teoremu.

(S moZe biti rekurzivan: recimo, za f:=1] je S =N, jer je ~g refleksivna relacija.)
E.4.4 Ne vrijedi: funkcija zadanas F(e) := ((1,5c(e),0)) = [[ 0. DEC Re,1,0 | je &ak primitivno
rekurzivna, ali nema ,uniformnu” fiksnu tocku. Pretpostavimo da takav e postoji, i tvrdimo

da sigurno e #.,1 F(e). U tu svrhu, ozna¢imo za i€ {0,1}, X; := (0,0,...,0,1) € Ne*'. Jasno je
da je {F(e)}(fﬁ) = O, dok 720 ¢ D{F(e)}-

105



Ako e ¢ Prog, tada dobivamo kontradikciju jer je {e}°*' prazna funkcija, dok je {F(e)}e”
definirana u X;. No ako je e € Prog, opet dobivamo kontradikciju: neka je P RAM-program ¢iji
je e kod, i oznadimo s m §irinu od P. OC¢ito je m<e=P] (jer je ili m =0, ili se R,,_; mora
pojaviti u nekoj instrukciji I programa P pa je m-1< I' < P}). Kako se Xo i X; podudaraju
na prvih e mjesta, proizlazi da P-izracunavanje s Xy stane ako i samo ako P-izracunavanje s
X1 stane (ponaSanje programa P ne moze ovisiti o sadrzaju registara nakon R,,) — a to je
nemoguce ako zZelimo da P bude ekvivalentan s [ 0.DEC Re41,0 ]

F.1.1 Ozna&imo promatrani skup s T. Taj skup je 3-invarijantan: za e € T i {e}* = {f}* imamo
Tigys =1Ly € P, dakle feT.
0.INC Ry
1.INC R
pa je kod tog programa (6,6) =67 € T, odnosno T # @. S druge strane, prazan program racuna
tromjesnu nulfunkciju C3 &ija slika je Zc(s) = {0} ¢ P, pa njegov kod () =1 ¢ T, iz Cega slijedi
T+ N. Po Riceovu teoremu, T nije rekurzivan skup.

RAM-program l ] ra¢una funkciju C3 koja je tromjesna i slika joj je Ic; ={2} cP,

F.1.2 Ozna&imo taj skup sa T. Kako je rekurzivna funkcija {1}' = Z ograni¢ena (slika joj je
jedno¢lana), imamo 1€ T. Takoder, kako nijedna rekurzivna funkcija I¥ nije ograni¢ena (sve
su surjekcije), imamo i(1) ¢ T (definicija funkcije i' nalazi se u rjeSenju zadatka C.2.4). Dakle,
@dcTcN.

Sada #elimo dokazati da je skup T l-invarijantan. U tu svrhu, neka je e e T i {e}' = {f}'.
Prvo znadi da je {e}" ograniena za neki k. No tada je specijalno i {e}' ogranicena, jer
iz {e}'(x) ~ {e}*(x,0,...,0) slijedi Z,;1 € Zoyx. Tada iz {e}' = {f}' slijedi da je i {f}'
ogranicCena, pa je f takoder indeks neke ogranicene rekurzivne funkcije, odnosno f e T.

Po Riceovu teoremu, skup T ne moze biti rekurzivan.

F.1.3 Jest. Za svaki e € N, funkcija {e}° ima indeks (konkretno, e) pa je po teoremu ekviva-
lencije parcijalno rekurzivna. To znadi da je S = N, odnosno xs = C] = Sco Z, §to je primitivno
rekurzivna funkcija.

F.1.4 Oznac¢imo promatrani skup sa S, i uvedimo novi skup
T:={eeN|{e} je perioditka}.

Po definiciji skupa S, za svaki a €e N imamo a€S <= a+72¢T.

Skup T je neprazan: Z' je periodicka, dakle 1 € T. Takoder, T je pravi podskup od N: identiteta
I1 nije periodi¢ka, dakle i(1) = ((1,1,3),(0,0),(2,0)) ¢ T.

Akojeec Ti{e} ={f}', tada je ta funkcija periodi¢ka, pa jeif e T. Dakle T je 1-invarijantan.
Kad bi S bio rekurzivan, za svaki e > 72 bismo mogli utvrditi je li u T tako da provjerimo je
li e-72¢S. Drugim rije¢ima, za e > 72 vrijedi x7(e) = xs(e = 72). Kako brojeva manjih od
72 ima samo kona¢no mnogo, zaklju¢ujemo da je x1 (ocito je totalna) dobivena editiranjem
funkcije e — xs(e = 72), te bi bila rekurzivna. To je kontradikcija s Riceovim teoremom, dakle
S nije rekurzivan.
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F.2.1 Oznacimo taj skup sa S, i uvedimo skup
T:={aeN|(a,1)eS}={aeN|V¥x,y({ar(x,y) =mul(x,y))} = {aeN|{a}’ = mul?}.

Iz zadnje jednakosti slijedi da je T skup svih indeksa funkcije mul?. Taj skup je ocito
2-invarijantan: ako je e e T i (mul®=){e}* = {f}*, tadajeifeT.
Kad bi S bio primitivno rekurzivan, tada bismo iz

(a,1)=21"2.31"1=18.29¢S«=aeT

imali x1(a) =xs(18-2%), pa bii T bio primitivno rekurzivan (funkcija a — 18-2¢ je primitivno
rekurzivna). Specijalno, bio bi rekurzivan, pa bi po Riceovu teoremu bio ili N ili @. Prvo je
kontradikcija jer npr. 0 ¢ T, a drugo bi znacilo da mul* nema indeks, Sto je kontradikcija s
teoremom ekvivalencije, jer je mul? primitivno rekurzivna. Zakljuéujemo da S nije primitivno
rekurzivan.

F.3.2 Promotrimo skup
T:={ceN|R(0,0,c)} = {ceN[Dyy1 =Dyg,y1 = Dygoy1 = Dor = ' }.

Drugim rije¢ima, T je skup svih indeksa prazne funkcije ®', pa je oito 1-invarijantan.

Iz njegove definicije je c € T < (0,0,c¢) € R, odnosno Xt = Xr © (Z,Z, I} ). To znadi T <R, pa
kad bi R bila rekurzivna, bila bii T. To bi po Riceovu teoremu znacilo T =@ ili T = N. No
nijedno od toga ne vrijedi: T# @ jer 0eT ({0} =®),dok T#Njer 1¢T ({1} =7 # ®).

F.3.4 Kako je R tromjesna, b i ¢ su prirodni brojevi, pa ,svuda” oznacava skup N, odnosno
radi se o jednomjesnoj funkciji {a}' &ija domena je Wq = N\ {b,c}.

Definiramo skup T:={a € N|R(a,0,1)}, dakle T je skup svih indeksa jednomjesnih funkcija
0. DEC R4,0
1. DEC R1,0
njegov kod ((1,1,0),(1,1,0)) =6'8" € T. S druge strane, prazan RAM-program ra¢una totalnu
funkciju Z' &ja domena je N #+ M, pa je njegov kod 1¢ T. Dakle, @ c T c N.
AkojeeeTi{e} ={f}', tada su im domene jednake: W; = W, = M, odnosno f ¢ T. To zna&i
da je skup T 1-invarijantan.

Kad bi R bila rekurzivna relacija, tad bi zbog

¢ija domena je M := {0,1}¢. RAM-program [ :| racuna funkciju (Z|m)', pa je

xt(a) =xr(a,0,1)  (simboli¢ki: xt = xXr ° (I§,Z,Sc0Z))
1 T bio rekurzivan, $to je kontradikcija s Riceovim teoremom. Dakle R nije rekurzivna.

F.3.6 Iz zadatka C.2.7 znamo da je jedini potpuni kvadrat koji je kod RAM-programa broj 1.
To znaéi da za bilo koje x,y € N~ {1} vrijedi x Sy, odnosno x2 ~; y2, jer je {x2}' = {y2}' = ®'.
Takoder vrijedi 1S 1, jer je ~7 refleksivna relacija. Dakle imamo {(1,1)}u (N~ {1})?cS.
No vrijedi i obrat, jer za bilo koji (x,y) koji nije iz lijeve strane, to¢no jedna koordinata je
razli¢ita od 1: zbog simetri¢nosti, BsomP x = 1 #y. Tada y? ¢ Prog pa je {yz}1 =®!, dok je
{x2}' = {1}' = C}. To su otito razli¢ite funkcije, pa x $ y.

Iz toga slijedi da je S = {1} x{1}u{1}¢x{1}¢ rekurzivan skup, kao unija Kartezijevih produkata
konacnih skupova i njihovih komplemenata.

[Alternativni zapis je x Sy <= x=1<y =1, iz kojeg se odmah vidi da je S rekurzivna.]
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F.3.12 Oznacimo taj skup sa S, i definirajmo skup T kao
T:={eeN|{e} je totalna funkcija }.

Kako je C3 totalna, 1€ T, dakle T # @. Kako ® nije totalna, 0 ¢ T, dakle T # N.

Ako je e e T i {e}® = {f}>, to je totalna funkcija, dakle f € T, pa je skup T 3-invarijantan.
Sada treba uoditi da vrijedi S(a,b) <= T(a+2b+1024), odnosno xr(a+2b+1024) = xs(a,b).
Kada bi S bio rekurzivan, tada bismo za sve brojeve e > 1024 mogli utvrditi jesu li u T tako da
provjerimo je li uredeni par (e - 1024,0) u S. Formalno, x1(e) se podudara s xs(e = 1024,0)
svuda osim u konaéno mnogo toc¢aka (na brojevima manjima od 1024), dakle kad bi S bio
rekurzivan, tada bi i T bio takav, $to je kontradikcija s Riceovim teoremom.

F.3.14 Da je » definirana s = umjesto ~, bila bi trivijalno rekurzivna jer bi bila prazna: naime,
uvijek bar jedna strana te ,,jednakosti” nema vrijednost: za a =0 je to lijeva, a za a >0 je to
desna. Naime, 2a + 1 ¢ Prog za sve a > 0.

To zapravo pokazuje da parcijalna jednakost u definiciji od * znaci da ne lijeva nt desna
strana nemaju vrijednost. Precizno, ako fiksiramo b na npr. 0, dobijemo relaciju

S(a) <= a+0 <= {a}(0) ~{2a+1}(1),

i za a >0 to je ekvivalentno s 0 ¢ D, ,1 <=:T(a) (jer desna strana nema vrijednost).

Kad bi « bila rekurzivna, bila bi to i S jer je S < (*): iz definicije od S je xs = X.o (I],Z).
No x1 je dobivena editiranjem xs (ne podudaraju se samo eventualno u nuli), pa bi tada
i xt bila rekurzivna, $to nije po Riceovu teoremu: Dyy,1 = Dg1 = &' 3 0 znaci 0 € T, dok
Dyyyr = Dq) =N>0znaCi1¢T,; aT jel-invarijantna jer T 5> e ~7 f znaci 0 ¢ D41 = Dypyr,
odakle feT.

F.4.2 Ozna¢imo S := {n e N| F(n) = F(0)}. Ako je S5 x »~5 y, tada su x i y u istoj w~s-
klasi ekvivalencije, pa je F(0) = F(x) = F(y), iz ¢ega F(y) = F(0), pa je y € S. Dakle S je
5-invarijantan.

S druge strane, xs(n) = X:(F(n),F(O)) (simboli¢ki, xs = X- o (F,C;(O))) pokazuje da je S
rekurzivan skup. Po Riceovu teoremu, S=@ili S=N.

No 0 €S jer je F(0) = F(0) (F je totalna funkcija), dakle S + @. Jedino dakle mozZe biti S =N, a
to znadi da je za sve n € N, F(n) = F(0), odnosno F je konstanta.

F.4.3 Zapravo, Prog® nije k-invarijantan ni za jedan k. Uvjet k-invarijantnosti nije
eceTAfel = e~ f

(8to doista vrijedi u ovom sludaju, za T := Prog®, za svaki k), ve¢ ,obrnuto”,
eeTrexm f=—"FeT

§to ne vrijedi, ni za jedan k, jer 0 € T, i 0 »y 22° za sve k € N,, ali 225 ¢ T jer 22> € Prog.
Konkretno, 225 =[0.coTo 0].

Drugim rije¢ima, ,biti sintaksno (ne)ispravan program” je praktic¢ki po definiciji sintaksno
svojstvo, i naravno da je odlu¢ivo. Ono nije semanticko svojstvo, jer za svaki sintaksno
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neispravan program postoji sintaksno ispravan program [0. co TO 0] koji mu je ekvivalentan.
,Prijevara” ovog zadatka je da ,biti sintaksno neispravan program” nalikuje na, i podskup je
od, semantickog svojstva ,racunati praznu funkciju”. No kao §to vidimo, inkluzija je prava: ta
svojstva nisu jednaka.

F.4.4 Standardnom primjenom Riceova teorema dokaze se da S nije rekurzivan: recimo, O € S,
1¢S,tejeS="{feComp;|0¢Z}" l-invarijantan. No

e¢S <= {e}' poprima vrijednost 0 <= 0 € Z ;1 < Ix {e}(x) 2 0 <
= X Gy (x,0) <= Ix3z(T1(x,¢,2) AU(2) =0)

pokazuje da je (ako ovo pod kvantifikatorima oznaéimo s P(e,x,z)) S¢ = 3, 3,P = 3,P rekurzivno
prebrojiv po projekcijskoj karakterizaciji (I5 < P je primitivno rekurzivna jer je P primitivno
rekurzivna kao presjek dvije takve).

Sada iz Postova teorema (obratom po kontrapoziciji) slijedi da S nije rekurzivno prebrojiv.

G.1.5 Tvrdimo da je

R(a,b) <= K(a) < K(b)
takva. Za pocetak, primijetimo da je Russell(1) =1+{1}(1)=1+Z(1)=1+0=1, dakle 1 €K,
te 0 ¢ K jer O ¢ Prog.
Sada iz toga slijedi R(a,0) <— (K(a) < J_) <= -K(a), pa imamo K¢ < R. Dakle, kad bi R
bila rekurzivno prebrojiva, tada bi i K¢ bila rekurzivno prebrojiva, §to smo dokazali da nije.
Analogno, R(a,1) <— (K(a) < T) <~ K(a), iz ¢ega -R(a,1) < -K(a), odnosno K¢ < R¢,
pa zakljuCujemo da ni R¢ nije rekurzivno prebrojiva.
Sto se ostalih mjesnosti tice, za k > 2 ocito mozemo definirati

Rk(X1,Xz>X3>--->Xk) = RZ(Xth)-

Iz toga slijedi xg2(a,b) = xgx(a,b,0,...,0), dakle R? < R¥, pa ni R¥ ni (analogno) (R¥)¢ nije
rekurzivno prebrojiva.
Jo§ je preostala mjesnost 1. Tu moZemo primijeniti kontrakciju: R' := R2, odnosno

R'(x) :<= R*(fst(x),snd(x)).

Iz toga pak slijedi xg2(a,b) = xgi(pair(a, b)), simbolicki xg2 = g1 © pair, te je R2 <R, i opet
imamo da ni R' ni njen komplement nisu rekurzivno prebrojive.

G.1.8 xx +Xxke = Cl.

G.1.10 Funkcija Z|¢ je parcijalno rekurzivna po teoremu o restrikciji. Kad bi bilo Z|x = uR
za neku rekurzivnu R?, to bi znadilo da (a) za sve x € K mora biti R(x,0) (jer jedino tako
vrijednost minimizacije moZe biti 0), te (b) za sve x ¢ K mora biti x ¢ D,g = 3.R, odnosno
x Ry za sve y, specijalno -R(x,0). Drugim rije¢ima, ispalo bi

K(x) <= R(x,0),

pa bi K bila svediva na R, $to je nemoguce jer R jest rekurzivna, a K nije.
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G.1.12 Nije. To se moze vidjeti na sljedeci zanimljiv nacin. Neka je H proizvoljna jednomjesna
totalna funkcija. Za svaki i€ N, ozna¢imo G; := X i);- Kako je H totalna, {H(i)} je uvijek
jednoclan skup, pa je rekurzivan, odnosno G; je rekurzivna funkcija za svaki i.

No tada je F definirana formulom iz zadatka zapravo Xg,, $to se vidi na sljede¢i nacin:
vrijednosti koje poprima su samo 0 i 1, jer su to vrijednosti koje poprimaju sve G;; totalna je
jer su sve G; totalne; a za sve (x,y) € N? imamo

F(x,y) = Gx(Y) = X(n(x)3(Y) =1 =y = H(x) ==y 2 H(x) Ax € Dy = N <= G (x,y).

Kad bi F nuZno bila rekurzivna, to bi znacilo da je Gy rekurzivan skup, pa bi (po teoremu o
grafu za totalne funkcije) H bila rekurzivna.

Dakle, pretpostavka da je F uvijek rekurzivna vodila bi do zakljuc¢ka da je svaka totalna
jednomjesna funkcija rekurzivna, $to znamo da nije istina (recimo, funkcija Russell je kontra-
primjer).

G.2.8 Kako je f brojevna funkcija, mjesnost joj moze biti samo 1: ni za koji k > 1 nemamo
prirodni totalni uredaj na N* s obzirom na koji bi funkcija bila padajuéa. Iz toga i totalnosti
slijedi da je domena Ds = N, §to je primitivno rekurzivan skup.

Sto se slike tice, f! je totalna pa je f(0) € N, oznadimo ga s yo. Za svaki x € N je x > 0, pa jer je
f padajuca imamo f(x) < f(0) =yo. Dakle nijedan broj u Z¢ nije veéi od yo, odnosno slika od f
je podskup konaénog skupa [0:-yo]. To znaci da je i Zf konaéna, pa je primitivno rekurzivna.
Za samu funkciju f, razmisljamo ovako: slika od f je o¢ito neprazni (sadrZi yo) podskup od N,
pa zbog dobre uredenosti ima najmanji element — oznacimo ga sa z. OcCito je z = minZ; € 7y,
pa postoji x € N takav da je f(x) = z. Fiksirajmo jedan takav i oznacimo ga s xo. S jedne
strane, za sve x > xo je f(x) < f(xo) = z jer je f padajuca, a s druge, za sve x je f(x) € Z, dakle
f(x) > minZf = z. Dakle f se podudara s konstantom z u svim tockama nakon X, odnosno
razlikuje se od nje samo u kona¢no mnogo toc¢aka (sve su manje od x(). Dakle, f je dobivena
kona¢nom promjenom (editiranjem) primitivno rekurzivne funkcije C!, pa je i sama primitivno
rekurzivna.

Sada iz G¢(x,y) < y = f(x) (f je totalna) slijedi da je xg, dobivena kompozicijom iz x_, f i
koordinatnih projekcija, pa je primitivno rekurzivna, $to znaci da je Gr primitivno rekurzivan.

G.2.11  a) Naravno. Relacija moZe biti proizvoljno kompliciranija od svog selektora. Recimo,
postoji ¢ak nearitmeticka relacija koja ima nulfunkciju Z za selektor. Jednostavno, svih
podskupova od N? koji sadrze skup N x {0} ima (nakon komplementiranja s obzirom
na N2, $to je bijekcija) jednako kao i svih podskupova od N x N,, dakle 2% = ¢, Kako
svih rekurzivnih / rekurzivno prebrojivih / aritmetickih relacija ima samo R, sigurno
medu ovim gornjima postoje svakakve ,ruzne” relacije, a svaka od njih ima Z za selektor
jer je nadskup od Gz = N x {0}.

b) Opet, da. Promotrimo proizvoljan ,ruZan” podskup D od N (recimo, za skup koji nije
rekurzivno prebrojiv mozemo uzeti D := K¢), i definirajmo relaciju kao

R:={0} x D u N, x {0}.
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Iz te definicije slijedi da je za svaki y, R(0,y) < D(y), odnosno xp(y) = xr(0,y),
simboli¢ki Xp = Xr © (Z,1]), odnosno D <R, 8to znaci da je R bar jednako ,ruzna” kao i
D (konkretno, nije rekurzivno prebrojiva).

Ipak, kako se D pojavljuje samo kad je prva koordinata 0, svaki selektor f za R mora

imati svojstvo f(x) = 0 za sve x € N, (i mora biti definiran u 0 jer je oito D neprazan),
drugim rije¢ima f je s kona¢nim nosacem, pa je primitivno rekurzivna.

G.2.12  a) Ovo je klasi¢ni Russellov paradoks (dijagonalizacija). Pretpostavimo da je A = Zp1,

gdje je f rekurzivna. Definiramo g(n) := comp(n,f(n)) + 1. Primijetimo da smo mogli
" u definiciji (g je totalna) jer je za svaki n, {f(n)} totalna funkcija zbog
f(n) € Zs = A, pa je n € Dygnyy. OCito je g = Sc o comp; o (1}, f) parcijalno rekurzivna kao
kompozicija takvih, pa je zbog totalnosti rekurzivna. Specijalno ima indeks — fiksirajmo
neki i oznacimo ga s e. Tada bi po definiciji bilo e € A (e jest indeks jedne jednomjesne
totalne funkcije, konkretno g), pa bi po definiciji slike bilo e = f(m) za neki m € N.
No tada je g(m) = comp(m,f(m)) +1=comp(m,e)+1={eX(m)+1=g(m)+1, sto je
nemoguce jer je g(m) € N zbog totalnosti od g.

koristiti ‘=

Ovo je kontrapozicija teorema enumeracije: kad bi A bio rekurzivno prebrojiv, bio bi
slika neke jednomjesne (¢ak primitivno) rekurzivne funkcije, jer je oéito A # @ (npr.
1eA) — atosmo u (a) vidjeli da ne moZe biti.

G.2.14 Jest. Teorem enumeracije nam daje dvomjesnu funkciju G2, no lako je vidjeti da
G(x) = G(fst(x),snd(x)) ima istu sliku i jednomjesna je.

C: Za Yo € Z¢, postoji xo € N takav da je yo = G(xo) = G(fst(xo),snd(xo)) €Zg.

2: Za y € Zg, postoje a,b € N takav da je y = G(a,b). Tada je x := pair(a,b) € N i vrijedi
Te 3 G(x) = G(fst(x),snd(x)) = G(fst(pair(a,b)),snd(pair(a,b))) =G(a,b) = y.

[ Naravno, za proizvoljnu mjesnost k > 3 takoder imamo primitivno rekurzivnu funkciju s istom
slikom, recimo G* zadanu s G(x1,%2,...,%x) = G(x7,%2).]

G.2.15 a:J) Neka je S ¢ N beskonacan. Tada je specijalno S neprazan, pa po dobroj uredenosti

a:!)

od N ima najmanji element: ozna¢imo ga s a. Takoder, za svaki m € N, skup S~ [0--m]
je neprazan (jer je lijeva strana beskonacna, a desna kona¢na) podskup od N, pa ima
najmanji element koji oznacimo s g(m). Po Dedekindovu teoremu rekurzije, tada je s
e(0):=a,e(n+1):= g(e(n)) odredena funkcija e, koja je oCito rastuca (po definiciji je
g(m) > m za sve m, pa specijalno za m := e(n) imamo e(n+1) > e(n)), i slika joj je
podskup od S (jer je a €S, i g(m)eS za sve m). DokaZzimo da vrijedi jednakost.

Pretpostavimo suprotno da je Z. ¢ S. Tada je skup S \ Z, neprazan podskup od N, pa
ima najmanji element: oznacimo ga s t. Svi elementi od S manji od t tada jesu u slici
od e, a ima ih kona¢no mnogo (najvise t) i a = e(0) = min S je medu njima, pa postoji
najveéi takav, ozna¢imo ga sa s. OCito je t = g(s), a kako je s u slici od e, recimo
s =e(n), imamo t =e(n+ 1) € Z., kontradikcija.

Neka je S ¢ N beskonacan, i pretpostavimo da postoje dvije enumeracije za S, oznacimo
ith s e 1 f. Kako je e # f, zbog dobre uredenosti N postoji prvi broj i na kojem se
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razlikuju: oznacimo b :=e(i) i c:=f(i). Tada su b i c razliciti prirodni brojevi, pa bez
smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti b < ¢c. Kako su e i f enumeracije od S, vrijedi
b=e(i) €eZ. = S = Z¢, pa postoji j € N takav da je b = f(j). No f(j) =b <c = f(i) povlaci
j<ijer jef (paif-') rastuéa, ali to je nemoguce jer za sve j <1 vrijedi e(j) = f(j) (i je
prvo mjesto gdje se e i f razlikuju), pa bismo imali b = e(1) = f(j) = e(j), kontradikciju s
¢injenicom da je e (kao rastuca funkcija) injekcija.

b:=) Neka je S beskonacan i rekurzivan. Trebamo isprogramirati dokaz egzistencije iz (a).

Kao i prije, oznac¢imo a := minS. Definiramo funkcije

g(x) =uy(yeSrx<y),
e=amgoll.

Funkcija g je parcijalno rekurzivna, jer je dobivena minimizacijom konjunkcije dviju
rekurzivnih relacija — i totalna je, jer je S beskonacan: od svakog x postoji veéiy €S.
Dakle g je rekurzivna funkcija, a tada je e rekurzivna jer je dobivena degeneriranom primi-
tivnom rekurzijom iz nje. Kao i prije (definicije su iste, samo su napisane ,jzrac¢unljivo”),
dobijemo da je e strogo rastuca i slika joj je S.

b:<) Neka je e rekurzivna i strogo rastuca, te S = Z.. Prvo, e mora biti injekcija, pa je
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S =7, ~D. =N, odnosno S je beskonacan. Drugo, indukcijom se lako pokaze da za sve
n vrijedi e(n) > n. [Doista, e(0) > 0, i iz e(n) > n slijedi e(n + 1) > e(n) > n, dakle
e(n+1)>n+1.] To znadi da je u standardnom uvjetu za pripadnost slici od e,

yeS<— Hx(y ~ e(x)) — IxGe(x,Y),

moguce ograniciti x sa y. Doista, za bilo koji takav x vrijedi x < e(x) =y, pa imamo
yeS <= (Ix<y)Ge(x,y). Dakle, S je dobiven ograni¢enom kvantifikacijom iz G., koji
je rekurzivan po teoremu o grafu za totalne funkcije — pa je i sam rekurzivan.

Smjer (<«=) vrijedi potpuno jednako kao u (b) — isti dokaz prolazi. Ali smjer (=) ne
vrijedi: definiramo jednomjesnu Ackermannovu funkciju s A(x) := A(x,x,x). O&ito je A
rekurzivna i strogo rastuéa, ali (manje o¢ito) nije primitivno rekurzivna. To slijedi iz
tehnicke ¢injenice A(x,y,z) < A(max(x,y, z) + 3), pa bismo mogli napisati

A(x,y,z) = (ut < A(max(x,y,z) + 3)) Gz (x,y, 2, t).

Graf od A3 jest primitivno rekurzivan, pa kad bi A! bila primitivno rekurzivna, iz te
jednakosti bi slijedilo da je A3 primitivno rekurzivna, kontradikcija.

Sada S := Z1 jest slika strogo rastuce rekurzivne funkcije, pa je beskonaéan (kao u (b:<=)).
No S je i primitivno rekurzivan, jer (opet, kao u (b:<«)) vrijedi

ye S (HX Sy)gA3(X»X>X)y))

a Gas je primitivno rekurzivan. Ali S ne moze imati primitivno rekurzivnu enumeraciju
jer ve¢ ima enumeraciju A'! koja nije primitivno rekurzivna, a po (a:!), ne moze imati
nijednu drugu.



G.3.5 Neka je k € N, i R¥ rekurzivno prebrojiva. Definiramo Q¥ s Q(X,y) :< (Vi< y)R(X,1).
Zelimo dokazati da je i Q rekurzivno prebrojiva.
Po projekcijskoj karakterizaciji, postoji rekurzivna relacija P**! takva da je R = 3,P. Tada je

Q(X,y) = (Vi<y)IzP(X,1,z) < It (Vi<y)(Fz< t)P(X,1,2).

Dokazimo drugu ekvivalenciju (prva vrijedi po definiciji). (=) Ako za svaki i€ [0--y) postoji
,dobar” z (ozna¢imo ga sa z;), tada o¢ito postoji i gornja granica za sve njih: t:=1+max} ,z;.
Tada je svaki z; manji od t, pa vrijedi desna strana. (<) Ako postoji takav t, olito za svaki
i€[0-y) postoji ,dobar” z (manji od t, ali to nas ovdje ne zanima), pa vrijedi lijeva strana.
Sada je Q* projekcija relacije Q%+, koja je zadana s Q(X,y,t) :<> (Vi< y)(Iz < t)P(X,1,2), i
kao takva je rekurzivna, jer je dobivena dvostrukom ograni¢enom kvantifikacijom (do rekurzivne
granice) relacije P. Po projekcijskoj karakterizaciji, Q je rekurzivno prebrojiva.

G.3.7 Pokazat ¢emo da ne mora. Znamo da skup K¢ nije rekurzivno prebrojiv. Iz toga ocito
slijedi da je taj skup beskonaéan (konaéni skupovi su ¢ak primitivno rekurzivni, dakle svakako
rekurzivno prebrojivi), odnosno prebrojiv (jer je podskup od N).

Oznadimo mu elemente redom s do, dy, ... (naravno, funkcija i — d; nije izracunljiva jer je K¢
njena slika, ali svakako postoji jer je N dobro ureden). Za svaki i € N stavimo A; := {d;}.
Svaki skup A; je jednoclan, dakle primitivno rekurzivan, i i #j povlaci A; # A;, dakle familija
A:={A;|ieN}={{d} | deKe} je prebrojiva. No UA = K¢, skup koji nije rekurzivno
prebrojiv.

H.2.1 Relacija zadana uvjetom x > 1 Ay > 0 i nulfunkcija su ocito primitivno rekurzivne, pa je
dovoljno promotriti prvi slucaj. Oznaéimo z := f(x,y) u tom slucaju. Po definiciji funkcije
najvece cijelo vrijedi

z<log,y<z+1

odnosno (djelujuéi funkcijom exp,, koja je strogo rastuca zbog x > 1) x* <y < x**!. To znaéi
da je z+ 1 najmanji t takav da vrijedi x' > y. Stovise, takav t sigurno nije 0, jer je x° =1 < y,
pa z mozemo dobiti primjenom funkcije pd na taj najmanji t.

Takoder je jasno da tu minimizaciju mozemo ograniciti: zbog x > 1 je x > 2, pa je x¥ > 2Y >y,
odnosno y je sigurno jedan takav t. Drugim rije¢ima, najmanji takav t je sigurno manji
ili jednak y, pa je u tom sluéaju f(x,y) = pd((ut < y)(pow(x,t) > y)), $to je primitivno
rekurzivna funkcija od x 1 y.

H.3.1 Bio r iz N ili R, svejedno je: relacija K, € N? je uvijek konacéna (jer olito x K, y povladi
X,y <1, pa je K, podskup kvadrata kona¢nog skupa [O - [rJ]), pa je primitivno rekurzivna.

[ Primijetimo da to nije u koliziji s ¢injenicom da primitivno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo
mnogo, jer za mnoge r-ove K, ¢e biti jedna te ista relacija. Cak i za r € N: recimo, K3 = K; =

{0, 1} x{0,1}.]

H3.2 a) Akosu « i 3 razli¢iti pozitivni realni brojevi, bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti o« < 3. Jer je Q gust u R, postoji razlomak ™, skracen do kraja i s pozitivnim
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nazivnikom, takav da vrijedi o < 7F < 3. Kako je 0 < x < ¥, i n > 0, zakljuCujemo m > 0,
odnosno m i n su prirodni brojevi. Sada je

Ga(n)ztnocJSnomn'%l:m

prirodni broj koji je manji od m, dok je
m
Gg(n) =|np|= [n(; +6)J =m+|[nd]>m+0=m

(s & smo oznacili razliku 3 - ™ € R, ). Dakle vrijedi G4(n) <m < Gg(n), odnosno postoji
bar jedan prirodni broj na kojem se G i Gp razlikuju, pa su to razli¢ite funkcije.

Drugim rije¢ima, preslikavanje G : R, > NN zadano s G(«) := G, je injekcija. To znadi
da svih funkcija G, ima neprebrojivo mnogo (card(Zg) = card(Dg) = card(R,) = ¢ > Rp),
pa ne mogu sve biti rekurzivne (svaka rekurzivna funkcija ima indeks, i razli¢ite funkcije
imaju razli¢ite indekse, dakle rekurzivnih funkcija ima najviSe koliko ima i indeksa,
prebrojivo mnogo). Dakle sigurno postoji o € R, takav da G, nije rekurzivna.

b) Ne: za svaki « € Q,, funkcija Gy je rekurzivna. Konkretno, ako je « = = gdje su
m,neN,, tada je G4(x) = [%J = mx ~ n primitivno rekurzivna funkcija od x.

1.0.1 Uvjet D¢y + @ se moZe zapisati kao IxInFinal((x),e,n), dakle X, relacija, a uvjet
D¢ey # N kao Ix’-3In’Final((x’), e,n’), §to je ekvivalentno X, relaciji Ix’Vn’=Final((x’),e,n).
Rascijepljenost je onda presjek jedne 2, i jedne X, relacije, dakle X, relacija. Eksplicitno,

»€ je rascijepljen” <= 3tvn(Final((t[0]), e, t[1]) A =Final({t[2]),e,m)).
1.0.2 Tvrdnja vrijedi.

e~ <= Vx(IyIz(T1(x,e,y) A T1(x,f,z) AU(Y) = U(z)) v
v (¥n-Final((x), e,n) A Ym-Final({x), f,m))).

Kontrakcijom kvantifikatora po y i z dobijemo kvantifikatorski prefiks V3 karakteristican
za T, relacije. Kvantifikatori po m i n se mogu izvuéi sasvim na pocetak i kontrahirati s
kvantifikatorom po x. Ono $to ostane nakon VxVmVndydz je primitivno rekurzivna relacija.

1.0.3 Klasi¢na dijagonalizacija: pretpostavimo da postoji, i oznaé¢imo je s R?. Definiramo
P(x) :<= -R(x,x). Otito je P<RCe A,, pajeiP! € A,. Kako R prebraja sve takve, postoji
e € N takav da je za sve x, P(x) < R(x,e). Specijalno za x := e, dobijemo R(e,e) <—
P(e) < -R(e,e), §to je ocito kontradikcija. Dakle, takva relacija ne postoji.

K.1.5 Svima je zajednicko sljedece: neka su k, 1€ N,, neka su R¥,... R} u parovima disjunktne
relacije, te G¥, G¥,..., Gf funkcije, sve iste mjesnosti. Definiramo po slu¢ajevima dvije funkcije
Fi:=if{Ry : G1,...,R1: G, Go} i F5 := #f{Ry : Gy,...,Ry: Gi}. Tada:
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K.3.6

ako su svi uvjeti Ry ... 1sve grane G; su... tada jeli funkcija ...

primitivno rekurzivni  primitivno rekurzivne F; primitivno rekurzivna

rekurzivni rekurzivne F4 rekurzivna
rekurzivni parcijalno rekurzivne F; parcijalno rekurzivna
rekurzivni parcijalno rekurzivne F, parcijalno rekurzivna

rekurzivno prebrojivi  parcijalno rekurzivne F, parcijalno rekurzivna

1. Istina. OCcito poprima vrijednost O jer K nije ¢itav N (recimo Russell(0) = 0),
a poprima i sve sljedbenike (dakle sve ostale prirodne brojeve): za svaki n € N je
t := C¢(n) indeks konstantne funkcije C,, (koja je totalna pa je svakako t € K), pa je
Russell(t) = Russell(t) = comp(t,t) + 1 ={t}(t) +1=C, . (t) + 1 =n+1.

. Laz. NZE’ uopce nije brojevna funkcija (niti relacija), pa nikako ne moze biti primitivno

rekurzivna. Radi se o kodiranju, dakle neformalno izra¢unljivoj funkciji, dok je primitivna
rekurzivnost formalizacija izracunljivosti.

3. Laz. Prema zadatku G.2.12(b), skup Tot svih indeksa jednomjesnih totalnih funkcija nije
rekurzivno prebrojiv, a lako je vidjeti da je F' totalna ako i samo ako je Z o F nulfunkcija.
Dakle, Tot je svediv na traZeni skup Zer, pomoéu pratece funkcije od F » ZoF
(konkretno, recimo $(1,compose;), koja je primitivno rekurzivna kao specijalizacija
primitivno rekurzivne funkcije), pa niti Zer ne moze biti rekurzivno prebrojiv.

L.1.1 Prvo izraunajmo b =1+ max{4-1,3-1,3,2,2,0} =4. Trazene makro-konfiguracije su:
Ro Ri R R3 Rs Rs Rg¢ R; Rs..|PC AC
pocetna konfiguracija o 8 3 0 0 o0 0 O 0 0 O

0. MMOVE 4 FROM Ry.. TOR4..| O O O O O 8 3 0 0 1 0

1. ARGS Re,Re, R4 o 3 3 0 o0 8 3 O 0O |2 O

2. Pug” 6 0 0 0 o0 8 3 O 0O |3 O

3. REMOVE Ry TO R~ o o0 o0 o0 o 8 3 6 0 4 0

4. MMOVE 4 FROM R4.. TORo..| 0 8 3 6 0 0 0 O 0 5 0

L.1.2 Neka je k € N,, neka je R**! relacija i H* funkcija. Za funkciju F* definiranu s

F(%) = wy(y < H(X) - R(%,Y))

kazemo da je dobivena ograni¢enom minimizacijom relacije R do granice H.

Neka je R rekurzivna, a H primitivno rekurzivna.

Tada je relacija zadana s P(X,y) <>y < H(X), svediva na relaciju strogog uredaja (<), pa je
rekurzivna. Onda je i relacija Q, dobivena kao kondicional iz P i R, rekurzivha — a F = uQ je
parcijalno rekurzivna.

Takoder je Df = 3,.Q = N¥, jer za svaki X € N* postoji y := H(X) (H je totalna) takav da vrijedi
Q(X,y) (jer je P(X,y) < H(X) < H(X) laz). To znaci da je F totalna funkcija, pa je rekurzivna,
Sto smo trebali dokazati.
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L.1.3 Code(x) = (x) = 2%*1, bis(x) = (x,x) = 2x*1. 341 = gx+1,

0.INC R4
[ 0. nC R4 | 1.INC Ry
1.INC Ro 2.DEC Rq,12

2.DEC R4, 10 3. DEC R,/
3.DEC Ro,7/ 4.INC R
p _ 4, INC R, P _ 5.INC R,

Code! ™ | 5 NG R, ’ bis 6.GOTO 3

6.c0TO 3 7.DEC R,,2
7.DEC R;,2 8.INC R,
8. INC Ry 9.INC Ry
i 9.coTo 7/ 10. INC Ry

) | 11.coTO7 |

L.1.4 Prvo rjeSenje: usporedujemo znamenke s pocetka i s kraja.
ndigits(n,b) := (ut <n)(b*>n)  digit(n,b,i):==n ~ b*mod b
Palin(n,b) <> b > 2 A (Vi < ndigits(n, b)) (digit(n, b, 1) = digit(n, b, ndigits(n, b) = Sc(i)))
Drugo rjeSenje: ekstrahiramo sve znamenke u konacni niz.
digits(b,n) := { =1 n=0
digits(b,n ~ b) * (n mod b), inace
znali da je digits definirana rekurzijom s potpunom povije$éu, jer je n ~ b<n za n>0:
digits(b, 1) = G(b, digits(b,n)) za  G(b,p) = {]’ p=l
pllh(p) ~ b] * (Ih(p) mod b), inace
Sada samo treba reéi da je niz znamenaka palindrom (i da je baza legalna).

Palin(s) :<> s = rpart(s, lh(s)) Palin(n,b) <> b > 2 A Palin(digits(b,n))

L.1.5 Prvo rjeSenje: 'S’ := (xs). Naime, ako je S skup prirodnih brojeva, xs je niz boolova,
i nosa¢ mu je upravo S. Dakle, ako je S konacan, moZemo kodirati xs kao niz s konacnim
nosaem. Efektivno, jer su svi eksponenti 0 ili 1, 'S" = [Tics Pi-
To preslikavanje je injekcija kao kompozicija dviju injekcija, s primitivno rekurzivnom slikom:
Set(y) < (Yi<y)(ex(y,1) € {0,1})
empty :="@' =(0,0,0,...) =1
Element(x, s) :<> Set(s) A prime(x) | s
card(s) := (#x < s) Element(x, s)
s Element(x, s
insert(s,x) =4 _ (65)
s-X, 1nace
Drugo rjeSenje: 'S" := ¥;.s2t. Ovo je ¢ak bijekcija (jer svaki broj ima jedinstveni binarni
zapis). empty := 0 (prazna suma). Element(x,s) :<> s ~ 2* mod 2 = 1 (ekstrakcija i-tog bita).
card je definirana jednako kao u prvom rjeSenju, a insert slicno, samo umjesto s-x ima s + 2.
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L.1.6 Prvo, block(n) = (22 -3n+2.53n+42.3/23.33n+1) = ((1,n + 1,3n + 3),(0,0),(2,3n)) =
('"DEC Rn41,3n+3","INC Ro','GOTO 3n') — to jest kéd niza od 3 RAM-instrukcije, ali taj
niz je RAM-program samo za n = 0 (inace odrediste pocetne instrukcije 3n + 3 nije manje ili
jednako duljini ,programa” 3), i taj program racuna l;.

[ 0.DEC R1,3 |
1. 1NC Ro
2.coT00
3.DEC R,,6
4. 1INC Ro

5

No pile(n) = c6T0 3

' je uvijek k6d RAM-programa.

(3n-3).DEC R,,,3n
(3n-2).1NC Ry

(3n-1).coTo3n-3
Taj RAM-program je oéito generalizacija od P ' da3» 0dnosno nadodaje sadrzaje prvih n ulaznih

registara na izlazni registar.

{block(0)}(2,4,1,3
{block(1)}(2,4,1,3) nema vrijednost, jer block(1) ¢ Prog

)=11(2,4,1,3) =2

)
{block(5)}(2,4,1,3) nema vrijednost, jer block(5) ¢ Prog

)

)

) =

{pile(2)}(2,4,1,3)=2+4=6
{pile(7)}(2,4,1,3) =2+4+1+3+0+0+0=10

{pile(0)}(2,4,1,3) ={{[113(2,4,1,3) =0

Iz toga odmah citamo i funkcije koje ti programi racunaju:

n >k = {pile(n)}* = add*,
ne[l--k) = {pile(n)r*=1%+... 4+ 1%,
n =0 = {pile(n)}* = Ck.

Sto se tice funkcije pile, ona je oCito definirana degeneriranom primitivnom rekurzijom

pile(0) =1,
pile(n + 1) = pile(n) * block(n),

dakle pile = 1= H, gdje je H(n,z) := z * block(n).

L.2.1 Neka je Q makro-program. Postupak spljostenja Q je:

Maknemo prvi makro iz Q, neka je to i. P*. U Q sve redne brojeve i odredista vec¢a od i
poveéamo za np — 1. Zatim u Q dodamo sve instrukcije iz P, kojima redne brojeve i odredista
poveéamo za i. To sve ¢inimo dok god ima makroa u Q.
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[ 0. DEC R;,2 |
1.coTo 0 v(0,0)=0 v(0,1) =1
, | 2.pcRs,4 | V(0,2)= v(1,0)=2
0.ZERO R,
3.coTO0 2 v(1,1)=3 v(1,2)=4
1.REMOVE R; TO R3 | =
4. DEC R1,7 v(1,3)=5 v(1,4)=6
2.INC R4
5.INC R3 v(1,5)=  v(2,0)=7
6.coTO4
3,0)=38
| 7.INC R4 v(3,0)

L.2.2 Neka je k€ N, i G* totalna funkcija. Za funkciju F* definiranu s F(X,y) := [T, G(X,1)
kazemo da je dobivena ograni¢enim mnozenjem iz funkcije G.
Ako je G rekurzivna funkcija, F se moZe dobiti primitivnom rekurzijom (to¢kovno):

F(%,0) =1
F(X,y+1)=F(Xy) G(Xy)

iz Cega slijedi da je i ona rekurzivna. Preciznije, vrijedi F=C¥'mH (i F=1mHzak=1)
gdje je H rekurzivna jer je dobivena kompozicijom iz rekurzivne G, primitivno rekurzivne
mul® i koordinatnih projekcija — a skup rekurzivnih funkcija je zatvoren na (degeneriranu)
primitivnu rekurziju.

L.2.3 Oznacimo F := if{P :G,Q: H}. Ona je definirana s
G P
F(x,Y,2) { ozl POYD) s fe (xy,2) € DF = (P Do) U QN D).
H(X)UVZ)) Q(X?y)z)

Jer su funkcije G i H parcijalno rekurzivne, imaju indekse: oznacimo ih redom s g i h. Funkcija
zadana s E(x,y,z) := g-Xp(x%,Y,2) + h-xq(X,y,z) je primitivno rekurzivna (jer je dobivena
kompozicijom primitivno rekurzivnih C3, C3, XPy XQ add” i mulz), i ima svojstvo da je njena
vrijednost jednaka g-1+h-0=gnaP, g-0+h-1="hna Q (jer su P i Q disjunktne), a
g-0+h-0=0 izvan njih.

Kako je g indeks od G, h indeks od H, a 0 indeks od ®3, zaklju¢ujemo da je F(x,y,z) ~
comp(x,y,z, E(x,y,z)), pa je F parcijalno rekurzivna kao kompozicija parcijalno rekurzivne
comps, primitivno rekurzivne E i koordinatnih projekcija.

L.2.4 3 je oznaka za brojevnu operaciju koja odgovara konkatenaciji zapisa operanada u
pomaknutoj bazi 3. Odnosno, (v)3; 3 (W)3 = (vw)3, gdje su v,we {1,2/3}*.
To je primitivno rekurzivna operacija jer za m = (ajaz---a;)z i n = (bybz---bs)s:

m3n=(a;-abi-bg)z=a; -3 T+ 4, 35+b7-35 T+ by =
=3% (a;-3" "4+ a) + (by-bg)3 =35 (a1--ay)3 +n=m- 33 L
pa je dobivena kompozicijom iz primitivno rekurzivnih add?, mul?, C3, slh i koordinatnih

projekcija.
100325=100-3%+25=2725
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L.2.5

1
d

.INC R,
.DEC R1,12
.DEC Ro,5
.INCR3
.GOTO2
.DEC R, 9
.INC Ro
.INCR3
.GOTOS
.DEC R3, 1
.INC R,
.GOTO9

— O 0 00 N O Ul A~ Wh = O

— —

r

L.2.6 Kodiramo nenegativni broj n kao (n,0), a negativni -m kao (0, m)
(svaki cijeli broj je razlika dva prirodna, pri ¢éemu je barem jedan operand 0).

cancel(a,b) :=(a=b,b = a)
Integer(c) :<= ¢ = cancel(c[0],c[1])
abs(c) :=c[0] +c[T]
from(n) := (n,0)
subtract(c, d) := cancel(c[0] + d[1],¢[1] + d[0])

L.2.7 Kad e ne bi bio u Prog, {e}' bi bila prazna funkcija: dakle e = 'P? za neki P € Prog.
Kad bi P bio prazan program, {e}' bi bila totalna nulfunkcija: dakle np > 1.

Kad bi np bio 2 ili veci, e bi bio djeljiv s p; = 3. Dakle np =1, odnosno P = [ 0.1 ]

I je neka RAM-instrukcija, pa mora biti tipa INC, DEC ili GO TO, i ako ima odrediste, ono
mora biti 0 ili 1.

No vrijedi i viSe: ako I nema odrediste, ili je ono jednako 1, P-izraCunavanje uvijek stane, pa
je {e} totalna funkcija. Dakle I ima odrediste O.

Takoder, ako I nema registar, ili je on razli¢it od R, P-izra¢unavanje s x ne ovisi o x, pa je
{e}' ili prazna ili totalna funkcija. Dakle I mora imati registar R;.

Kako I mora imati i registar i odrediste, zaklju¢ujemo da mora biti tipa DEC.

Dakle, jedino je moguée e = [[ 0. DEC R1,0 | =((1,1,0)) =281 =2-16*5 = (20%°),.

To doista jest rjeSenje, jer P! ra¢una (ni praznu ni totalnu) funkciju Z|y,, a 3 + 2'81.

L.2.8 Svakako postoji, i jednaka je @ = N"1(N¢) — te je Turing-izra¢unljiva jer je N¢ cak
primitivno rekurzivna, kao kompozicija takvih funkcija: pd, Cl 1 operacije ~.

Neka je w € L* proizvoljna. Ako je w = ¢, tada je (w) =0, paje @(w) =w jer je No(0) = pd(0) »
4 = 0. Inace, w = v, gdje je « posljednji znak u w, i x:= (w) = (va) = (v) 7 (x) = (v) -4 + (),
pa je (@(w)) =Ne(x) =pd(x) » 4= ((v)-4+ () =1) ~ 4.

Kako je o € X, vrijedi («) € {1,2,3,4}, pa ograni¢eno oduzimanje moZemo zamijeniti obi¢nim, i
z:=(a)-1€{0,1,2,3}. No tada je (@(w)) = l%J =(v)+ [ﬁJ = (v), iz Cega po injektivnosti
kodiranja zaklju¢ujemo @(va) = v.
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Dakle ¢ briSe zadnji znak u rijeci, a ¢ ostavlja na miru. Iz toga vidimo da ne ovisi o NX.
Racuna je Turingov stroj ({qo,q-,9-}, %, ==X uw{L},u,0,q0,q2), gdje je

5(qo, ) == (o, x, 1), cce Z;
6(qO)I_I) = (q—al_l’_1);
8(q-,B) = (qz,u,-1), BeT.

L.3.1 Neka je k€ N, i G* totalna funkcija. Funkciju F* zadanu s

F(;C»y) = <G(72)O)) G()ZJ),...,G()Z,}} - 1))

zovemo povijest funkcije G i oznacavamo je s G :=F.

Ako je G rekurzivna, tada je G(X,y) = [Ticy pz+G(i’i), dakle G je dobivena ograni¢enim mnoze-
njem funkcije dobivene kompozicijom iz rekurzivnih funkcija G, Sc, prime, pow i koordinatnih
projekcija, pa je takoder rekurzivna.

Ako je G rekurzivna, tada je G(X,y) = G(X,y + 1)[y], dakle G je dobivena kompozicijom

rekurzivnih funkcija G, part, Sc i koordinatnih projekcija, pa je takoder rekurzivna.
L.3.2 F; = ({ng,no,n4,n_,qx},{0,1},{,0,1,$},u,8,ng, 1), gdje je 6 zadana tablicom

u 0 1 $ .
Ny (nm$)1) (n0)$)1) (n1)$>1) (qx’$>_1)
n | (n,0,1) (no,0,1) (ng,0,1) (gx,%$,-1)
n | (n,1,1)  (no,1,1) (ng,4,1) (g, $,-1)
dx | (dx,u=1) (4%, 0,=1) (qx,1,-1) (qx,$,-T1)

Sluzi pripremi trake za pocetak kodiranja ulazne rije¢i u unarni zapis. Ukratko, oznacava

lijevi rub trake znakom $ i pomice Citav ulaz jedno mjesto udesno. Transformira pocetnu
konfiguraciju (ng,0,wy...) u (n,,|w|+1,$w,...).

L.3.3 Egzistencija: Z je jednomjesna inicijalna funkcija, pa je rekurzivna. Jedan njen indeks je
(codeGOTO(1)) = 273, i gladak je jer je 73 dvoznamenkast.

Jedinstvenost: neka je e gladak i {e}' rekurzivna. Za e ¢ Prog je {e}' = ®', koja nije rekurzivna
jer nije totalna, pa postoji RAM-program P takav da je e = [P]. Kako RAM-algoritam P!
ra¢una rekurzivnu funkciju, P-izra¢unavanje s x mora stati za svaki x. Eksponenti od e su
tada sljedbenici kodova instrukcija programa P.

Tvrdnja: P ne sadrzi instrukciju INC Ry. Doista, kad bi i-ta instrukcija od P bila INC Ry,
eksponent od p; u e bi bio 1+ codelNC(0) =7, pa ne bi bio viSeznamenkast.

Sada se lako (indukcijom po n) dokaZe da je Reg(x,e,n) neparan za sve x i n [start(x) je
neparan, a $(i, NextReg) ¢uva neparne brojeve za viSeznamenkast 1i € Ins], odnosno u R, itavo
vrijeme izra¢unavanja s x stoji 0. Buduéi da svako takvo izracunavanje mora stati, rezultat
mu je {e}(x) = 0 za sve x, odnosno {e}' = Z.

Primjeri: Jedan primjer je ve¢ naveden: Z je rekurzivna pa i parcijalno rekurzivna. Drugi
primjer je ®', s glatkim indeksom |[0. coTO 0] = 22°.
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L.3.4 Funkcija f je dobivena kompozicijom iz primitivno rekurzivnih operacija ~, - i mod, te
konstante 8 i identitete, pa je primitivno rekurzivna.

ZasvakiyeN je 8y eNif(8y)=8y »8+8xmod8=y=0=y, paje f surjekcija. Iz toga
slijedi da joj je slika Z¢ = N primitivno rekurzivna (karakteristi¢ne funkcije xn = C}), i da je
flz, = f'|n = f primitivno rekurzivna (pa je svakako izraunljiva).

L.3.5 Kodiramo cijele brojeve funkcijom NZ(m) := "m" :=

. (m,0), m=>0 :
, @ Gauflove brojeve

(0,-m), inace
pomocu NCz(z) := Tz := "R(z)" » "JI(2)".
Parcijalno specificirani (lijevi) inverz je zadan s NC5'(c) := c¢[0] — c[1] + (c[2] - ¢[3])1, iz Cega
slijedi da se radi o injekciji. Takoder su obje te funkcije intuitivno izracunljive, $to se vidi iz
zapisa u obliku izraza ¢ije vrijednosti se mogu izra¢unati za svaki ulazni podatak (Gaufov
cijeli broj z ili njegov kod c).
Slika je zadana s Gauss(c) :<> Seq(c) Alh(c) =4 Ac[0]-c[1] +c[2]-¢[3] = 0 (to karakterizira
kodove oblika (p,q,T,s) pri ¢emu je barem jedan od brojeva p i q, kao i barem jedan od
brojeva r i s, jednak nuli), $to je primitivno rekurzivno kao konjunkcija tri relacije: jedna je
primitivno rekurzivna Seq, a druge dvije su dobivene svodenjem na primitivno rekurzivnu
jednakost pomoéu primitivno rekurzivnih funkcija lh i part, konstanti C!,n <5, identitete i
operacija zbrajanja i mnozenja.
Imaginarna jedinica je realizirana kao broj (kéd) i} = (0,0,1,0) = 1050. Kompleksno konju-
giranje je realizirano prate¢om funkcijom conj(z) := (c[0],c[1],¢c[3],¢c[2]), koja je primitivno
rekurzivna kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija Code4, part te ve¢ spomenutih
konstanti i identitete. Ulaganje prirodnih brojeva je realizirano konstruktorom 'n’ := (n,0,0,0),
koji je primitivno rekurzivan kao kompozicija identitete, Code 1 Z.

L.3.6

M.1.1 Za k € N,, za parcijalno rekurzivnu funkciju H**!, definiramo dijagonalu od H kao
h-specijalizaciju od H:
OH(X) == H(X, h),
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gdje je h jedan (fiksni) indeks od H.

Postoji primitivno rekurzivna funkcija Dy koja indeks h za H preslikava u indeks dijagonale
OH dobivene pomoc¢u h. Konkretno, jer je 0H = §(H, h), moZemo staviti Dy (h) := Sx(h,h).
Neka je G**1 parcijalno rekurzivna funkcija. Definiramo H(X, f) :~ G()Z, Dk(f)): to je parcijalno
rekurzivna funkcija kao kompozicija takvih. Tvrdimo da je njena dijagonala rjeSenje opce
rekurzije s funkcijom G, odnosno da za indeks te dijagonale e := Dy (h) (gdje je h neki indeks
za H) vrijedi {e}* = $(e, G). Doista, za svaki X € N* imamo

{e}(X) ~ OH(X) ~ H(X, h) ~ G(X, Dy (h)) ~ G(%, €).

M.1.2 Neka su k,l € N,, neka su G¥, ..., Gf parcijalno rekurzivne funkcije, te R¥, ..., RF u
parovima disjuntkne rekurzivno prebrojive relacije. Tada je i F¥ := if(R; : Gy,...,Ry : Gy)
parcijalno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki i€ [1--1] definiramo H; := G;i|gr, — to su parcijalno rekurzivne funkcije po
lemi o restrikciji, pa su njihovi grafovi rekurzivno prebrojivi po teoremu o grafu. Tvrdimo da
je Gr = U\, Gu,.

Iz Gr(X,y) slijedi De(X), pa postoji (jedinstveni, jer su Dy, disjunktni kao podskupovi di-
sjunktnih R;) j € [1--1] takav da je X € Dy; = Dg, N Ry, i tada je y = F(X) = Gj(X) = Hj(X).
Dakle (X,y) € Gy, < U Gu,, pa je Ge € UL, Gu,. Za drugu inkluziju, ako je Gu;(X,y) za neki
(jedinstveni) j, tada je X € Dy, € R;, pa je F(X) ~ Gj(X) =y, odnosno Gr(X,y).

Iz dokazane jednakosti Gr je rekurzivno prebrojiv kao unija | rekurzivno prebrojivih (po
teoremu o grafu) skupova, pa je po teoremu o grafu (drugi smjer) F parcijalno rekurzivna. [

Teorem se primjenjuje u dokazu Postova teorema: ako su R i R¢ rekurzivno prebrojive, tada je
xr = if(R: C¥,Re: C¥) parcijalno rekurzivna, pa je R rekurzivna.

M.1.3 Znamenka 1 mora kodirati ) kojom zavrSavaju sve formule u osnovnom jeziku, dok ili 4
ili 9 mora kodirati ( (ne radi se o zavrsnoj formuli jer ona mora pocinjati s -VxVx’, pa drugi
i Cetvrti znak moraju biti jednaki). Kako imamo dvije devetke a tri jedinice, zaklju¢ujemo da
je ()) =4, iradi se o formuli ; za neki i. Kako je ve¢ tre¢i znak zagrada, mora biti i = 0 (nema
mjesta za znakove ’> nakon R), a iz ponovljenog dijela u unutarnjim zagradama zakljucujemo
da formula ima oblik Ry (V) = Ro(V).

Unutar tog ponovljenog dijela (BAB2AB22) samo su tri razli¢ite znamenke, a sigurno se moraju
pojavljivati znakovi x, ’ i ,, pa zaklju¢ujemo da nema drugih. Konkretno, v = (x¢,%1,X2), pa
formula odgovara instrukciji 0. co To 0. Iz toga pak slijedi da je PC tijekom izracunavanja
uvijek O < |P|, pa izra¢unavanje ne stane bez obzira na ulaz u i ostale instrukcije.

Mjesnost k ne moZzemo odrediti sa sigurno$éu: znamo da su relevantni registri Ry (izlazni),
R (ulazni) i R, (ulazni ili pomoéni). Dakle k moze biti 1 ili 2.

M.1.4 Definiramo funkciju G3 s

0, y=0

G(y,x,e)
) {H(Compz(pd(y)ﬂ-x,e),pd(y),x), inace
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— G je definirana grananjem i kompozicijom iz parcijalno rekurzivne comp, te primitivno
rekurzivnih mul?, pd, konstanti i koordinatnih projekcija (uvjet je rekurzivan). Dakle G je
parcijalno rekurzivna, pa po teoremu rekurzije postoji e; € N takav da za sve x,y € N vrijedi
{e1}(y,x) ~ G(y,x,e7). Pokazimo da F; := {e;} zadovoljava zadani sustav.

Za prvu jednadZbu, za sve x je F1(0,x) ~ {e;}(0,x) ~ G(0,x,e1) =0, pa je F1(0,x) = 0.

Za drugu jednadzbu, za sve x iy jey+1>0, pa je

Fi(y+1,x) ~{e1X(y+1,x) ~G(y + 1,x,e7) = H(compz(pd(y+1),2-x,e1) pd(y +1),x ):
~ H(comp, (y,2x, e1),Y,x) = H({e1}(y, 2x),y,x) = H(F1 (y, 2x),y,x).

Dakle, sustav ima rjeSenje Fq, i ono je parcijalno rekurzivno (jer ima indeks e;). DokaZimo
da je jedinstveno. Neka je F, proizvoljno rjeSenje sustava (ne zahtijevamo da bude parcijalno
rekurzivno). Dokazujemo Yy VX(FZ (y,x) =Fy (y,x)), matematickom indukcijom po y.

Baza: za y =0, za proizvoljni x, i F1(0,x) i F2(0,x) su 0, jer i F; i F, zadovoljavaju prvu
jednadzbu sustava. Pretpostavimo da je za y =t, za sve x, F;(t,x) = F2(t,x).

Korak: neka jesad y =t+1, i xo proizvoljan. Iz toga §to F; i F, zadovoljavaju drugu jednadzbu
sustava, i po pretpostavci indukcije za x := 2xo, imamo

F] (t+ 1,X0) o H(F] (t,ZXo),t,Xo) ad H(Fz(t,ZXo),t,Xo) ad Fz(t + 1,X0).
Dakle F, = Fy, odnosno rjeSenje je jedinstveno.

M.1.5 Definiramo skup T pomocu

T(a) :<= GR(a,1) <= 1 je indeks karakteristi¢ne funkcije grafa od {a}® <=
<= Xg+ ={1}* = = g{a}3_® — {a}® =®°.
{a)3
Prazna funkcija ®3 ima indeks (npr. 0), pa je T # @. Takoder, 1¢ T, jer je {1}° = C3 + ®3, pa
je T+ N. Skup T je i 3-invarijantan: T e ~3 f zna¢i ®3 = {e}® = {f}>, pajeifeT.
Po Riceovu teoremu, T nije rekurzivan. Iz T(a) <= GR(a, 1) slijedi xt = Xgr © (1],C1), dakle
T < GR, pa jer T nije rekurzivan, nije ni GR.
[Alternativno, mozemo definirati S(b) :<> GR(0,b). Tada je S skup svih indeksa od xg4 L=
{0}
Xg, = Xgt = C3, pa po korolaru Riceova teorema S = "{C3}" nije rekurzivan, a S < GR]
=9

Sto se projekcije ti¢e, ozna¢imo P := 3, GR. Tada imamo (za svaki a)

P(a) <= 3bGR(a,b) < ¥Xg,_, ima indeks < Xg__, je parcijalno rekurzivna <=

< Xg,,,; Je rekurzivna (jer je totalna) <= G s je rekurzivan.

P je ocito neprazan skup: recimo, 0 € P jer je G5 = Ggs = @* konacan pa je rekurzivan.
Takoder, P je 3-invarijantan: ako je P 5 e ~;3 f, tada je graf od {e}’ rekurzivan — no {f}° je
ista funkcija, pa i ona ima rekurzivan graf, odnosno f € P.

Jos je jedino potrebno dokazati P+ N: parcijalno rekurzivna funkcija G3 := Z o Russell o I3 ima
graf K x N x N x {0} > K, pa (nijedan, zbog invarijantnosti) njen indeks nije u P.

Po Riceovu teoremu, P = 3,GR nije rekurzivan skup.
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M.1.6 (c)=(b) slijedi iz tranzitivnosti svedivosti, jer K < Halt; < HALT (konkretno, vrijedi
K(x) < Halt;(x,x) < HALT({(x),x)).

(b)=(a) slijedi iz propozicije da je svaka relacija svediva na rekurzivno prebrojivu relaciju
takoder rekurzivno prebrojiva, jer je HALT = D, rekurzivno prebrojiva.

(a)=>(c) je najzanimljivije. Pretpostavimo da je R = D za neku rekurzivno prebrojivu funkciju
F. Definiramo parcijalno rekurzivnu funkciju H(d,X) :~ F(X), i (¢ak primitivno) rekurzivnu
G(X) := S1(X,h) gdje je h neki fiksni indeks za H**'. Rije¢ima, funkciji F dodamo dummy
argument na pocetak, i onda specijaliziramo sve ostale.

To znadi da je za sve X € N¥, G(X) indeks X-specijalizacije od H, odnosno za sve d € N imamo

16(X)}(d) = H(d, %) = F(X),

pa je d € Dgx)y ako i samo ako je X € Df = R. Specijalno to vrijedi za d := G(X), pa imamo
R(X) < Halt; (G()Z),G()Z)) = K(G()Z)) Dakle xg =xk © G, a G je rekurzivna, pa je R < K.

M.2.1 Funkcija zadana s Repeat({w),n) := (wn), je primitivno rekurzivna, jer vrijedi:

Repeat(x,0) = (¢) = 0, Repeat(x,n + 1) = Repeat(x, 1) 2 x,

pa je Repeat = Zmsconcat o (13,13,C3,). Tada je primitivno rekurzivna i funkcija

Numeral(u) := () = (s(s(---0--))) = Repeat({£ (),u) © (c) 72 Repeat({) ), u),

gdje su (£f() = (37)12 =43, (c) =21 ()) = 8 konstante, a 73 je primitivno rekurzivna (asocijativna)
operacija kao 12-specijalizacija primitivno rekurzivne funkcije sconcat.

Pi(u) := (my) = (Ro(0,1,0,0,...)) = (R(c,) 2 Numeral(u) > Repeat((,c), m - 2), gdje je m >2
Sirina jednog fiksnog RAM-algoritma P! za Russell, je primitivno rekurzivna iz istog razloga;
kao i Phi(u) = (@u) = (=) = () 2 Pi(w) 22 (~U)), gdje je ¥ = (Q - (7 - ('--C---))
formula koja ne ovisi o u.

Znamo K(u) < (= @) < Phi(w) = (@u) € (Valid), odnosno K < (Valid).

M.2.2 Fiksirajmo k € N, i ozna¢imo I := INC Ry,;. Funkcija C-» je primitivno rekurzivna,
i C-1(y) je kod RAM-programa Y := [ t. 1 ]t<y sa semantikom 1,7 =0 =7/ ,, =y. Na
Y konkateniramo P’, dobiven iz RAM-programa P koda e (ako takav postoji) pomicanjem
svih odredista za y. Tako dobijemo spljoStenje makro-programa Q := [?:\P(:] koji racuna
$(y, fer™).

H(y,e,t) = e[t]- ((1,5,3)[e[t][0]])” je primitivno rekurzivna funkcija koja pomice odrediste
t-te instrukcije od P za y, a instrukcije tipa INC ostavlja na miru. Dakle S(y,e) := Q"] =
Y1+ P =Cp(y)*H(y, e Ih(e)) za e € Prog, a inage S(y,e) := [ 0. coTo 0 | (indeks prazne
funkcije), je primitivno rekurzivna po teoremu o grananju.

M.2.3 Za svaki k € N, je {e}* = {e}* (refleksivnost), {e}* = {f}* povlaci {f}* = {e}* (sime-
tri¢nost), a {e}* = {f}* = {g}* povladi {e}" = {g}* (tranzitivnost).

Prebrojivost slijedi iz refleksivnosti: e — (e,e) je injekcija s N u »y, a »¢ ne moze biti
neprebrojiva jer je podskup prebrojivog N2.
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Za monotonost, dovoljno je dokazati (~y) o (#x.+1) (univerzalno po k). Za inkluziju, iz e ~y,; f
slijedi da za sve (X,y) € N**1 vrijedi {e}(X,y) ~ {f}(X,y). Specijalno to vrijedi za y = 0, no
{e}(%,0) ~ {S(e,0)}(X) ~ {e}(X) jer je S(e,0) = e (i analogno za f). To znadi {e}(x) ~ {f}(X),
odnosno e ~y f.

Jo§ treba vidjeti strogost. Oznacimo e := (codeDEC(k + 1,0)). Funkcija {e}* je prazna (jer
je u pocetnoj konfiguraciji uvijek 1.1 =0), pa je e » 0. No e #y,1 O jer {e}*" nije prazna:
recimo, {e}**'(1,...,1) = 0. Dakle (e,0) € (») ~ (¥ics1).

M.2.4 Specifikacija: fst' o pair® =12, snd' o pair® = 12

(ili tockovno: za sve x,y € N vrijedi fst(pair(x,y)) =x1i snd(pair(x,y)) =y).

Jedna implementacija: fst := arg;, snd := arg,, pair := bin’. Primitivna rekurzivnost slijedi
iz primitivne rekurzivnosti (za sve k € N,) funkcija arg, i bin®. Takoder je (uz oznaku
t == (211--1211---12),, gdje ima x jedinica u prvom bloku, a y u drugom) pos2(t,0) = 0,
pos2(t,1) =x+1, a pos2(t,2) =x+y+2, pa je

arg, (bin(x,y)) = arg,((®*/eY)) = streakl1(t,0) =x+1=Sc(0) =x i

arg, (bin(x,y)) = streakl(t, 1) =x+y +2=Sc(x +1) = y.

Injektivnost: ako je bin(a,b) =bin(c,d) =:p, tada a=arg;(p) =cib=arg,(p) =d.
Primitivna rekurzivnost slike: Z,;2(p) < p = bin(arg; (p),arg,(p)) (Zpinz < (=))-

M.2.5 Oznacimo traZzenu formulu s ¢. Sve formule zavrSavaju zatvorenom zagradom, pa je
()) = (A)12 =10. U kodu ima 3 znamenke A i 3 znamenke 8 (i nikoje vise), pa mora biti
(() = 8. Sada vidimo da je ¢ oblika (@1 - @;), odnosno opisuje izvrSavanje neke instrukcije
RAM-programa. Dakle 1 = (R) a 2 = (), pa je 6 = (3), @1 = Ry(t) a @1 = R(1), gdje je
(t) = (B392)1,. Uvijek je m>2, a m >3 bi znacilo (dva zareza i jo§ tri neprazne rije¢i izmedu)
duljinu od (t) barem 5, pa je m = 2. t zavriava znakom ’, pa mora biti 9 = (x) (u signaturi ne
postoji ni ¢; ni f;), a onda je 3 = (,). Dakle prvi znak u t je term sam za sebe, a nije x jer je
11 # 9, pa mora biti c.

Sve u svemu, @ = (Rz(o,y) - Ry (o,y)) = 1. Sada mozemo odrediti i formulu (} =
(R2(s(x),y) = R3(x,y)), ali ne i njen kod — jer nam za njega treba (s) = (£) € {4,5,7,12}, a
ne znamo koji je od te Cetiri mogucnosti.

Takoder, znamo da je jedna od instrukcija programa P jednaka 2. DEC Ry, 1, dakle R, je
relevantan za P, ali ne znamo je li R relevantan za P (u drugim instrukcijama) ili je u
formulama samo jer je ulazni. Dakle, mp € {1,2}, ali ne znamo koja je.

M.2.6 Iz oblika domene zaklju¢ujemo da se radi o jednomjesnoj funkciji {t}'.

Relacija zadana s R(x,e) :<> K(x) vx = e je rekurzivno prebrojiva kao unija dvije takve (druga
je ¢ak primitivno rekurzivna), pa je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije G. Po teoremu
rekurzije postoji t € N takav da je {t}(x) ~ G(x, t).

Lijeva strana ima vrijednost za x € Dy, a desna za R(x,t), odnosno x € Kv x € {t}.

Po ekstenzionalnosti, Dy = Ku {t}.

Specijalno, za x := t imamo {t}(t) ~ G(t,t), odnosno Russell(t) ~ Sc(G(t,t)).

No sada desna strana sigurno ima vrijednost (jer je Sc totalna a (t,t) € (=) € R = Dg), pa mora
imati i lijeva. Drugim rije¢ima, t € Dgryssell = K, pa je Ku {t} = K.
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M.2.7 P:=[0.INC Ro] racuna C; te je [P} = ("INCRy') = (6) =26+ =128 =123 + 5.

Zato definiramo T(b) 1« R(123,b) < Tpyys = Lyp5p2 = L2 = {1} # @ = Lppye = {1},

Iz x71 =xr © (Cl,3,1]) slijedi T < R. Dakle, kad bi R bila rekurzivna, bila bi i T.

No T je 3-invarijantna: iz T 3 e ~3 f slijedi {1} = Z .43 = T 143, paje feT.

Takoder, T # & jer je 128 € T (jer je Z .33 = Ies = {1})iT+#Njer 0¢T (jer je Zpys = Zgs =
@+ {1}). No, po Riceovu teoremu to je nemoguce, pa R ne moze biti rekurzivna.

M.2.8 Tvrdnje (a) i (b) ne vrijede, a tvrdnja (c) vrijedi.
a) Relacija R? := {0} x K¢ u N, x {0} nije rekurzivno prebrojiva jer je K¢ <R
— konkretno, R(0,t) < t ¢ K za sve t, pa je xxc = xr© (Z,11).

Neka je g proizvoljni selektor za R. 3,R =N jer je oCito K¢ # &, pa g mora biti totalna.
Za svaki x > 0 mora biti (x, g(x)) € G4 € R, odnosno g(x) = 0.
Dakle g je dobivena editiranjem Z u nuli, pa je (¢ak primitivno) rekurzivna.

b) Takoder ne vrijedi, jer R iz (a) ima Z kao selektor (zbog 0 € K°).

c) Neka je g jedini selektor za R. Tada vrijedi G, € R; dokaZimo drugu inkluziju. Neka je
(¢,d) € R proizvoljan. Tada je g’, dobivena editiranjem g tako da ¢ preslika u d, takoder
(rekurzivni) selektor za R. Zbog jedinstvenosti mora biti g’ = g, odnosno d = g’(¢) = g(¢).
No to upravo znaci G,(¢,d).

Dakle, R = G, je ¢ak rekurzivna (po teoremu o grafu za totalne funkcije),
pa je svakako rekurzivno prebrojiva.
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