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Predgovor

Ve¢ nekoliko godina na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Za-
grebu drzim kolegij Izra¢unljivost — izvorno uveden kao prirodni nastavak kolegija Matematicka
logika (¢&ijim je dijelom dugo bio), s ciljem dokaza Churchova teorema o neodluéivosti logike
prvog reda. Tako je nastala knjiga [Vuklzrl5|, izdvajanjem iz knjige [VukMLOQ9], prvenstveno
namijenjene studentima teorijske matematike koji Zele produbiti svoje znanje o matematickoj
logici.

U meduvremenu, zbog raznih okolnosti, kolegij su poceli upisivati mahom studenti racu-
narstva, kojima je pojam algoritma daleko opcenitiji i intuitivno blizi od onog potrebnog
za dokaz Churchova teorema. U suvremenom svijetu okruzeni smo racunalima raznih vrsta,
Cesto ih programiramo da bismo ih prilagodili svojim potrebama, i algoritamske sustave
viSe ne dozZivljavamo kao ne$to apstraktno. Pojam izracunljive funkcije (implementirane
u nekom programskom jeziku) poceo je veé¢ u umovima studenata raunarstva istiskivati
skupovnoteorijsku ideju uredene trojke (domena,kodomena, graf) kao asocijaciju na pojam
yfunkcija”. Rekurzija viSe nije egzoti¢na matematicka konstrukcija, ve¢ sasvim uobicajen alat
u repertoaru gotovo svakog programera. Jezici viSe nisu reprezentirani ¢rc¢karijama na papiru
ili otiscima na traci (kao u Turingovo vrijeme), ve¢ tekstnim datotekama, nizovima bajtova u
odredenom encodingu, koji se sasvim prirodno obraduju programskim alatima. Strukture vise
nisu dijagrami matematickih simbola povezanih strelicama, nego memorijski blokovi objekata
povezanih pokazivacima ili referencama. Halting problem nije viSe neSto maglovito i daleko od
svakodnevnog iskustva: svi smo dozivjeli da se racunalo privremeno smrzne, i bili u nedoumici
koliko dugo cekati prije nego Sto dobijemo nekakav odziv, ili zaklju¢imo da se permanentno
smrznulo i ne preostaje nam drugo doli posegnuti za gumbom za ponovo pokretanje.

U tom svjetlu, poceli su se pokazivati odredeni nedostaci knjige [Vuklzrl5]. Zahvaljujuéi
njenom nastojanju da izgradi matematicku intuiciju — zanemarujudi ili ¢ak namjerno po-
tiskujudi intuiciju koju racunarci ve¢ imaju o tim pojmovima — konacni ucinak za veéinu
studenata bio je vrlo sli¢an onom koji je primijetio Eric Mazur [Maz08] u svojoj nastavi fizike:

Professor, how should I answer these questions: according to what you
taught me, or according to the way I usually think about these things?

Nazalost, znao sam i ja dobivati takva pitanja — ili sam uocio da studenti pri programiranju
koriste jedan mentalni model, a pri rjeSavanju zadataka sasvim drugaciji. I pritom naravno
¢ine bitno viSe pocetnickih pogreSaka — jer taj drugi model izgraduju tek nekoliko mjeseci,
dok prvi izgraduju desetak godina.

Knjiga koju Citate pokus$aj je ispravljanja tog dojma. Ne postoje dva svijeta, svijet modernog
raCunarstva i svijet klasi¢ne teorije izracunljivosti. To je jedan te isti svijet, samo §to je u
matemati¢kom modelu pojednostavljen (slicno kao i model njutnovske mehanike: vakuum,
linearno trenje, materijalne tocke, ...) — ali svi bitni pojmovi teorijskog racunarstva se u
njemu mogu modelirati, svaka intuicija se moze validirati, i svaki fenomen se moze uociti.
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Ako ste ,racunarac u dusi”’, sve potrebne ideje ve¢ imate. I najvaznije, sistematizacija i
razumijevanje koje iz toga proizlaze su nezamjenjivi.

Sto ako niste racunarac u dusi? Knjiga [VukIzrl5] je fantasti¢na za izgradnju matematicke
intuicije. Prakticki jedini njen nedostatak je invalidacija ra¢unarske intuicije — ako tu intuiciju
nemate, nedostatka nema. Trudio sam se odrzati kompatibilnost, tako da ¢ak mozete neke
pojmove nauciti otamo, a neke odavdje.

Iako je knjigu sasvim moguce isprintati na papir i Sarati po njoj, prvenstveno je namijenjena
digitalnom ¢itanju. Zato ima mnogo referenci (ozna¢enih posebnom bojom), na svaku od kojih
je moguce kliknuti da bi se vidjelo na $to se odnosi. Ako koristite ,pravi” PDF-¢ita¢ (za razliku
od ovih §to dodu s browserima), mozete se i vratiti tipkom | < |, ili kombinacijom [Alt |(+/Shift]) +
. Pravi ¢ita¢ omogucéuje vam i navigaciju kroz naslove, bolji rendering, oznacavanje
omiljenih stranica i jo§ neke stvari zbog kojih ga se isplati instalirati. Moja preporuka je
SumatraPDF na Windowsima, Okular na Linuxu te Document Viewer na Androidu. Ako imate
dovoljno RAM-a, Adobe Reader je takoder opcija. Ako ba$ morate ¢itati u internetskom
pregledniku, ¢ujem da Firefox ima relativno dobar plugin.

Knjiga je pisana u ITEXu, klasa KOMA-Script book, koristeéi internetsku uslugu Overleaf
koja je vjerojatno najbolji besplatni nacin za produkciju visoko zahtjevnih dokumenata ,u
oblaku”. Font je Knuthov Concrete iz serije Concrete Mathematics, a za matematiku Zapfov
ApMS Euler i MnSymbol. Ako vas zanima iSta detaljnije o produkciji knjige, mozete mi pisati
na veky@math.hr, ili pogledati u (ne sasvim azuran) repozitorij na github.com/vedgar/izr.
Ako uocite bilo kakvu greSku u knjizi, ili smatrate da bi nesto trebalo drugacije prezentirati,
posaljite emaal ili pull request.

Duljina knjige prvenstveno je posljedica moje Zelje da gotovo sve dokaze raspiSem do sitnih
detalja, kako bih sebi i vama pokazao da nista nije provuceno ,ispod stola” te da biste uocili
da osnovnih ideja zapravo nema puno. Ogroman broj dokaza provodi se matematickom
indukcijom, rastavom na sluéajeve, ili pak eksplicitnom konstrukcijom (programiranjem)
objekata koji zadovoljavaju trazenu specifikaciju. Ako vam se bilo koji dokaz ucini prelaganim
(ili preteskim), ne morate ga ¢itati, ali tako se izlaZete riziku da propustite uoditi sli¢nu ideju u
nekom idu¢em dokazu. Drugi uzrok veli¢ine knjige je velik broj primjera. Vjerojatno najcesci
prijedlog studenata za poboljSanje nastave na evaluacijskim anketama bio je da stavim vise
primjera. Cuo sam vas, i nadam se da je ovo dovoljno — ako nije, recite.

Ime ove knjige — Komputonomikon — relativno je doslovni prijevod njene svrhe: prikaz
(ewe6va) zakona (véuog) racunanja (compPvTVs). Kombiniranje grcékih i latinskih korijena
omiljena je razonoda ra¢unaraca: promotrite primjer pridjeva ,heksadecimalan”.

Sastavni dio ove knjige je 1 Komputrivy, zbirka u kojoj se nalaze brojni zadaci: od
Sablonskih za vjezbu, preko svih zadataka sa starih kolokvija i pismenih ispita do kojih sam
uspio dodi (zahvaljujem bivSim asistentima iz Izra¢unljivosti, Zvonku Iljazovi¢u i Marku Doki,
na ustupanju zadataka), do zadataka koji na odredeni na¢in nadopunjuju teoriju izlozenu u
ovoj knjizi, ali nisu nuzni za njeno razumijevanje.

Zahvalan sam kolegama i studentima koji su citali rane draftove ove knjige, i brojnim
prijedlozima pridonijeli njenom poboljSanju. Medu njima bih svakako istaknuo Marka Horvata,
koji jo$ uvijek nije uvjeren da je racunarac, ali je pristao igrati tu ulogu za potrebe citanja
Komputonomikona.


mailto:veky@math.hr
https://github.com/vedgar/izr

a. Motivacija

Izratunljivost: matemati¢ka obrada pojma algoritma. Cemu to slu#i? Zar ne znamo pisati
algoritme i bez matematicke formalizacije? Koga je zapravo briga za definicije poput ,,Algoritam
je uredena sedmorka skupova ...”, i beskorisne propozicije poput ,Postoji algoritam za
sortiranje liste cijelih brojeva”? Dva su odgovora: prakti¢ni i teorijski.

Kazemo da znamo pisati algoritme. Ali kako to ¢inimo? Zapravo ih najceSce implemen-
tiramo u nekom programskom jeziku, preSutno podrazumijevajuéi da je ono $to taj jezik
omogucava izraziti ni viSe ni manje nego algoritam. S tim shva¢anjem postoje dva problema.

Prvo, programski jezici nastaju godiSnjim ritmom, a jezik koji postane toliko popularan da se
u njemu pocnu pisati opcéeniti algoritmi, nastane mozda svakih desetak godina. Zatrpani smo
knjigama koje objasnjavaju besmrtne algoritamske koncepte, pokuSavajuéi nam ih ,pribliziti”
implementirajuéi ih u odavno mrtvom jeziku. Neke od tih knjiga [SW11] su toliko popularne
da su autori gotovo primorani pisati nova izdanja, u kojima su algoritmi potpuno isti, ali je
programski jezik promijenjen. Tu se krije implicitna pretpostavka da, Sto god jedan programski
jezik moze izraziti, moze i drugi. No kako moZemo biti sigurni u to? Na primjer, originalni
FORTRAN nije dopustao rekurziju, dok ALGOL jest [Emd14]. Moze li se svaki rekurzivni
algoritam zapisati nerekurzivno? Mozemo li to dokazati? Takoder, ako implicitno vjerujemo
da su svi programski jezici ekvivalentni, zasto cijelo vrijeme stvaramo nove? Razuman odgovor
je da se razlikuju u necem drugom, ne u algoritmima koje prezentiraju. MozZemo li to drugo
eliminirati, svodeéi algoritme na ,,Cistu esenciju”?

Drugi problem sastoji se u tome da programski jezici nastaju s raznim svrhama, ali izuzetno
rijetko s primarnom svrhom vjerne reprezentacije matematickih objekata — a jos rjede takvi
jezici postanu planetarno popularni. Popularni jezici su obi¢no optereceni performansama:
optimalnom upotrebom procesora (vremena) i memorije (prostora), i kao posljedica toga
njihov dizajn ¢ini hardveru razne ustupke, koji se teSko mogu matematicki opravdati. Izuzetno
je Cesta pojava, na primjer, da cijele brojeve racunala ne reprezentiraju kao elemente prstena
Z, veé prstena Z / 264Z. Tako nastaje raskorak izmedu algoritma i implementacije, koji ima
vazne prakti¢ne posljedice [Blo06]. Takoder, Cesto se instrukcije ne izvrSavaju redom kojim se
nalaze u izvornom kodu, u svrhu brZeg izvrSavanja na viSejezgrenim procesorima — ponekad
je ¢ak sam pojam redoslijeda izvrSavanja besmislen [LV16, str. 10].

Teorijski odgovor na motivacijsko pitanje dobijemo kad se zapitamo §to, u opéenitom smislu,
matematicare navede na formalizaciju nekog pojma. Ponekad je to otkri¢e paradoksa, ali ceSée
se radi o potrebi da se dokaze nepostojanje objekta neke klase I s nekim svojstvima. lako smo
se za dokaze postojanja mogli osloniti na intuitivni osje¢aj da objekte klase K ,prepoznamo
kad ih vidimo”, to nam viSe nije dovoljno ako slutimo da trazeni objekt ne postoji i zZelimo
to dokazati. A u svakom se podrucju s vremenom pojave problemi koji odolijevaju svim
poznatim metodama, i po¢ne se sumnjati da su mozda nerjeSivi.

Dok nitko nije dovodio u pitanje Euklidove konstrukcije, daleko preciznija formulacija
geometrijske konstruktibilnosti bila je potrebna da se dokaZe da je trisekcija kuta ravnalom
1 Sestarom nemoguca. Dok je za pronalazak Cardanove ili Ferrarijeve formule bilo dovoljno
znati nekoliko algebarskih manipulacija, tek je Galoisova teorija omogucila dokaz da analogni
postupci nisu mogudi za algebarske jednadzbe petog i viSeg stupnja. Dok je ve¢ Galileo
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vidio da prirodnih brojeva i njihovih kvadrata ima jednako mnogo koriste¢i intuitivni pojam
bijekcije, bitno je stroza formulacija bila potrebna Cantoru za dijagonalni argument kojim
je dokazao da bijekcija izmedu N i R ne postoji. Na meta-razini takoder: Cantor je uspio
naci dokaze za mnoge tvrdnje ili njihove negacije u svojoj teoriji skupova, ali tek je formalna
aksiomatizacija omogucéila da se dokaZe da se takvi dokazi za neke tvrdnje (kao $to je hipoteza
kontinuuma), niti za njihove negacije, ne mogu naci jer ne postoje.

Od davnina je poznat problem rjeSavanja diofantskih jednadZbi — nalaZenja prirodnih
brojeva koji zajedno s jo§ nekim fiksnim prirodnim brojevima, zbrajanjem i mnozenjem, Cine
dva izraza jednakima. Modernim jezikom, zadan je polinom s cjelobrojnim koeficijentima u k
varijabli (recimo, x3 — x4 — 1), i Zelimo ustanoviti ima li nulto¢ku u N* — ili u Z¥, §to se moze
svesti na prirodni slucaj. Za mnoge specijalne polinome znali smo odgovor, za mnoge specijalne
potklase (na primjer, kad je broj varijabli k, ili stupanj polinoma, jednak 1) poznavali smo od
davnina algoritme za nalaZenje nultocaka, ali op¢i algoritam, koji bi za svaki takav polinom
u kona¢no mnogo koraka odgovarao na pitanje ima li prirodnu nultoc¢ku, nismo imali. Na
slavnom Hilbertovu popisu 23 velika matematicka problema, deseti je pronalazak takvog
algoritma. Protokom vremena, iskristalizirala se moguénost da algoritam ne postoji, ali za
pravi dokaz toga trebalo je prvo formalizirati pojam algoritma. Nakon $to je to ucinjeno,
relativno brzo (uzevsi u obzir da su diofantske jednadzbe bile poznate tisu¢ama godina) je Jurij
Vladimirovi¢ Matijasevic¢ rijeSio deseti Hilbertov problem — ocekivano, dokazom nepostojanja
takvog algoritma.

Nije to bio jedini takav problem: nadeni su brojni drugi problemi za koje se sli¢nim metodama
dokazalo da su algoritamski nerjeSivi. Danas znamo da je neizra¢unljivost ,posvuda”, i nismo
njome viSe toliko fascinirani, ali to je samo znak ogromnog puta koji smo presli u shva¢anju
algoritama tijekom dvadesetog stolje¢a. Jedan dio tog puta prikazan je u ovoj knjizi.

b. Predmet proucavanja

Cilj teorije izrac¢unljivosti je pokazati da pojam izrac¢unljive funkcije zapravo ne ovisi o podlozi
na kojoj se njen algoritam izvrSava. Iako je lako naéi prejednostavne sustave (kao $to su
na primjer konacni automati, koji ne mogu cak niti usporedivati proizvoljno velike prirodne
brojeve), nakon neke tocke dovoljne kompleksnosti svi mehanicki sustavi postaju ekvivalentn:
po pitanju toga koje funkcije, uz razumno kodiranje njihovih ulaza i izlaza, racunaju. To
se vidi iz Cinjenice da je svaki od njih sposoban simulirat: sve druge: reprezentirati njihove
konfiguracije (ili njihove kodove) unutar svojih, i izvrSavati korake njihova ra¢unanja kao
(moZda komplicirane) procedure na svojim konfiguracijama. Suvremeno racunarstvo poznaje
taj fenomen pod imenom ,yvirtualizacija”. Church-Turingova teza ide i dalje: kaze da se ne
samo svi algoritmi izvr§ivi na svim formalnim modelima izracunljivosti, veé¢ i svi ,intuitivno
zamislivi” algoritmi, mogu izvrSavati na nekom konkretnom modelu izra¢unljivosti, primjerice
na Turingovu stroju. Tu tezu nije moguce formalno dokazati sve dok se ne dogovorimo oko
op¢ih aksioma izra¢unljivosti [BDO05], ali svaki dokaz ekvivalencije sustava izrac¢unljivosti pruza
dodatnu empirijsku potvrdu za nju.

Drugim rijeCima, izracunljivost je opc¢: fenomen: u kojem god modelu da je definiramo, ona
¢e obuhvatiti iste funkcije — ili barem iste s obzirom na prirodno kodiranje ulaza i izlaza. Na
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primjer, algoritmi za zbrajanje dekadski zapisanih i binarno zapisanih prirodnih brojeva su
razli¢iti, ali oba su zapravo samo reprezentacije brojevne funkcije add?, s obzirom na razli¢ite
zapise (dekadski odnosno binarni) samih prirodnih brojeva.

Takoder, jedan od tih modela — pa onda i svi ostali, simulacijom — je univerzalan: ne
samo da svaka izra¢unljiva funkcija ima algoritam unutar tog modela, nego mozemo naci jedan
algoritam koji (ovisno o ulazima) moZe rac¢unati sve izracunljive funkcije, odnosno simulirati
sve algoritme. Granica ,dovoljne kompleksnosti” na kojoj se postize opca izracunljivost i
univerzalnost, za neke modele je zacudujucée nisko. Promotrit ¢emo tri vrste takvih sustava:
Turingove i RAM-strojeve te parcijalno rekurzivne funkcije.

c. Pregled po poglavljima

Slijedi okvirni prikaz rezultata obradenih u pojedinim poglavljima knjige. Za vise detalja
pogledajte sadrzaj.

U prvom poglavlju uvodimo brojevni model izraéunavanja (rac¢unanje funkcija koje rade s
prirodnim brojevima), kroz imperativno programiranje — RAM-strojeve i makro-strojeve u
stilu Shoenfielda [Sho93|. Opisujemo tehniku spljostenja (inlining) kojom se svaki makro-
program moze pretvoriti u ekvivalentni RAM-program.

U drugom poglavlju dajemo alternativni brojevni model, kroz funkcijsko programiranje —
rekurzivne funkcije u stilu Kleeneja. Koristeci funkcijski makro i spljostenje, konstruiramo
kompajler parcijalno rekurzivnih funkcija u RAM-programe, pokazujué¢i da imperativna
paradigma moze simulirati funkcijsku (racunajuéi iste funkcije).

U trecem poglavlju uvodimo kodiranje, pomocu kojeg mozemo u brojevnom modelu racunati
1 funkcije na objektima koji nisu prirodni brojevi. Koristeci kodiranje, konstruiramo interpreter
RAM-programa u funkcijskom jeziku, pokazujuéi ekvivalentnost imperativne i funkcijske
paradigme (Kleenejev teorem o normalnoj formi).

U Cetvrtom poglavlju uvodimo jezi¢ni model izra¢unavanja (raunanje funkcija koje rade
s nizovima znakova), kroz Turingove strojeve u stilu Sipsera [Sip13]. Opisujemo Turing-
izra¢unavanje parcijalno rekurzivnim funkcijama i transpiliramo RAM-strojeve u Turingove
strojeve, ¢ime dokazujemo ekvivalentnost brojevne i jezi¢ne izra¢unljivosti.

U petom poglavlju generaliziramo dobivene rezultate ekvivalentnosti raznih modela iz-
racunavanja kroz Church-Turingovu tezu te napokon dokazujemo rezultate o nepostojanju
algoritma za pojedine probleme, kao $to je Churchov teorem o neodlucivosti logike prvog reda.
Skiciramo kako se iz toga moze dobiti Godelov prvi teorem nepotpunosti.

U Sestom poglavlju dokazujemo cetiri velika teorema o metaprogramiranju: teorem o
parametru (posebni sluéaj spljostenja), teorem rekurzije (rjeSavanje opéih rekurzija), teorem
o fiksnoj tocki (izracunljiva transformacija RAM-programa ne mijenja semantiku nekoga od
njih) i Riceov teorem (semanticka svojstva RAM-programa nisu odluciva).

U sedmom poglavlju uvodimo rekurzivnu prebrojivost kao formalizaciju poluodluéivosti
te je karakteriziramo na razne nacine kako u brojevnom tako i u jeziénom modelu: kao
projekcije rekurzivnih relacija, kao ¢ekanje na zaustavljanje izra¢unavanja, kao enumeracije
(slike rekurzivnih nizova) i kao grafove parcijalno rekurzivnih funkcija.
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1. RAM-izracunljivost

1.1. Pojam izracunljive funkcije

Da bismo odgovorili na pitanje §to je algoritam, zapitajmo se za pocetak §to algoritam rad: —
ili, 8to mi algoritmom radimo. Algoritam moZemo pokrenut: na nekim ulaznim podacima,
izvrSavati njegove korake preciznim redom te, u nekom trenutku kad algoritam to zatrazi,
zaustavity postupak i dobiti 2zlazne podatke. Algoritam, u tom pogledu, obavlja nekakvu
transformaciju podataka. Stovige, algoritam bi trebao biti deterministican: isti ulazni
podaci trebali bi proizvesti iste izlazne podatke. Matemati¢ka formalizacija te transformacije je
pojam funkciyje: algoritam preslikava ulazne podatke u izlazne. Kazemo da algoritam racuna
funkciju, i takve funkcije (za koje imamo algoritme) zovemo izracunljivima. Tako pitanje
,Kakvi su algoritmi moguci?”’ postaje neSto preciznije pitanje ,,Koje su funkcije izracunljive?”.

Da bismo funkciju mogli matematicki zapisati, moramo precizirati domenu i kodomenu.
Sto su nasi podaci? Na prvi pogled, mogu biti bilo §to: imamo algoritme koji rade na cijelim
brojevima, realnim brojevima (preciznije, njihovim aproksimacijama — vidjet ¢emo zaSto
je to bitno), tekstnim podacima (strings), datotekama, mreznim vezama (sockets), drugim
algoritmima (higher order programming), grafovima, objektima, regularnim izrazima, i tko
zna Cemu. No iskustvo programiranja nas uci da se svi ti raznorazni tzpov: podataka uvijek
mogu — 1 moraju, ako Zelimo neSto raditi s njima — reprezentirati u memoriji ra¢unala kao
neki binarni podaci: konacni nizovi nula i jedinica.

Dakle, mogli bismo uzeti {0, 1}* := Uyen {0, 1}* kao univerzalni skup na$ih podataka — ali
pokazuje se da je zgodnije ako umjesto {0,1} uzmemo proizvoljni konacni neprazni skup
(,abecedu”) L. Funkcije iz £* u X* zovemo jezicne funkcije, i to je povijesno bio prvi pokusaj
formalizacije algoritma: Turingov stroj, kojim ¢emo se baviti u poglavlju 4.

Ipak, skup {0,1}*, kao i opéeniti X*, matematicki je nespretan; recimo, ako ho¢emo nesto o
njemu dokazati indukcijom, moramo u koraku posebno razmatrati dodavanje nule, a posebno
dodavanje jedinice. Ako hoéemo napraviti neku petlju kroz njega, nije bas lako odrediti
sljedbenik zadanog elementa. Nezgoda je i u tome §to uobicajenim leksikografskim uredajem
nije dobro ureden: na primjer, skup {O™1 |n € N} nema najmanji element.

Za dokazivanje teorema bolje je uzeti jednostavniji skup — u najveéem dijelu knjige
promatrat ¢emo brojevne algoritme, kojima su ulazni i izlazni podaci prirodni brojevi. U
nekom smislu, skup prirodnih brojeva je najjednostavniji moguéi skup na kojem se moze
obradivati teorija izraunljivosti — svakako je najjednostavniji medu beskona¢nim skupovima,
a izracunljivost na kona¢nim skupovima je trivijalna: algoritam za svaku funkciju se moze
napisati kao tablica (lookup table).

Odabir skupa N kao osnovnog isplatit ¢e se kroz jednostavnost mnogih dokaza (jer imamo
matemati¢ku indukciju, jasan pocetak i sljedbenik, dobar uredaj, ...), ali s druge strane, zato
¢e biti kompliciranije kodirat: razne druge matematicke objekte kao prirodne brojeve. Za
usporedbu, skup X* je zgodniji za kodiranje, jer ve¢ imamo intuitivou predodzbu zapisivanja



raznih objekata nizanjem znakova (X = ASCII): nitko nam ne mora objasniti kodiranje da
bismo znali koji element od Q predstavlja string ,,-22/3".

Ipak, neintuitivnost kodiranja nadomjestit ¢e jednostavnost algoritama: dok je, uz odgova-
rajuce tehnike [Pos16], lako napisati algoritam za npr. zbrajanje racionalnih brojeva kodiranih
prirodnim brojevima, analogni algoritam za ASCII-kodirane razlomke gotovo nikada ne stigne
dalje od grubog pseudokoda. Ponegdje, gdje su nasi objekti ve¢ definirant kao nizovi znakova
(najvazniji primjer su formule logike prvog reda), koristit ¢emo njihovu jezi¢nu reprezentaciju,
ali to ¢e biti nakon §to objasnimo opéenito kodiranje sa £* na N (i obrnuto).

Smatramo li nulu prirodnim brojem? Treba li brojenje poceti od 0 ili od 1, dilema je stara
koliko i samo racunarstvo [EWD82|. Kao i drugdje u matematici, postoje dobri razlozi za
obje opcije. Zato ¢emo koristiti oba skupa, no kako ¢e nam ce§ce trebati nula medu prirodnim
brojevima (pogledajte na primjer definiciju od {0,1}*), skup s nulom imat ¢e kra¢u oznaku.

N:=1{0,1,2,3,...} (1.1)
N, :={1,2,3,4,...} (1.2)

Napomena 1.1: Govorili smo o izlaznim podacima u mnoZini, no s obzirom na to da nas
samo zanima postojanje algoritma, niSta ne gubimo fiksiranjem broja izlaznih podataka na 1.
Algoritam s k ulaznih i 1 izlaznih podataka uvijek moZzemo promatrati kao 1 algoritama s istih
k ulaznih podataka i s po jednim izlaznim podatkom.

Na primjer, u nekim programskim jezicima postoji operacija divmod iz Z? u Z?, koja provodi
dijeljenje s ostatkom u Z, vracajuéi koli¢nik i ostatak. Nju uvijek mozemo, ako je nemamo
kao osnovnu, emulirati pomoéu dvije operacije, ~ 1 mod, koje vracaju koli¢nik i ostatak istog
dijeljenja zasebno. Razlog zasto neki jezici imaju divmod kao posebnu funkciju je u tome da
algoritmi za te dvije operacije imaju mnogo zajednickih koraka — ako smo odredili koli¢nik,
obi¢no moZemo iz postupka kojim smo to ucinili procitati i ostatak (sjetite se npr. algoritma za
dijeljenje viseznamenkastih brojeva). Zato bismo ponovnim provodenjem algoritma ispocetka
za ostatak nepotrebno duplicirali korake. No ako nas samo zanima koje su funkcije izracunljive,
oCito postoji algoritam za divmod ako i samo ako postoje algoritmi za koordinatne funkcye ~
1 mod, pa nam je dovoljno baviti se pitanjem jesu li ~ i mod izra¢unljive — u ovom slucaju,
dakako, jesu. <

Kad promatramo broj ulaznih podataka (tzv. mjesnost) algoritma, situacija je bitno
drugacija. Jasno je da algoritam za npr. potenciranje prirodnih brojeva prima bazu i eksponent
kao dva ulazna podatka, i ne moze se jednostavno zapisati pomocu algoritama koji primaju
po jedan ulazni podatak. Zato ¢emo promatrati algoritme proizvoljnih mjesnosti k € N, 1
smatrati da mjesnost ¢ini bitni dio identiteta algoritma. Primjerice, ,zbroji dva broja” i,zbroji
pet brojeva” su razli¢iti algoritmi; Stovise, prvi od njih se pojavljuje kao korak (Cetiri puta) u
drugome.

Posljedica toga je da u naSem modelu ne postoje algoritmi s ,varijabilnim brojem” ulaznih
podataka, §to je u raCunarstvu poznato pod nazivom wvarargs. Na nekoliko mjesta gdje nam
budu potrebni, modelirat ¢emo ih pomocu familije algoritama svih moguéih mjesnosti —
recimo, zbrajanje kao add*,k € N,. Mjesnost algoritma ili funkcije ¢emo obi¢no pisati u
superskriptu ako je Zelimo naglasiti — nece dolaziti do zabune s eksponentima jer ni algoritme
ni funkcije ne¢emo potencirati, niti s oznakom f~! za inverznu funkciju jer mjesnost ne moze
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biti negativna.

Iako mjesnost smatramo neodvojivim dijelom funkcije odnosno algoritma, u slucaju nespe-
cificirane mjesnosti k nespretno je pisati x1,%2,...,xx kad god trebamo napisati argumente
odnosno ulazne podatke. Zato éemo éesto tih k prirodnih brojeva skraéeno pisati X, ili X* ako
zelimo naglasiti koliko ih ima — no najceSce ¢e se to moci zakljuciti iz konteksta: recimo, u
f7(X,y,z), vidimo da je duljina od X jednaka 5.

Napomena 1.2: S obzirom na to da promatramo samo deterministicne algoritme, naglasimo da
nema ,implicitnih argumenata”™ sve vrijednosti o kojima ovisi izlaz funkcije (ako se doista
mijenjaju od poziva do poziva) moraju biti prenesene u nju kao argumenti. Cesto ¢emo pisati
opée funkcijske pozive kao f(X,y,z), gdje su y i z ,pravi” argumenti s kojima doista nesto
radimo u konkretnom algoritmu, a X predstavlja samo kontekst (environment) nekog vanjskog
algoritma koji je pozvao f — koji takoder moramo prenijeti u f ako Zelimo da mu ona moze
pristupiti. <

Pazljiv citatelj ¢e primijetiti da zahtijevamo da mjesnost bude pozitivna, odnosno ne
promatramo algoritme s 0 ulaznih podataka. Ovo nije bitna restrikcija (mozete se zabaviti
pokusSavajuéi otkriti koje sve tehnicke detalje u knjizi treba promijeniti da bismo ukljucili i
takve algoritme u razmatranje), ali pojednostavljuje izlaganje, a takvi algoritmi nam nisu
zanimljivi iz perspektive izra¢unljivosti: iz napomene 1.2 slijedi da nul-mjesni algoritmi mogu
racunati jedino konstante, a ne treba nam jako napredni formalizam da bismo zakljucili da
konstante jesu izracunljive.

1.1.1. Parcijalnost

Gdje god je dosad bilo govora o opcenitim izracunljivim funkcijama, namjerno je upotrijebljen
prijedlog ,iz”: funkcija 2z A u B. Opcenito u matematici, takva fraza oznacava parcijalne
funkcije, koje ne moraju biti definirane u svim to¢kama od A (precizno, domena im je podskup
od A). Recimo, tangens je parcijalna funkcija iz R u R, jer je 5 € R\ Dy,. Takve funkcije
oznacavamo oznakom f: A — B, za razliku od totalnih funkcija koje ozna¢avamo f: A - B 1
zovemo ih funkcije sa A u B.

Dopustajuéi algoritmima da ra¢unaju parcijalne funkcije, zapravo im omoguéavamo da je za
neke ulazne podatke njihov rad sasvim dobro definiran (dakle, ovdje ne mislimo na izuzetke,
ezceptions, kao §to je dijeljenje nulom), ali da ipak ne postoji zavr$na konfiguracija iz koje
bismo mogli procitati izlazni podatak. Nakon malo razmisljanja dolazimo do zakljucka da je
to jedino moguce tako da algoritam za neke ulaze beskonacno radi, odnosno nikada ne stane.

Napomena 1.3: Nije li to u kontradikciji s naivnom definicijom algoritma, koja kaZe da se radi
o konacnom postupku? Jest, ali to samo pokazuje da naivne definicije nisu dovoljne, i da
nam treba formalizacija. Naivna definicija algoritma, ba$ kao i naivna definicija skupa, dovodi
do paradoksa (Russell). Moramo u obzir uzeti i parcijalne funkcije, odnosno algoritme koji ne
stanu uvijek, ako Zelimo konzistentnu teoriju. Evo kratke skice argumenta — precizno éemo ga
provesti u poglavlju 5, kad precizno definiramo pojmove. Napomenimo samo da je argument
specijalni slucaj opéeg nacina zakljucivanja ,ne postoji objekt koji sam sebe nadvladava”, koji
se Cesto koristi u raznim granama matematike [Tao09].
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Bududéi da zZelimo algoritme moc¢i reprezentirati u racunalu, moramo ih mo¢i prikazati kao
konacne nizove nula i jedinica. Ta reprezentacija mora biti injekcija ako Zelimo razlikovati
algoritme, a iz teorije skupova znamo da je {0, 1}* prebrojiv, dakle svih algoritama ima prebro-
jivo mnogo. Specijalno, svih jednomjesnih algoritama ima prebrojivo mnogo (ocito ih ima
beskona¢no mnogo). Poredajmo ih sve u niz, i pogledajmo ovaj jednomjesni algoritam:

Za ulaz x € N, nadi x-ti algoritam u nizu, i primijeni ga na x.
Izlaz tog algoritma (s ulazom x) oznaci s y. Vratiy + 1.

Ako nacrtamo tablicu kojoj su retci jednomjesni algoritmi, a stupci ulazi za njih (prirodni
brojevi), upravo opisani algoritam je klasi¢na ,promijenjena dijagonala” te tablice, koja se
razlikuje od svakog njenog retka. Drugim rijeCima, taj algoritam ne moZe bitt na popisu ako
algoritmi nuzno racunaju totalne funkcije — ako je r-ti po redu, s ulazom r morao bi davati i
y iy+1 — ali s parcijalnim funkcijama nema kontradikcije, jer r-ti algoritam s ulazom r ne
mora stati. <

Ipak, bitno je lakSe raditi s algoritmima koji ra¢unaju totalne funkcije. Parcijalne funkcije
moramo dozvoliti u krajnjoj opéenitosti, ali mnoge funkcije koje ¢emo koristiti u izgradnji
teorije bit ¢e ne samo totalne, nego i sintaksno totalne unutar teorije koju gradimo: veé
iz oblika njihovih definicija bit ¢e jasno da algoritmi koji ih ra¢unaju uvijek stanu. Takve
funkcije zvat ¢emo primitivno rekurzivnima.

Recimo nekoliko rijeci i o klasi¢nim izuzecima poput dijeljenja nulom. Primitivno rekurzivne
funkcije moraju biti totalne pa si ne moZzemo priustiti reéi npr. ,,3 ~ 0 nije definirano” (dokazat
¢emo da je ~ primitivno rekurzivna operacija). U mnogim sluéajevima to ¢emo rjeSavati tako
da kazemo ,,postojt primitivno rekurzivna funkcija f koja se podudara s trazenom funkcijom
g na domeni D", ne govoreli nista o vrijednostima f(X) za X ¢ Dy. Kazat ¢emo tada da smo
parcyalno specificirali (totalnu) funkciju f, u smislu: f je definirana svuda, ali nas zanimaju
samo njene vrijednosti na nekom uzem skupu.

U ovoj knjizi precizno ¢emo pisati algoritme — ne pomocu pseudokoda, ve¢ formalnim
konstrukcijama. Zato ¢emo modi izracunati vrijednosti primitivno rekurzivne funkcije i izvan
podrucja specifikacije — na primjer, algoritam za ~ reci ¢e nam da je 3 ~ 0 = 3. Ponekad
¢emo Cak koristiti te ,,nedokumentirane znacajke”, jer ¢e takvu funkciju biti lakse uklopiti u
kasnije definicije bez rastava na slucajeve.

Iako sva ra¢unanja mozemo shvatiti kao ra¢unanja funkcija, izlaganje je jednostavnije ako
uvedemo i relacije, koje ¢emo racunati kao posebni slu¢aj racunanja funkcija. Iz standardne
skupovnoteorijske perspektive to se ¢ini cudnim: nisu li relacije opcenit pojam, a funkcije
samo posebni slu¢aj — relacije s funkcijskim svojstvom?

Iz algoritamske perspektive, nisu. Ako izra¢unljivu funkciju f reprezentiramo pomocu
algoritma koji za dani X racuna njenu vrijednost f(X), izra¢unljivu relaciju R prirodno je
predstaviti algoritmom koji za dani X racuna ustinitosnu vrijednost (bool: true ili false), ve¢
prema tome je li X € R ili nije. Vecina programskih jezika nema moguénost programiranja
relacija kao zasebnog tipa algoritma, ve¢ ih reprezentiraju funkcijama ¢iji povratni tip je bool.

Na primjer, re¢i da je dvomjesna relacija uredaja < na prirodnim brojevima izra¢unljiva
zapravo znadi re¢i da postoji algoritam koji za sve ulaze (x,y) € N? u kona¢no mnogo koraka
vraca true ako je x <y, a false inace. Ili, skup prim-brojeva (jednomjesna relacija P) je
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izrac¢unljiv jer moZzemo napisati algoritam isPrime : N — bool, koji za svaki x u kona¢no mnogo
koraka vraca true ako je x € P, a false ako x ¢ P. Iz navedenih primjera vidimo da je relacije
prirodno katkad zamisljati kao formule s relacijskim simbolima (R(X), ili x Ry za dvomjesne
relacije), a katkad kao skupove (X € R).

U skladu s uobicajenom praksom mnogih programskih jezika, preSutno koristimo standardno
ulaganje skupa bool u N, tako da preslikamo false — 0 i true » 1. Drugim rije¢ima, na
izracunljivost relacije R gledamo kao na izrac¢unljivost njene karakteristicne funkcije xr, koja
ima istu mjesnost kao R. U suprotnom smjeru koristimo (opet standardnu) interpretaciju nule
kao false, a svih ostalih prirodnih brojeva kao true: drugim rije¢ima, koristimo kompoziciju s
karakteristicnom funkcijom Xy, (za koju ¢emo dokazati da je izracunljiva).

Dakle, relacijama ¢emo pripisivati svojstva izracunljivosti koja imaju njihove karakteristi¢ne
funkcije: na primjer, rec¢i ¢emo da je R primitivno rekurzivna ako je xr primitivno rekurzivna.
Kod relacija ne moramo razmisljati o parcijalnosti: karakteristicne funkcije su uvijek totalne.
Relacije imaju drugi nacin modeliranja djelomic¢ne izra¢unljivosti, rekurzivnu prebrojivost o
kojoj ¢e biti viSe rijeCi u poglavlju 7.

1.2. Osnovni pojmovi i oznake

Dakle, promatrat ¢emo (algoritme za) dvije vrste funkcija: jezi¢ne i brojevne. Brojevne
funkcije su nam vaznije i uglavnom ¢emo raditi s njima, ali na nekoliko mjesta dobro ¢e nam
dodi i formalizacija izra¢unljivosti jezi¢nih funkcija.

Svaka brojevna funkcija je oblika f: N* — N za neki k € N,. Skraéeno piemo f* i broj k
zovemo mjesnost funkcije f. Svaka brojevna funkcija ima jedinstvenu mjesnost — osim prazne
funkcije ® s domenom @. Smatramo da i prazne funkcije imaju fiksnu mjesnost: umjesto
jedne funkcije ® promatramo familiju ®*,k € N,, proglagavajuéi na primjer ®3 i ®® razli¢itim
funkcijama. Formalno to moZemo napraviti tako da nam ,funkcija” znaci ureden par, kojem
je prva komponenta uobiéajena reprezentacija funkcije (skup uredenih parova ...), a druga
komponenta mjesnost — ali ne¢emo biti toliko formalni, jer prazne funkcije nisu zanimljive iz
perspektive izra¢unljivosti: racunaju ih beskonacne petlje.

(Brojevna) relacija je oblika R € N* za neki k € N,. Po analogiji s funkcijama, k zovemo
mjesnost relacije, 1 piSemo R* ako je Zelimo naglasiti. Kao i za funkcije, iako postoji samo jedan
prazan skup, promatrat ¢emo familiju @*, k € N, smatrajuéi sve njene elemente razli¢itim
relacijama. Na kraju krajeva, njihove karakteristicne funkcije jesu razlicite, jer imaju razlicite
domene: recimo, Dy _, = N3. (Radi se o nulfunkciji C3 : N3 — N; razlikujte nulfunkciju, koja je
totalna, od prazne funkcije koja nije definirana nigdje!)

Jezi¢ne funkcije ¢emo uvijek definirati nad nekom abecedom (kona¢nim nepraznim skupom)
Y, kao funkcije @ : £* — L*. Elementi od L* := Uy Z¥ su 7ijecs: konaéni nizovi znakova iz X,
koje piSemo konkatenacijom — aab umjesto (a,a,b). Prazna ryed je niz duljine 0: oznacavamo
je s €. Iz oblika jezi¢nih funkcija vidimo da su one jednomjesne: u svrhu reprezentacije funkcija
vee mjesnosti, abecedi dodajemo separator — znak koji sluzi razdvajanju argumenata.
Recimo, viSemjesne funkcije nad {a,b} mo%emo reprezentirati kao jednomjesne funkcije nad
{a,b,,} — tako da primjerice @*(a,abb,e,ba) ra¢unamo kao ¢'(a,abb, ,ba). Kazemo da je
¢! dobivena kontrakcijom iz @*. Ovo je malo opéenitije od brojevnih visemjesnih funkcija
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jer mozemo imati varargs (mjesnost mozemo odrediti brojenjem separatora u ulaznoj rijeci),
ali i dalje nemamo nulmjesne funkcije: @(¢) je @'(¢), ne @°().

Analogon pojmu relacije u jezi¢nom slucaju je jezik: podskup od X*. Iako karakteristicna
funkcija jezika nije ni brojevna ni jezi¢na funkcija (ide sa * u bool), svejedno mozemo
pomocu kodiranja skupa X* reprezentirati i izracunljivost jezika.

Domenu, sliku i graf funkcije f ozna¢avamo redom s Dy, Zr i G¢. To su relacije: za funkciju
mjesnosti k, domena je mjesnosti k, slika je mjesnosti 1, a graf je mjesnosti k + 1. Iste oznake
koristimo i za domene, slike i grafove funkcija koje nisu brojevne. Restrikciju funkcije f na
skup S (zapravo na S nD¢) oznacavamo s f|s. Sliku te restrikcije za S ¢ Dy oznacavamo s
f[S] := {f(x) | x € S}. Prasliku skupa T oznacavamo s f~'[T]:= {x € D¢ | f(x) € T}. Ako je f*
brojevna funkcija, oznakom f ozna¢avamo njeno prosirenje nulom: totalnu funkciju f:Nk > N,
koja svaki X € Dy preslika u f(X), a preostale x € N* \ D; preslika u 0. Nosa¢ brojevne funkcije
f je f-1[N,], dakle podskup domene na kojem f nije 0.

Za skupove brojeva koristimo standardne oznake P ¢ N ¢ Z ¢ Q ¢ R. Cesto koristimo
diskretne intervale, koje ozna¢avamo [a--b] ili [a--b), gdje su a,b € N. Svaki takav interval skup
je prirodnih brojeva iz odgovarajuceg realnog intervala: na primjer, [1--5) = [1--4] = {1,2,3,4}.
Oznaka A u B oznacava uniju disjunktnih skupova (takvih da je AnB = @).

Brojevne izrac¢unljive funkcije i relacije oznacavamo posebnim fontom: dok nam g oznacava
proizvoljnu funkciju, g nam oznacava funkciju za koju imamo neku vrstu algoritma. U tom
smislu, g(x) oznacava uobi¢ajenu funkcijsku vrijednost (drugu komponentu onog uredenog
para iz skupa g ¢ija je prva komponenta x), dok g(x) oznacava izlazni podatak algoritma za g
pokrenutog s ulaznim podatkom x. Ipak, to se odnosi samo na funkcijski zapis: inace ¢emo
koristiti uobicajene matematicke oznake gdje god mozemo. Recimo, pisat ¢emo x +y +z za
zbroj tri broja, a® za potenciranje, m | n za djeljivost, ili pak p € P za prim-brojeve. No treba
imati na umu da su to izracunljive funkcije i relacije ($to ¢emo dokazati) te da u pozadini
stoje algoritmi za add3, pow?, Divides?, odnosno isPrime’.

Napomena 1.4: Algoritmiziranu jednakost (izra¢unljivu dvomjesnu brojevnu relaciju, u mo-
dernim programskim jezicima &esto oznafenu ‘==') oznaavamo uobifajenim simbolom ‘=’
koji i inace koristimo za jednakost matematickih objekata (funkcija, relacija, skupova, ... ).
Kod definicija skupova, i funkcija s prethodno specificiranom domenom (posebno kod totalnih
funkcija), koristimo simbol ‘:=’. Relacije definiramo formulama koristeéi ‘:<=". Cesto imamo
potrebu vrijednosti funkcije specificirati izrazom, uz presutnu pretpostavku ,prirodne domene”
(svi ulazni podaci za koje izraz ima vrijednost). Tada piSemo f(X) :~ izraz. Ovisno o obliku
izraza, definirat ¢emo precizno znacenje fraze ,imati vrijednost”. <

Znak ~ izmedu dva izraza znaci da oba imaju vrijednost za iste vrijednosti varijabli koje se u
njima pojavljuju, i da su im tada vrijednosti jednake. Drugacije reCeno, izrazl ~izraz2 znaci
da su definicije f(X) :~izrazl i f(X) :~ izraz2 ekvivalentne (definiraju istu funkciju), gdje su
u X sve varijable koje se pojavljuju u bilo kojem od ta dva izraza. Razlog za izbjegavanje
koristenja znaka = u takvom slucaju sastoji se u tome §to relacija ~, kao i svojstvo ,imati
vrijednost” na izrazima, nisu izracunljive. Jo§ jedan razlog za koriStenje neuobicajenog znaka je
$to mnoga ,instinktivna pojednostavljenja” vise nisu ispravna. Na primjer, ako je f3 totalna
a g3 nije, f(X) +0-g(X) # f(X) jer desni izraz ima vrijednost za sve X € N3, a lijevi samo za
X € Dy.
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1.3. RAM-stroj i RAM-program

Prvi model izra¢unavanja koji ¢emo promotriti — RAM-stro; — dobiven je kao pojednostav-
ljenje (gotovo karikatura) modernih ra¢unalnih procesora. Radi se o RISC-arhitekturi sa samo
tri tipa instrukcija (jedan od kojih je eliminabilan, ali zadrZat ¢emo ga radi jednostavnosti
izlaganja).

Ne pretpostavljamo nikakva ograni¢enja na broj dostupnih registara (pretpostavljamo da
ih ima dovoljno za spremanje ulaznih i izlaznih podataka te za odvijanje programa — svaki
konkretni algoritam koristit ¢e kona¢no mnogo relevantnih registara, ali ne postavljamo gornju
granicu s obzirom na sve algoritme) niti na veli¢inu pojedinog registra (u svakom trenutku
izvrSavanja algoritma, u svakom relevantnom registru moze se nalaziti proizvoljni prirodni
broj). Obje znacajke nuZne su veé za reprezentaciju ulaza: postoje algoritmi proizvoljno velike
mjesnosti, a moguce ih je pozvati s proizvoljno velikim ulaznim podacima.

Pretpostavljamo da je program fiksan: ne moze se mijenjati (tzv. harvardska arhitektura).
Iako kod koji sam sebe mijenja za vrijeme izvrSavanja nije ba§ popularan na modernim
raCunalnim arhitekturama (prvenstveno iz sigurnosnih razloga), osnovna ideja modernog
racunala je da ,dovoljno nisko” imamo jedan procesor sposoban izvrSavati razne programe
(von Neumannova arhitektura). Da bismo poceli koristiti drugi operacijski sustav, dovoljno
je instalirati ga i ponovo pokrenuti racunalo; ne moramo kupovati novi procesor.

Razlog zasto radimo s ogranicenijim modelom je §to von Neumannova arhitektura pretpos-
tavlja univerzalnost, koju mi tek trebamo dokazati. To ¢emo i uciniti, ali tek u poglavlju 3.
Krenimo s osnovnim definicijama.

Definicija 1.5: RAM-stroj je matematicki (idealizirani) stroj, koji sadri:
e RAM-program: fiksni konaéni niz instrukcija P := (Ip, 11,12, ..., 11);
e reqistre: za svaki j € N, registar R, koji moze sadrzavati bilo koji prirodni broj;

e programsk: brojaé (PC): jo$ jedan ,registar”, koji u svakom trenutku izraéunavanja

sadrzi broj iz intervala [0--n]. q
0. I
iy s ey 1. I, - )
RAM-program najceSce piSemo kao P := ] , 1li skraceno P := [ t. I ]tm.
(Tl -1 ) In_1

Broj instrukcija programa P zovemo jo§ duljinom programa P, i ozna¢avamo ga s np.

Sadrzaj registara se moze mijenjati za vrijeme izvrSavanja programa, u skladu s instrukcijama.
Pocetni sadrzaj odreden je ulaznim podacima. Irelevantni registri (koji se ne spominju u
instrukcijama niti sluZe za ulaz) formalno sadrZe vrijednost 0, iako (po definiciji irelevantnosti)
zapravo nije bitno koju vrijednost sadrze.

Sadrzaj programskog brojaca takoder se mijenja, tako da se izvrSavanjem svake instrukcije
poveca za 1, osim ako sama instrukcija kaze drugacije. Pocetna vrijednost programskog brojaca
je 0. U svakom trenutku sadrzaj programskog brojaca je redni broj instrukcije koja se trenutno
izvrSava, dok vrijednost n oznacava kraj izvodenja programa.
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Definicija 1.6: Svaka RAM-instrukcyja ima:

(ako je dio RAM-programa P) rednt broj, element skupa [0 1p);

tip, koji moze biti: INC (inkrement), DEC (dekrement) ili o TO (skok);

(ako je tipa INC ili DEC) registar na kojem djeluje: R; za neki j € N;

(ako je tipa DEC ili o TO te je dio RAM-programa P) odrediste:
element skupa [0--np]. 4

Dakle, RAM-instrukcija moze biti jednog od tri oblika (s navedenim uéincima):
INC Rj:  Povelava sadrzaj registra R; za 1.
DEC Rj, l: Ako je sadrzaj od R; pozitivan, smanjuje ga za 1. Inace postavlja PC na 1.
coTo l: Postavlja PC na L.
Lema 1.7: Skup Ins svih RAM-instrukcija je prebrojiv.

Dokaz. Skup Insy svih instrukcija tipa INC je prebrojiv: preslikavanje f; : N - Ins;,yc zadano
s f1(j) :== (INC R;) je bijekcija. Analogno, koriste¢i odrediste (iako je broj odredista ogranicen
za fiksni program P, svaka instrukcija Go TO 1 se moze pojaviti u nekom programu), skup
Insgoro je prebrojiv, a skup Inspgc je ekvipotentan s N x N, pa je i on prebrojiv. Sada je Ins
prebrojiv kao (disjunktna) unija tih triju prebrojivih skupova. [

Korolar 1.8: Skup Prog svih RAM-programa je prebrojiv.

Dokaz. To slijedi iz ¢injenice da je Ins,.* € Prog € Ins*, i leme 1.7. Iz teorije skupova znamo
da je skup A* prebrojiv ako je A prebrojiv. [

Jednom kad imamo definirane instrukcije, program i stroj, moZemo preciznije definirati
kako stroj izvrSava program, odnosno o kakvom se to¢no algoritmu tu radi.

Definicija 1.9: Neka je S RAM-stroj s programom P, registrima R;,j € N te programskim
brojacem pc. Konfiguracija RAM-stroja S je bilo koje preslikavanje

c:{Rj|jeN}u{pc} >N (1.3)

takvo da je skoro svuda 0 (skup ¢ '[N.] je konac¢an), a c(Pc) < np. Skraéeno je piSemo
kao ¢ = (C(Ro),C(R]),...,C(PC)). Konfiguracija ¢ je zavrsna ako je c(PC) = np. Pocetna
konfiguracija s ulazom X = (x1,X2,...,Xx) € N* je (0,x1,X2,...,%x,0,0,...,0) (u R; je x; za
j€[1--k], a svugdje drugdje su nule).

Za konfiguracije ¢ = (1o,71,...,pc) i d = (v{,7],...,pc’) istog RAM-stroja s programom
P =(Io,...,In,-1), kaZemo da ¢ prelazi u d (po programu P, ili po instrukciji I,,.), i piSemo
¢ ~ d, ako vrijedi jedno od sljedeceg:

1. ¢ je zavr$na (pc =np) i ¢ = d — to skra¢eno piSemo c O

2. I,c =INCR; (za nekij),]”j/:‘rj_l,.]’-pcl:pc_"_] be 17 = 1; 3 sve i4];
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3. I,c =DEC Rj,1 (za neke j i 1), rj,:Tj—1,PC’=pc+1 te 1! = 1, 7a sve 14 j;
4. I,. =DEC R;,l (zaneke jil), r; =0, pc’ =1te r] =1; za sve i,
5. [,c =goTo 1 (za neki 1), pc’ =1 te r{ = ; za sve 1. .

Cesto ¢emo obja$njavati semantiku instrukcija (kad uvedemo dodatne instrukcije) na gornji
nacin. Pri tome se drzimo dogovora da je konfiguracija prije izvodenja instrukcije oznacena
oznakama bez crtica, a ona nakon izvodenja instrukcije oznakama s crticama. Takoder
smatramo da je v{ = 1; za sve i koji nisu navedeni, a pc’ = pc + 1 ako nije reeno drugacije. Uz
taj dogovor, semantika instrukcije INC R; se mozZe zapisati kao r].’ =15 + 1, semantika instrukcije
coTo | kao pc’ =1, a semantika instrukcije DEC R;,1 kao: ako je r; > 0, tada 1‘].’ =15-1,a
inace pc’ =L

Sada mozemo formalizirati deterministicnost RAM-stroja.

Lema 1.10: Svaka konfiguracija prelazi u neku, jedinstvenu, konfiguraciju.

Dokaz. Neka je S RAM-stroj s programom (Io,I4,...,1,_1) te ¢ = (vo,71,...,pC) njegova
proizvoljna konfiguracija. Po definiciji je pc < n — ako vrijedi jednakost, ¢ je zavrSna pa po
pravilu 1 prelazi u samu sebe (nijedno drugo pravilo nije primjenjivo jer I,. ne postoji). Ako
je pak pc <n, pogledajmo tip od I,.. Ako je to INC ili GO TO, pravilo 2 odnosno 5 to¢no
propisuje novu konfiguraciju u koju c prelazi.

Inace, I,. je tipa DEC, recimo DEC Rj,l, 1 tada je opet nova konfiguracija jedinstveno
odredena, s obzirom na 1. Ako je r; > 0 (,istina”), tada je primjenjivo samo pravilo 3, a ako je
r; =0 (,Jaz”), tada je primjenjivo samo pravilo 4; pravilo 3 nije primjenjivo jer po definiciji
konfiguracije mora biti 1‘].’ € N, a primjenom pravila 3 bismo dobili 1“].’ = —1. Svako od tih pravila
takoder jednoznacno odreduje novu konfiguraciju. [

Definicija 1.11: RAM-algoritam je ureden par RAM-programa P i mjesnosti k € N,. Umjesto
(P, k) piSemo Pk.

Neka je P RAM-algoritam te X € N*. P-izracunavanje s X je niz konfiguracija (cn)nen,
takvih da je co poletna konfiguracija (stroja s programom P) s ulazom X te, za svaki n, c,
prelazi u c,.1. Kazemo da to izraCunavanje stane ako postoji no € N takav da je ¢, zavrsna.

Neka je P* RAM-algoritam te f* brojevna funkcija iste mjesnosti. Kazemo da P*¥ raduna
funkciju f ako za sve X € N¥ vrijedi:

e ako je X € Dy, tada P-izra¢unavanje s X stane u konfiguraciji oblika (f(x),...,np);
e u suprotnom (ako X ¢ Dy), P-izralunavanje s X ne stane. <

Drugim rije¢ima, P-izraCunavanje s X stane tono onda kada je X €e Dy — i u tom slucaju, u
zavr$noj konfiguraciji, sadrzaj registra Ry je vrijednost funkcije f u tocki x.

1.3.1. Skup Comp

Navodimo tri lagane posljedice determinizma.
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Propozicija 1.12: Za svaki RAM-algoritam P¥, za svaki ulaz X € N¥,
postoji jedinstveno P-izracunavanje s X.

Dokaz. Za postojanje, induktivno definiramo

Co := pocetna konfiguracija s ulazom X, (1.4)

Cn+1 := jedinstvena konfiguracija u koju c,, prelazi (prema lemi 1.10). (1.5)

Po Dedekindovu teoremu rekurzije, time je dobro definiran niz, i taj niz je po definiciji
P-izra¢unavanje s X.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da postoje dva P-izracunavanja s X, (ci)ien 1 (€])ien. Kako
je c # ¢/, postoji neki i € N takav da je ¢; # ¢{, a zbog dobre uredenosti od N postoji najmanji
takav: oznacimo ga s ip. Taj 1o nije 0, jer je ¢o = ¢ = poCetna konfiguracija s ulazom X. Dakle,
konfiguracija ci,_1 = ci’o_] prelazi u dvije razli¢ite konfiguracije c;, i c{o, Sto je kontradikcija s
lemom 1.10. [

Propozicija 1.13: U svakom RAM-izracunavanju koje stane postoji jedinstvena zavr$na konfigu-
racija.

Dokaz. Pretpostavimo da je (ci)icn P-izraunavanje s X u kojem postoje dvije zavr$ne konfi-
guracije, 1 oznac¢imo s i; i i, indekse na kojima se one prvi put pojavljuju. Bez smanjenja
opCenitosti (razliCitost je simetricna) mozemo pretpostaviti i; < i,. No buduéi da je c;,
zavr$na, ona prelazi (samo) u samu sebe, pa indukcijom imamo

Ci; = Ci;+1 = Ci,+2 = - = Ci,, (1.6)
kontradikcija. ]
Korolar 1.14: Svaki RAM-algoritam rac¢una jedinstvenu brojevnu funkciju.

Dokaz. Neka je (P,k) proizvoljni RAM-algoritam: P je RAM-program te k € N,. Definirajmo
S := {X € N* | P-izra¢unavanje s X stane} (1.7)

1 na tom skupu funkciju
f(X) := c(Ro), gdje je ¢ zavrina konfiguracija P-izratunavanja s X. (1.8)

Iz te definicije slijedi da je f:S — N (k-mjesna) brojevna funkcija, a P* racuna f.

Za jedinstvenost, mjesnost funkcije je odredena mjesno$¢u algoritma (uz prethodni dogovor
da se prazne funkcije razli¢itih mjesnosti razlikuju), njena domena je odredena stajanjem
izraunavanja (jedinstvenog zbog propozicije 1.12), a vrijednost funkcije u svakoj to¢ki domene
odredena je zavr$nom konfiguracijom (jedinstvenom zbog propozicije 1.13). [

Vazna posljedica prethodnog rezultata je ograni¢enje broja izracunljivih funkcija.

Definicija 1.15: Neka je k € N, te f* brojevna funkcija. Kazemo da je f* RAM-izracunljiva
ako postoji RAM-algoritam P¥ koji je ra¢una. Za svaki k € N, oznakom Comp; oznacavamo
skup svih RAM-izrac¢unljivih funkcija mjesnosti k. <
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Oznaka Compy namjerno ne spominje RAM-model izra¢unavanja — pokazat ¢emo da se
1st1 skup brojevnih funkcija dobije i u drugim modelima koje ¢emo razmatrati.

Teorem 1.16: Za svaki k € N,, skup Compy je prebrojiv. Skup Comp svih RAM-izracunljivih
brojevnih funkcija (svih mjesnosti) je takoder prebrojiv.

Dokaz. Neka je k fiksna mjesnost. Preslikavanje sa skupa Prog na skup Compy, koje svakom
RAM-programu P pridruzuje funkciju koju algoritam P¥ ra¢una, je dobro definirano prema
korolaru 1.14, i surjekcija je po definiciji 1.15. Iz toga je card(Compy) < card(Prog), §to je R
po korolaru 1.8.

Za drugu nejednakost uo¢imo da su, za sve n € N i k € N, konstantne funkcije zadane s
Ck(X) :=n, RAM-izra¢unljive: doista, ra¢unaju ih RAM-algoritmi

0.1INC Ry h
1.
Pk:=[ t.INC R ]];n = _INC Ro (1.9)
(n-1).1NC Ry

(8to se moze vidjeti indukcijom po n). Iz toga slijedi da je {CK | n e N} ¢ Compy, a kako je taj
skup prebrojiv (sve konstante su razli¢ite), slijedi Ry < card(Compy), $to zajedno s gornjim
daje card(Compy) = R.

Sada je Comp = Uxen, Compy prebrojiv kao unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova. [

Korolar 1.17: Za svaki k € N, postoji brojevna funkcija mjesnosti k koja nije RAM-izracunljiva.

Dokaz. Opet, fiksirajmo mjesnost k € N,. Skup svih k-mjesnih brojevnih funkcija Funcy
je neprebrojiv, jer je nadskup skupa svih totalnih k-mjesnih brojevnih funkcija, ¢ija je
kardinalnost

card(NNk) = Nzlg =Ry = ¢ > Ro. (1.10)

Iz toga i teorema 1.16 slijedi Juncy ¢ Compy, pa je Funcy\ Compy # &. m

1.3.2. Primjeri RAM-programa

RAM-programe za konstantne funkcije vidjeli smo ve¢ u dokazu teorema 1.16. Specijalno, za
n =0, prazan program [ ] ratuna nulfunkciju C§ za svaki k € N,. Dakle, prazan program
nazalost ne ra¢una praznu funkciju — $to bi bilo lako zapamtiti — ali raCuna praznu relacyju
@, odnosno njenu karakteristi¢nu funkciju. Takoder, za n = 1, program [ 0.1NC Ro ] racuna
univerzalnu relaciju N¥.

Napisimo RAM-program koji ra¢una praznu funkciju ®*. Po definiciji, to je program ¢ije
izracunavanje ne stane ni s kojim ulazom. Dakle, moramo sprijeciti PC da dode do n, odnosno
treba nam instrukcija s odredistem, koja ¢e vratiti PC na staru vrijednost tako da se ne
poveca za 1 (petla), i to ona koja se izvrsi uvijek (beskonacna petlja). Takav program je
[ 0.coToO |.

Dosadasnji programi nisu uopcée koristili svoje ulaze. Najjednostavnija funkcija koja koristi
svoj argument je identiteta (ozna¢ena s I}). Da bismo je izratunali, moramo prebaciti
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vrijednost iz ulaznog registra R u izlazni registar Ry. Koriste¢i naSe razumijevanje izvrSavanja
imperativnih programa, vidimo da to ¢ini RAM-algoritam

0.pEC R41,3
Pl = 1.1NC R : (1.11)
2.coTo0

Formalno, mogli bismo dokazati da svaki prolaz kroz petlju (¢itanje instrukcija redom) pocevsi
od konfiguracije u kojoj je 11 > 0 Apc =0 ima semantiku r{ =1y - 1AT =79+ 1 Apc’=0. Ako
je r1 =0, izvrSavanje instrukcije rednog broja O zavrSava izraCunavanje, jer pc postane jednak
duljini programa, 3. Iz toga se onda indukcijom po r; moze zakljuciti da je semantika Citavog
programa 1) =7y — 11 =0 AT] =70 + 71, pa iz pocetne konfiguracije s ulazom x, (0,x,0,...,0),
dolazimo u zavr$nu konfiguraciju (x,0,0,...,3) s izlaznim podatkom x. Na primjer, za x =2
imamo sljedecu ,Setnju” kroz konfiguracije:

(0,2,0,...,0) ~ (0,1,0,...,1) ~ (1,1,0,...,2) ~ (1,1,0,...,0) ~
~ (1,0,0,...,1) ~ (2,0,0,...,2) ~ (2,0,0,...,0) ~ (2,0,0,...,3) O . (1.12)

Ubuduée ne¢emo biti tako precizni (upravo jer imamo razvijen osjec¢aj za programiranje u
imperativnim jezicima), ali ¢emo navesti ,najvaZnije trenutke” u izra¢unavanju kako bi bilo
lakse pratiti sto se dogada.

Prethodni dokaz (ili programerska intuicija) daje nam i vise: ako ,naslazemo” (konkate-
niramo) viSe takvih blokova za razli¢ite ulazne registre, mozemo dobiti RAM-programe za
zbrajanje. Konkretno, funkcija add® zadana s add(x,y,z) := x +y + z je RAM-izra¢unljiva, jer

je rac¢una RAM-algoritam [ 0. DEC Rq,3 ] 3

.INC Ry
.coTo0
.DEC R>,6
.INC Ro . (1.13)
.GoTO 3
.DEC R3,9
.INC Ry
8.coTO6

add3

-
w
Il

N O O AW N —

Vidimo jednu dobru stranu naizgled ¢udne konvencije da izraCunavanje zavrSava kad
programski broja¢ postane jednak duljini programa: prilikom ovakve konkatenacije ne trebamo
mijenjati odrediSta ve¢ napisanih instrukcija. Odrediste 3 instrukcije rednog broja O jednako
je oznacavalo kraj programa (1.11) za |}, kao i kraj tog dijela programa za add3. Primijetite
sli¢nost sa standardnom konvencijom o end-iteratoru u biblioteci STL jezika C++.

Vidjeli smo da su mnoge funkcije (prazna, konstante, identiteta, zbrajanje, ...) RAM-
izrac¢unljive. Ipak, pisati RAM-programe moze biti dosta zamorno (na primjer za add® —
mnogi dijelovi se ponavljaju uz neznatne izmjene u odredistima ili adresama registara) ili
komplicirano (na primjer za mnozenje, ili potenciranje — povremeno bismo htjeli iskoristiti
registar kao broja¢ za neku petlju, ali istodobno i sa¢uvati njegovu vrijednost). Prvi problem
rijesit ¢emo makroima, a drugi funkcijskim programiranjem u poglavlju 2.
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1.4. Makro-izracunljivost

Izvr§avanje RAM-programa na RAM-stroju, pored prevodenja pocetne konfiguracije (s ulazom
X) u zavr$nu (s izlazom f(X)), proizvede mnoge ,popratne uéinke” (side-effects) na njegovim
registrima. Te ufinke moZemo objediniti (enkapsulirati) tako da ¢&itav RAM-program P
shvatimo kao jednu instrukciju P* nekog kompliciranijeg stroja.

Ta oznaka sugerira dualnu upotrebu RAM-programa P: ako ga koristimo radi ra¢unanja
k-mjesne funkcije (k ulaznih registara), promatramo ga kao algoritam P¥, a ako ga koristimo
radi djelovanja na registre (svi registri ,ulazni”), promatramo ga kao makro P*.

0. DEC Rj,2
l.coTo 0

izvrSavanje postavlja R; na nulu — kaZemo da resetira R;). To znaci da imamo makro P)?* koji
kasnije mozemo koristiti u makro-programima za resetiranje jednog registra bez promjene

Primjerice, za svaki j € N, RAM-program P; := ima semantiku r].’ =0 (njegovo

ostalih. Taj makro zovemo ZERO R;.

Definirat ¢emo brojne makroe, Sto ¢e kulminirati funkcyskim makroom — koji pruza
mogucénost da na$§ programski jezik, kojim piSemo makro-programe, izvrSava prave funkcijske
pozive, sa zasebnim okvirom (scope) lokalnih varijabli, prijenosom argumenata po vrijednosti,
1 zapisivanjem povratne vrijednosti u po volji odabrani registar, ¢uvajuéi sadrzaje registara
koji su nam bitni. Za pocetak navedimo osnovne definicije i tvrdnje koje vrijede za makro-
paradigmu. Gotovo sve one su sasvim analogne onima u RAM-paradigmi, pa ih neéemo
detaljno motivirati odnosno obrazlagati.

Definicija 1.18: Makro-stroj je matematicki stroj koji sadrzi:

e makro-program: fiksni konaéni niz makro-instrukciya Q := (Io, Iy, ..., L_1),
svaka od kojih je jednog od dva oblika:

- obi¢na RAM-instrukcija (tipa INC, DEC ili co TO), ili
- makro oblika P*, gdje je P RAM-program,;

o registre (R;)jen, iste kao i kod RAM-stroja;

e programski brojac pc, isti kao i kod RAM-stroja;

e pomocént programski brojac AC, Cije moguce vrijednosti ac ovise o makro-instrukciji
koja se trenutno izvrsava (I,., gdje je pc vrijednost od pC):

- ako je I, = P* za RAM-program P, tada je ac € [0 1p];

- inace (pc =ngq, ili I,c€ Ins), ac =0. 4
Sada mozemo, sli¢no kao lemu 1.7 1 korolar 1.8, dokazati da su skupovi

MIns :=Insw {P*| P e Prog}, i (1.14)
MProg := {Q € MIns™ | sva odredista u Q su manja ili jednaka ng}, (1.15)

svih makro-instrukcija, i svih makro-programa, prebrojivi. Ti rezultati nisu toliko bitni zbog
tehnika koje ¢emo uskoro razviti, ali predstavljaju dobru vjezbu.
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Definicija 1.19: Konfiguraciya makro-stroja s programom Q = (Io, I1,..., I, 1), registrima R;,
j € N te programskim brojacima pc i AC je bilo koje preslikavanje ¢ : {R; |j e N}u{pc,ac} - N,
takvo da je ¢ '[N,] konadan skup, c(PC) < nq, i jo§ vrijedi c(ac) = 0 — osim u sludaju
I.(pc) = P*, kada je c(AcC) <np. Skraceno piSemo c = (C(Ro),c(R1 )y .- .,C(PC),C(AC)).
Pocetna makro-konfiguracija s ulazom x definira se jednako kao i pocetna RAM-konfiguracija:
svuda osim na ulaznim registrima je 0, pa tako i na Ac. Takoder, zavr§na makro-konfiguracija
definira se jednako kao i u RAM-sluc¢aju: uvjetom c(Pc) = ng (tada mora biti c(ac) =0, jer

I (pc) uopce ne postoji). q
Definicija 1.20: Za konfiguracije c = (1o,71,...,pc,ac) i d = (v{,7],...,pc’,ac’) istog makro-
stroja s makro-programom Q = (Io, I1,...,In,-1), kaZemo da ¢ prelazi u d (po programu Q),

1 piSemo ¢ ~ d, ako vrijedi jedno od sljedeceg:
1. c=d, i c je zavrsna konfiguracija (pc =ng) — jo$ piSemo ¢ O;

2. ac=ac’ =0, I,c je RAM-instrukcija, a RAM-konfiguracija (o, 71,...,pc) nije zavréna
(pc < ng) i prelazi u RAM-konfiguraciju (rj,77,...,pc’) po programu Q (odnosno
njegovoj instrukciji s rednim brojem pc);

3. pc’ =pc, I, je makro P*, a RAM-konfiguracija (1o, 71,...,ac) nije zavréna (ac <np) i
prelazi u RAM-konfiguraciju (v4,71,...,ac’) po programu P (odnosno njegovoj instrukciji
s rednim brojem ac);

4. pc’ =pc+1, I,c = P*, RAM-konfiguracija (1o, 71,...,ac) je zavréna (ac =np)iac’=0. «

Drugim rijeima, makro-stroj funkcionira na dvije razine. Na ,gornjoj”, izvr§ava RAM-
instrukcije u vlastitom makro-programu, koriste¢i vlastite registre i programski brojac bas kao
RAM-stroj. Dolaskom do instrukcije P* prebacuje se na ,donju” razinu, gdje izvrsava RAM-
instrukcije u RAM-programu P koristeéi iste registre i pomoéni programski broja¢. Dolaskom
tog RAM-stroja (P, (R;)jen, AC) u zavrsnu konfiguraciju, makro-stroj se vraca na ,gornju”
razinu: resetira AC na nulu, poveca PC za jedan, i nastavlja izvrSavati vlastite instrukcije.

Vidimo da za makro-stroj postoje dva nacina da radi u beskona¢noj petlji. Prvi je na
gornjoj razini, gdje se svaka makro-instrukcija (barem svaka do koje programski broja¢ dode)
izvrsi u konacno mnogo koraka (prijelaza), ali PC nikad ne postigne vrijednost ng. Drugi je na
donjoj razini: u nekom trenutku pPC postane i, i makro-stroj poc¢ne izvrSavati makro [; = P* —
no s registrima kakvi su bili u tom trenutku, izvrSavanje programa P nikad ne zavr$i: AC nikad
ne postane np, ¢ime PC ostaje na istoj vrijednosti i < ng zauvijek. Ako se pak ne dogodi
nijedno od toga, makro-stroj ¢e do¢i u zavr$nu konfiguraciju (vo,71,...,1¢,0), u kojoj ¢e 7o
predstavljati izlazni podatak.

Napomena 1.21: Makro-program bez ijednog makroa jest RAM-program (konaéni niz RAM-
instrukcija), ali se ne izvrSava na RAM-stroju, nego na makro-stroju. Ipak, definicija 1.19
kaze da u tom slucaju svaka konfiguracija mora preslikavati Ac u 0, a definicija 1.20, tocka 2,
kaze da se u tom slucaju makro-stroj ponasa isto kao i RAM-stroj. Drugim rije¢ima, pojam
P-izraCunavanja s X je dobro definiran bez obzira na to na kojem stroju se izvrSava. (Ovu
napomenu smo mogli izbjeéi tako da uopce ne definiramo RAM-stroj nego samo makro-stroj,
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no uvodenje pomocnog brojaca koji nista ne ,radi” i ¢itavo vrijeme RAM-izracunavanja stoji
na 0 djelovalo bi ¢udno.) q

Primjer 1.22: Uzmimo RAM-program P,y iz algoritma (1.13), i promotrimo makro-stroj s
programom
0. ZERO R,
1.[]*
= . 1.16
Q 2.DEC R, 1 ( )

3.Prs

Neki prijelazi izmedu konfiguracija tog stroja su:

(0,2,4,0,...,0,0) ~ (0,1,4,0,...,0,1) ~ (0,1,4,0,...,0,0) ~ (0,0,4,0,...,0,1) ~
~ (0,0,4,0,...,0,0) ~ (0,0,4,0,...,0,2) ~ (0,0,4,0,...,1,0) ~ (0,0,4,0,...,2,0) ~
~ (0,0,3,0,...,3,0) ~ (0,0,3,0,...,3,3) ~ (0,0,2,0,...,3,4) ~ (1,0,2,0,...,3,5) ~
~ (1,0,2,0,...,3,3) ~ (1,0,1,0,...,3,4) ~ (2,0,1,0,...,3,5) ~ (2,0,1,0,...,3,3) ~
~(2,0,0,0,...,3,4) ~ (3,0,0,0,...,3,5) ~ (3,0,0,0,...,3,3) ~ (3,0,0,0, ...,3,6) ~
~ (3,0,0,0,...,3,9) ~ (3,0,0,0,...,4,0) O . (1.17)

Takoder, polazedi od ,,Cistog” makro-stroja sa svim registrima resetiranim, imamo niz
(0y...,0,0) ~ (0,...,0,2) ~ (0,...,1,0) ~ (0,...,2,0) ~ (0y...,1,0) ~ - (1.18)

u kojem nijedna konfiguracija nije zavrsna. <

Sada se, jednako kao za RAM-model, moze definirati makro-algoritam, makro-izracuna-
vanje, izreka ,makro-algoritam racuna funkciju” te pojam makro-izracunljive funkcije. Na
primjer, niz (1.18) pokazuje da Q-izracunavanje s (0) ne stane, dok niz (1.17) pokazuje da
Q-izra¢unavanje s (2,4) stane s izlaznim podatkom 3. Takoder, makro-algoritam Q* ratuna
funkciju f: Nx Ny x N x N - N, zadanu s f(x,y,z,t) :=y+z-1.

Kao i u RAM-slucaju, uz malo viSe tehnikalija mogu se dokazati rezultati o deterministi¢nosti,
prebrojivosti skupa makro-izra¢unljivih funkcija te postojanju brojevnih funkcija koje nisu
takve. Iako to predstavlja dobru vjezbu, neemo i¢i na taj nacin — nas$ cilj je dobiti sve te
rezultate s druge strane, tako da dokazemo da se svaki makro-stroj moze simulirat: RAM-
strojem, pa je skup makro-izra¢unljivih funkcija jednak skupu Comp RAM-izrac¢unljivih
funkcija.

1.4.1. Spljostenje

Dakle, cilj nam je opisati postupak za pretvorbu makro-strojeva u RAM-strojeve koji za iste
ulaze prolaze kroz ,iste” konfiguracije. One ne mogu biti doslovno iste jer makro-stroj ima
dva programska brojaca a RAM-stroj samo jedan, ali to je suStinski jedina razlika. Sadrzaj
registara makro-stroja i RAM-stroja bit ¢e isti kako se kreCemo kroz izracunavanje, i izvrSavat
¢e se iste instrukcije (istog tipa nad istim registrima) istim redom, samo ¢e one biti u razli¢itim
programima, s razli¢itim rednim brojevima, pa ¢e njihova odredisSta trebati biti drugacija kako
bi se odnosila na odgovarajuée instrukcije u drugom programu.
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Ideja konstrukcije: ,spljostimo” gornju razinu (na kojoj su makroi P*) i donju razinu (na
kojoj su pojedina¢ne instrukcije programa P) u jednu razinu. U raunarstvu se ta tehnika
zove inlining: umjesto makro-instrukcije P*, na isto ,mjesto” (relativnu poziciju u programu u
odnosu na ostale instrukcije) stavimo sve instrukcije od P redom. Time su neki redni brojevi
instrukcija prestali biti sinkronizirani s odredistima: prvo, svi redni brojevi instrukcija u P
(osim ako je makro P* bio ba$ na pocetku makro-programa), a drugo, svi redni brojevi nakon
onog koji je imao makro P* (osim ako P ima toéno jednu instrukciju). Sve ih treba popraviti,
a jednako tako i odredista koja se na njih odnose. Precizirajmo taj postupak.

Definicija 1.23: Neka je Q makro-program.
Spljostenje od Q je RAM-program Q°, dobiven iz Q sljede¢im postupkom:

Dok god postoji barem jedan makro u Q:
1. makni prvi makro iz Q: neka je to i. P*;

2. u programu Q, svaki redni broj veéi od i, i svako odrediste vece od 1, poveéaj
za np — 1 (tj. smanji za 1 ako je P prazan program);

3. za svaku instrukciju programa P, dodaj u program Q instrukciju istog tipa
nad istim registrom (ako ga ima), kojoj su redni broj i odrediste (ako ga ima)
povecani za i. <

Propozicija 1.24: Preslikavanje ’ je totalna surjekcija sa skupa MProg na skup Prog.

Dokaz. Za pocetak trebamo vidjeti da za proizvoljni makro-program Q, postupak iz defini-
cije 1.23 uvijek stane u konac¢no mnogo koraka, i pritom proizvede RAM-program.

Kako je u svakom makrou P*, P RAM-program, u koraku 3 ne dodajemo nove makroe. S
druge strane, u koraku 1 uklanjamo jedan makro, a u koraku 2 ne mijenjamo broj makroa,
dakle svaki prolaz kroz petlju smanjuje broj makroa za 1. Kako svaki makro-program ima
kona¢no mnogo makroa, postupak ¢e sigurno zavrsiti (nakon najvise ng prolaza kroz petlju).
A kada zavrsi, uvjet petlje nece biti ispunjen, dakle u Q viSe necée biti makroa: drugim rije¢ima,
pretvorili smo Q u RAM-program.

Surjektivnost slijedi iz ¢injenice da je Ins c MIns (dakle Prog c MProg) te je * na RAM-
programima identiteta: uvjet petlje ve¢ na pocetku nije ispunjen, pa se program uopce ne
mijenja. Dakle za svaki RAM-program P vrijedi P’ = P. O

Primjer 1.25: Spljostimo program Q iz primjera 1.22. Prvi makro u Q nalazi se odmah na
pocetku (i = 0) pa ne moramo renumerirati instrukcije koje implementiraju zEro R, veé
samo one ispod njih: trebamo im povecati odredista i redne brojeve za 2 -1 =1. Nakon prvog
prolaza kroz petlju tako dobijemo makro-program Q’.

Sljede¢i makro je onaj koji odgovara praznom RAM-programu, s rednim brojem i=2. Za
njega ocito ne treba provoditi korak 3; samo ga uklonimo i smanjimo redne brojeve i odredista
vece od 2 za 1. Specijalno, to znadi da u instrukciji (3. DEC R;,2), odrediste ostaje 2, dok se
redni broj smanjuje za 1 i postaje takoder 2. Dobivamo Q.
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[ 0.DEC R,2 ]
1. o TO1O) 0. DEC R1,2
) 1.coTo0 0
"= 2.0 ] "= 1.1
Q § E)LcR ) Q 2. DEC R,,2 (1.19)
. 2 .
4.P%,, | 3 Pl

Ostao nam je jo§ jedan makro, ovaj put zadnja instrukcija (i = 3). To znadi da u koraku 2
ne radimo nista, samo moramo provesti korak 3. Nakon njega dobijemo

[ 0.DEC Rq,2 | v(0,0) =0
l.coTo 0 v(0,1):=1
2. DEC R3,2 v(0,2) :=v(1,0) :=v(2,0) := 2
3.DEC Rq,6 v(3,0):=3
4.INC Ry v(3,1):=4
5.coT0 3 v(3,2):=5
Q"”:=| 6.DECR,,9 v(3,3) =6 (1.20)
7.INC Ry v(3,4):=7
8.coTO6 v(3,5):=8
9.DEC R3,12 v(3,6):=9
10. INC Ro v(3,7):=10
11.coTo? v(3,8) :=11
| ] v(3,9) :=v(4,0):=12

i gotovi smo: Q" = Q°, jer viSe nema makroa u programu. (Za objas$njenje funkcije v Cije
vrijednosti su napisane pored Q°, pogledajte skicu dokaza teorema 1.27.) <

Postupak za odredivanje spljostenja zapravo je neformalni algoritam, ¢iji je ulazni podatak
makro-program, a izlazni RAM-program. Taj algoritam bismo mogli i formalizirati, tako
da razvijemo kodiranja za skupove MProg i Prog — no nema potrebe. Sve za §to ¢e nam
trebati makro-programi je dokaz da se funkcijski programi mogu zapisati imperativno; a ta
pretvorba, iako je mehanicka i programabilna, je na meta-razini, ,iznad” samih algoritama
koji rade na prirodnim brojevima. Iako je jedan od vaznih rezultata teorije izra¢unljivosti da
se meta-algoritmi takoder mogu prikazati kao algoritmi, odnekud moramo poceti i zadovoljiti
se neformalnim objasnjenjima. Na ovaj postupak ¢emo se vratiti u formalnom okruZenju (s
kodiranim RAM-programima), pri dokazu teorema o parametru (propozicija 6.4). Tamo ¢emo
kodirati jedan specijalni slucaj spljostenja, ali pokazat ¢e se da je taj slucaj dovoljan za sve
situacije u kojima nam spljostenje formalno treba. MozZe se Ciniti cirkularnim, ali zapravo
nije; bas kao ni npr. govor o modelu teorije skupova ZF kao o skupu — koristimo neformalne
pojmove da bismo opisali formalne.

Kad smo ve¢ kod neformalnih objasSnjenja, izrecimo i osnovni rezultat — koji se doduse
moze formalno dokazati, ali je vrlo mukotrpno i zapetljano, a zapravo dokaz ne daje nista
novo ako ve¢ imamo intuiciju nlininga kao programske tehnike.

Definicija 1.26: Za dva (makro- ili RAM-) programa P i Q kaZemo da su ekvivalentn: ako za
svaku mjesnost k € N,, algoritmi P* i Q¥ radunaju istu funkciju. <
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Teorem 1.27: Za svaki makro-program Q, RAM-program Q' je ekvivalentan s Q.

Skica dokaza. Potrebno je vidjeti da funkcija iz N2 u N, zadana s

_p* 0, Ipced =
v(pe,ac) = (T {4 B30 ) vac,  mapesng, acs {0 PR (121)

ima sljedece klju¢no svojstvo: svaki prijelaz izmedu RAM-konfiguracija (TO,T‘1 y -y v(pc, ac))
i (r(’),r{ y..yv(pc’yac’ )) po programu Q' odgovara jednom ili viSe prijelaza izmedu makro-
konfiguracija (ro,71,...,pc,ac) i (r{,r],...,pc’yac’) po programu Q. Intuitivno, funkcija v
opisuje kako se tocno transformiraju redni brojevi instrukcija pri spljostenju, a usto i preslikava
wzavr$nu konfiguraciju programskih brojaca” (ng,0) u ngs. Recimo, ako je (i.P*) prvi makro
u Q, iz formule (1.21) slijedi da je v(j,0) :=j za sve j <i. Na kraju primjera 1.25, u (1.20),
navedena je funkcija v za konkretni makro-program Q iz primjera 1.22.

Iz toga onda slijedi da se pri izvrSavanju programa i njegova spljostenja zapravo izvrSavaju iste
instrukcije, samo su im odredista i redni brojevi transformirani po funkciji v. Dakle, semantike
tih instrukcija — promjene sadrZzaja registara — iste su i odvijaju se na istim registrima,
istim redom. To pak znaci da ako po¢nemo od iste konfiguracije (pocetna konfiguracija s
ulazom X) §to se registara tice, registri ¢e mijenjati svoje vrijednosti na isti nacin prilikom
izvriavanja Q i Q’, pa ¢e posebno i sadrzaj registra R, biti isti. Stovise, jer je v(ng,0) =ngs,
Q’-izraCunavanje s X Ce stati ako i samo ako Q-izra¢unavanje s X stane, i tada ¢e u R, biti isti
broj. Kako je X bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da su Q i Q' ekvivalentni. [

1.4.2. Primjeri makroa
Teorem 1.27 ima dvije vaZzne posljedice. Prvu moZemo uobliciti kao korolar.

Korolar 1.28: Neka je k € N, te f¥ funkcija.
Tada je f RAM-izrac¢unljiva ako i samo ako je makro-izra¢unljiva.

Dokaz. Za jedan smjer, ako je f RAM-izracunljiva, postoji RAM-algoritam iste mjesnosti P*
koji je ra¢una. RAM-program P je i makro-program, a vidjeli smo u napomeni 1.21 da je
svejedno izvrSava li se na makro-stroju ili RAM-stroju. Drugim rije¢ima, P na makro-stroju
takoder rac¢una funkciju f, odnosno makro-algoritam P* ra¢una f, pa je f makro-izracunljiva.

Za drugi smjer, ako je f makro-izratunljiva, postoji makro-algoritam Q¥ koji je racuna. Po
teoremu 1.27, Q' je ekvivalentan s Q, dakle za svaki k pa posebno i za mjesnost funkcije f,
Q* i (Q")* (pisemo skraceno Q'*) ratunaju istu funkciju. Drugim rije¢ima, RAM-algoritam
Q’* racuna funkciju f, pa je ona RAM-izra¢unljiva. [

Napomena 1.29: Druga posljedica teorema 1.27 je programska tehnika koja ¢e bitno povecati

izrazajnost makro-programa koje piSemo. Rekli smo da je makro uvijek oblika P* gdje je

P RAM-program, no zbog teorema 1.27 smijemo se ponasSati kao da P moze biti i makro-

program, koji koristi ve¢ napisane makroe. Formalno, pri tome mislimo na P'* koji ima istu

semantiku Sto se ucinka na registre tice. <
Evo primjera koristenja te tehnike. Prisjetimo se: za svaki j € N,

0. DEC R;,2

(2BROR; ) ::l l.coTo 0

] ima semantiku 1 = 0. (1.22)
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Sli¢cnom tehnikom kao za identitetu (1.11) vidimo da za sve razlicite i,j € N makro

b *

0. ZERO R;
1. DEC Ri,4
2. INC R;
3.coTo 1

(REMOVE R; TO R;) := (1.23)

ima semantiku r{ = 0 A rj’ = 1;: rijeCima, prebacuje sadrzaj R; u R; i pritom resetira R;. Ovdje
je bitan uvjet i # j; pokuSajte odrediti $to se dogada kad taj uvjet nije ispunjen. Opcenito éemo
imati uvjete na ,parametre” makroa pod kojima on ima trazenu semantiku — tada moramo
pri svakom koristenju makroa u programu provjeriti da konkretne vrijednosti parametara
zadovoljavaju te uvjete.

Evo primjera makroa s malo kompliciranijim uvjetom: neka su i,j,n € N takvi da je [i—j| > n.
Definiramo makro

*

(MMOVE N FROM R;.. TO Rj..) := | t. REMOVE R, TO Rj ]b

t<n

(1.24)

sa semantikom (Vt <n)(rj,, = TiseAT{, = 0) —koristimo (Vt <n) kao pokratu za (Vt € [0-n)).
Rije¢ima, MMOVE prebacuje komad memorije duljine n registara pocevsi od R, na drugo
mjesto koje pocinje od R;, ostavljajuci nule na originalnim lokacijama. Svrha koristenja te
instrukcije bit ¢e emulacija stoga pri funkcijskim pozivima.

Moderna rac¢unala rezerviraju poseban dio svoje memorije za stog poziva (call stack), koji
se dijeli na okvire (frames) u kojima se drze podaci o lokalnim varijablama funkcija koje se
trenutno izvrSavaju. Pozivom funkcije, vrh stoga se pomice, otvarajuéi novi okvir u kojem ce
se funkcija izvrSavati. Povratkom iz funkcije, vrh stoga se vra¢a na staro mjesto, eliminirajuci
taj okvir tako da od njega ostane jedino povratna vrijednost.

Na RAM-arhitekturi nemamo stog poziva, ali ga moZemo emulirati pomocu registara.
Otvaranje okvira duljine b realizirat ¢emo kao pomak prvih b registara za b mjesta udesno
(od Ry do ukljucivo R;1,-1), a njegovo zatvaranje kao pomak u suprotnom smjeru. Osigurat
¢emo da je b uvijek dovoljno velik da time saCuvamo sve relevantne registre pozivatelja te da
osiguramo dovoljno nula na pocetku za sve relevantne registre pozvane funkcije — ,uvjerivsi”
njen program da se izvrSava na zasebnom RAM-stroju.

Stvarna racunala ne implementiraju stog na taj nacin jer je takav pristup nevjerojatno
rastroSan, u prostoru (broju registara) i u vremenu (broju koraka). No kako nas zanima samo
postojanje algoritama, ne i njihova sloZenost, taj pristup ¢e nam biti dovoljno dobar.

Upravo konstruirani makroi resetiraju registre koje prenose — §to ako ih Zelimo sacuvati?
Jedina usporedba koju imamo je ona s nulom u instrukciji tipa DEC, dakle jedini nacin da
RAM-program sazna sadrzaj registra je da ga dekrementira do nule. No dekrementiranjem
mozZemo inkrementirati 1 registar (kao u REMOVE), O registara (kao u zZERO), ili 2 registra:
ako su 1,j,k € N svi razli¢iti, makro

- qb*

. ZERO R;

. REMOVE R; TO R
. DEC Ry, 6

.INC R;

.INCR;

.GOTO2

(MOVE R TO R; USING Ry) = (1.25)

G = W N = O
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ima semantiku Tj/ =1y AT, =0 (nismo napisali r/, to u skladu s naSom konvencijom znaci da
je v/ =1;). To se dokaZe po koracima, pracenjem stanja relevantnih registara kroz instrukcije:

Ti Tj Tk
0. ZERO R; o 0 Ty
1.26
1.REMOVER; TORL | 0 0 1y ( )
2.-5. (petlja) o 0

Naglasimo da smo za tu operaciju morali ,zrtvovati” (resetirati) jedan registar sa strane.
Zbog 1 + k, uvjet na parametre makroa REMOVE je zadovoljen.

Napomena 1.30: Vjerojatno smatrate ¢udnim naziv MOVE za ono $to biste intuitivno zvali
copY (dok se ono $to biste zvali MOVE ovdje zove REMOVE, a ono §to biste zvali REMOVE ovdje
se zove ZERO). Niste jedini: pogledajte recimo [Net13]. Razlozi su izgubljeni u dubinama
povijesti, ali moderne racunalne arhitekture uglavnom terminoloski prate arhitekturu x86,
koja instrukciju za kopiranje podataka izmedu registara (i drugih lokacija) zove mov. Tu
terminologiju i mi slijedimo ovdje. <

Svrha instrukcije MOVE je prijenos argumenata: kad pri funkcijskom pozivu otvorimo novi
okvir za raCunanje pozvane funkcije, Zelimo u ulazne registre staviti argumente s kojima je
pozvana. Takoder zZelimo da zatvaranjem tog okvira i vra¢anjem kontrole pozivatelju registri s
argumentima zadrZe svoje stare vrijednosti — tako da ih pozvana funkcija moZe mijenjati
bez straha. To je osnovna ideja priyjenosa po vriyednost:, koji koristi vecina imperativnih
programskih jezika niZe razine (kao $to je C), pa ¢ak i moderniji jezici (Java, Ruby) kad se
radi o primitivnim tipovima podataka kao §to su cijeli brojevi.

Neka je k € N, te j1,j2,...,jx > k prirodni brojevi. Definiramo makro

b *

(ARGS Rj,,Rj,,..., Ry ) i=[ t. MOVE R; e

Jt+1

TO Rys1 USING Ry | (1.27)

¢ija je semantika (Vte[1--k])(r{ =1j,) ATy =0. Uvjeti za parametre od MOVE su zadovoljeni
jer za svaki t e [1--k] vrijedi 0 < 1<t <k<jy, pasu Ro, R¢ i Rj, razliciti registri. U procesu
prijenosa argumenata resetiramo izlazni registar — $to je u redu jer ionako slijedi prijenos
kontrole na pozvanu funkciju, koja ¢e tamo ocekivati nulu.

1.4.3. Funkcijski makro

Napokon mozemo, kako je najavljeno, definirati makro koji ¢e nam omoguéiti funkcijske
pozive za bilo koju RAM-izra¢unljivu funkciju (za koju imamo RAM-program) na bilo kojim
registrima kao argumentima, spremajuci rezultat u po volji odabrani registar i ¢uvajuci po
volji velik pocetni komad memorije.

Prvo definiramo jedan korisni pojam. Kako svaka RAM-instrukcija djeluje na najvise jedan
registar, ¢itav RAM-program kao konacan niz instrukcija djeluje na kona¢no mnogo registara.
To znaci da za svaki RAM-program P postoji tzv. §irina — najmanji broj mp € N takav da P
ne koristi nijedan registar R; za i > mp. MoZe biti i mp = 0, ako program uopée ne koristi
registre (ako je prazan, ili se sastoji samo od instrukcija tipa co T0).

Za makro-program Q, mozemo prirodno definirati mq := mg:» — iako nam to zapravo nece
trebati. Ali (RAM- i makro-) algoritmi P*, pored registara koje koriste u instrukcijama, koriste
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1 registre R1 do Ry za ulazne podatke. Moguce je da bude mp < k, ako ra¢unamo funkciju koja
ne ovisi o zadnjih nekoliko argumenata. Ipak, registar Ry jest bitan za postupak izracunavanja
te funkcije na RAM-stroju jer, iako ga ne postavlja nijedna instrukcija, postavlja ga sam
rad stroja koji u pocetnoj konfiguraciji u njega spremi argument x;,. Zato definiramo Sirinu
algoritma kao mpx := max {mp,k+ 1}. Zbog k € N, uvijek je mpx > 2.

Definicija 1.31: Neka je k € N,, f* € Compy te P*¥ RAM-algoritam koji ra¢una f*. Neka su
m,jo,j1y.--,jkx € N. Definiramo b := 1 + max{mp, - 1,m - 1,X,jo,j1,...,jx} te pomocu tog
broja definiramo funkcijski makro

-b*
0. MMOVE b FROM Ry.. TO Ry..

1. ARGS Rbﬂ'],RbJrjz, cee )Rbﬂ'k
(P(Rjy, -y Rj,) = Rj, USING Rpn..):=| 2. P o< (1.28)
3. REMOVE Ry TO Ry.j,

4. MMOVE b FROM Ryp.. TO Ro.. |

Propozicija 1.32: Semantika funkcijskog makroa, uz oznake iz definicije 1.31
te pokratu 7 := (1j,,7j,,...,7j, ), opisana je sljede¢im tvrdnjama:

1. Ako je T € Dy, tada je 1] = f(F) A (Vte[b--2b))(r] =0).
(Specijalno, zbog b >m, za sve i€ [0--m) \ {jo} vrijedi r{ =1;.)

2. Ako 7 ¢ D, izvrSavanje funkcijskog makroa ne stane.

Dokaz. Prvo dokaZzimo da su zadovoljeni svi uvjeti na parametre koriStenih makroa: za prvu
i zadnju instrukciju to je |b -0/ =|0-b|=b > b, za prijenos argumenata je b+j, >b >k, a za
prijenos povratne vrijednosti je b+jo>b>1>0.
Za tvrdnju 1, pogledajmo redom ucinke pojedinih makro-instrukcija iz definicije 1.31.
Nakon prve instrukcije tipa MMOVE, prvih b registara bit ¢e resetirano, a njihove stare

vrijednosti 1o, 71,...,Tp_1 bit ¢e u bloku B koji se sastoji od iduéih b registara. Posebno, u
Reu+j, nalazit ¢e se 1., za sve t e [1--k].
Dakle, instrukcija ARGS ¢e u ulazne registre R,..., Ry zapisati upravo vrijednosti ¥. Ostale

registre nece mijenjati, pa ¢e R i dalje biti resetiran, kao i svi registri Ri,i€ (k--b), au B ¢e
1 dalje biti ,backup”.

Sada slijedi izvrSavanje makroa P{, odnosno RAM-programa Ps na trenutnom stanju registara.
Kako je to RAM-program, po napomeni 1.21 slijedi da ¢e imati isti u¢inak na registre kao da se
izvrSava na RAM-stroju, aiz b > Mp 1 prethodnog odlomka slijedi da ¢e njegovo izvrSavanje
biti isto kao da se izvrSava na RAM-stroju u poéetnoj konfiguraciji (i nee promijeniti sadrzaj
bloka B). Kako P¥ ratuna funkciju f, a u ,pocetnoj” konfiguraciji mu se u ulaznim registrima
nalazi T € Dk, slijedi da ¢ée izvrSavanje tog makroa (zapravo Ps-izradunavanje s 7) stati, i u
wzavrsnoj” konfiguraciji sadrzaj registra Ry ¢e biti f(7).

Nakon toga izvrSavanje funkcijskog makroa prijeci ¢e na instrukciju tipa REMOVE, koja ¢e
tu vrijednost f(¥) zapisati u registar Ry.j,, koji se nalazi u B zbog jo < b. Svi ostali registri iz
B i dalje ¢e sadrzavati backup pocetnih vrijednosti prvih b registara. Ne znamo $to ¢e biti u
prvih b registara (osim $to ¢e R, biti resetiran) jer to ovisi o konkretnom programu Py, ali
zapravo to nije ni bitno.
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Naime, zadnja instrukcija tipa MMOVE ¢e Citav taj blok prepisati backup-blokom B, vrativsi
prvih b registara na originalne vrijednosti (konkretno, zanimat ée nas da se sa¢uva prvih
m < b registara), osim $to ¢e u R;, pisati vracena vrijednost iz Ry.;,, dakle f(7). B ¢e time
biti resetiran. To sve moZemo prikazati tablicom:

To  TiyeeosTk  Tjo | To Tob+jy T2b-1
0. MMOVE b FROM Ry.. TO Ryp.. | O 0,...,0 0 |vo Tj, Tpo
1. ARGS Ro+jy Ro+jsy oy Ro+je | O TjhyeesTje 0 [ To Tj5,  Too ' (1.29)
2.P; f(¥) 7,...,7 T |To  Tjy  Too
3. REMOVE Ry TO Ry.j, 0 Py ? 7 o1 f(F) Tupg
4. MMOVE b FROM Ryp.. TO Ro.. | To  T1,...,T f(¥) | 0 0 0

Tablica nije dovoljno precizna za sve mogucénosti: recimo, moze biti jo = 1 ako Zelimo promijeniti
R in-place. No zajedno s tekstnim opisom, tablica pruza dobar uvid u sve $to se zbiva pri
izvrSavanju funkcijskog makroa.

Za tvrdnju 2, svo zakljucivanje izgleda isto do trenutka kada moramo zakljuciti ¥ € Ds. No
u ovom slucaju to ne vrijedi, pa po definiciji raCunanja funkcije, Ps-izraCunavanje s ¥ nece
stati. To pak znaci da rad makro-stroja, koji izvrSava funkcijski makro, nece stati (zapet ée
u beskonacnoj petlji ,na donjoj razini”, izvr§avajudi instrukciju 2.P;). Prema skici dokaza
teorema 1.27, nece stati ni RAM-stroj koji izvrSava spljostenje tog makroa, $to smo trebali
dokazati. [

Definicijom funkcijskog makroa pripremili smo teren za drugaciji model izracunljivosti:
funkcysku paradigmu — gdje je bitno teze vizualizirati strojeve, algoritme, konfiguracije i
izraCunavanja, ali je zato mnogo lakSe dokazati da su pojedine konkretne funkcije izra¢unljive
(pokusajte primjerice dokazati da je skup P RAM-izra¢unljiv pisanjem RAM-programa za x;).
Dokazom ekvivalentnosti tih dvaju modela imat ¢éemo onda najbolje od oba svijeta.
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2. Rekurzivne funkcije

Iz uglavnom povijesnih razloga, prvi doticaj s programiranjem za vecinu ljudi bude kroz
imperativno programiranje: algoritmi kao programs, nizovi naredaba koje mijenjaju stanje
neke zajednicke memorye nad kojom se izvrSavaju. Mnogo mainstream programskih jezika
spada u tu paradigmu: gotovo svi jezici niske razine, C, C++, Python, Rust, ... (Java preko
tog imperativnog sloja prostire ,objektno-orijentirani veo”, ali fundamentalno, provodenje
algoritma je i dalje izvr§avanje naredaba i mijenjanje memorije). Kontrola toka (izvrSavanje
odredenih naredbi nula ili vie puta, $to moZe ovisiti o stanju memorije) se u takvim jezicima
obiéno ostvaruje skokovima (uvjetnim ili bezuvjetnim, kao $to su DEC ili co TO u RAM-stroju),
ili na viSoj razini, petlyjama koje mijenjaju kontrolnu variyablu i testiraju je da bi ustanovile
trebaju li se nastaviti izvrSavati, ili zaustaviti.

Ipak, postoji i drugi pristup: matematicke formule kojima se definiraju funkcije Cesto se
mogu shvatiti kao algoritmi za njihovo ra¢unanje. Vazno je primijetiti da se u tom slucaju
nikakve vrijednosti ne mijenjaju: f(x,y) := x2 + 3y + 2 nije naredba koja mijenja x niti y,
ve¢ matematicka definicija, koja kazuje kako izra¢unati vrijednosti funkcije f, primjerice na
prirodnim brojevima, ako ih znamo potencirati, mnoziti i zbrajati.

U toj paradigmi, umjesto praznog programa, imamo aksiom da je nulfunkcija izracunljiva.
Umjesto instrukcije INC koja mijenja sadrzaj registra na kojem djeluje, imamo funkciju
sljedbenika, koja proizvodi novi prirodni broj: sljedbenik ulaznog podatka. Umjesto ulaznih
registara, imamo koordinatne projekcije koje vraaju pojedini ulazni podatak. Umjesto
pomoc¢nih registara imamo pomoc¢ne funkcije, kojima korak po korak gradimo ono §to nam
treba. Umjesto slijednog izvrSavanja naredaba ovdje imamo kompozicyju, kojom npr. iz
funkcija add®, mul? i pow?, konstanti C3 i CZ te koordinatnih projekcija |2
funkciju f iz prethodnog odlomka. Umjesto grananja ovdje imamo definiciju funkcije po
sludajevima, gdje su uvjeti disjunktne relacije (vrijedi najvise jedan od njih; ako ne vrijedi
nijedan, funkcija nije definirana). Umjesto petlji (ne moZemo mijenjati kontrolnu varijablu!)
funkcijsko programiranje koristi rekurziju, kao nacin da se elegantno opiSe izracunavanje

i I3 dobivamo

funkcija vise puta s razli¢itim vrijednostima argumenata, a da nikakve varijable pritom ne
mijenjaju svoje vrijednosti.

Specijalni slucaj — primitivna rekurzija — odgovara petljama koje se izvrSavaju unaprijed
odredeni broj puta, i kao takve ne mogu biti beskona¢ne. To znaci da algoritmi dobiveni
primitivnom rekurzijom uvijek stanu, pa su primitivno rekurzivne funkcije koje oni ra¢unaju
uvijek totalne. To je dobro za programiranje konkretnih funkcija, ali vidjeli smo ve¢ u uvodu
da totalni algoritmi nisu dovoljni da bi opisali sve izracunljive funkcije. Zato nam treba opca
rekurzija, odnosno sasvim opcenit naéin da unutar definicije neke funkcije koristimo (najéesée
pozivamo) istu tu funkciju. Tehniku za to razvit ¢emo tek u tocki 6.2, a zasad ¢emo samo uvesti
jedan posebni oblik koji odgovara minimizacijt relacije — traZzenju najmanjeg prirodnog broja
s nekim svojstvom. To nee nuzno dati totalnu funkciju (na primjer, u slucaju prazne relacije),
ali ponekad hoce. Funkcije nastale tim postupkom iz izracunljivih relacija (eventualno jo$
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komponirane s nekim izracunljivim funkcijama) zovemo parcijalno rekurzivnim funkcijama,
a one medu njima koje su totalne zovemo rekurzivnim funkcijama. NaSa intuicija o nuznosti
razmatranja parcijalnih funkcija da bismo dobili sve totalne izrac¢unljive funkcije, sada se
moze formalizirati kao: postoje rekurzivne funkcije koje nisu primitivno rekurzivne. Dokaz te
tvrdnje moZe se pronaéi u [VuklIzrls, dodatak]. Vazniji rezultat, koji ¢emo dokazati, je da se
skup parcijalno rekurzivnih funkcija podudara sa skupom Comp RAM-izra¢unljivih funkcija.
Ako zelimo dobivati izra¢unljive funkcije slaganjem (kompozicijom, primitivnom rekurzi-
jom, ...) drugih funkcija, odnekud moramo podeti: neke najjednostavnije brojevne funkcije
moramo aksiomatski prihvatiti kao izra¢unljive. Te e funkcije biti toliko jednostavne da nece
biti sumnje u njihovu izracunljivost, a mo¢i ¢emo navesti i formalniji razlog zasto ih smatramo
izracunljivima: dokazat ¢emo da su makro-izra¢unljive, pa time i RAM-izracunljive.

Definicija 2.1: Inicyalne funkcye su sljedece:
e nulfunkcija Z', zadana sa Z(x) = 0;
e sljedbenik Sc', zadana sa Sc(x) :==x+ 1;

e za svaki k € N,, za svaki n € [1:-k], n-ta k-mjesna koordinatna projekcija 1X,
zadana s I, (X*) == 1 (x1,X2, ...y X ) == X <

Prvu stavku moZemo interpretirati kao izracunljivost (karakteristi¢ne funkcije) prazne
relacije @'. Treéa stavka zapravo govori da je identiteta idy+ izracunljiva, ako je razdvojimo
po mjesnostima u familiju id*, k € N pa u skladu s napomenom 1.1 svaku id* = idy« prikazemo
pomocu k koordinatnih funkcija IX,ne[1--k].

Napomena 2.2: Sve inicijalne funkcije su totalne: Dz = Ds. = N, a Dy = N¥. <
Vidimo da inicijalnih funkcija zapravo ima beskonaéno (prebrojivo) mnogo, ali su samo triju
mogucih tipova. Nulfunkcija i sljedbenik omogucéavaju reprezentaciju brojeva kao konstantnih
jednomjesnih funkcija, a koordinatne projekcije omoguéavaju individualni rad sa svakim
pojedinim argumentom funkcije prema njegovu rednom broju n (od k njih ukupno).

Propozicija 2.3: Svaka inicijalna funkcija je makro-izra¢unljiva.

Dokaz. Veé smo vidjeli da prazan (makro- ili RAM-) program (algoritam [ ]') ra¢una funk-
ciju Z. Iz semantike instrukcije REMOVE vidimo da za sve k > n > 1 makro-algoritam

1
: 0. REMOVE Ry TOR
[ 0. REMOVE R,, TO Ro ]k raCuna IX. Takoder, makro-algoritam l ! 0 ]

1. 1NC Ro
ra¢una Sc: Ro R
0 X
0.REMOVER; TORo| x 0 - U (2.1)
1.INC Ro x+1 0

Korolar 2.4: Svaka inicijalna funkcija je RAM-izracunljiva.

Dokaz. Spljostenja makro-programa iz dokaza propozicije 2.3
daju nam RAM-algoritme za inicijalne funkcije. [
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2.1. Kompozicija

Kompozicija je intuitivno jednostavna operacija (kao i slijedno izvr§avanje naredaba u impera-
tivnim programima): izratunamo vrijednost jedne funkcije, i uvrstimo je u definiciju druge
funkcije. No definicija je prili¢no tehnicka.

Htjeli bismo reéi: ,kompozicija H o G dviju izradunljivih funkcija, G* i H!, je izracunljiva
funkcija”. Da bi ta kompozicija bila dobro definirana, kodomena od G* bi morala biti N'. U
skladu s napomenom 1.1, to zna¢i da imamo 1 izraéunljivih koordinatnih funkcija, G¥,...,GFk,
svaka od kojih daje po jedan ulazni podatak za H!. Zato komponiranje vi$e nije nuzno binarna
operacija: pisemo Ho (Gy,...,Gy).

Drugi tehnicki detalj tice se domene kompozicije. Promotrimo kompoziciju F' := 150 (Z7,®").
Ta funkcija je svakako izraunljiva, ali sto je ona? Konkretno, koliko je F(5)? Na prvi pogled,
F(5) = 11(Z(5),®(5)) = Z(5) = 0 — i tako za svaki ulaz, dakle F = Z. Na drugi pogled, da
bismo izra¢unali F(5), moramo izra¢unati Z(5) =: y;, zatim ,jzra¢unati” ®(5) =:y, i na kraju
izracunati l;(y1,y2) =y;. Tako algoritam za ra¢unanje F ne stane s ulazom 5 (niti s ikojim
drugim ulazom), jer njegov drugi korak ne stane — dakle F = ®. Sto je od toga?

Ta dilema je dobro poznata u modernom rac¢unarstvu, i oba pristupa nalazimo u danasnjim
programskim jezicima. Prvi pristup zove se lijena evaluacija (lazy evaluation) i koriste ga
neki ¢&isto funkcijski jezici poput Haskella. Prednost je bogatija semantika (vie izraza ima
vrijednost), a i beskona¢ne strukture nisu nuzno problem ako nam treba samo njihov konacni
pocetak. Pogledajmo kako to izgleda u Haskellu:

Prelude> let i12(x, y) = x

Prelude| z(x) =0

Prelude| prazna(x) = undefined (2.2)
Prelude| f(x) = i12(z(x), prazna(x))

Prelude| in £(5)

0

Drugi pristup zove se marjjiva evaluacija (eager evaluation) i podrazumijeva se u gotovo
svim imperativnim jezicima, pa i mnogim funkcijskima (kao $to je ML). Prednost je laksa
implementacija, i lakSe razmisljanje o kodu (a time i laksi debugging).

>>> def i12(x, y): return x

>>> def z(x): return O

>>> def prazna(x):

e while True: pass (2.3)
>>> def f(x): return i12(z(x), prazna(x))

>>> £(5)

~C KeyboardInterrupt

Vazno je napomenuti da, kao i inace kad je rije¢ o implementaciji algoritama (princip opée
izracunljivosti), bilo koji od tih pristupa moZe simulirati onaj drugi. S obzirom na to da nas
performanse ne zanimaju, odabrat ¢emo marljivu evaluaciju jer je jednostavnija za implementa-
ciju (u naSem slucaju, za dokaz ekvivalentnosti s RAM-izra¢unljivo§¢u odnosno za konstrukciju
kompajlera u RAM-programe), a poslije ¢emo opisati kako simulirati lijenu evaluaciju kad
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nam bude potrebna. Jedno od mjesta gdje ¢e nam sigurno trebati je implementacija grananja
gdje nisu sve grane totalne, poput onog §to radi operator 7: u programskom jeziku C; recimo,
17z(5) :prazna(5) ima vrijednost 0. U naSoj terminologiji, to ¢e biti funkcija definirana
po slucajevima iz parcijalno rekurzivnih funkcija. U pocetku ¢emo se baviti samo totalnim
(primitivno rekurzivnim i rekurzivnim) funkcijama, pa nam to nece trebati — no dobro
je odmah pravilno formalizirati domenu kompozicije, da ne bismo morali poslije mijenjati
definiciju.

Dakle, zelimo da je Ho (Gy,...,G;) definirana u X ako je svaka G; definirana u X, a ako
oznacimo g; := Gi{(X), jo§ je H definirana u g'. Matematicki reeno, u domeni kompozicije
su sve one k-torke iz presjeka domena pojedinih G, takve da je l-torka njihovih vrijednosti
element domene od H.

Definicija 2.5: Neka su k,l € N, te neka su G¥, G%, ..., Gf i H! funkcije. Za funkciju F*
definiranu s

Dy = {x €M De, | (G1(%),62(R),- -, G1(%)) € D}, (2.4)
F(X) := H(G1 (X), G2(X)y ..., Gl(ﬁ)), za sve X € Dy, (2.5)
kazemo da je dobivena kompozicyjom iz funkcija Gy, Go, ..., Gy 1 H.

Skraéeno piSemo F:=Ho (Gy,Ga,...,Gy).

Za skup funkcija F kazemo da je zatvoren na kompozicyyu ako za sve k,l € N,, za sve
k-mjesne G1,Ga,...,Gy € F te za sve l-mjesne H € F, vrijedi Ho (G;,G3,...,G) € F. q

U skladu s napomenom 1.4, izraze (2.4) i (2.5) zajedno skra¢eno piSemo kao

F(X) == H(G1 (%), G2(%), ..., Gu(X)), (2.6)

gdje podrazumijevamo da izraz s ugnijezdenim funkcijskim pozivima f(v*) ima vrijednost ako
(rekurzivno) svaki v; ima vrijednost, a k-torka njihovih vrijednosti je element Dy.

Dakle, kod komponiranja parcijalnih funkcija moramo voditi raCuna o domeni — ali dobro
je znati da samo komponiranje ne moze narusiti totalnost.

Lema 2.6: Neka su k,le N, te neka su G¥, G%, ..., GF i H! funkcije.
Ako je H totalna, tada je Dyo(q,,....G,) = ﬂL] Dg,.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz (2.4), jer je uvjet (G1 (X)y.-ry Gl(i)) € Dy = N! uvijek ispunjen za

Korolar 2.7: Ako je H' totalna funkcija, i G brojevna funkcija, tada je Dyog = Dg.-
Dokaz. Ovo je tvrdnja leme 2.6 za L = 1. [
Propozicija 2.8: Svaka kompozicija totalnih funkcija je totalna.

Dokaz. Ako je svaka G¥ totalna, tada je Dg, = N¥ za sve i, pa je po lemi 2.6 takoder i
DHO(G1)"')G1) = m}=] Nk = Nk D

Primjer 2.9: C3 =ScoScoZo 3. Doista, za sve (x,y,z) € N3 je

(ScoScoZol3)(x,y,2) = (ScoScoZ)(13(x,y,2)) = (ScoSco Z)(x) =
= (ScoSc)(Z(x)) = (ScoSc)(0) = Sc(Sc(O)) =Sc(1)=2=C3(x,y,2). < (2.7)
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Lema 2.10: Skup RAM-izrac¢unljivih funkcija, Comp, zatvoren je na kompoziciju.

Dokaz. Pomoc¢u funkcijskog makroa i uz marljivu evaluaciju, algoritam je ocit: prvo izracu-
namo sve G; u istim argumentima X, spremimo njihove povratne vrijednosti u | pomoénih
registara nakon ulaznih, a zatim izra¢unamo H s tako dobivenim brojevima.
Precizno, neka su k,1 € N, proizvoljni te neka su G¥, Gk, ..., G¥ i H! proizvoljne RAM-
izracunljive funkcije. To znadi da postoje RAM-algoritmi P¥ , P¥ , ..., PX i Pl koji ih redom
Gy 7 Gy? ' TGy H»
racunaju. Tvrdimo da makro-program

0. PG1 (R],Rz, N Rk) — Rys1 USING Ricit41.-
1. P6,(R1,R2,. -y Ri) = Ris2 USING Ry
QF := : (2.8)
(1-1). P (R1,Ra,. .., Ri) = Rist USING Ricits1-.
L Puy(Ris1, Ris2y+++y Ricst) > Ro USING Riits1.. |

racuna F :=Ho (Gy,G3,...,G). Prema definiciji 1.11, neka je X € N¥ proizvoljan. Ako je X € D,
prema definiciji (2.4) je za sve i€ [1--1], X € Dg,, pa izvrSavanje svake od prvih | instrukcija
programa Qf stane, i u Ry,; zapiSe vrijednost G;(X) =: y;. Pritom je vazno da ¢e, prema
propoziciji 1.32, svi ostali registri do Ry, ostati sa¢uvani, odnosno racunanje y; nece unistiti
one ranije izracunane, niti ikoji x; potreban za ra¢unanje kasnijih. Uvjet y' € Dy, takoder
iz (2.4), znaci da Ce i izvrSavanje zadnje instrukcije u Q stati, i u Ry zapisati H(y) = F(X).
Tablic¢no,

Ro R] Rk Rkﬂ Rk+2 Rk+1 Rk+l+1 ..
0 X1 Xk 0 0 0 0
0. P(;1 e 0 X1 Xk G] (72) 0 0 0
1. PGz .. 0 X1 Xk G] ()2) Gz(i) 0 0 (2.9)
(l— 1) PGl... 0 X1 Xk G](i) Gz(i) Gl(;() 0
L. PH SN F()Z) X1 Xk G] (7_5) Gz()_i) Gl(i) 0

Ako X ¢ Df, prema (2.4) to se mo%e dogoditi na dva nadina. Ako X ¢ Ni_; Dg., postoji neki
i takav da x ¢ Dg,, pa oznacimo s iy najmanji takav. Tada e izvrSavanje programa Qr do¢i
do instrukcije s rednim brojem iy — 1, ali izvrSavanje te instrukcije nec¢e nikada stati prema
propoziciji 1.32, pa ni Q-izraCunavanje s X nece stati. Ako pak l-torka dobivenih povratnih
vrijednosti nije u Dy, izvrSavanje Qr ¢e zapeti u beskonacnoj petlji na zadnjoj instrukciji, pa
opet Qp-izrac¢unavanje s X ne€e stati. Sada prema teoremu 1.27 RAM-algoritam Q"Fk takoder
racuna F, pa je F ¢ Comp. [

2.2. Primitivna rekurzija

Iz dokaza leme 2.10 je jasno kako tocno kompozicija odgovara slijednom izvrSavanju naredbi.
Ipak, ve¢ za funkcije poput zbrajanja nam trebaju petlje: nacin da odredene naredbe izvrS§imo
neki broj puta koji ovisi o ulaznim podacima. Rekli smo da u funkcijskom programiranju
tome odgovaraju rekurzije, no opce rekurzije su vrlo komplicirane za implementaciju, a osim
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toga tesko je ustanoviti kada tocno daju totalne funkcije. Zato ¢emo aksiomatski propisati
samo jedan jednostavni oblik rekurzije, koji odgovara petljama ¢iji je broj ponavljanja zadan
prije pocetka njihova izvrSavanja. Tek kasnije ¢emo vidjeti kako se u ovom modelu mogu
rjeSavati opce rekurzije.

Za funkcionalni opis petlje moramo prvo opisati nicyjalizaciyyu G, koja odgovara stanju
prije pocetka izvrSavanja petlje, a zatim tijelo (ponekad zvano korak) petlje kao funkciju H
koja preslikava stanje na pocetku jednog prolaza kroz petlju, u stanje na kraju tog prolaza.

Programski, primjerice u Pythonu, ogranicene petlje kakve promatramo imaju oblik:

z = ... # inicijalizacija varijable z, u nekom kontekstu
for i in range(y): z = ...z... # tijelo, aZurira z (2.10)

Tijelo, pored konteksta X i prethodno izrac¢unane vrijednosti z, obi¢no moZe koristiti i
kontrolnu varijablu (u kodu nazvanu i), koja broji koliko smo puta prosli kroz petlju.

Definicija 2.11: Neka je k € N, te neka su G* i H**? totalne funkcije. Za funkciju F*+*!
definiranu s
F(%,0) == G(R), (2.11)
F(X,y+1):=H(Xy,F(%,y)), zasve y €N, (2.12)

kazemo da je dobivena primitivnom rekurziyom iz funkcija G i H.

Skraceno piSemo F:= G = H. Smatramo da operator = ima niZi prioritet od o.

Za skup funkcija F kazemo da je zatvoren na primitivnu rekurziju ako za svaki k € N,,
za svaku totalnu k-mjesnu funkciju G € F te za svaku totalnu (k + 2)-mjesnu funkciju H € F
vrijedi GmH e F. q

Napomena 2.12: Iz Dedekindova teorema rekurzije [VukTS15] slijedi da je jednadzbama (2.11)
i (2.12) zadana jedinstvena totalna funkcija. Takoder, primitivna rekurzija je definirana samo
za totalne funkcije, pa se ne moramo baviti domenama od G, H i G=H (uvijek su jednake
redom N¥, N*+2 i N**1 za neki k € N,). 4

Bududi da ne promatramo brojevne funkcije s nula ulaznih podataka, funkcija G koja
zadaje pocetni uvjet mora biti barem jednomjesna, a onda funkcija F dobivena primitivnom
rekurzijom mora biti barem dvomjesna. Svakako bismo htjeli definirati i jednomjesne funkcije
primitivnom rekurzijom: kanonski primjer je vjerojatno faktorijel,

0l:=1, f=1 (2.13)
(n+Nl:=(Mm+1)-nl, for i in range(n): f = (i+1)*f (2.14)

samo zasad ne mozemo re¢i da je funkcija factorial’ (n — n!) dobivena primitivnom rekurzijom,
jer ne postoji odgovaraju¢a funkcija G. Recimo, za G := C], i odgovarajucu funkciju H3,
definicija 2.11 bi nam dala factorial?, §to nije funkcija koju trazimo. (Ali nije ni daleko od nje,

kao $to ¢emo vidjeti kasnije.)
Definicija viSemjesnih funkcija primitivnom rekurzijom sasvim lijepo funkcionira.

Primjer 2.13: add? = 1] mSco |3. Doista, zbrajanje dva broja mozemo prikazati kao

x+0=x% add(x,0) = 17 (x), (2.15)
x+(y+1)=(x+y)+1 add(x,y+1):(Scoli)(x,y,add(x,y)). (2.16)
Sli¢no, mul? = Zmadd? o (13,13). (Sami napiite pow!) g
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Vidimo da se mnoge funkcije mogu napisati koriste¢i samo inicijalne funkcije, kompoziciju i
primitivnu rekurziju — drugim rijeima, primitivno su rekurzivne. No prije formalizacije tog
pojma, dokazimo da se primitivna rekurzija moze izvrSavati na RAM-stroju.

Lema 2.14: Skup Comp je zatvoren na primitivnu rekurziju.

Dokaz. Neka je k € N, te neka su G*,H**? € Gomp totalne funkcije. One su RAM-izracunljive,
pa postoje RAM-algoritmi P i PX*? koji ih redom ra¢unaju. Zelimo naéi program koji raduna
funkciju F**! := GmH. Dakle, u registrima R; do Ry se nalazi X, dok se u Ry, nalazi y, broj
ponavljanja petlje odnosno broj izra¢unavanja funkcije H. Prvo, prije petlje moramo izracunati
funkciju G na prvih k ulaznih registara. Rezultat izmedu prolazaka kroz petlju drzat ¢emo
u Ro, tako da zavrSetkom petlje ve¢ bude spreman kao izlazni podatak. Petlju piSemo na
standardni nacin koji smo ve¢ vidjeli u makroima ZERO, REMOVE, MOVE, 1 programu P,44s.
Kontrolnu varijablu drzimo u pomoénom registru Ry,, — ne mozemo koristiti Ry, jer ide u
suprotnom smjeru: svakim izvrSavanjem tijela petlje Ry, se dekrementira, dok se kontrolna
varijabla mora inkrementirati (broje¢i prolaze kroz petlju).

Kontrolnu varijablu ne treba inicijalizirati: kako Ry,, nije ulazni registar, na pocetku
izracunavanja njegov sadrzaj ve¢ jest 0. Takoder, inkrementirati kontrolnu varijablu moramo
nakon izvodenja tijela petlje (funkcijski makro s Py) jer Zelimo brojiti samo ,zavrSene” prolaze.

Sve u svemu, tvrdimo da makro-program

0. P(;(R1,R2, ce ,Rk) — R USING Rk+3..
1. DEC Ri41,5

QF =1 2. PhH (R1 ,Rz, ceny Rk,Rk+2,Ro) — Ro USING Ris3.. (2.17)
3. INC Ris2
4.coTo 1

ratuna F. U tu svrhu, po definiciji 1.11, neka je (X,y) € N¥*! proizvoljan. Na pocletku
Qf-izracunavanja s (X,y) imamo makro-konfiguraciju (0,%,y,0,0,...,0,0), koja izvrSava-
njem funkcijskog makroa rednog broja 0 prelazi u (G()Z),)Z,y,0,0, ey 1,0) (jer je G totalna).
Broj u Ry je prema (2.11) jednak F(X,0). Sada ako za sve i € [0 --y] oznadimo d; :=
(F(%,1),%,y-1,1,0,...,1,0), upravo smo dosli do konfiguracije do.

Tvrdimo da za svaki i <y, di ~* di;1. Doista, iz i <y slijedi y -1 > 0, pa imamo

di = (F(%,1),%,y-1,1,0,...,1,0) ~ (F(%,1), %,y -i-1,1,0,...,2,0) ~*

~* (H(%,1,F(%,1)), %,y -i-1,1,0,...,3,0) ~ (F(X,i+1),%,y-i- 1,1+ 1,0,...,4,0) ~
~ (F(Ri+1),%y-(i+1),i+1,0,...,1,0) = di;y. (2.18)

Ovdje je bilo vazno da je i H totalna, pa ra¢unanje vrijednosti H()Z, i, F()Z,i)) (prema (2.12)
jednake F(X,1+ 1)) doista stane nakon kona¢no mnogo koraka, predstavljenih strelicom ~*
u (2.18). Sada odmah indukcijom po 1 slijedi da za svaki i <y, Qg-izracunavanje s (X,y)
sadrzi konfiguraciju d;. Specijalno, u njemu postoji konfiguracija d,, koja prelazi u zavrinu
konfiguraciju

dy = (F(i,y),i,y _yyy)o) LRRS) ])O) ~ (F(i>y))i>ovy)0) v )530) O (2'19)
oblika (F(X,y),...), 8to smo i trebali. Sada prema teoremu 1.27, RAM-algoritam (Q%)**'
takoder racuna F, pa je F € Comp. ]
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Primijetimo da smo na ovaj nadin posredno dobili i RAM-program za add?, pa time i za
mul?, a onda i pow (pogledajte primjer 2.13). Takav RAM-program je ogroman i nikad ga
tako ne bismo ,ru¢no” napisali, ali to upravo pokazuje snagu funkcijske paradigme: funkcijski
programi se bolje slazu u veée cjeline nego RAM-programi (to svojstvo se u programskim
jezicima obi¢no zove composability).

2.2.1. Primitivno rekurzivne funkcije

Ve¢ smo nekoliko puta spomenuli primitivno rekurzivne funkcije. Vrijeme je da taj pojam
formalno definiramo.

Definicija 2.15: Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji sadrzi sve
inicijalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju i na primitivnu rekurziju. <

Tehnicki, da bi definicija bila dobra, trebalo bi vidjeti da postoji tkoji takav skup (tada pos-
toji i najmanji kao presjek svih takvih), no skup svih brojevnih funkcija Func := Uyen, Funcy
svakako zadovoljava uvjete.

Definicija 2.15 je elegantna i matematicki pogodna za dokazivanje, ali nije bas operativna.
Za konkretne funkcije, lakSe je dokazati da su primitivno rekurzivne koriStenjem sljedece
karakterizacije.

Propozicija 2.16: Neka je F brojevna funkcija. Tada je F primitivno rekurzivna ako i samo
ako se F mozZe dobiti iz inicijalnih funkcija pomocéu kona¢no mnogo primjena kompozicije i
primitivne rekurzije.

Dokaz. Oznac¢imo sa S skup funkcija koje se mogu dobiti iz inicijalnih pomocéu konacéno
mnogo primjena kompozicije 1 primitivne rekurzije.

Ako je F inicijalna funkcija, tada ona svakako pripada skupu S jer ju je moguce dobiti iz
inicijalnih pomoc¢u O primjena kompozicije i primitivne rekurzije.

Ako su k,leN, te G¥,...,GK H! €S, tada se svaka G; moZe dobiti iz inicijalnih pomocu,
recimo, c; primjena kompozicije i r; primjena primitivne rekurzije. Takoder se H moZe dobiti
iz inicijalnih, recimo, pomocu ¢ primjena kompozicije i r primjena primitivne rekurzije. Tada
se Ho (Gy,...,G) moze dobiti iz inicijalnih funkcija pomocu najvise 1+ c+ Y!_; c; primjena
kompozicije, i najvise r + Y_; r; primjena primitivne rekurzije — $to je konaéno mnogo, pa je
Ho (Gy,...,Gy) €S.

Ako je k € N, te G*,Hk*2 ¢ S totalne funkcije, tada se one mogu dobiti iz inicijalnih pomoéu
recimo cg odnosno cy primjena kompozicije, uz rg odnosno 1y primjena primitivne rekurzije.
Tada se G=H moze dobiti iz inicijalnih funkcija pomocéu najvise cg +cy primjena kompozicije,
i najviSe rg + ry + 1 primjena primitivne rekurzije — $to je kona¢no mnogo, pa je GmH e S.

Prethodna tri odlomka pokazuju da skup & sadrzi sve inicijalne funkcije te da je zatvoren na
kompoziciju i na primitivnu rekurziju. Kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija najmanji
takav skup, slijedi da je podskup od S, odnosno svaka primitivno rekurzivna funkcija je u S.

Za drugi smjer, neka je F € S proizvoljna funkcija. To znaci da se moze dobiti iz inicijalnih,
recimo, pomocu ¢ primjena kompozicije 1 v primjena primitivne rekurzije. Dokazimo da je F
primitivno rekurzivna, jakom indukcijom po ¢ + .
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Ako je c +1 =0, tada mora biti ¢ =r =0, odnosno F mora biti inicijalna. Skup primitivno
rekurzivnih funkcija sadrzi sve inicijalne funkcije, pa tako i F.

Pretpostavimo da za sve t < c+7, za svaku funkciju g € § dobivenu s ¢’ primjena kompozicije
1 v/ primjena primitivne rekurzije tako da je ¢’ +r’ =t, vrijedi da je g primitivno rekurzivna.

Neka je sad F € § dobivena s ¢ primjena kompozicije i r primjena primitivne rekurzije
(c +r > 0), iz inicijalnih funkcija. Tada F € S znadi da je ili F = Ho (Gy,...,G;) za neke
G1,...,G,He S, ili pak F= Gm=H, za neke totalne G,H ¢ S (odgovarajué¢ih mjesnosti).

U svakom od tih slucajeva pojedine funkcije, pomocu kojih je dobivena F, dobivene su
iz inicijalnih funkcija sa strogo manje ukupno primjena kompozicije i primitivne rekurzije:
recimo, ako je F= GmH, tada je r >0 te su G 1 H dobivene iz inicijalnih pomocu najvise c
primjena kompozicije i najviSe r — 1 primjena primitivne rekurzije. Po pretpostavci indukcije,
G i H su primitivno rekurzivne. Kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren na
primitivnu rekurziju, zakljucujemo da je F = G = H primitivno rekurzivna. Analogno bi se
dokazalo da je F oblika Ho (Gy,..., Gy) primitivno rekurzivna. O

Napomena 2.17: Umjesto ,,ab ovo” od inicijalnih funkcija, moZzemo krenuti od nekih funkcija za
koje smo ve¢ utvrdili da su primitivno rekurzivne. Zapis koji pokazuje kako se neka funkcija F
moze dobiti kompozicijom i primitivnom rekurzijom iz ve¢ utvrdeno primitivno rekurzivnih
funkcija zovemo stmbolickom definiciyjom funkcije F. Recimo, u primjeru 2.9 navedena je
simboli¢ka definicija od C3, a u primjeru 2.13, simboli¢ke definicije od add? i mul?. N

Simbolicke definicije su koncizne i izrazajne, ali nisu ba$§ citljive. Umjesto njih, Cesto se
piSu toc¢kovne definicije, gdje funkciju definiramo ,jpo tockama” tako da kaZemo $to je F(X),
umjesto da kazemo §to je F. Veéina modernih programskih jezika upravo tako definira funkcije.
Lijevi stupac (2.15)—(2.16) sadrZi to¢kovnu definiciju zbrajanja dvaju brojeva, iz koje se vidi
da je ono primitivno rekurzivno. U desnom stupcu je takoder tockovna definicija, ali manje
¢itljiva jer je namjestena na oblik (2.11)—(2.12), iz kojeg se odmah moZe procitati simbolicka
definicija. Programski, imali bismo:

Z =X # G(x)=x

z + 1 # H(x,i,z)=Sc(z) (2.20)

for i in range(y): z

Tockovne definicije su katkad neprecizne, i na nekim mjestima morat ¢emo pribjeéi sim-
bolickoj definiciji da bi se znalo §to zapravo pokuSavamo definirati. No u ogromnom broju
slucajeva, posebno za kompliciranije funkcije (i relacije), pisat ¢emo tockovne definicije. Vazno
je imati na umu da se svaka takva tockovna definicija moze pretvorit: u simbolicku — evo
primjera.

Primjer 2.18: Tockovna definicija

f(%,Y,2,0) = g(x, h(x,y,2)) (2.21)
fo4Y,z,t+1) = h(z,f(x,y,2,1),8(t,2)) (2.22)

ekvivalentna je simboli¢koj definiciji
f4 = gz °© (l?) h3) mh?o (lga |g>g2 °© (IASU |§)) (2.23)

Kompozicijom s odgovarajué¢im koordinatnim projekcijama mozZemo posti¢i i da primitivna
rekurzija ne ide po zadnjem argumentu. <
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Stroga formalizacija tockovnih definicija, i njihova pretvaranja u simbolicke, zahtijevala bi
alate logike prvog reda: funkcije kompozicijski definiramo kao terme, a relacije kao formule
prvog reda s ograni¢enim kvantifikatorima. Koristimo prirodne brojeve kao konstantske
simbole te ve¢ dokazano primitivno rekurzivne funkcije i relacije kao funkcijske odnosno
relacijske simbole. To ne trebamo raditi u potpunoj opéenitosti, iz vrlo sli¢nog razloga iz kojeg
nismo napravili ni strogi dokaz teorema 1.27 — jer nam sveukupno do univerzalnosti treba
samo kona¢no mnogo oblika takvih definicija, pa moZemo svaki od njih zasebno pretvoriti u
simbolicki oblik ako treba.

Definiciju 2.15 mozemo iskoristiti za dokazivanje da sve primitivno rekurzivne funkcije imaju
neko svojstvo g, bas kao §to smo to ucinili u dokazu propozicije 2.16. Definiramo S kao skup
svih brojevnih funkcija sa svojstvom g, dokaZzemo da sve inicijalne funkcije imaju svojstvo p te
da je skup S zatvoren na kompoziciju i na primitivnu rekurziju. Skup primitivno rekurzivnih
funkcija je podskup bilo kojeg skupa koji ima ta svojstva, pa tako i od S. (Zakljucivanje
matematickom indukcijom takoder je takvog oblika: N je najmanji skup koji sadrzi O i zatvoren
je na Sc.) Evo dva primjera.

Propozicija 2.19: Sve primitivno rekurzivne funkcije su totalne.

Dokaz. Iz napomene 2.2 slijedi da je skup svih totalnih brojevnih funkcija nadskup skupa
svih inicijalnih funkcija. Iz propozicije 2.8 slijedi da je taj skup zatvoren na kompoziciju,
a iz napomene 2.12 da je zatvoren i na primitivnu rekurziju. Dakle tvrdnja slijedi po
definiciji 2.15. O

Propozicija 2.20: Sve primitivno rekurzivne funkcije su RAM-izracunljive.

Dokaz. Po definiciji 2.15, koristeci korolar 2.4 te leme 2.10 i 2.14. [

2.2.2. Primjeri primitivno rekurzivnih funkcija i relacija

Veé smo vidjeli simboli¢ke definicije od add? i mul?, §to prema propoziciji 2.16 znadi da su
one primitivno rekurzivne. Sada ¢emo vidjeti jo§ brojne druge primjere. Prvo poopéimo
primjer 2.9.

Propozicija 2.21: Za sve n € N i za sve k € N,, konstantna funkcija Ck,
zadana s CK(X) :=n, primitivno je rekurzivna.

Dokaz. Fiksirajmo k € N,, i dokazimo tvrdnju ,sve CK su primitivno rekurzivne”,
indukcijom po n. Baza: C§ =Zo ¥ je simboli¢ka definicija od C§. Doista,

(Zo15)(%) = Z(15 (%)) = Z(x1) = 0= C§ (%) (2.24)

To znaci da je Cf§ dobivena iz dvije inicijalne funkcije kompozicijom, pa je primitivno rekurzivna
(po propoziciji 2.16, na koju se viSe necemo eksplicitno pozivati).

Pretpostavka: pretpostavimo da je CK primitivno rekurzivna, za neki m € N. Korak:
tvrdimo da je CX ,;=Sco Ck simboli¢ka definicija od CX ,;. Doista,

(Sco CE)(%) = Sc(CK (%)) = Sc(m) = m+1 = CX,, (X). (2.25)

m+1
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To znadi da je CX ,; dobivena iz inicijalne i (po pretpostavci indukcije) primitivno rekurzivne
funkcije kompozicijom, pa je primitivno rekurzivna. Po principu matemati¢ke indukcije,
tvrdnja vrijedi za svaki n € N. O

Sada napokon mozemo rijesiti i problem jednomjesnih funkcija definiranih ,degenerira-
nim” rekurzijama poput one u (2.13)—(2.14). Takve funkcije nece biti ,,u korijenu” dobivene
primitivnom rekurzijom (ve¢ kompozicijom), ali ¢e biti primitivno rekurzivne.

Propozicija 2.22: Neka je a € N i H? primitivno rekurzivna funkcija. Tada je primitivno
rekurzivna i funkcija F', zadana s

F(0) := q, (2.26)

F(x+1):= H(x, F(x)). (2.27)

Dokaz. Dodat ¢emo jo§ jedan argument funkciji F, koji neée raditi niSta osim $to e poveéavati
sve mjesnosti za 1. Precizno, definiramo funkciju F? (razli¢itu od F', jer je mjesnost dio
identiteta funkcije) s F(x,y) := F(y) (za sve x i y). Tada jednakosti

F(x,0) =F(0) = a=Cl (%), (2.28)
F(X)y + ]) = F(y + 1) = H(y» F(y)) = H(U) F(X»y)) = H(X)y> F(X)y))) (2'29)

kazu da je F? dobivena (pravom) primitivnom rekurzijom iz primitivno rekurzivnih funkcija
G':=C] i H3:=H20 (13,13), pa je primitivno rekurzivna. Sada je (primjerice) F(x) = F(0,x),
odnosno F' = F2 0 (Z,1}), iz ¢ega slijedi da je i F! primitivno rekurzivna. N

Definicija 2.23: Za takve funkcije ubuduce pisemo ,simboli¢ku definiciju” F' := amH? := CO mH?2,
imajuéi na umu da je to samo pokrata za F' := (CL mH2 0 (13,13)) o (Z,1}).
Takvo zadavanje funkcije zvat ¢emo degeneriranom primitivnom rekurzijom. <
Pomoc¢u propozicije 2.22 mozemo dokazati primitivnu rekurzivnost raznih funkcija.

Primjer 2.24: Jednadzbe (2.13) i (2.14) kazu da je factorial' = 1 mmul? o (Sco 13,13
simbolic¢ka definicija funkcije faktorijel, pa je ona primitivno rekurzivna. <

Primjer 2.25: Funkcija prethodnik zadana je s pd(x) := max {x—1,0}. Iz toga slijedi pd(Sc(x)) =
x za sve x € N, dakle pd je lijevi inverz funkcije Sc. Naravno, Sc nema desni inverz jer nije
surjekcija: ne poprima vrijednost 0, pa pd(0) = 0 moramo posebno definirati. Te dvije
jednakosti (napisane desno u obliku koda u Pythonu):

pd(0) =0, p=0 (2.30)
pd(y+1) =y, for i in range(y): p = 1 (2.31)

kazu da je pd dobivena degeneriranom primitivnom rekurzijom pd = 0 =14, pa je primitivno
rekurzivna po propoziciji 2.22. <

Napomena 2.26: Jo$ jedan nacin definiranja funkcije pd, koji ¢emo Cesto koristiti kasnije, je
sljedeci: htjeli bismo definirati pd(x) kao x — 1, no problem je x = 0 (ako ho¢emo da funkcija
bude primitivno rekurzivna, dakle totalna). Cesto se u takvim funkcijama onda problemati¢na
vrijednost 0 zamijeni prvom sljede¢om vrijednosti 1, koja nije problemati¢na. Ako tockicom -
oznacimo tu transformaciju (formalno, n- je n ako je pozitivan, a 1 ako je n = 0), tada mozemo
precizno definirati pd(x) := x- — 1(= x = 1, pogledajte primjer 2.27). q
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Kad imamo prethodnik kao primitivno rekurzivnu funkciju, njenom iteracijom mozemo
definirati neku vrst oduzimanja. Ipak, zbog pd(0) = 0, vrijednosti tog oduzimanja bit ¢e
,odsjeCene odozdo” na nuli.

Primjer 2.27: Za x,y € N, ozna¢imo x ~y := max {x - y,0}. Iz jednakosti/koda

x=0=x, s =X (2.32)
x=(y+1)=pd(x=y), for i in range(y): s = pd(s) (2.33)

vidimo da je ograniceno oduzimanje dobiveno primitivnom rekurzijom iz funkcija I} i pdol3,
pa je ono primitivno rekurzivna operacija. ,Operacija” nam znac¢i dvomjesnu totalnu brojevnu
funkciju koja se piSe infiksno izmedu operanada. Kao funkciju, ograni¢eno oduzimanje zovemo
sub. Dakle, sub? = I] mpdol3. Jo§ jedan nacin dolaska do te simbolicke definicije je da uzmemo
simboli¢ku definiciju za add? (primjer 2.13) i zamijenimo u njoj Sc s pd. N
Osim racunskih operacija (dijeljenje s ostatkom definirat ¢emo kasnije, kad uvedemo jo$
neke tehnike), brojeve moZemo i usporedivati, raznim dvomjesnim relacijama poput <, > ili =.
Rekosmo, izrac¢unljivost relacija zapravo je izrac¢unljivost njihovih karakteristicnih funkcija.

Primjer 2.28: Za pocetak pogledajmo pozitivnost — formalno, jednomjesnu relaciju N,. Njena
karakteristicna funkcija je O u nuli, a 1 u svim ostalim prirodnim brojevima, pa se u literaturi
jo§ zove funkcija predznaka ili stgnum. Definicija te funkcije vodi na degeneriranu primitivou
rekurziju xn, = 0= C$, iz &ega zakljuCujemo da je N, primitivno rekurzivan. N

Kada imamo pozitivnost i ograni¢eno oduzimanje, mozemo odmah vidjeti primitivou
rekurzivnost strogog uredaja.

Primjer 2.29: Rastavom na slucajeve vidimo da je x >y ako i samo ako je x =~y pozitivan, iz
Cega je X> = XN, © sub, primitivno rekurzivna funkcija. Ocito je x <y ako i samo ako je y > x,

dakle X< = x> o (I5,12) je takoder primitivno rekurzivna. q

2.3. Minimizacija

Primitivno rekurzivne funkcije su korisne i pogodne za rad, ali njihova totalnost je na neki
nacin i nedostatak. Recimo, u funkcijskoj paradigmi jo§ uvijek nismo dobili izra¢unljivost
prazne funkcije ®', §to je bilo gotovo trivijalno u RAM-paradigmi. Da bismo dobili i parcijalne
(netotalne) funkcije, moramo uvesti novi operator, pored o i m. Taj operator — minimizacija
— djelovat ¢e na relacyyama (zadanim karakteristicnim funkcijama) i trazit ¢e najmanji
prirodni broj koji ima neko svojstvo. Intuitivno, odgovarat ¢e neogranicenim petljama (poput
petlje while u Pythonu, samo s negiranim uvjetom) koje se ne izvr8avaju odredeni broj puta,
nego dok se ne ispuni neki uvjet.

Opcéenite neogranicene petlje su raznolike i izmedu provjeravanja uvjeta mogu na razne
nacine mijenjati stanje memorije, ali aksiomatski ¢emo pretpostaviti samo izra¢unljivost petlji
oblika for(unsigned y=0; !'R(y); ++y);. Kasnije ¢emo vidjeti da u tom modelu moZemo
pisati i opéenite petlje.
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Definicija 2.30: Neka je k € N, i R**! relacija. Za funkciju F¥ definiranu s

Dy = (% € N* | 3yR(%,y)} = 3.8, (234)
F(X) :==min {y e N|R(X,y)}, za sve X € 3,R, (2.35)

kazemo da je dobivena minimizacijom relacije R. PiSemo F¥ := uR**1 ili to¢kovno F(X) :~
wyR(X,y). Za skup funkcija F kaZemo da je zatvoren na minimizaciyu ako za svaki k € N,,
za svaku (k + 1)-mjesnu relaciju R, xr € F povlaéi uR e F. N

Domena funkcije uR¥+! je k-mjesna relacija koju ozna¢avamo s 3,R i zovemo je projekcija
relacije R. Motivaciju za taj naziv moZemo vidjeti ako zamislimo tromjesnu relaciju R3 grafi¢ki
prikazanu kao skup to¢aka u 3D-prostoru. Tada je graficki prikaz od 3, R3 upravo 2D-projekcija
(niz os z) toga skupa na ravninu x-y. Tocka (x,y) ¢e biti u 3,R ako i samo ako iznad nje
postoji neka tocka (x,y,z) € R (moze ih biti i vise).

U tom prikazu moZemo vizualizirati i funkciju uR: za svaku tocku (x,y) iz projekcije,
nzR(x,y,z) je visina do koje vidimo prazan prostor, odnosno visina na kojoj vidimo prvu
tocku u relaciji R iznad (x,y).

Da bi izraz uyR(X,y) imao vrijednost, o¢ito je nuZno da bude X € 3,R. Za obrat — da za
svaki X € 3,R, izraz pyR(X,y) ima vrijednost — zasluzna je dobra uredenost od N: ako postoji
neki y € N za koji vrijedi R(X,y), tada postoji i najmanji takawv.

Primjer 2.31: Praznu funkciju moZemo dobiti minimizacijom prazne relacije: konkretno, za

svaki k € N, ®% = u@k*!. Naime, projekcija prazne relacije je opet prazna, a jedina funkcija s

praznom domenom je prazna funkcija. <
Dodavanjem minimizacije prosirili smo skup izracunljivih funkcija u ovom modelu.

Definicija 2.32: Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji sadrzi sve
inicijalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju, na primitivnu rekurziju i na minimizaciju.
Skup rekurzivnih funkcija je presjek skupa parcijalno rekurzivnih i skupa totalnih funkcija.
Za relaciju R kazemo da je rekurzivna ako je njena karakteristi¢na funkcija xr rekurzivna. <

Izraz ,parcijalno rekurzivna relacija” je beskoristan: svaka karakteristi¢na funkcija je po
definiciji totalna, pa ako je parcijalno rekurzivna, tada je zapravo rekurzivna.

Lema 2.33: Skup rekurzivnih funkcija zatvoren je na kompoziciju.

Dokaz. Neka su k,le N, te G¥, ..., GF i H! rekurzivne funkcije. Tada su one po definiciji
totalne i parcijalno rekurzivne. Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je zatvoren na kompoziciju,
pa je Ho (Gy,...,Gy) parcijalno rekurzivna, no prema propoziciji 2.8, ona je i totalna — dakle
rekurzivna funkcija. O

Lema 2.34: Skup rekurzivnih funkcija zatvoren je na primitivnu rekurziju.

Dokaz. Neka je k € N, te G* i H**2 rekurzivne funkcije. Jer su G i H totalne, postoji
Fk+1:= GmH, i ona je totalna po napomeni 2.12. Takoder, kako su G i H parcijalno rekurzivne,
a skup parcijalno rekurzivnih funkcija je po definiciji zatvoren na primitivnu rekurziju, F je
parcijalno rekurzivna. Iz toga dvojeg slijedi: F je rekurzivna funkcija. [

Korolar 2.35: Svaka primitivno rekurzivna funkcija je rekurzivna.
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Dokaz. Po definiciji 2.15: sve inicijalne funkcije su totalne po napomeni 2.2, a parcijalno su
rekurzivne po definiciji, dakle rekurzivne su. Sada samo treba primijeniti leme 2.3312.34. []

Korolar 2.36: Neka je a € N i H? rekurzivna funkcija. Tada je i funkcija a = H rekurzivna.

Dokaz. Po definiciji 2.23 je amH? = (CL mH2 0 (13,13)) o (Z,1}) pa tvrdnja slijedi iz propozi-
cije 2.21, korolara 2.35 te lema 2.33 1 2.34. [

Sli¢no kao propoziciju 2.16, mogli bismo dokazati da je funkcija parcijalno rekurzivna ako i
samo ako je dobivena iz inicijalnih pomocu kona¢no mnogo primjena kompozicije, primitivne
rekurzije (samo na totalne dobivene funkcije) i minimizacije (na relacije ¢ije su karakteristi¢ne
funkcije ve¢ dobivene). To bi bilo poopéenje simbolic¢ke definicije za parcijalno rekurzivne
funkcije. No takvim funkcijama najceSce ¢emo pisati tockovne definicije — a i Kleenejev
teorem o normalnoj formi, koji ¢emo dokazati kasnije, reci ¢e da tolika opcenitost nije potrebna:
dovoljno je promatrati funkcije oblika U o uT, za primitivno rekurzivne Ui T.

Pogledajmo sada kako moZemo proSiriti rezultat iz propozicije 2.20 na parcijalno rekurzivne
funkcije. Nedostaje nam jedino opis izvrSavanja neogranicenih petlji na RAM-stroju.

Ideja nije niSta revolucionarno: kao ,kontrolnu varijablu” koristimo upravo Ry, iz istog
razloga kao u dokazu leme 2.14 — da eventualnim zavrSetkom petlje bude ve¢ spremna kao
izlazni podatak. U tom smislu, ve¢ je inicijalizirana na nulu na pocetku izratunavanja — samo
je treba inkrementirati poslije svake provjere uvjeta R.

Ili prije? Ovdje imamo mali tehnicki problem: htjeli bismo da provjera bude na samom dnu
programa, jer tako najbolje odgovara semantici negiranog uvjeta. Terminologijom jezika Pascal,
implementiramo until, ne while. Iz sliCcnog razloga kao nasi strojevi, Pascal while-uvjet
provjerava na vrhu, a until-uvjet na dnu petlje. Semantika skoka je ista: ako je uvjet istinit
nastavljamo (ulazimo u while-petlju, ili izlazimo iz until-petlje), a ako je lazan skaemo
na drugi kraj (izlazimo iz while-petlje, ili ponovo izvr§avamo until-petlju) — $to je bas
semantika instrukcije tipa DEC.

Ali until-petlje imaju jedan nedostatak: njihovo tijelo uvijek se izvrsi barem jednom (kao
kod petlje do...while u jeziku C). Kako se u petlji mora nalaziti instrukcija INC Ry, ¢ini se
da teSko mozemo postiéi da Ry na kraju bude 0, §to moze biti problem: recimo, za univerzalnu
relaciju, py N**1(x,y) = 0.

RjeSenje problema se nalazi na drugom kraju, odnosno pocetku programa: program mozemo
poceti izvrSavati iz sredine! Na pocetak programa mozemo staviti instrukciju tipa co T0, kako
bismo preskocili instrukciju INC Ry kod prvog prolaza.

Lema 2.37: Skup Comp je zatvoren na minimizaciju.

Dokaz. Neka je k € N, te R<*! RAM-izrac¢unljiva. To zna¢i da postoji RAM-program Py koji
ratuna karakteristi¢nu funkciju x§*'. Tvrdimo da makro-program
0.coTo2
1. INC Ro
= 2.36
QF 2. PR(Rth,...,Rk,Ro) — Ryi1 USING Ry.z.. ( )
3. DEC Ry41 y 1
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ra¢una funkciju F¥ := uR.
U tu svrhu, po definiciji 1.11, neka je X € N¥ proizvoljan. Moramo dokazati dvije tvrdnje:

1. Ako Qr-izraCunavanje s x stane, tada x € 3,.R = Dyr.
2. Ako je pyR(X,y) =n € N, tada Qg-izra¢unavanje s X stane s rezultatom n.

Primijetimo da se za vrijeme Qg-izrac¢unavanja s X sadrzaj registara R, ..., R ne mijenja
(RAM-instrukcije u Qf nemaju odredista izmedu 1 i k, a funkcijski makro ¢uva prvih k + 1
registara), pa je ¢itavo vrijeme njihov sadrZaj jednak X.

Za prvu tvrdnju, jedini nacin da promatrano izracunavanje stane je da makro-stroj dode u
zavr$nu konfiguraciju oblika (y,X,t,...,4,0), a jedini pak nacin da se to dogodi je dolazak iz
konfiguracije (y,X,t+1,...,3,0), jer nema odredi$ta 4. Makro-instrukcija izvrSena prije toga
morala je biti funkcijski makro, §to zbog ¢injenice da P ratuna xg znaci da je xr(X,y) = t+1 >0,
odnosno vrijedi R(X,y), pa je X € 3,R.

Za drugu tvrdnju, dokazimo prvo (indukcijom po n) pomoénu tvrdnju: ako niza kojiy < n ne
vrijedi R(X,y), tada makro-stroj u nekom trenutku dode u konfiguraciju (n,x,0,...,2,0) =: qn.
Za n =0 antecedens trivijalno vrijedi, ali vrijedi i konzekvens: pocetak izracunavanja je

(0,%,0,...,0,0) ~ (0,%,0,...,2,0) = qo. (2.37)

Pretpostavimo sada da za sve y < n + 1 vrijedi -R(X,y). Tada posebno to vrijedi i za sve
Yy < n, pa po pretpostavci indukcije makro-stroj nekada dode u konfiguraciju q,. Dalje se
izra¢unavanje odvija ovako (zbog n <n+1 je -R(X,n), §to znaci da funkcijski makro stavi
Xr(X,n) =0 u Ryy1):

Gn = (,%,0,...,2,0) ~* (1,%,0,...,3,0) ~ (1,%,0,...,1,0) ~ (N +1,%,0,...,2,0) = qrs1.

Sada, ako je n = uyR(X,y), tada olito ni za koji y < n ne vrijedi R(X,y), pa prema pomo¢noj
tvrdnji makro-stroj dode u konfiguraciju q,,. Dalje se izra¢unavanje odvija ovako (zbog R(X,n)
funkcijski makro stavi xg(X,n) =1 u Ry41):

qn = (M,X%,0,...,2,0) ~* (,X%,1,...,3,0) ~ (n,%,0,...,4,0) O .
Sada prema teoremu 1.27 RAM-algoritam Q"Fk racuna F, pa je F ¢ Comp. [

Napokon moZemo dokazati da se svi funkcijski programi mogu simulirati odgovarajué¢im
imperativnim programima u na$oj formalizaciji.

Teorem 2.38: Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je RAM-izrac¢unljiva.

Dokaz. Skup Comp sadrzi sve inicijalne funkcije prema korolaru 2.4, a zatvoren je na kompo-
ziciju, primitivnu rekurziju i minimizaciju prema lemama 2.10, 2.14 i 2.37 — dakle nadskup
je najmanjeg takvog skupa, skupa svih parcijalno rekurzivnih funkcija. [

Upravo napisani dokaz je zapravo sasvim konstruktivan: ako imamo zadanu parcijalno
rekurzivnu funkciju ili relaciju, tada moZemo napisati njenu simboli¢ku definiciju u obliku
stabla. Listovi tog stabla su inicijalne funkcije, a ¢vorovi mu predstavljaju funkcije dobivene
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(kompozicijom, primitivnom rekurzijom ili minimizacijom) iz ¢vorova ispod, ili pak relacije
¢ije su karakteristi¢ne funkcije dobivene na isti nac¢in. U korijenu stabla je funkcija ili relacija
koju trazimo.

Sada postorder-obilaskom tog stabla mozemo konstruirati preslikavanje (apstraktni tip
podataka Mapping) compile koje svaku od tih funkcija odnosno relacija preslikava u RAM-
program koji je racuna. Kad obilazimo list L, koristimo dokaz propozicije 2.3 da bismo
pogledali koji makro-program Q ra¢una L te definiramo compile[L]:= Q. Ako se nalazimo
na unutarnjem ¢voru N, ovisno o tome kako je dobiven iz svoje djece koristimo dokaz
leme 2.10, 2.14 ili 2.37 da utvrdimo koji oblik makro-programa — (2.8), (2.17) ili (2.36) —
racuna N, u taj predlozak (template) uvrstavajuéi funkcijske makroe koji na odgovarajuéem
mjestu pozivaju compile[D;], gdje su D; djeca ¢vora N. (Zbog postorder-obilaska, D;
su ve¢ kompilirani.) Dobivsi tako makro-program Qv definiramo compile[N] := Q. Na
kraju postorder-obilaska nalazi se korijen K, i compile[K] ée biti RAM-program koji racuna
parcijalno rekurzivnu funkciju (ili relaciju) zadanu simboli¢kom definicijom.

Za obrat teorema 2.38 morat ¢emo se viSe potruditi. To je tema poglavlja 3.

2.4. Tehnike za rad s (primitivno) rekurzivnim funkcijama

Koristenje marljive evaluacije olakSalo nam je dokaz RAM-izra¢unljivosti simboli¢ki definiranih
funkcija — jer marljiva kompozicija upravo odgovara slijednom izvrSavanju instrukcija u
programu — ali ¢e otezati dokaz suprotnog smjera, jer neke, u RAM-modelu jednostavne,
programske tehnike zasad ne znamo ostvariti u funkcijskom modelu s marljivom evaluacijom.

Jedan primjer je grananje: imamo dva RAM-programa Py.. 1 Pjise- Zelimo izvrsiti jedan
od ta dva programa ovisno o tome je li rj pozitivan ili nije, ali tako da ako je npr. Py, prazan
program, Py,,. beskonaCna petlja, a r; = 1, Citavo izracunavanje stane. MoZemo napisati makro

b *

0. DEC Rj,4 ]
1. INC R;
(IF Rj THEN P, ELSE P;alse) =1 2.P} .. ,

3.coTO5
4, P*

false

(2.38)

ali ne mozemo napisati odgovarajuéu funkciju If3 takvu da f(X,y) :~ If(g,g(i), h(?c)) ima
analognu semantiku: ako je g totalna a h prazna, bez obzira na y marljiva evaluacija ima za
posljedicu da je f takoder prazna. Za to ¢emo trebati razviti druge tehnike, no za pocetak
pokazimo kako je nezaustavljanje jedin: problem — jer nas zanima samo postojanje algoritma
a ne i performanse, s totalnim izracunljivim funkcijama ne$to poput If moZemo napraviti
relativno lako. Za pocetak, za implementaciju ELSE trebamo dokazati da negiranje uvjeta ne
kvari izrac¢unljivost.

Propozicija 2.39: Neka je k € N, te R¥ (primitivno) rekurzivna relacija.

Tada je i relacija (R¢)¥, zadana s R°(X) :<= -R(X), takoder (primitivno) rekurzivna.
Uocimo nekoliko vaznih detalja u upravo iskazanoj propoziciji. Prvo, kako smo ve¢ rekli

u uvodu, na k-mjesne relacije gledamo simultano kao na formule s k slobodnih varijabli, i

kao na skupove k-torki. Zato koristimo oznaku za skupovni komplement, dok u definiciji
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formulom koristimo logi¢ku negaciju. U sljedeéoj propoziciji to éemo koristiti za dvomjesne
logicke veznike odnosno skupovne operacije.

Drugo, mjesnost R¢ smatramo istom kao mjesnost od R. Cak i u slu¢aju prazne relacije,
(o*)c = Nk (univerzalni skup”), u skladu s naSom odlukom da prazne relacije razli¢itih
mjesnosti gledamo kao razli¢ite relacije (komplementi su im razliciti).

I treCe, u iskazu propozicije pojavljuje se rijeC ,primitivno” u zagradama. Taj nacin
izrazavanja koristit ¢emo jo§ mnogo puta u sljedec¢im propozicijama. To znaci da zapravo
iskazujemo dvije propozicije: jedna kaze da je komplement primitivno rekurzivne relacije ponovo
primitivno rekurzivna relacija, a druga kaze da je komplement rekurzivne relacije ponovo
rekurzivna relacija. Dakle, u jednoj verziji ¢itamo rije¢ ,primitivno” na svim mjestima gdje se
pojavljuje u zagradama, a u drugoj je ne ¢itamo ni na jednom takvom mjestu.

Dokaz. Zelimo prikazati karakteristi¢nu funkciju xgc pomocéu xg. Dakle, potrebna nam je
funkcija koja O preslikava u 1, a 1 u 0. Jedna takva je x » 1 —x, ali nama treba brojevna
funkcija s N u N. Zato éemo uzeti fo(x) := 1 = x, koja jednako djeluje na skupu {0, 1}, a sve
vrijednosti su joj prirodni brojevi. Ta funkcija je primitivno rekurzivna po propoziciji 2.16:
fo :=subo (C],11) njena je simbolicka definicija, sub je primitivno rekurzivna po primjeru 2.27,
C} po propoziciji 2.21, a |] je inicijalna.

Sada tockovna jednakost xrc(X) = 1= xr(X) simboli¢ki glasi xrec = fp o Xr- Ako je xr
primitivno rekurzivna, tada je i xge primitivno rekurzivna, jer je skup primitivno rekurzivnih
funkcija zatvoren na kompoziciju. Ako pak samo znamo da je Xr rekurzivna, tada zakljucujemo
ovako: fy je rekurzivna prema korolaru 2.35. Prema lemi 2.33, tada je i xrc rekurzivna kao
kompozicija dvije rekurzivne funkcije. [

Ubuduce ¢emo samo napisati toCkovnu definiciju trazene funkcije iz zadanih funkcija,
koriste¢i neke pomoéne primitivno rekurzivne funkcije te kompoziciju i eventualno primitivnu
rekurziju. Podrazumijevat ¢emo da na kraju dokaza uvijek imamo argumentaciju poput
ove u prethodnom odlomku, tako da ako su zadane funkcije primitivno rekurzivne, tada
je 1 trazena funkcija primitivno rekurzivna, a ako su zadane funkcije rekurzivne, tada je i
trazena funkcija rekurzivna. Efektivno, imamo poopéenje napomene 2.17, gdje polazimo od
rekurzivnih funkcija umjesto od primitivno rekurzivnih.

Korolar 2.40: Brojevne relacije nestrogog uredaja < i > su primitivno rekurzivne.

Dokaz. Tvrdnje slijede iz primjera 2.29, propozicije 2.39 te ocitih ekvivalencija

x <y <= -(x>y) (<) =(>)°, (2.39)
x2Yy < -(x<vy) (2) =(<)° (2.40)
(to¢kovno u lijevom stupcu, simboli¢ki u desnom). ]

Propozicija 2.41: Neka je k € N, te R* i P¥ (primitivno) rekurzivne relacije iste mjesnosti.
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Tada su (primitivno) rekurzivne i relacije zadane logicki/skupovno s

Q1(X) <= R(X) A P(X) Qi :=RnP, (2.41)
Q,(X) = R(X) v P(%) Q,:=RUP, (2.42)
Q3(X) :<= R(X) - P(X) Q3 = (RN P)S, (2.43)
Q4(X) = R(X) < P(X) Q4 := (R2a P)C. (2.44)

Dokaz. Prvo pokazimo da su skupovne i logicke definicije ekvivalentne za upravo definirane
relacije. Za Q1 i Q to je upravo definicija presjeka i unije. Za Q3(X) imamo

Xe(R\P) <= -(XeRAX¢P)<=>X¢RvXeP<=XxeR->XeP. (2.45)

Za Q4(X), logicka definicija kaze da je xr(X) = Xp(X). Njena negacija kaze da su ta dva broja
razli¢iti, a kako su oba iz skupa {0, 1}, mora jedan od njih biti 0 a drugi 1. To upravo znaci
da se X nalazi u to¢no jednom od skupova R i P, dakle x e R A P.

Za primitivnu rekurzivnost tih relacija, kao u dokazu propozicije 2.39, trebamo naci dvo-
mjesne primitivno rekurzivne funkcije f; koje ¢e preslikavati xr(X) i xp(X) u xq,(X), odnosno
one koje ¢e na skupu {0, 1} djelovati onako kako propisuju tablice istinitosti za pojedine logicke
veznike.

Za konjunkciju odnosno presjek, to je upravo f; = mul? — u starijoj literaturi za konjunkciju
se jos rabi izraz ,logi¢ko mnoZenje”, a u programskom jeziku Pascal isti simbol * sluZio je za
mnozenje brojeva i za presjek skupova.

Svi se ostali logicki veznici mogu ekvivalentno zapisati pomoéu negacije i konjunkcije:

PV = (=@ A1) f2(x,y) :=fo(fo(x) - fo(y)), (2.46)
Q- <= -0V fS(va):: fZ(fO(X)»y)a (2‘47)
o= (¢->1)r(Y->o) fa(x,y) =f3(x,y) - f3(y,x), (2.48)
iz ¢ega odmah ¢itamo tockovne definicije funkcija f;, f3 i f4 (desni stupac). O

Sada primjenom propozicije 2.39 na Q3 i Q4 dobijemo da je skupovna razlika, kao i sime-
tricna skupovna razlika, (primitivno) rekurzivnih relacija iste mjesnosti ponovo (primitivno)
rekurzivna.

Korolar 2.42: Jednakost (dvomjesna brojevna relacija) je primitivno rekurzivna.

Dokaz. To slijedi iz korolara 2.40, propozicije 2.41 i ocite ekvivalencije (,Cantor—Bernstein za
konac¢ne skupove”) x =y <= x <y Ax 2y, simbolicki (=) = (<) n (>). O

2.4.1. Teorem o grananju za totalne funkcije

Sada ¢emo nesto reci o viSestrukim zbrojevima, umnoscima, unijama i presjecima. U veéini
programskih jezika npr. zbrajanje je sintaksno realizirano kao infiksni operator, najcesée lijevo
asociran, a jedina operacija doista implementirana u procesoru je dvomjesno zbrajanje —
tako da se npr. a+ b +c + d shvaéa kao ((a +b)+ c) + d, odnosno kompilira se kao slijed tri
instrukcije zbrajanja. Mi ¢emo uciniti isto, samo ¢emo u skladu s funkcijskom paradigmom
slijed implementirati kao kompoziciju.
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Lema 2.43: Za svaki k € N, funkcije add* i mul¥, zadane s

add(X71,X2, ...y XK ) = X7 + X2 + 00 + Xy, (2.49)

mul(X1,X2, ...y XK ) = X7 X2 - Xy, (2.50)
primitivno su rekurzivne.

Dokaz. Matemati¢kom indukcijom po k. Za k = 1, vidimo da je add’ = mul' =}, inicijalna
funkcija. Za k = 2, tvrdnja slijedi iz primjera 2.13. Pretpostavimo sad da su za neki 1 € N\{0, 1},
funkcije add! i mul' primitivno rekurzivne. Tada definiciju

X1+ X2+ XXy = (X X2+ X))+ X (2.51)
mozemo zapisati kao
add(X1,X2, ...y X1, X147) = add(add(x1,xz, .. .,xl),x1+1) (2.52)

ili simbolicki
add™! = add? o (add" o (11,157, I11), 1H1), (2:53)

pa tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije i primjera 2.13. Potpuno analogno, zamjenom add
s mul, slijedi i druga tvrdnja za 1+ 1, odnosno po principu matematicke indukcije za svaki

k eN,. ]

Propozicija 2.44: Neka su k,1 € N, te R¥, R%, ..., R¥ (primitivno) rekurzivne relacije iste
mjesnosti. Tada su N}!_;R; i UL_;R; takoder (primitivno) rekurzivne.

Dokaz. Za presjek, koristimo istu tehniku kao u dokazu propozicije 2.41 za Qq, samo umjesto
funkcije f; = mul? koristimo mull. Konkretno, tvrdimo da je

XA Ry = XRi"XRy " XRy = mul® o (XRys XRy» -+ +» XR,) (2.54)

— doista, ako je X u presjeku, imamo jednakost 1=1-1---1, a ako nije, tada po De Morganovu
pravilu nije u nekoj R;, pa na lijevoj strani stoji 0, a na desnoj je umnozak u kojem je barem
jedan faktor jednak 0, i jednakost opet vrijedi.
Za uniju, mozemo opet iskoristiti De Morganovo pravilo i propoziciju 2.39, ali mozemo
1 upotrijebiti drugaciju tehniku, koja ¢e nam biti korisna kasnije. U naSem skupu nema
negativnih brojeva, pa je zbroj 0 jedino ako su svi pribrojnici 0 — odnosno, zbroj je pozitivan
ako i samo ako je neki pribrojnik pozitivan. To znaci da l-struka unija odgovara funkciji
XN, o addt:
XUL R, = XN, ©3dd" o (XRy» XRyy -+ ) XR), (2.55)

Sto je (primitivno) rekurzivno ako su sve Xg, (primitivno) rekurzivne. O

Napokon mozemo dokazati teorem o grananju za totalne funkcije, samo prethodno moramo
precizno definirati pojmove.
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Definicija 2.45: Neka su k, 1€ N,, neka su G§, G¥, ..., Gf funkcije, a R¥, R, ..., RF u parovima
disjunktne relacije iste mjesnosti. Za funkciju F* definiranu s

t .. 1 ¢
U (P, nRo), - edie e Roi= (Ui Ri)
Gi(%), Ri(x)

G2(X), Ra(X)
F(X) := : za sve X € Dy, (2.57)
Gi(x), Ru(x)

Go(X), inace

[S
y

(2.56)

kazemo da je dobivena grananjem iz grana Gy, Gi,Ga,...,Gy 1 uvjeta Ry,Ry,...,Ry. Sim-
boli¢ki piSemo F := if{R1 :G1,R2:Ga,...,R1:Gy, GO}. Ako ne navedemo G, smatramo da je
Gy := ®* (odnosno F nije definirana izvan unije svih uvjeta). q

Zahtjev da su svi uvjeti u parovima disjunktni znadi da je za svaki X € N* najviSe jedan
od njih ispunjen. Tako ne moramo brinuti o redoslijedu provjeravanja uvjeta — no ako veé
imamo fiksiran redoslijed ne nuzno disjunktnih uvjeta Ry, Ry, ..., R, uvijek mozemo napraviti
nove disjunktne uvjete s istom unijom:

P, =Ry, (2.58)
P; = Ri\ U;; Rj, za sve ie[2--1], (2.59)

koji ¢e biti (primitivno) rekurzivni ako su R; takvi, po propozicijama 2.41 i 2.44. U tom
smislu, podrazumijevajuéi da u samom provjeravanju uvjeta nema beskonacnih petlji (karak-
teristi¢ne funkcije su totalne), grananje odgovara uobi¢ajenom grananju poput if/elif/else,
ili switch/case/default (u jeziku Python odnosno C).

Kao §to smo ve¢ napomenuli, jo§ ne znamo dokazati da je to izracunljivo ako grane G; nisu
totalne, ali ako jesu, to mozemo dokazati ve¢ sada.

Teorem 2.46 (Teorem o grananju, (primitivno) rekurzivna verzija): Neka su k,1 € N,, neka su
G, G¥, G, ..., Gf (primitivno) rekurzivne funkcije, a R¥, R, ..., RF u parovima disjunktne
(primitivno) rekurzivne relacije, sve iste mjesnosti.
Tada je i funkcija F := if{R1 :G1,R2: Gy, ..o R Gy, Go} takoder (primitivno) rekurzivna.
Ovdje ne smijemo ispustiti Gy, jer ®* nije (primitivno) rekurzivna!

Dokaz. Ry := (UL1 Ri)C je (primitivno) rekurzivna po propozicijama 2.44 i 2.39.
Tvrdimo da je
F=Xro" Go +Xr," G1 +XRr," G2 + - + Xr," G, (2.60)

dakle dobivena je kompozicijom iz (primitivno) rekurzivnih xg,, Gi te mul? i add**!.

Doista, neka je X € N* proizvoljan, i promotrimo funkcijsku jednakost (2.60) u x. Ako je X
u nekoj R, tada je xgr,(X) = 1, pa je i-ti (brojeci od nule) pribrojnik u (2.60) jednak G;(X).
gtoviée, jer su uvjeti u parovima disjunktni, X ¢ Rj za sve j € [1--1] \ {i}, dok iz definicije Ry
slijedi takoder X ¢ Ry — $to znaci da svi ostali pribrojnici imaju faktor 0, pa iznose O i ne
utjecu na zbroj. Dakle ako je X € R;, tada je F(X) = Gi(X).
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S druge strane, ako X nije ni u jednoj R;, tada po De Morganovu pravilu nije ni u njihovoj
uniji, dakle X € Ry, pa je pocetni pribrojnik u (2.60) jednak Go(X), a svi ostali pribrojnici, kao
i u prethodnom odlomku, jednaki su 0. Dakle tada je F(X) = Go(X), kao §to i treba biti. [

Domena funkcije dobivene grananjem (2.56) je jo§ kompliciranija od domene funkcije
dobivene kompozicijom (2.4). I ovdje zato piSemo definiciju u stilu napomene 1.4,

Gi(X), Ri(x)
F()Z) i~ : (2'61)

Go(X), inace,

uz dogovor da izraz na desnoj strani ima vrijednost samo za one X za koje izraz u i-tom
retku ima vrijednost, ako uvjet u tom retku vrijedi, a za one X za koje izraz u zadnjem retku
ima vrijednost, ako nijedan od prethodnih uvjeta ne vrijedi. Dakle, ne zahtijevamo (kao
prije) da svaki podizraz izraza na desnoj strani ima vrijednost, ve¢ samo oni koji se nalaze u
,relevantnom retku” definicije.

No kao §to smo ve¢ rekli, komplikacije s domenom bit ¢e nam bitne kasnije. Zasad radimo
s (primitivno) rekurzivnim funkcijama i relacijama, koje su totalne — a pod tim uvjetima
i funkcija dobivena grananjem je totalna, §toviSe takoder (primitivno) rekurzivna, dok god
navedemo i funkciju Gy za ,podrazumijevani sluéaj” (default).

Kao primjenu teorema 2.46, dokazat ¢emo da konacnom promjenom (.editiranjem”)
vrijednosti ne mozemo pokvariti izracunljivost funkcije.

Lema 2.47: Svaka jednoclana brojevna relacija je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je R jednoclana; oznadimo s k njenu mjesnost, a s ¢ = (¢1,...,cx) jedini njen
element. Tada po definiciji jednakosti k-torki vrijedi

R(X) <= Xe{C} <= X=C<+= X1 =C1 A AXy =Cx, (2.62)

a svaki pojedini konjunkt (x; = ¢;) predstavlja primitivno rekurzivnu relaciju, karakteristi¢ne
funkcije x- o (I¥,Ck ), primitivno rekurzivne po korolaru 2.42, propoziciji 2.21 i definiciji 2.15.
Dakle R je primitivno rekurzivna po propoziciji 2.44. [

Korolar 2.48: Svaka konacna brojevna relacija je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Odmah po propoziciji 2.44 i lemi 2.47, jer je {C1,C2,...,¢1} = UL {Ci}. O

Propozicija 2.49: Neka je k € N,, neka je G* (primitivno) rekurzivna funkcija te F* totalna
funkcija koja se podudara s G u svima osim kona¢no mnogo to¢aka. Tada je i F (primitivno)
rekurzivna.

Naglasimo, totalnost funkcije F je esencijalna. Izbacivanjem vec jedne tocke iz D¢ dobit
¢emo funkciju koja nije primitivno rekurzivna, po kontrapoziciji propozicije 2.19.
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Dokaz. Po pretpostavci, skup {x € N* | F(X) # G(X)} je konadan: oznad¢imo mu sve elemente
(recimo, poredane leksikografski) s ¢q,¢,,...,C¢;. Ako je taj skup prazan, tada je F = G pa je
(primitivno) rekurzivna po pretpostavci. Inace je

F(E]), 72=61 C]E(el)(;(), 726{6]}

FR)={ = = N (2.63)
F(), x=¢& |CE (%), xe{ci}

G(X), inace G(x), inace

dakle F je dobivena grananjem iz funkcija C‘;(Ei) (primitivno rekurzivnih po propoziciji 2.21,
jer je F(¢i) € N zbog totalnosti od F), funkcije G (primitivno) rekurzivne po pretpostavci
propozicije, i iz uvjeta {¢;} primitivno rekurzivnih po propoziciji 2.47. Po teoremu 2.46, F je
takoder (primitivno) rekurzivna. O

Sada napokon mozemo formalizirati intuiciju lookup-tablice, koja kaze da su funkcije zadane
na konac¢nom skupu izrac¢unljive.

Korolar 2.50: Neka je k € N, te g konac¢na funkcija (D, je konacan skup).
Tada postoji primitivno rekurzivna funkcija F takva da je F|p, = g.

Dokaz. Za F uzmemo g, profirenje funkcije g nulom. Tada se F* i Cf razlikuju samo na
konac¢nom skupu Dg, pa tvrdnja slijedi iz propozicija 2.49 1 2.21. [

2.4.2. Programiranje s ogranicenim petljama

Vidjeli smo da, kao $to kompozicija odgovara slijednom izvrSavanju naredaba u imperativnom
modelu, primitivna rekurzija odgovara ogranicenim petljama. Kad malo bolje pogledamo,
postoji neka vrsta analogije izmedu ta dva pojma.

Kompoziciju koristimo u slucaju staticke granice, najceS¢e vezane uz mjesnost 1, gdje nam je
svih | argumenata zadano eksplicitnim, ¢esto razlicitim, funkcijama. Dakle, prvo specificiramo
le N, i l-mjesnu funkciju H, zatim specificiramo | funkcija Gy, ..., Gy, i tek onda uvrstavamo
ulazne podatke. U tom smislu, 1 nije ulazni podatak, ve¢ parametar konstrukcije: za razlicite
1 (i time razli¢ite H), dobit ¢emo razli¢ite kompozicije, koje se onda mogu racunati s (éak
istim, ako je k konstantan) ulaznim podacima X.

S druge strane, primitivnu rekurziju koristimo u slu¢aju dinamicke granice, najéeS¢e vezane
uz broj koraka izra¢unavanja, gdje su nam y razli¢itih ,argumenata” (npr. konfiguracija)
dobiveni iteracijom jedne te iste funkcije H pocevsi od pocetne konfiguracije dobivene funkcijom
G. Dakle, prvo specificiramo k i k-mjesnu funkciju G, zatim specificiramo jednu (k+2)-mjesnu
funkciju, u koju pored pocetnih ulaznih podataka X uvr§tavamo jo$ i y, redni broj koraka
(prolaza kroz petlju) koji raéunamo.

Na taj nacin, y je kao ,dinamicki 1”: izgubili smo moguénost rada s parcijalnim funkcijama,
ali smo dobili moguénost da broj koraka izratunavanja prenesemo kao ulazni podatak. Slikovito,
pretvorili smo Gi(X) u G(X,1), pa moZemo re¢i da smo ,dignuli supskript” (ili ,spustili
superskript”, ako se radi o mjesnosti) na razinu ulaznog podatka. U ovoj toc¢ki napravit
¢emo nekoliko takvih ,dinamizacija”, za funkcije odnosno familije funkcija koje smo veé
upoznali, kao i za neke koje jo§ nismo ali se svejedno prirodno i ¢esto pojavljuju.
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Primjer 2.51: Jedan primjer smo ve¢ vidjeli: sa staticke strane, za svaki n imamo primitivno

rekurzivnu funkciju Ck takvu da je CK(X) = n, ali za razli¢ite n to su razli¢ite funkcije.

S dinamicke strane imamo primitivno rekurzivnu funkciju I¥*! takvu da je za sve n € N,

IX*1(%,n) = n. lako je I¥*! inicijalna funkcija, najéeice ¢e takve dinamicke funkcije biti
definirane primitivnom rekurzijom (dok je Ck definirana kompozicijom). I ovdje mozemo

,definirati”

i1 (%,0) = C§ (%), Ky +1) = Sc(KH (%)), (2.64)
odnosno 151 = Ck mSco Ikt2, ali I¥*2 nije ni po ¢emu osnovnija od IX*1 (jer su obje inicijalne),
pa nam ta tehnika ovdje ne pomaze. <

Evo malo kompliciranijeg primjera: lema 2.43 kaZe da je za svaki k funkcija add* primitivno
rekurzivna; ako joj damo k brojeva, ili je komponiramo s k izra¢unljivih funkcija, ona ¢e ih
zbrojiti (funkcije ¢e zbrojiti na presjeku njihovih domena). Sada ¢emo promotriti dinamicku
varijantu: operator ) koji za unaprijed zadanu totalnu funkciju G prima broj koji kaze koliko
prvih njenih vrijednosti (u nekom kontekstu) treba zbrojiti.

Napomena 2.52: U ostatku ove tocke dokazat ¢emo Sest rezultata o ograni¢enom programiranju:
neke neposredno primitivnom rekurzijom, a neke kompozicijom, s ve¢ dobivenim funkcijama.
Svi ¢e oni imati isto sucelje: (primitivno) rekurzivnu k-mjesnu funkciju G ili relaciju R,
kontekst X 1 granicu y; te ¢e biti definirani iteracijom po svim i< y.

U primjenama, najcesce Ce granica ovisiti o kontekstu: i < B(X) za neku izracunljivu funkciju
B. To samo znaci da ¢emo primijeniti kompoziciju s B na mjestu zadnjeg argumenta y, $to
ostaje (primitivno) rekurzivno ako je B takva.

Drugo, granica moze biti ukljucena: i < B(X) je ekvivalentno s i < Sc(B(?c)), $to samo znaci
da je granica Sco B, koja je (primitivno) rekurzivna ako je B takva.

I trece, kontekst moze biti prazan: u sluc¢aju k = 1, ulaz za G odnosno R je samo i. Tada je
primitivna rekurzija degenerirana, $to takoder ne smeta jer ona ¢uva primitivnu rekurzivnost
po propoziciji 2.22, a rekurzivnost po korolaru 2.36. <

Lema 2.53: Neka je k € N, te G* (primitivno) rekurzivna funkcija. Tada su (primitivno)

k

rekurzivne i funkcije F¥ i F&, zadane s

Fi (7z>y) = Z G(i» 1)) FZ()Z)y) = H G(*» 1) (2'65)

i<y i<y
Dokaz. Kao $to smo rekli, prirodno ih je zadati primitivhom rekurzijom.
Fqi(%,0):=0 F2(x,0):=1 (2.66)
Fi(x,y+1)=Fi(Xy) + G(X,y) F2(%,y+1):=F2(%,y) - G(X,y) (2.67)

Tada je F; = C¥"'mH (ili T=mH za k = 1), gdje je H(X,y,2z) =z- G(X,y) (primitivno) rekurzivna
pa je i F, takva. Sasvim analogno za F;. [

U uvodnom ucenju programiranja, obi¢no se prije sumiranja nauci brojit: elemente koji
zadovoljavaju neko svojstvo: inicijaliziramo broja¢ na 0, prolazimo kroz sve elemente koji
dolaze u obzir, i za svaki koji zadovoljava svojstvo, inkrementiramo broja¢. Ali kako smatramo
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bool podskupom od N, uz false = 0 i true = 1, brojenje je upravo sumiranje istinitosnih
vriyednosti. Naredbu if uvjet: brojac¢ += 1 moZemo zapisati kao broja¢ += uvjet, ¢ime
algoritam za brojenje postaje obi¢ni algoritam za sumiranje. Formalizirajmo to.

Lema 2.54: Neka je k € N, te R* (primitivno) rekurzivna relacija. Tada je funkcija F* zadana s
F(X,y) =card{ie N|i<yAR(X,1)}, (2.68)
takoder (primitivno) rekurzivna. Skrac¢eno piSemo F(X,y) := (#1i<y)R(X,1).
Dokaz. Prema pretpostavci, karakteristiéna funkcija x§ je (primitivno) rekurzivna. Sada
tvrdnja slijedi iz leme 2.53, jer tvrdimo da vrijedi
(#i<y)R(X,1) = ZXR(i,i). (2.69)
i<y
Doista, za svaki X € N¥, ako skup S := [0+ y) rastavimo na dva dijela,
Si:={ieS|R(X1)} 1 S;:={ieS|-R(x,1)}, (2.70)
tada je Yics Xr(X,1) = Lics, 1 + Xics, 0 = card Sy. O

Jo§ jedan Cest obrazac (pattern) u uvodnim algoritmima je provjera zadovoljava li neki
element zadanog kona¢nog skupa neko zadano svojstvo — ili dualno, zadovoljavaju li ga svi
elementi tog skupa. U nekim modernim programskim jezicima to se ostvaruje kroz funkcije
any i all. Na primjer, ustanoviti je li broj n sloZen moZemo ispitujuéi postoji li d € [2--n)
(ili d [2 . [\/ﬂj]) takav da d | n. Vidimo da je prirodna matematic¢ka formalizacija tog
obrasca ogranicena kvantifikacija, gdje univerzalno ili egzistencijalno kvantificiramo varijable
u nekom uvjetu do neke granice.

Razlog zasto se takav obrazac promatra posebno je moguénost prijevremenog izlaska iz
petlje (shortcircuit evaluation, u ovom sluaju najce$ée realizirana kroz naredbu break),
jer ako provjeravamo postoji li element s nekim svojstvom, znamo da postoji onog trena
kada ga nademo — ne moramo provjeravati ostale elemente. Tako moZemo brze pretrazivati
konac¢ne skupove, a i dobiti odgovor za prebrojive skupove ako je taj odgovor pozitivan. O
ovom drugom fenomenu reci éemo viSe kasnije, kad budemo govorili o rekurzivno prebrojivim
relacijama — a prvi fenomen nas ne zanima, jer se ne bavimo performansama algoritama.

Drugim rijeCima, za nas se ogranicena kvantifikacija svodi na brojenje. Prebrojivsi elemente
do y koji imaju traZzeno svojstvo, takvi postoje ako ih ima pozitivan broj, a svi su takvi ako
ih ima upravo y.

Propozicija 2.55: Neka je k € N, te R¥ (primitivno) rekurzivna relacija.
Tada su takve i relacije P* i Q¥, zadane s

P(X,y) <= (Fi<y)R(x,1), Q(X,y) = (Vi<y)R(x,1). (2.71)

Dokaz. Kao u dokazu leme 2.54, fiksirajmo X i uvedimo oznake S := [0 - y)
te Sg:={ieS|R(X,1)} ¢ S. Sada vrijedi

P(X,y) <= Sr# @ <= cardSg > 0 < (#i<y)R(X,1) e N, te (2.72)
Q(X,y) <= Sgr =S < cardSg = card S <= (#i<y)R(X,1) =y (2.73)
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(za smjer card Sg = card S = Sg = S koristimo rezultat iz teorije skupova da konacan skup ne
moze biti ekvipotentan svom pravom podskupu), pa tvrdnja propozicije slijedi iz leme 2.54,
primjera 2.28 (za P) i korolara 2.42 (za Q). Uo¢imo da je (2.72) dinamizirani (2.55), zbog
veze (2.69) izmedu brojenja i sumiranja. O

Jo$ ne znamo nista o izracunljivosti neograniéene kvantifikacije (projekcije) relacije. Kasnije
¢emo pokazati da postoje izracunljive relacije R Cije projekcije 3,R nisu izracunljive. Kako je
po definiciji 3R = Dr, zakljucujemo da domena izraCunljive funkcije ne mora biti izracunljiva! Sto
se tu to¢no zbiva, objasnit ¢emo u poglavlju 7.

2.4.3. Ogranicena minimizacija
Definicija 2.56: Neka je k € N, te R¥ relacija. Za funkciju F* definiranu s

F(%,y) = pi(i <y - R(X, 1)) = (1l <y) R(%, 1), (2.74)
kazemo da je dobivena ogranicenom minimaizacijom relacije R. <

Napomena 2.57: U (2.74) smo napisali := umjesto :~, jer izraz u sredini uvijek ima vrijednost:
kondicional ¢e sigurno nekada postati istinit, najkasnije za i =y, jer ¢e tada antecedens i <y
postati laZan. Zato ¢e F(X,y) biti najmanji broj i <y koji zadovoljava R(X, 1) ako takav postoji,
a inace ¢e biti F(X,y) = y.

Dakle, F je uvijek totalna funkcija. Stovige, ako je R rekurzivna, F ¢e biti parcijalno
rekurzivna — jer je dobivena (neograni¢enom) minimizacijom relacije P zadane s P(X,y,1) :<
i<y — R(X,1), rekurzivne zbog primjera 2.29 i propozicije 2.41. Ukratko, ograni¢enom
minimizacijom rekurzivne relacije dobivamo rekurzivnu funkciju. <

Dokazali smo da ogranicena minimizacija ¢uva rekurzivnost. Vazno je da ¢uva i premsa-
tivnu rekurzivnost, $to ¢emo sada dokazati. U tom dokazu, naravno, ne mozemo koristiti
minimizaciju, ve¢ ¢emo trazenu funkciju definirati primitivnhom rekurzijom.

Propozicija 2.58: Neka je k € N, te Rk primitivno rekurzivna relacija. Tada je i funkcija F¥
dobivena ograni¢enom minimizacijom relacije R, takoder primitivno rekurzivna.

Dokaz. Za y =0, vrijednost funkcije F je oCito 0O, jer je antecedens kondicionala odmah na
pocetku lazan (0 £ 0) pa je kondicional istinit. Sada pretpostavimo da imamo ve¢ izraéunanu
vrijednost z := F(X,y) (zbog napomene 2.57 je z<y), i pitamo se koliko je F(X,y + 1). Imamo
tri slucaja.

Ako je z <y, to znadi da postoji ,dobar” i <y <y +1 takav da vrijedi R(X,1), i z je najmanji
takav 1, pa je o¢ito F(X,y + 1) takoder jednako z. Primijetimo da ovdje sigurno vrijedi R(X,z).

Ako je z =y, to znaci da ne postoji dobar i<y, pa se pitamo vrijedi li R(X,y). Ako vrijedi,
y je najmanji dobar i<y + 1, pa je F(X,y +1) =y, Sto je opet jednako z. Inace, nismo nasli
dobar i<y+1, paje F(X,y+1)=y+1 uskladu s napomenom 2.57.

Sve u svemu, vidimo da je F = C§~'mH (ili 0mH za k = 1), gdje je H, zadana s

z R(X,z
H(i»yvz) :{ ’ . ( : ) (2‘75)
Sc(y), inace
primitivno rekurzivna po teoremu 2.46 — pa je i F takva. [
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3. Univerzalna izracunljivost

Sada ve¢ mozemo i prilicno komplicirane funkcije dokazati primitivno rekurzivnima. Sljedeéi
veliki zalogaj koji ¢emo uzeti je kodiranje kona¢nih nizova prirodnih brojeva (skupa N*).

Zasto bas to kodiranje? Dva su razloga. Prvo, trebat ¢e nam za opis rada RAM-stroja,
tako da mozemo raditi s konfiguracijama i izraCunavanjima kao s ulaznim podacima. Recimo,
implementirat ¢emo funkciju U koja prima izra¢unavanje koje je stalo i vraéa njegov izlazni
podatak. Ubuduce ¢emo Cesto tako neformalno govoriti: ,funkcija prima izra¢unavanje”, ili
yfunkcija vra¢a RAM-program”, misleéi pritom na kanonsko kodiranje izra¢unavanja odnosno
RAM-programa. Znamo da su RAM-programi konac¢ni nizovi instrukcija, a izracunavanja koja
stanu se takoder mogu pamtiti samo do zavr$ne konfiguracije kao konacni nizovi konfiguracija.
Same pak konfiguracije takoder se mogu pamtiti kao konac¢ni nizovi — vrijednost programskog
brojaca i sadrzaj samo relevantnih registara. Vidjet ¢emo da se mnogi objekti koje ¢emo
zeljeti kodirati mogu prikazati kao konacni nizovi drugih objekata, tako da ako ve¢ imamo
kodiranje tih jednostavnijih objekata, kodiranje N* dat ¢e nam odmah moguénost kodiranja
slozenih objekata.

Drugi razlog je preciznost specifikacije. Kodiranja su zapravo opisana algoritmima, ¢iji izlazni
podaci su prirodni brojevi, a ulazni podaci su nesto drugo osim prirodnih brojeva. Opcenito
moze biti komplicirano specificirati takav algoritam, jer on prakticki po definiciji ne moze
biti formalni algoritam (recimo, RAM-algoritam) — ulazni podaci mu nisu prirodni brojevi,
a da bismo ih prikazali kao prirodne brojeve, trebamo upravo kodiranje koje pokuSavamo
implementirati! Kodiranje N* pruza izlaz iz tog zaCaranog kruga, jer imamo formalizaciju
algoritama koji primaju konacne nizove prirodnih brojeva: za fiksnu duljinu niza (k-torke)
to su jednostavno k-mjesni algoritmi, a za proizvoljnu duljinu niza to su familije algoritama
A* k€N, (i eventualno konstanta A°). Nase kodiranje je upravo takva familija Code*, k € N,,
s konstantom 1 koja igra ulogu Code®. Prvo preciznije definirajmo opéenita kodiranja.

Definicija 3.1: Neka je K neki skup (koji ne sadrZi prirodne brojeve nego neku drugu vrstu
objekata). Kodiranje skupa K je izradunljiva totalna injekcija NK : K — N, kojoj je slika Znx
(skup svih kodova, gledan kao jednomjesna brojevna relacija) rekurzivna, a parcijalni inverz
(lijevi inverz s obzirom na kompoziciju) NK' : N —~ K, s domenom Dy, = Ink, je takoder
izracunljiva funkcija. <

Napominjemo da N i N jesu izra¢unljive, dakle imamo (neformalne) algoritme za njih —
ali to nisu brojevne funkcije, pa te algoritme nemamo u formalnom smislu (recimo, ne mozemo
re¢i ,NK € Comp”). Ipak, moZemo biti precizni u pogledu izracunljivosti skupa Znx: kako je
to obi¢ni podskup od N, dakle jednomjesna relacija, zahtijevamo da njena karakteristi¢na
funkcija bude rekurzivna.

Poku$ajmo jo§ malo preciznije odrediti §to mislimo pod izracunljivoséu funkcija NA i N .
Zamislimo da imamo funkciju g : K — K, za koju Zelimo utvrditi je li izraunljiva. Tada
mozemo na Zyx definirati tzv. prateéu funkciju (tracking function) Ng:= NKogoNK, koja
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uzme kod c, iz njega odredi jedinstveni k € K takav da je NX(k) = ¢, primijeni g na k, a
rezultat (ako je definiran, odnosno ako je k € Dy) kodira natrag funkcijom NK. Prateca je
funkcija uvijek brojevna; ako je izra¢unljiva u nekom smislu (recimo, parcijalno rekurzivna)
i kodiranje relativno kanonsko, prirodno je smatrati funkciju g izra¢unljivom u tom istom
smislu. Primijetimo da NK o go NK ' ne mozemo smatrati simboli¢kom definicijom prateée
funkcije, jer to nije kompozicija brojevnih funkcija. Moramo nekako drugacije, koriste¢i samo
prirodne brojeve, zapisati pratecu funkciju. Ako to uspijemo izvesti za velik broj intuitivno
izrac¢unljivih funkcija g, to je argument za tvrdnju da imamo izracunljivo kodiranje.

Sli¢no mozemo ¢initi za funkcije iz K u N (samo ih komponiramo s N ' zdesna), za funkcije
iz N u K (samo ih komponiramo s NK slijeva — primijetite da su karakteristi¢ne funkcije
posebni slucaj prateéih funkcija, za Nbool(false) := 0, Nbool(true) := 1), pa ¢ak i za razne
,viSemjesne” funkcije iz skupova poput K? x £ x N (gdje je £ neki drugi skup ¢ije kodiranje
NL ve¢ imamo): ulaze dekodiramo (ostavivsi nepromijenjenima ulaze koji ve¢ jesu prirodni
brojevi), primijenimo funkciju te kodiramo rezultat ako je definiran. Puna implementacija
tog principa odvela bi nas u objektno programiranje, gdje je K klasa, ¢ije razne metode
kodiramo na opisani na&in. Cesto medu tim metodama postoji jedna istaknuta surjekcija na
K (ili viSe njih &ije slike ¢ine particiju od K) koju onda zovemo konstruktor, a koordinatne
funkcije njenog inverza (getters ili komponente) sluze kao podloga za sve ostale metode.

Napomena 3.2: U jo$ jednoj stvari budimo precizni: neprebrojive skupove ne mozemo kodirati!
Doista, ako postoji kodiranje kao injekcija s K u N, tada mora biti card £ < cardN = ®y. Ovo
je izuzetno vazno, jer opravdava intuiciju da samo konacni i prebrojivi skupovi imaju totalnu
reprezentaciju: sve njihove elemente mozemo reprezentirati u (po volji velikom) racunalu.
Neegzaktnosti tipa float, i raznih drugih tipova koji bi trebali reprezentirati realne brojeve,
nisu samo tehnicki nedostaci pojedinog standarda (kao §to je IEEE 754): one su fundamentalna
posljedica ¢injenice da R kao neprebrojiv skup nema totalnu reprezentaciju. Kako god
pokusali [Chenl6], ne moZemo u ra¢unalu reprezentirati proizvoljni realni broj — i to nema
veze s ograni¢enom veli¢inom na$ih ra¢unala. Ograni¢enost memorije samo predstavlja razliku
izmedu konacnih i prebrojivih skupova; razlika prebrojivih i neprebrojivih skupova mnogo je
veca 1 njen prijelaz zahtijeva sasvim nove paradigme. <

3.1. Kodiranje konacnih nizova

Sada se mozemo pozabaviti samom implementacijom kodiranja N*. Kako bismo najlakse
kodirali X = (x7,X2,...,Xx) kao jedan prirodni broj, iz kojeg se kasnije mogu ,,izvuéi” pojedini
brojevi x;? U teoriji skupova, za dokaz da je N2 prebrojiv, promatramo injekciju p(x,y) := 2%-3Y
te koristimo osnovni teorem aritmetike (rastav na prim-faktore) da bismo iz p(x,y) natrag
dobili x 1 y. To moZemo prosiriti na proizvoljnu mjesnost jer prim-brojeva ima beskonacno
mnogo: uzmemo ih dovoljno redom po velicini, potenciramo odgovarajuéim eksponentima i
pomnozimo — ali to nije kodiranje skupa N*. Naime, takvo preslikavanje nije injekcija, jer se
primjerice (1,2,0,0) i (1,2) preslikaju u isti broj 2'-32-50.70 =21.32=18.

Ipak, mala modifikacija tog postupka dat ¢e nam kodiranje. Zapravo, jedini problem su nule
u kona¢nom nizu — opisano preslikavanje jest kodiranje skupa N," kona¢nih nizova pozitivnih
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prirodnih brojeva. Sada je jo$ samo preostalo komponirati ga s izracunljivom bijekcijom Sc
izmedu N i N,, 1 dobili smo trazeno kodiranje.

Definicija 3.3: Oznacimo prim-brojeve redom s po :=2, p1:=3, p2:=5, ...
Definiramo () := 1 te za svaki k € N, definiramo

CodeX (X1, X2y« vy Xi) 1= (X1y X2y 0 ey Xge) 1= 2171 X201 pXit] g (3.1)

Time je definirana funkcija (---) : N* - N. To doduSe nije brojevna funkcija jer nema
fiksnu mjesnost, ali ipak mozemo reci da je izra¢unljiva u istom smislu u kojem su visestruko
zbrajanje i mnozenje izracunljive operacije po lemi 2.43.

Propozicija 3.4: Za svaki k € N,, funkcija Code* je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Svaki faktor u produktu (3.1) mozemo prikazati kao kompoziciju potenciranja, kons-
tante, sljedbenika i koordinatne projekcije. Tada kompozicija s mul* daje simboli¢ku definiciju

Code® = mul* o (pow o (C5,Sco I¥), pow o (C,Scol¥),...,powo (CX _,Scolf)), (3.2)
iz koje po propozicijama 2.21 1 2.16, primjeru 2.13 te lemi 2.43 slijedi tvrdnja. [

Simbolicka definicija je napisana kako bi bilo sasvim jasno da nigdje nismo trebali izracun-
ljivost funkcije n ~ p,,. To svakako vrijedi, i trebat ¢e nam kasnije, ali za pojedinu funkciju
Codek dovoljno je znati da postoji barem k prim-brojeva te da su konstante s tim vrijednostima
1zracunljive.

Propozicija 3.5: Preslikavanje (---) : N* — N je injekcija.

Dokaz. Pretpostavimo da su x*, ' € N* takvi da je (X) = (y). Ako je k> 1, tada je k—T¢€N,
pa je (X) djeljiv s px_1, $to (y) nije (px-1 ¢ {pPo,P1,---,P1-1}, pPa ne dijeli njihov umnozak),
kontradikcija. Analogno ne moze biti k < 1 — dakle je k = L.

Za svaki i€ [1--k], tvrdimo da ne moZe biti x; > y;. U suprotnom, kod bi bio djeljiv s p%’_ﬁ],
pa bi nakon dijeljenja lijeva strana bila djeljiva s p;_, a desna ne bi. Analogno se vidi da nije
ni x; <Yj, dakle mora biti x; =y;. Time smo dokazali X = y. ]

Sljedece bismo trebali pokazati da je Z;.., =: Seq rekurzivan skup te da na tom skupu imamo
izrac¢unljivu funkciju koja nam na neki nacin daje originalni X iz kojeg je pojedini kod dobiven.
Za taj dokaz potrebno nam je ponesto teorije brojeva, no prije toga precizirajmo u kakvom
obliku traZzimo na$ inverz.

Naglasimo odmah da trazimo primitivno rekurzivne, dakle totalne funkcije. Njihovo
djelovanje bit ¢e parcijalno specificirano na skupu Seq, iako ¢e se napisani algoritmi modi
izvr§iti na svakom prirodnom broju.

Da bismo odredili konac¢ni niz iz kojeg je dobiven kod c, moramo prvo odrediti njegovu
duljinu. Dakle, trazimo totalnu funkciju lh takvu da za svaki ¢ € Seq, lh(c) bude duljina
konac¢nog niza ciji je ¢ kod. Takvih funkcija ima neprebrojivo mnogo jer je Seq® beskonacan
(recimo, sadrZi sve neparne brojeve vece od 3), a na njemu lh moze djelovati proizvoljno — pa
sigurno postoje i neizra¢unljive takve funkcije. Ipak, dokazat ¢emo da postoji takva funkcija
Ih koja je primitivno rekurzivna.
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Kad smo odredili lh(c) =: k, na prvi pogled imamo tipi¢nu situaciju algoritma s vise izlaza:
od jednog broja c trebamo dobiti k njih, pa bismo u skladu s napomenom 1.1 to trebali
reprezentirati pomocu koordinatnih funkcija part;, parta, ..., party. Ipak, to nema ba$ smisla
jer broj takvih funkcija ovisi o ¢ (po funkciji |h), a osim toga, ponekad ¢e nam trebati i
dinamicki odredeni indeksi. Recimo, kad budemo pisali funkciju U, koja kod izracunavanja
koje stane preslikava u njegov rezultat, bit ¢e potrebno odabrati posljednju konfiguraciju u
kona¢nom nizu. A ¢ak i da imamo izrac¢unljive funkcije part; za sve i, iz toga ne slijedi da
je preslikavanje ¢ ~ partj(.)(c) izracunljivo (pokusajte napisati simbolicku definiciju i vidjet
¢ete u ¢emu je problem).

Sre¢om, ideja dinamizacije i ovdje pomaZe: zapravo ¢emo imati dvomjesnu funkciju part?,
tako da part(c,i) (skracena oznaka c[i]) bude ono §to smo bili nazvali part;,;(c) — pomaknuli
smo indekse za 1 jer Zelimo shvatiti konaéne nizove kao polja (arrays), koja se u veéini
modernih programskih jezika indeksiraju od nule. Bitno nam je da to vrijedi samo za c € Seq
iie[0-lh(c)) — za ostale uredene parove mora biti nekako definirana jer je primitivno
rekurzivna, ali nije nam bitno kako to¢no. Pokazat ¢e se da za ¢ € Seq i i > lh(c) vrijedi c[i] =0,
Sto ¢e biti korisno u jednom trenutku, ali naglasit éemo to kad nam bude trebalo.

Napomena 3.6: Ako za fiksni k € N, promatramo funkciju Code* u jednom smjeru i funkcije
party,...,party u drugom, zapravo modeliramo ono §to jezik C zove struktura (struct) s k
Clanova. C ima strukture kao zasebne tipove podataka prvenstveno jer one mogu sadrzavati
podatke razli¢itih tipova. Kako mi sve kodiramo prirodnim brojevima, to nam neée bitno
trebati. <

Kad smo ve¢ kod programskog jezika C, vjerojatno znate da se polja u njemu najcesce
prenose tako da se u jednom argumentu prenese pokaziva¢ (Sto u naSem slucaju odgovara
kodu), a u drugom, zasebnom argumentu duljina polja. Tada bismo mogli kodirati i bez
sljedbenika u eksponentu, jer bi duljina do koje gledamo ,memoriju” bila posebno zadana.
Ipak, veéina modernijih programskih jezika drZi duljinu zajedno sa sadrzajem spremnika (na
primjer, Python ima ugradenu funkciju len) pa je zato i mi kodiramo tako da ju je moguce
odrediti iz koda.

Funkcije Code* su prikladne ako imamo fiksnu mjesnost i mozemo argumente zadati posebno.
Sto dobijemo ako primijenimo ideju dinamizacije na tu familiju funkcija? Argumenti su
tada zadani nekom funkcijom G te posebni argument y kaze koliko ih ima (usporedite s
to¢kom 2.4.2). Operator koji dinamicki kodira zadani broj vrijednosti neke funkcije zovemo
operatorom povyjests, jer Cesto argument y predstavlja vrijeme, odnosno broji korake u nekom
postupku (konkretno, trebat ¢e nam za brojenje koraka u P-izracunavanju s X).

Definicija 3.7: Neka je k € N, i G* totalna funkcija. Za funkciju F* zadanu s

F()_i,y): <G(72)O)>G(72>1)»"->G()2>y_])> (3'3)
(pocetak je F(%,0) := () = 1) kazemo da je povijest funkcije G i piemo F := G. q
Primjer 3.8: Code(0,2) = ((0,0),(0,1)) = (6,18) = 27 -317 = 148 769467 776. Takoder,

mul(2,1,3) = (mul(2,1,0), mul(2,1,1),mul(2,1,2)) =(2-1-0,2-1-1,2-1-2) =
=(0,2,4) =201 .32*1.5%1 = 2.27.3125 =168750. (3.4)
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Moze biti i k = 1; jedan vazni slucaj je G:=Z. Recimo,
Z(5) =(Z2(0),2(1),2(2),Z(3),Z(4)) = (0,0,0,0,0) =2-3-5-7-11 = 2310. (3.5)

Dakle, funkcija Z je u uskoj vezi s funkcijom tzv. primorijel, definiranom sli¢no kao faktorijel,
osim $to mnoZi samo prim-brojeve. <

Sada bismo htjeli dokazati rezultat analogan onom u lemi 2.53, samo za operator povijesti.
Kao sto smo ve¢ rekli, to ¢e zahtijevati ponesto teorije brojeva.

3.1.1. Potrebni rezultati iz teorije brojeva

Dokazujemo niz rezultata o primitivnoj rekurzivnosti, navodeéi uglavnom samo tockovne
definicije (koriste¢i ograni¢ene sume, produkte, brojenje i minimizaciju) te obrazlazuéi ukratko
manje poznate rezultate iz teorije brojeva koje ovdje koristimo.

Sjetimo se napomene 2.26: Cesto brojevnoteorijske funkcije nisu definirane u nuli, koju zato
zamjenjujemo jedinicom, pisuéi n- za n ako je pozitivan, a 1 ako je n =0.

Propozicija 3.9: Cjelobrojno dijeljenje, zadano s x »y := [yij, kao i ostatak cjelobrojnog dijeljenja
(x mod y), primitivno su rekurzivne operacije.

Prije dokaza napomenimo da je nula problemati¢na u operaciji ~, ali ne i u operaciji mod:
definicija x mod 0 := x uobi¢ajena je u modernoj teoriji brojeva.

Dokaz. Cjelobrojno dijeljenje zapravo je ponovljeno oduzimanje, onoliko puta koliko se moze.
Dakle, za zadane x i y, trazimo najveéi t takav da je t-y < x. Relacija t-y < x jest primitivno
rekurzivna, ali nemamo operator maksimizacije. S razlogom ga opéenito nemamo: ako malo
razmislimo, vidjet ¢emo da ne postoji opéeniti algoritam kojim bismo odredili najveéi broj
s nekim svojstvom, ¢ak ni ako znamo da taj broj postoji, jer nikad ne znamo jesmo li
trazili dovoljno dugo — u svakom trenutku iznad najveceg broja koji smo ispitali postoji jo§
beskona¢no mnogo kandidata, svaki od kojih moze biti trazeni broj.

Srecom, nasa relacija je padajuéa po t: jednom kad t-y < x postane laz, ostat ¢e laz za sve
vece t. Kod takvih relacija, ,prva laz” i ,posljednja istina” su susjedne, dakle moZemo naci
prethodnik najmanjeg t za kojeg vrijedi suprotno.

Ipak, to je neograni¢ena minimizacija, koja neée dati primitivno rekurzivnu funkciju —
mozemo li je nekako ograniciti? Svakako: y- > 1 znaci t-y- >t za svaki t, posebno (x+1)-y- >
x + 1 > x. Dakle, dovoljno je traziti t do x + | — odnosno do x ukljucivo, jer znamo da ¢e
ogranicena minimizacija tada dati x + 1 ako ne pronade nijedan broj s traZenim svojstvom u
zadanom rasponu. Sve u svemu, tvrdimo da vrijedi

X//y:pd((utgx)(t-y >x)). (3.6)

Zay >0, samo trebamo formalizirati navedeni argument: oznacimo z:=x ~ y. Tada je zy <x
(ity<zy<xzasvet<z),a(z+1)y>x,dakle z+ 1 je najmanji t koji pomnozen s y daje
broj veéi od x. S druge stranejez<x~» 1=x, pajez+1<x+1. Ako je z+1<x, tada ¢e
ga ograni¢ena minimizacija u (3.6) naci, a ako je z+ 1 =x+ 1, tada ga nece naci do ukljucivo
x (iskljucivo x + 1), pa ¢e po definiciji vratiti upravo x + 1. U svakom sluéaju vrijednost te
ograni¢ene minimizacije bit ée z+ 1, pa ¢e njen prethodnik biti z = x ~ y, $to smo trebali.
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Za y =0, samo trebamo izracunati lijevu i desnu stranu. Na lijevoj je x » 0 = [%J =X, a na
desnoj je prethodnik minimizacije po t < x, relacije t-0 =0 > x. Ta relacija je uvijek lazna
(nemamo negativnih brojeva), pa minimizacija daje x + 1, a njen prethodnik onda daje upravo
X, kao $to i treba.

Ostatak: tvrdimo da je

xmody=x=x~y-y (3.7)

(redoslijed izvodenja operacija je: ~, pa -, pa ~). Za y > 0 iz teorema o dijeljenju s ostatkom
dobijemo da je ostatak x —z-y (sa z smo oznaéili koli¢nik), a iz provedenog razmatranja se
vidi da je z-y < x, pa se oduzimanje moze ograniciti nulom. Za y = 0 na lijevoj strani pise x, a
na desnoj takoder x = x ~# 0-0=x=x-0=x=-0=x. ]

Korolar 3.10: Djeljivost je primitivno rekurzivna relacija.

Dokaz. Svatko tko je ikad provjeravao djeljivost u programiranju zna kako se to radi:
y|x <= xmody=0. (3.8)

Zaista, za y > 0, postojanje broja z takvog da je z-y = x (definicija djeljivosti) zapravo znaci
dajez=x~y,pajexmody=x=z-y=x=x=0. Udrugom smjeru, ako je x=~x »y-y =0, iz
toga slijedi (kao i prije, vrijedi x » y-y < x) x =x ~ Yy -y, pa postoji z := x ~ y takav da vrijedi
X =z-y, odnosno y | x.

Za y =0, na desnoj strani stoji x mod 0 =x =0, a to stoji i na lijevoj strani jer je jedino 0
djeljiva nulom — ,postoji z takav da je 0-z = x” upravo znaci da je x = 0. [

Korolar 3.11: Skup P svih prim-brojeva je primitivno rekurzivan.

Dokaz. Prim-brojevi imaju tocno dva prirodna djelitelja, a za pozitivne x, svaki djelitelj od x
je manji ili jednak x:

xeP<«= (#d<x)(d|x)=2. (3.9)
Za nulu ¢e tom metodom ispasti da ima jedan djelitelj (samu sebe), a zapravo ih ima beskona¢no
mnogo — ali 1 tako je 0 ¢ P. Sada tvrdnja slijedi iz korolara 3.10 i leme 2.54. [

U ,stvarnom zivotu”, provjera je li x € P odvija se drugacije: nulu, jedinicu i dvojku te sve
ostale parne brojeve odvojimo kao posebne slucajeve, a onda provjeravamo samo neparne
kandidate za djelitelje od 3 do ukljuéivo |/x|. Ipak, to su sve samo praktiéne optimizacije,
koje bitno ubrzavaju algoritam — ostavljajuéi ga doduse u istoj klasi slozenosti. Pocetkom
ovog stoljeca ¢ak je pronaden polinomn: algoritam za provjeru je li zadani broj prim-broj, ali
je uvelike kompliciraniji. Kako se mi ovdje ne optere¢ujemo performansama, trazimo samo
najelegantniji zapis algoritma, a to je bez sumnje (3.9).

Propozicija 3.12: Niz (pi)in (strogo rastuéi niz ¢ija je slika P, tzv. enumeracija skupa P)
je primitivno rekurzivan.

Dokaz. Zapravo trebamo algoritam za funkciju prime', koja svakom broju n pridruzuje p,,
n-ti prim-broj po veli¢ini. Treba nam primitivna rekurzija — i to degenerirana jer definiramo
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funkciju mjesnosti 1. Za inicijalizaciju stavimo samo vrijednost poy = 2, a u koraku trebamo
funkciju nextprime koja prima (n i) pn, i mora vratiti p,,;. Je li ta funkcija izracunljiva?

Kako uopce znamo da je nextprime totalna, odnosno da njome mozemo graditi primitivou
rekurziju? Prim-brojeva ima beskona¢no mnogo: za svaki p,, postoji q € P takav da je q > pn.
Stovige, Pn+1 je prvi takav g, pa ga moZzemo naéi minimizacijom:

nextprime(p) := pq(q e P A q>p). (3.10)

Upravo napisani izraz zapravo kaze da je nextprime! rekurzivna funkcija (parcijalno je rekur-
zivna jer je dobivena minimizacijom konjunkcije dvije rekurzivne relacije, a totalna je zbog
beskona¢nosti skupa P), pa je i prime rekurzivna po korolaru 2.36.

Za primitivnu rekurzivnost, moramo nekako ograniciti minimizaciju, odnosno moramo
sisprogramirati”’ dokaz da je P beskonac¢an. Uzmimo Euklidov dokaz: ako imamo po,P1y--.,Pn €
P, novi prim-broj moZemo dobiti tako da potrazimo prim-djelitelj broja m :=po-p1--pn+1>1.
Aha! Znamo da je djelitelje pozitivnog broja dovoljno traziti do samog tog broja, dakle samo
trebamo primitivno rekurzivno izra¢unati m iz n i p,,. Tu bismo mogli upotrijebiti primorijel
iz primjera 3.8 — konkretno, m = Sc(z(Sc(n))) — ali nazalost jo$S ne znamo da je funkcija
Z primitivno rekurzivna, jer nismo dokazali da povijest ¢uva primitivau rekurzivnost. I to s
razlogom: pokazat ¢e se da za tu lemu treba rezultat koji upravo dokazujemo.

Kako se izvuéi? Spas je u tome da ne trebamo pomocu n i p,, izracunati ba§ m, nego samo
neki broj od kojeg je m manji. lonako necemo traziti njegove prim-djelitelje, nego ¢e nam
on samo posluziti kao gornja granica za trazenje sljede¢eg prim-broja nakon p,. To znaci da
umjesto primorijela mozemo upotrijebiti faktorijel, za koji znamo da je primitivno rekurzivan
(primjer 2.24), a vrijedi pn! > po-P1 - Pn jer je pn! umnozak svih brojeva na desnoj strani i
eventualno jo$ nekih — koji iznose 1 ili viSe, pa ne smanjuju umnozak.

nextprime(p) = (nq <p!+1)(qePArq>p) (3.11)

Dakle nextprime' je dobivena ograni¢enom minimizacijom primitivno rekurzivne relacije do

primitivno rekurzivne granice, pa je primitivno rekurzivna po napomeni 2.52 i propoziciji 2.58.
. . . _ . 2 . g . . . see

A tada je i prime = 2 = nextprime o |5 primitivno rekurzivna po propoziciji 2.22. [

Lema 3.13: Za (n,1) € N2, ozna¢imo s ex(n,i) eksponent prim-broja p; u rastavu broja n- na
prim-faktore. Funkcija ex? je primitivno rekurzivna.

Nula nema rastav na prim-faktore, pa je moramo zamijeniti jedinicom — koja @ma jedinstveni
rastav na prim-faktore: prazni produkt, gdje su svi eksponenti jednaki 0.

Dokaz. Opet, trazimo najveéi broj t takav da p;' | n. Kao i u dokazu propozicije 3.9, ta
relacija je padajuéa po t: jednom kad prestane biti istina, ne moZe ponovo postati istina ni za
koji veci t. Dakle, isti trik (prethodnik najmanjeg elementa komplementa) prolazi. Takoder,
kako je prime rastuca funkcija, imamo n- > pit > pot = 2t > t (Cantorov osnovni teorem za
konacne skupove), pa je t dovoljno traziti do n- iskljuéivo, ili do n jer su za n = 0 ionako svi
eksponenti 0. Sve u svemu, vrijedi

ex(n, 1) := pd((pt < n)(pow(prime(i), t) + 1)), (3.12)

pa je ex primitivno rekurzivna. [
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Pomoc¢u funkcije ex napokon mozemo dekodirati proizvoljni kod konacnog niza.

Propozicija 3.14: Postoje primitivno rekurzivne funkcije lh' i part?, takve da
za svaki X = (x1,X2,...,Xx) € N*, uz oznaku c := (X) te pokratu c[i] := part(c,i) vrijedi:

1. lh(c) = k;
2. za sve i <k, c[1] = xi41;
3. zasveixk, c[i] =0.
Dokaz. Tvrdimo da funkcije zadane s

lh(c):=(#d<c)(dePad|c), (3.13)
c[i] = part(c, i) := pd(ex(c, 1)), (3.14)

zadovoljavaju sve uvjete. Prije svega, primitivno su rekurzivne: |h je dobivena ograni¢enim
brojenjem primitivno rekurzivne relacije do primitivno rekurzivne granice, a part = pd o ex.
Sto se ti¢e tvrdnje 1, prema definiciji lh broji prim-djelitelje od ¢ — a kako je ¢ = (x) =
2x1+1 . 3%+ -~~pfﬁ] te su svi napisani eksponenti pozitivni, ¢ ima to¢no k prim-djelitelja.
Za tvrdnju 2, neka je i < k proizvoljan. Tada je eksponent od p; u rastavu c > 0 na
prim-faktore upravo ex(c,1i) = xi,1 + 1, pa je c[i] = pd(xis1 + 1) = Xi47.
Za tvrdnju 3, neka je i > k proizvoljan. Jedini prim-djelitelji od ¢ su pj,j € [0 - k), medu
kojima nije p;. Dakle (ut <c)(pf+c)=1, pajeex(c,i)=pd(1)=0tejeic[i]=pd(0)=0. O

Funkcija part je parcijalno specificirana samo po c: jednom kad znamo da je c € Seq, sve

vrijednosti c[i] su propisane. Jo§ nam nedostaje dokaz da je Seq primitivno rekurzivna relacija,
no to ce slijediti uskoro.

3.2. Funkcije definirane kodiranjem konacnih nizova

Lema 3.15 (Lema o povijesti): Neka je ke N, i G* (primitivno) rekurzivna funkcija.
Tada je i G (primitivno) rekurzivna.

(Vrijedi i obrat ove leme, ali nam nece biti potreban. Zapravo, i u lemi 2.53 vrijedi obrat za
F;, dok za F; ne vrijedi. Zgodna je vjezba pokusati to dokazati.)

Dokaz. Da bismo zapisali G primitivno rekurzivno pomoéu G, uvrstimo (3.1) u (3.3):
G(X,y) = H pow (prime(i), Sc (G(%,1))). (3.15)
i<y

Ako i-ti faktor u (3.15) oznacimo s H(X, 1), tada je pow o (primeol¥,Sco G) simboli¢ka definicija
od H* kompozicijom iz funkcija za koje je ve¢ dokazano da su primitivno rekurzivne, i funkcije
G koja je (primitivno) rekurzivna po pretpostavci — pa je H (primitivno) rekurzivna. Sada je

G (primitivno) rekurzivna po lemi 2.53. O
Napokon mozemo dokazati primitivnu rekurzivnost slike kodiranja.

Korolar 3.16: Relacija Seq' := Z,.., je primitivno rekurzivna.

3.2. Funkcije definirane kodiranjem konacnih nizova 55



Dokaz. Formalno, definicija slike (totalne funkcije) daje
Seq(c) <= (Ix e N*)(c = (X)), (3.16)

i nacin za odredivanje X je kanonski: pokuSamo dekodirati c. (To funkcionira i opéenito, ali
razlog zasto se rekurzivnost slike navodi kao zasebno svojstvo funkcije kodiranja je u tome sto
ga u slucaju kodiranja nekih drugih objekata mozemo provjeriti formalnije nego na ovaj nacin,
koji opéenito koristi neformalne algoritme.) Dakle, tvrdimo

Seq(c) <= ¢ = part(c, lh(c)); (3.17)

pritom smjer (<) odmah slijedi iz ¢injenice da je svaka vrijednost funkcije oblika G kod
konac¢nog niza.

Za smjer (=), pretpostavimo da je ¢ = (X) za neki X = (x1,X2,...,Xx) € Nk c N*. Tada je
prema propoziciji 3.14(2),

W(CJh(C)) = (C[O])C[]]a .. .,C[|h(C) - ]]> =

= (X0+1y X141y - -y Xih(e)-1+1) = (X1, X2, ..., Xi) = (X) =c. (3.18)

Za c = () =1, takoder vrijedi part(1,lh(1)) =part(1,0) = () =1 =c.

Sada primitivna rekurzivnost slijedi na uobi¢ajeni nacin: prema propoziciji 3.14 funkcija
part je primitivno rekurzivna, prema lemi 3.15 je tada i part primitivno rekurzivna, a onda
j€ Xseq = X< © (I} yparto (17, Ih)) simbolicka definicija karakteristicne funkcije od Seq, iz koje se
vidi da je ona primitivno rekurzivna. O

Time smo u potpunosti opisali kodiranje skupa N*, koje ¢emo kasnije koristiti na brojnim
mjestima. Sto mo¥emo njime? Rekli smo da nam kodiranje omoguéuje rad s kodiranim
skupom kao klasom, gdje konstruktori i komponente ¢ine podlogu za sve ostale metode.
Striktno, ulogu konstruktora za N* igra familija funkcija Codek,k € N,, dinamizirana kroz
operator povijesti, a ulogu komponenata funkcije |h i part. Ideju da sad sve metode klase N*
mozemo napisati pomocu tih funkcija, mozemo shvatiti kao da je N* apstrakin: tip podataka,
¢ija konkretna implementacija (umnoZak prim-brojeva potenciranih sljedbenicima elemenata
niza) nam nije bitna, dok god koristimo (---) odnosno = te |h i part prema njihovoj specifikaciji.
Pogledajmo jedan primjer.

Primjer 3.17: Konkatenacya je preslikavanje concat : N* x N* - N*, zadano s

COTLCCLt((X1,X2,. . -»Xk)) (yl»yza“ -)yl)) = (XHXZ) o -)Xk)yhyZ)---)yl)' (3'19)

Pomalo neprecizno, ali sasvim jasno, piSemo concat(x*,y!) := (X,y). I ubuduée é¢emo smatrati
da su takvi konstrukti ,spljosSteni” na jednu razinu — duljina od (X,y) nije 2, ve¢ k+1. To
smo zapravo ve¢ koristili svaki put kad smo napisali npr. f(X,y). 4

Prateca funkcija Nconcat definirana je samo na SeqxSeq, ali u svrhu primitivne rekurzivnosti,
to shva¢amo kao parcijalnu specifikaciju. Takoder, njeno primitivno rekurzivno prosirenje
Cesto piSemo infiksno kao operaciju *.
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Lema 3.18: Postoji primitivno rekurzivna operacija * takva da za sve X,y € N* vrijedi

(x) * (y) = (x,9)- (3.20)

Dokaz. Zapravo, operator povijesti nam daje mogucénost pisanja ,tockovne definicije” Zeljenog
konac¢nog niza: samo kazemo koju duljinu Zelimo i zadamo funkciju koja propisuje elemente.
Konkretno, ovdje za duljinu Zelimo zbroj duljina od X 1 od y — a ako operande od * oznaimo
s x iy, prvih k := |h(x) elemenata trebaju biti dobiveni pomoc¢u part iz x, a preostali elementi
iz y (s indeksima pomaknutima za k).

Preciznije, definirajmo funkciju G3 to¢kovno po slucajevima:

(i, i<lh(x)
o= {y[i; h(x)], inate (321)
1 pomocu nje
x *y = G(x,y,h(x) + lh(y)). (3.22)

Sada sigurno vrijedi da je x *y € Seq (jer je vrijednost funkcije dobivene povijescu), vrijedi
t:=lh(x*y) =lh(x) + lh(y) te za svaki i < t vrijedi (x *y)[i] = G(x,y,1). Kako kod kona¢nog
niza concat(x,y) ima sva ta svojstva, kodiranje je injekcija, a kona¢an niz je jednoznacéno
zadan svojom duljinom i elementima, zaklju¢ujemo da je x * y upravo (concat(x,y)) = (X, y).

Jednadzbe (3.21) i (3.22) mogu posluziti kao tockovna definicija od G i * za sve x i y, ne
samo za one iz Seq — 1 iz toga slijedi primitivna rekurzivnost funkcije G po teoremu 2.46
(primitivno rekurzivna verzija), a onda i funkcije G po lemi 3.15, pa tako i operacije » dobivene
iz nje kompozicijom. O

Zanimljivo je da smo koristili samo javno sucelje kodiranja konacnih nizova — isti dokaz
funkcionira za liste u Pythonu, koje sigurno imaju drugaciju implementaciju:

>>>x, y=[2, 5, 8], [0, 3]
>>> [x[i] if i<len(x) else yl[i-len(x)] for i in range(len(x)+len(y))]
[2, 5, 8, 0, 3]

3.2.1. Primitivna rekurzija kroz prostor i vrijeme

Primitivna rekurzija nam omoguéuje pisanje ograni¢enih petlji koje prate jedan podatak. Sto
ako ih Zelimo pratiti viSe, recimo |l njih? U napomeni 1.1 rekli smo da ¢emo viSe izlaznih
podataka reprezentirati kroz viSe nezavisnih algoritama, i ponekad se to doista moze rastaviti:
recimo, ako trazimo kumulativni zbroj i umnozak nekog niza, moZemo prvo naéi zbroj pa
onda umnozak, zasebnim primitivnim rekurzijama. No kod kompliciranijih rekurzija algoritmi
viSe nisu odvojivi, jer je zamislivo da sljedeCe vrijednosti svih 1 podataka ovise o prethodnim
vrijednostima svih njih.

Vazna situacija u kojoj se taj fenomen pojavljuje je simulacija kompliciranih (npr. univer-
zalnih) modela izrac¢unljivosti, primitivnom rekurzijom kroz vrijeme. Recimo, u RAM-stroju
moramo pratiti registre i programski brojac¢. Stanje registara u koraku n + 1 ovisi o stanju
registara u koraku n, ali ovisi i o tome koja se instrukcija izvrSava, §to (za fiksni program)
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ovisi o vrijednosti programskog brojaca. Vrijednost pak programskog brojaca u koraku n + 1
definirana je po slucajevima: najceSce je sljedbenik te vrijednosti u koraku n, ali pri izvrSavanju
instrukcije tipa DEC ovisi i o stanju registra na koji ta instrukcija djeluje, u koraku n.

Takva ovisnost zove se simultana primitivna rekurzija, jer moramo simultano ra¢unati svih
1 vrijednosti — ali kodiranje N* (zapravo samo N') omogu¢uje nam da je implementiramo
pomodu obi¢ne primitivne rekurzije: umjesto 1 vrijednosti d! pratimo jednu vrijednost (a).
Slikovito, pratimo jedan struct s | ¢lanova.

Propozicija 3.19: Neka su k,1 € N, te neka su G¥, G, ..., GF i Hi+t+1 RHistel o Hketed
(primitivno) rekurzivne funkcije. Tada su funkcije F¥*!, F5*1, ... FF*! zadane s

Fi(%,0) = Gi(X), (3.23)

Fi(7z>y + 1) = Hi(i)l.% Fl (72,1_,]), FZ(&U)» ceey Fl(%y))r (3'24)

za sve i€ [1--1], takoder (primitivno) rekurzivne.

Dokaz. Kao s$to smo veé rekli, cilj nam je primitivhom rekurzijom prvo dobiti funkciju
F := Codel o (Fy,F3,...,F), iz koje ¢emo onda dobiti svaku F; kompozicijom s funkcijom part.
Inicijalizacija: iz (3.23) imamo

F(X,0) = (F1(X,0),...,Fi(%,0)) = (G (X),...,Gi(X)) = G(X), (3.25)

te je G = Codetl o (Gy,...,G;) (primitivno) rekurzivna kao kompozicija takvih.
Korak: iz (3.24) je

F(x,2y+1)=(F1(X,y+1),...,Fi(X,y+1)) =
= (Hi (%, 9, F1(%,9), ..., Fi(%, 1)), - .., Hi(%, 9, F1 (%, 9), - . ., FL(%, 1)) =
= (Hi1(X%,y,F(X,9)[0],...,F(X,y)[L - T]),..., (%, y, F (X, y)[O], ..., F(X,y)[L - 1]))
= H(X,y,F(%,y)) (3.26)

te je H (primitivno) rekurzivna kao kompozicija funkcija Code!, H;, part, konstanti C5*' do
Ck+!, 1 koordinatnih projekcija.

Jednakosti (3.25) i (3.26) kazu nam da je F = GmH, dakle funkcija F je dobivena primitivnom
rekurzijom iz (primitivno) rekurzivnih funkcija, pa je i sama (primitivno) rekurzivna.

A onda je za svaki i € [1--1], funkcija F; zadana s Fi(X,y) = F(X,y)[i - 1], simbolicki
F; = parto (F,Ck). To znati da su sve F; dobivene kompozicijom iz (primitivno) rekurzivnih
funkcija F, part i konstanti, pa su (primitivno) rekurzivne. ]

Napomena 3.20: Gdje se u tockovnoj definiciji pojavljuje sintaksno isti izraz viSe puta, uvodit
¢emo pokrate koje ¢e nam omogucéiti da kompliciranije izraze zapiSemo laksSe i preglednije.
Recimo, mogli bismo zapisati (3.26) u obliku

H(X,y,2) := (H1(d), H2(d), ..., Hi(d)),
uz pokratu d := (X,y,z[0],z[1],...,z[L-1]).
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Treba napomenuti da je to samo kraci zapis za (3.26), ne uvodenje pomoénih funkcija — jer
tada bi d kao funkcija trebala imati viSe izlaznih podataka te primati kontekst X, y i z kao
argumente, Sto bi unistilo dobar dio kratkoce zapisa.

Analogija u programskom jeziku C je koriStenje preprocesora (#define). Na neki nadin,
uvodimo ,makroe” u funkcijski jezik, ali ih ne¢emo formalizirati jer nam necée biti potrebni
tako Cesto, ne¢emo uopce koristiti makroe s parametrima (koje C-ov preprocesor podrzava),
a ,graficko” uvrstavanje izraza na odredena mjesta u veCem izrazu nije pretjerano zahtjevna
operacija — samo smanjuje preglednost, koja je zapravo jedina motivacija za uvodenje
pokrata. <

Dokazali smo da je moguce u primitivnoj rekurziji simultano graditi 1 funkcija, tako da
svaka sljedeca vrijednost ovisi ,prostorno” o prethodnim vrijednostima razli¢itih funkcija. Sto
dobijemo ako pokuSamo dinamizirati taj 1? Dobit éemo funkciju koja ovisi o povijest: neke
druge funkcije, no najzanimljiviji je slucaj kad ovisi ,vremenski” o povijesti same sebe — kad
je definirana rekurziyjom s poviyjeséu, koja moze koristiti ne samo neposredno prethodnu
vrijednost, nego sve ranije.

Matematicki, ako obi¢na primitivna rekurzija odgovara obi¢nom principu matematicke
indukcije — gdje u dokazu p(n + 1) smijemo koristiti p(n), ali jo§ moramo zasebno dokazati
bazu p(0) — tada rekurzija s povijeS$¢u odgovara principu jake indukcije — gdje u dokazu
p(n) smijemo koristiti p(m) za sve m < n, a ne trebamo odvajati bazu kao zasebni slucaj: za
n =0 ionako nema pretpostavki p(m) koje bismo mogli koristiti.

Propozicija 3.21: Neka je k € N, te G* (primitivno) rekurzivna funkcija. Tada je i funkcija FX,
zadana s

F(X,y) := G(%,F(%,y)), (3.27)
takoder (primitivno) rekurzivna.

Po Dedekindovu teoremu rekurzije (pogledajte [VukTS15, str. 60] za detalje; F(X,y) ovdje
kodira ¢|,) za svaku totalnu funkciju G* postoji jedinstvena (totalna) funkcija F* koja
zadovoljava jednadzbu (3.27). Zato u njoj moZemo pisati simbol :=, odnosno reci da je F
definirana rekurzijom s povijeScu.

Dokaz. Ideja je sli¢na kao u dokazu propozicije 3.19, samo umjesto kodiranja fiksne mjesnosti
Code! imamo dinamicki operator povijesti. Dakle, trebamo dobiti F primitivnom rekurzijom
(degeneriranom u slu¢aju k = 1). Inicijalizacija: svaka povijest poéinje kodom praznog niza,

F(%,0)=()=1. (3.28)

Za korak, moramo izraziti F(X,y + 1) pomo¢u X, y i z := F(X,y) — iako ,kontrolnu varijablu” y
zapravo i ne trebamo jer je uvijek moZemo dobiti kao Ih(z). Kao $to smo, primjerice, operator
> mogli dobiti iteriranjem operacije + (2.67) na pocetnoj vrijednosti 0 (2.66), tako operator
= moZemo dobiti iteriranjem operacije * na pocetnoj vrijednosti (). Dakle, vrijedi

E(;Q»y + 1) = E(;Q»y) * (F()_i,y)) = E(Sé)U) * <G(§)E(§>y)))1 (3'29)
odnosno
H(X,y,z2) ::Z*Code1(G(i,z)). (3.30)
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Sada je funkcija H (primitivno) rekurzivna prema lemi 3.18 i propoziciji 3.4, pa je i F= CkTmH
(primitivno) rekurzivna jer je dobivena primitivnom rekurzijom iz (primitivno) rekurzivnih
funkcija (za k = 1 to je degenerirana primitivna rekurzija F = 1 = H, pa je F (primitivno)
rekurzivna po propoziciji 2.22 odnosno po korolaru 2.36). Prema (3.27) je F dobivena
komporzicijom iz G, F i koordinatnih projekcija, pa je i ona (primitivno) rekurzivna. ]

3.2.2. Primjeri koristenja rekurzije s povijescu
Primjer 3.22: Poznata funkcija definirana rekurzijom s povijes$¢u je Fibonaccijev niz:

Fib(n):=n, za n<2; (3.31)
Fib(n) := Fib(n - 1) + Fib(n - 2), inace. (3.32)

DokaZimo da je Fib! primitivno rekurzivna. Po propoziciji 3.21, dovoljno je naéi primitivno
rekurzivnu funkciju G koja prima povijest p := ﬁb(n) (kod prvih n vrijednosti Fibonaccijeva
niza) te vraca sljede¢u vrijednost Fib(n). Kao $to smo rekli, n uvijek moZemo dobiti kao
lh(p). Pomocu njega moZemo i napisati pomoénu funkciju za indeksiranje ,s kraja” (moderni
programski jezici C¢esto dozvoljavaju indeksiranje s kraja pomocu negativnih indeksa, ali mi
nemamo negativne brojeve pa éemo upotrijebiti drugu funkciju):

rpart(c,i) := {c[lh(c) =Se(®)], i<lh(e) : (3.33)

, inace
Sada tockovna definicija od G glasi:

o) = {Ih(p), h(p) <2

(3.34)
rpart(p,0) + rpart(p,1), inace

Prema teoremu o grananju (primitivno rekurzivna verzija), funkcija rpart, pa onda i funkcija
G, je primitivno rekurzivna, a tada je Fib primitivno rekurzivna po propoziciji 3.21, jer je
dobivena rekurzijom s povijeséu iz G. q

Iako smo rekurziju s povijes¢u uveli koriste¢i funkcije, promatranjem karakteristi¢nih
funkcija dobivamo analogni rezultat i za relacije. Ugrubo, ako pri utvrdivanju vrijedi li R(X,n)
koristimo samo istinitosti R(X, m) za m < n, na neki nacin koji ¢uva (primitivnu) rekurzivnost,
tada je i R (primitivno) rekurzivna. Evo jednog vaZnog primjera, koji ée takoder posluZiti
kao uvod u sljedec¢u tocku, pokazujuéi da se mogu kodirati razni objekti — ne samo konacni
nizovi prirodnih brojeva.

Primjer 3.23: Kodiramo formule logike sudova: propozicijsku varijablu P; kao (0, 1), negaciju
- kao (1,u) gdje je u kod od ¢, a kondicional (¢ — V) kao (2,u,v) gdje su u i v kodovi od
@ 11 redom. Ostali veznici se mogu dobiti pomoéu negacije i kondicionala na dobro poznat
na¢in: pogledajte [VukMLO09]. Recimo, kod varijable P, je (0,0) = 2" -3' = 6, a kod formule
(PO - Po) je

(2,6,6) =2%.37.57 =1366875000. (3.35)

Ovakva vrsta kodiranja, gdje se tip zapisuje na pocetku kao element nekog pocetnog komada
od N (tzv. enum), a nakon njega ostali podaci ili kodovi (koji odgovaraju pokazivacima na
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podatke kod rekurzivno definiranih struktura), ¢esta je u ra¢unarstvu. U imperativnim
jezicima (Pascal, Ada, ...) obi¢no se koristi pojam wvariant record, a u funkcijskima (Haskell,
Scala, ...) pojam algebraic data type. Recimo, u Haskellu bi deklaracija tog tipa izgledala
ovako:

data PF = PropVar Integer | Not PF | Implies PF PF (3.36)

1 reprezentacija elementa takvog tipa u memoriji ra¢unala bila bi vrlo sli¢na kodiranju koje
smo mi napravili. Jo§ jedan primjer, koji nije rekurzivno zadan pa ne treba ,pokazivace”,
vidjet ¢emo na pocetku sljedeée tocke.

Moze se vidjeti da je to kodiranje injekcija, jer je kompozicija dvije injekcije: prva se
dobije tako da ,zamijenimo Siljate zagrade oblima”, pa dobijemo elemente od N*, a druga
je kodiranje N*. Ova druga je injekcija prema propoziciji 3.5, ali zasto je prva injekcija?
Ako su dvije formule razli¢itih tipova (recimo, jedna je propozicijska varijabla, a druga
negacija), preslikavaju se u konac¢ne nizove s razli¢itim prvim elementom. No ako su istog tipa,
zapravo trebamo provesti neku indukciju po slozenosti formule da bismo dokazali injektivnost.
(PokuSajte — to je dobra vjezba.) Uostalom, i sama definicija je rekurzivna po izgradnji
formula: recimo, u kodiranju - pretpostavljamo da ve¢ imamo kod od ¢.

PokuSajmo sada dokazati da je slika tog kodiranja (nazovimo je PF) primitivno rekurzivna.
Karakteristicnu funkciju te slike, xpr, definirat ¢emo rekurzijom s povijes¢u. Kao i prije,
trebamo naéi primitivno rekurzivnu funkciju G koja prima povijest Xpr(n) i vraca je li n
kod formule logike sudova. Kako vraca 0 ili 1 (bool), G moZemo shvatiti kao karakteristicnu
funkciju: G = xg, gdje je

R(p) <= ,n:=lh(p) je kod neke formule logike sudova”. (3.37)

Dakle, pretpostavimo da imamo n i razmislimo kako bismo odlucili je li kod neke formule
— propozicijske varijable, ili negacije, ili kondicionala. Prvi disjunkt moZemo napisati kao
JFi(n =(0,1)), $to nije dovoljno dobro jer je kvantifikacija neograni¢ena. Kako je ograni¢iti?
Klju¢no je da je svaki element konacnog niza manji od koda tog niza:

X <x+ 1< 2 =y i g () I () = (ki) (3.38)

1

Dakle, ako postoji takav i, on je sigurno manji od n, pa prvi disjunkt moZemo napisati u
obliku ograniéene kvantifikacije (3i <n)(n =(0,1)), $to je primitivno rekurzivno.

Za drugi disjunkt, opet moZemo napisati Hu(n =(l,u) A PF(u)), 1 kao i prije mozemo
ograni¢iti kvantifikaciju na (Ju < n), ali $to éemo s rekurzivnim pozivom PF(u)? Njegovu
istinitost izvucéi éemo iz povijesti p, u kojoj su zapisane sve vrijednosti karakteristi¢ne funkcije
Xpr na brojevima manjim od n. Dakle, drugi disjunkt je

(Fu<n)(n=(l,u)ap[u]=1), (3.39)

$to je primitivno rekurzivno. Analogno bismo dobili i treéi disjunkt (s dvije ogranicene
kvantifikacije), primitivno rekurzivan dvostrukom primjenom propozicije 2.55 (i brojnih
drugih rezultata koji pokazuju da je kvantificirana relacija primitivno rekurzivna).

Tada je R primitivno rekurzivna kao disjunkcija tri primitivno rekurzivne relacije (pro-
pozicija 2.44), §to znacdi da je njena karakteristi¢na funkcija G = xg primitivno rekurzivna.
I za kraj, prema propoziciji 3.21, xpr je tada primitivno rekurzivna, dakle PF! je primitivno
rekurzivna relacija. <
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3.3. Kodiranje RAM-modela izracunljivosti

Napokon imamo dovoljno alata da mozemo pro¢i kroz toc¢ku 1.3 i sve bitno u njoj kodirati
prirodnim brojevima. Tako ¢emo dobiti moguénost simulacije rada RAM-stroja primitivno
rekurzivnim funkcijama, a time i parcijalnu rekurzivnost RAM-izracunljivih funkcija. Krenimo
redom: prvo su na redu RAM-instrukcije.

Dok jo$ nije dio RAM-programa, instrukcija ima samo tip (INc, DEC ili GO TO) te, ovisno o
tipu, adresu registra na koji djeluje, i/ili odrediste (na koje zasad nema nikakvih uvjeta). Pos-
ljednje dvoje vec jesu prirodni brojevi, a tip instrukcije mozemo kodirati na nacin standardan
za konacne skupove: fiksiramo neki poredak. Konkretno, uzet ¢emo kodiranje koje preslikava
INC — 0, DEC —~ 1 1 GOTO +~ 2, kao da smo deklarirali

enum ins_type { INC, DEC, GOTO }; (3.40)

u programskom jeziku C — time smo dobili injekciju s Ins u N*, ¢ije kodiranje ve¢ imamo.
Sli¢nu stvar smo ve¢ napravili manje formalno u dokazu leme 1.7: disjunktifikacija unije
skupova A i B u obliku {0} x Au {1} x B, koju poznajemo iz teorije skupova, upravo odgovara
ovakvom kodiranju.

Definicija 3.24: Za proizvoljnu RAM-instrukciju I, definiramo kod instrukcije NIns(I) =: 'T",
jednadzbama:
"INC R :=(0,j) = codeINC(j) =63,
"DEC Rj, 1" :=(1,j,1) = codeDEC(j, 1) = 60-37 - 51,
‘coTol:=(2,1) =codeGOTO(1) =24-3!,

za sve j,L e N. <

U desnom stupcu napisani su konstruktori kao aritmeticki izrazi, iz kojih se vide neka
njihova brojevnoteorijska svojstva, i kao primitivno rekurzivne funkcije od j i/ili . Injektivnost
kodiranja "---' slijedi iz definicije 1.6 i propozicije 3.5. Da mu je slika Ins := Z-..- primitivno
rekurzivna, mozemo vidjeti standardnom tehnikom ,pokusaja rekodiranja iz komponenti”’, kao
u dokazu korolara 3.16, ili u primjeru 3.23. Komponente j odnosno 1 te tip definiramo kroz
dvije funkcije i tri relacije.

Lema 3.25: Skupovi InsINC, InsDEC i InsGOTO, kodova instrukcija pojedinog tipa,
kao i skup svih kodova instrukcija Ins, primitivno su rekurzivni.

Dokaz. Tvrdimo da je

InsINC(1) <= i = codeINC(i[1]), (3.41)
InsDEC(1) <= 1 = codeDEC(i[1],1[2]), (3.42)
InsGOTO(1) <= 1= codeGOTO(i[1]). (3.43)

Dokazujemo samo (3.41); ostale ekvivalencije su sasvim analogne.

Za smjer (=), ako je i kod instrukcije tipa INC, recimo i = "INC R;’, tada po definiciji 3.24
vrijedi i = codeINC(j) = (0,j), pa je j = (0,j)[1] =i[1] po propoziciji 3.14(2).

Za smjer (<), ocito je i = codeINC(i[1]) = "INC Ri[17’ kod instrukcije tipa INC.

Primitivna rekurzivnost skupa Ins = InsINCulnsDECulInsGOTO slijedi iz propozicije 2.44. [
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Lema 3.26: Definiramo regn(t) kao adresu registra na koji djeluje instrukcija koda t, ako takva
postoji i djeluje na neki registar, a 0 inade. Analogno definiramo dest(t) za odrediste. Funkcije
regn' i dest! su primitivno rekurzivne.

Dokaz. 1z dokaza leme 3.25 odmah se vidi da ako je t kod instrukcije tipa INC, adresa njenog
registra je t[1]. Ako je tipa DEC, adresa registra je i dalje t[1], a odrediste je t[2]. Ako je tipa
co TO, odrediste je t[1]. Koristeéi tu ¢injenicu i teorem o grananju (primitivno rekurzivnu
verziju), odmah piSemo toc¢kovne definicije:

t[2], InsDEC(t)

t[1 InsINC(t) v InsDEC(t
regn(t) :{ 1 _ ®) ®) , dest(t) = {t[1], InsGOTO(t) . (3.44)
0, inace ]
0, inace
Ako bolje pogledamo, napisane jednakosti su ,,obrnuto” napisana definicija 3.24. O

Definicija 3.27: Za proizvoljni RAM-program P := [ t. [, ]tm definiramo kod programa P kao
Pl:=NProg(P) = ("Io, "I1'y..., Tn1'). 4

To je takoder kodiranje, iako bismo za konstruktore trebali napraviti dinamicke generatore
koda (jer ve¢ina programskih konstrukcija koje smo napravili nemaju fiksnu, staticku duljinu),
koji primaju izra¢unljivu funkciju koja za svaki i < n daje kod instrukcije s rednim brojem 1.
To se moze napraviti sasvim opcenito, i vidjeti da su sve konstrukcije programa koje smo
dosad sreli (i koje ¢emo jo$ sresti u nastavku) primitivno rekurzivne, ali dva su razloga zasto
to necemo raditi.

Prvo, makroi kompliciraju stvar: vefinu zanimljivih programa (recimo, one za racunanje
kompozicije, primitivne rekurzije i minimizacije) nismo napisali kao RAM-programe, nego
kao makro-programe. Mogli bismo kodirati makroe kao zaseban tip instrukcija (prirodno
se namece "P*':= (3, P]) kao logi¢an nastavak definicije 3.24) i onda dobiti spljostenje kao
primitivno rekurzivnu funkciju flat' na kodovima, ali ... postoji i drugi razlog, a taj je da je
takvo razmis$ljanje u potpunoj opcenitosti nepotrebno. Kad dokaZemo univerzalnost naseg
modela, vidjet ¢emo da mozemo jednu jednostavnu transformaciju programa — specijalizaciju
— napraviti kao primitivno rekurzivnu funkciju, a sve ostale transformacije pomocu nje.

Primjer 3.28: U dokazu teorema 1.16 napisali smo RAM-programe P,, (1.9) koji racunaju
konstantne funkcije. Za svaki n moZemo izracunati kod tog programa, tako da je preslikavanje
n — P, ! primitivno rekurzivno. Doista, svaka instrukcija u tim programima je INC Ry, s
kodom codeINC(0) = 6, pa je

Pl =(6,6,...,6) [n sestica] = (C5(0),Cs(1),...,Cs(n—1)) = Cs(n). (3.45)

C_; je primitivno rekurzivna po propoziciji 2.21 i lemi 3.15. Isto mozemo dobiti dinamizacijom
ove Sestice kao u primjeru 2.51, ili ¢ak potenciranjem primorijela: [P, = 15(6,n) = (7(n))7 —
vidite 1i zasto? q
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Primjer 3.29: U primjeru 1.25 naveden je RAM-program Q" (1.20), ¢iji je kod

eq:=.Q" =('DEC Ry,2","coTO 0", 'DEC R;,,2", 'DEC R4,6", INC R0 ..., GOTO 9") =
=((1,1,2),(2,0),(1,2,2),(1,1,6),(0,0),(2,3),(1,2,9),(0,0),(2,6),(1,3,12),{0,0),(2,9)) =

= (4500,24,13500, 2812500, 6,648, 1054 687 500, 6, 17496, 395 507 812500, 6,472 392) =

24501 . 325.513501 . 728]2501 .11 7. ]3649_ ]71 054687501 1 97. 231 7497 . 29395507812501 .31 7. 37472393' 4

Injektivnost preslikavanja -} slijedi iz injektivnosti od "---" i (---): dva razli¢ita programa
se razlikuju ili po duljini (pa njihovi kodovi imaju razli¢it |h), ili u nekoj instrukciji, recimo
onoj na rednom broju i (pa njihovi kodovi imaju razli¢it part na mjestu i, jer je kodiranje

instrukcija injektivno).

Lema 3.30: Slika kodiranja RAM-programa, Prog' := Zngrog = {\ P, | P € Prog},
primitivno je rekurzivna.

Dokaz. Za RAM-program treba specificirati da se radi o kona¢nom nizu instrukcija, ¢ija su
odredista (ako postoje) manja ili jednaka duljini programa:

Prog(e) <= Seq(e) A (Vi< Ih(e))(Ins(e[i]) A dest(e[i]) < Ih(e)). (3.46)

Ovdje koristimo ¢injenicu da je dest(t) = 0 ako instrukcija koda t nema odrediste, a uvijek je
0 <lh(e). Marljiva evaluacija od A (odnosno mul?) zna¢i da ée se lh(e) uvijek izracunati, ¢ak i
kad e nije kod kona¢nog niza, ali rezultat itavog izraza ¢e tada sigurno biti false (odnosno 0),
a neemo zapeti u beskona¢noj petlji jer je Ih totalna. Izracunavanje ¢e biti dulje jer nemamo
shortcircuiting, ali izracunljivost se nece promijeniti. [

3.3.1. Kodiranje stanja registara i RAM-konfiguracija

Konfiguraciju RAM-stroja smo definirali kao jednu funkciju, ali zapravo je jasno da trebamo
pratiti dvije odvojene stvari: stanje registara i vrijednost programskog brojaca. Vrijednost
programskog brojaca ve¢ jest prirodan broj pa je ne kodiramo, odnosno kodiramo je identitetom.
Sa stanjem registara imamo viSe posla.

Na prvi pogled, skup svih mogucéih stanja registara ne mozemo uopce kodirati jer je
neprebrojiv: imamo prebrojivo mnogo registara, svaki moze sadrzavati jednu od prebrojivo
mnogo vrijednosti, a RS" = ¢ > Rp. Ipak, definicija 1.9 kaZe da promatramo samo konfiguracije s
kona¢nim nosatem — i to je doista dovoljno. Naime, pocetna konfiguracija (bilo kojeg RAM-
stroja s bilo kojim ulazom) je O na svim registrima osim najvise k ulaznih, a u svakom koraku
izra¢unavanja se nosa¢ moze povecati najvise za jedan element — izvrSavanjem instrukcije
tipa INC na registru ¢iji je sadrzaj bio 0.

Iz teorije skupova znamo da nizova prirodnih brojeva s kona¢nim nosacem ima prebrojivo
mnogo, no kako ih kodirati? Jedna elegantna metoda koristi istu ideju kao za konacne nizove,
samo bez sljedbenika eksponenata. Dakle, za proizvoljni niz prirodnih brojeva s kona¢nim
nosatem (19,T1,72,...,0,0,0,...) definiramo kod kao

{rO)rhrZ)---)O)O)O)---b::Hpiri- (347)

ieN
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Zbog konacnosti nosac¢a samo kona¢no mnogo eksponenata je pozitivno (svi ostali su 0) pa
samo kona¢no mnogo prim-brojeva sudjeluje u produktu.

Vazno je da takvo kodiranje stanja registara ne ovisi o konkretnom RAM-stroju odnosno
programu. Alternativno bismo mogli naéi Sirinu programa mp pa kodirati stanje kao konacan
niz registara do R,,, — ali to bi ovisilo o programu: dodavanje potpuno irelevantnih instrukcija
koje se moZda uopée ne mogu izvrsiti (unreachable code) moglo bi promijeniti kod stanja
registara za isto izra¢unavanje (isti niz konfiguracija) pa kodiranje ne bi bilo funkcija.

Treba nam jedan vaZan konstruktor, a to je pocetna konfiguracija RAM-stroja s ulazom x
(prenesenim preko koda, jer Zelimo imati jednu funkciju za sve mjesnosti).

Lema 3.31: Postoji primitivno rekurzivna funkcija start! takva da za svaki neprazni konaéni
niz X € N* vrijedi start({(x)) = (0,%,0,0,0,...).

Dokaz. Samo treba napisati rastav na prim-faktore:

lh(x)-T

start(x) := Hpﬂ;] = [] pow(prime(Sc(i)), part(x,1)). (3.48)
i=0 i<lh(x)

Sada primitivna rekurzivnost slijedi iz propozicija 3.12 i 3.14, leme 2.53 i primjera 2.13.
Prim-brojevi su pomaknuti jer adrese ulaznih registara poc¢inju od 1. [

Funkcija start nije injekcija: recimo, start((2,1)) = start({(2,1,0,0)) = (0,2,1,0,0,...), od-
nosno start(72) = start(2520) = 45. Ali preslikavanje (---) jest injekcija (kao §to kodiranje i
treba biti), po osnovnom teoremu aritmetike. Takoder po osnovnom teoremu aritmetike, slika
mu je Z,., = N,, primitivno rekurzivna po primjeru 2.28.

Sto se komponenata ti¢e, |h nema smisla, a za indeksiranje sluzi funkcija ex iz leme 3.13.
Doista, ex({ro,T1,...,0,0,...),1) =1y, jer je to upravo eksponent od p; u tom kodu. Koristit
¢emo je za olitavanje rezultata (sadrzaja registra R) iz zavr$ne konfiguracije.

result(c) := ex(c,0) (3.49)

Za samo izvrSavanje instrukcija na registrima, koristit ¢emo mnozenje odnosno dijeljenje
s p; za inkrement odnosno dekrement registra R;. Jasno je da time poveCavamo odnosno
smanjujemo eksponent odgovarajuéeg prim-broja za 1. Konkretno

(Toy Ty e oy =1, T + 1, 1541, T2y -+, 0,0,.0) = (10, 71,4+, 0,0,...) - Pj, (3.50)
i odmah iz toga (za 7; > 0)
(ToyT1ye ey Tty 15 = 1, 1541, T2y - 50,0400 0) = (10, 71,4+, 0,0,...) ~ Pj. (3.51)

Sada mozemo kodirati dokaz leme 1.10: za preslikavanje nextconf koje konfiguraciju RAM-
stroja preslikava u ,sljede¢u” konfiguraciju (u koju ova prelazi), konstruirat ¢emo Nnextconf
kao izra¢unljivu funkciju. Ona ima dva izlaza, pa ¢emo je reprezentirati kroz dvije primitivno
rekurzivne funkcije — koje ¢e primati trenutnu instrukciju I.(»c) kao da ona uvijek postoji, a
zavr$nim konfiguracijama ¢emo se baviti kasnije.
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Lema 3.32: Za proizvoljnu RAM-konfiguraciju ¢, ozna¢imo kod stanja njenih registara s
c[R]:=(c(Ro),c(R1),...). Tada postoje primitivno rekurzivne funkcije NextReg? i NextCount3
takve da za svaku RAM-instrukciju I, i za sve RAM-konfiguracije c i d takve da ¢ ~ d po
instrukciji I, vrijedi

NextReg('I",c[R]) = d[R], i (3.52)
NextCount('I",c[R],c(Pc)) = d(pC). (3.53)

Dokaz. Ozna¢imo argumente s i:= "I" e lns, r:=c[R] e N, te p:=c(pPc) e N.
NextReg treba pomnoziti ili podijeliti (ako je djeljiv) r s pj, ako I djeluje na R; — ili ga

ostaviti na miru, u suprotnom. NextCount treba inkrementirati p ako je I promijenila neki
registar, ili ga postaviti na njeno odrediste ako nije.

r-pj,  InsINC(1) < Up

NextReg(i,1) :={r ~ pj, InsDEC(i) Apj|r «=:Down (3.54)
T, inace
S UpvD
NextCount(i,7,p) := <(p), pyown (3.55)
dest(i), inace
uz pokratu pj := prime(regn(i)) (3.56)

Uvjeti Up i Down su disjunktni jer su ve¢ InsINC i InsDEC disjunktni (i[0] ne moZe istovremeno
biti 0 i 1). Takoder, uvjeti su primitivno rekurzivni, kao i pojedine grane funkcija NextReg i
NextCount, pa su one primitivno rekurzivne po teoremu 2.46.

Za parcijalnu specifikaciju, neka su I i ¢ (odnosno i, r i p) kao na poéetku dokaza. Tvrdimo:
NextReg(i,T) i NextCount(i,r,p) kodiraju konfiguraciju u koju c prelazi po I.

Ako je I tipa INC, recimo I = (INC R;), tada vrijedi Up i pj = prime(j) = p;, pa je v’ =71-pj,
$to prema (3.50) kodira upravo stanje registara nakon izvrSavanja I.

Ako je I tipa o TO, recimo I = (coTo 1), tada ne vrijedi ni Up ni Down pajer'=r, a
p’ =dest(i) =dest('coTo 1") =1, kao $to i treba biti.

Ako je pak I tipa DEC, recimo I = (DEC Rj,1), tada je opet pj = p; te Up ne vrijedi,
a Down < p; | r = c[R] & c(R;) > 0. Ako to vrijedi, p’ =p+ 111 =71~ pj, a inace,
p’ =dest('DEC Rj,1") =1ir’' =7, §to i treba biti po semantici instrukcije tipa DEC. ]

3.3.2. Kodiranje RAM-izracunavanja po koracima

Sada raspolazemo svime potrebnim da bismo kodirali postupak izracunavanja kao niz konfigu-
racija. Konkretno, neka je P* RAM-algoritam te X € N* ulaz za njega. Htjeli bismo konstruirati
izracunljivu funkciju koja prima k € N;, X € N* i P € Prog te vraca niz (c,, )nen koji predstavlja
P-izraCunavanje s X.

Izrazimo taj zadatak preko brojevnih funkcija. Umjesto X i P prenijet éemo njihove kodove
x = (X) € Seq’ :=Seq ~ {()} 1 e := [P} € Prog. Tada ne treba prenositi k jer ga uvijek mozemo
odrediti kao lh(x). No kako vratiti niz? Nizova konfiguracija ima neprebrojivo mnogo, pa
moramo malo modificirati sucelje. Ukratko, nizove vra¢amo ,tockovno” tako da zapravo
vra¢amo njihove ¢lanove, dodavsi indeks u nizu kao jo§ jedan ulazni podatak — a algoritam s
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dva izlazna podatka (kod stanja registara i vrijednost programskog brojac¢a) po napomeni 1.1
shva¢amo kao dva algoritma s istim ulaznim podacima.

Lema 3.33: Postoje primitivno rekurzivne funkcije Reg? i Count3, ¢&ija parcijalna specifikacija
glasi: za svaki RAM-program P, za svaki neprazni konac¢ni niz X, za svaki prirodni broj n,
Reg((X), P},n) je kod stanja registara, a Count((X), .P},n) je vrijednost programskog brojaca,
nakon n koraka P-izra¢unavanja s X.

Y1)

Preciznije, ako je P-izra¢unavanje s X niz RAM- konﬁguracijé (Cn)neNs
tada je Reg((x), P.,n) =cn[R] te Count({X), . P.,n) =cn(PC).

Y1)

Dokaz. To $§to smo razdvojili reprezentaciju izracunavanja na dvije funkcije ne znaci da
ih moZemo racunati odvojenim algoritmima. Prema lemi 1.10 sljedec¢a konfiguracija ovisi
samo o neposredno prethodnoj (izradunavanje je memoryless — kao Markovljev lanac, samo
deterministi¢no), ali o oba njena dijela — i o registrima i o brojacu. To znadi da je prirodni
nacin definiranja tih funkcija simultana rekurzija.

Za nju nam prvo trebaju inicijalizacije, odnosno vrijednosti trazenih funkcija u n = 0. Nakon
0 koraka stanje registara je pocetna konfiguracija s ulazom X, ¢iji se kod moze dobiti iz koda
(x) funkcijom start iz leme 3.31:

Reg((X),€,0) = {(0,x1,X2y...,Xk,0,0,...) =start((xX)), (3.57)
pa za toc¢kovnu definiciju inicijalizacijske funkcije za Reg (gdje je x € N proizvoljan) uzmimo
Reg(x,e,0) := Gi(x, e) := start(x). (3.58)

Inicijalizacija Count je G, := CZ, jer je poletna vrijednost programskog broja¢a uvijek 0.

Prelazimo na korak ra¢unanja. Za njega nam trebaju funkcije HY i H3, koje primaju x i
e, broj ve¢ napravljenih koraka n te stare vrijednosti koda stanja registara r i programskog
brojaa p — a vraéaju nove vrijednosti r’ i p’ redom. Njih dobijemo pomoéu NextReg i
NextCount, s tim da sad moramo voditi racuna i o zavrSnim konfiguracijama, ostavljajuci ih
fiksnima. NextReg to ve¢ ¢ini, jer ako t nije kod instrukcije, (3.54) kaze da je NextReg(t,r) =71
— no za H, ¢emo morati granati.

Hy (Xa e,n,r,p) = NextReg(e[p],r), (3'59)
NextCount(e[p],r,p), P <lh(e)

L (3.60)
P, inace

HZ(X) €,TL,T,P) = {

Funkcije H; i Hy su primitivno rekurzivne po teoremu o grananju 2.46, propoziciji 3.14,
lemi 3.32 i primjeru 2.29. Sada je jasno da su Reg i Count, definirane s

Reg(x, 6,0) =
Count(x,e,0) := Ga(x,e) =0,

Gi( 3.61)
(
Reg(x,e,n+1):=H (x e,n, Reg(x,e,n),Count(x,e,n)),

3.62)
3.63)
3.64)

X, e) = start(x), (
(
(
(

Count(x,e,n+1) :=Hy(x,e,n, Reg(x,e,n),Count(x,e,n)),
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dobivene simultanom primitivnom rekurzijom iz primitivno rekuzivnih funkcija Gy, G, H; i
H, pa su primitivno rekurzivne po propoziciji 3.19.

Dokazimo da doista ispunjavaju navedenu parcijalnu specifikaciju. U tu svrhu, neka je X
neprazni konacni niz, P RAM-program te x i e njihovi kodovi redom. Tvrdnju dokazujemo
indukcijom po broju koraka n. Za n =0, Count(x,e,n) = 0, §to je po definiciji vrijednost
programskog brojaca nakon O koraka izracunavanja. Takoder, iz leme 3.31 slijedi da je
Reg(x,e,0) kod stanja registara na pocetku izra¢unavanja.

Pretpostavimo da je parcijalna specifikacija zadovoljena nakon n koraka i pogledajmo $to
se dogada u (n+1). koraku. Ako je konfiguracija c,, (nakon n koraka) zavrsna, tada je po
pretpostavci indukcije Count(x,e,n) = ¢, (PC) = Ih(e) pa ne vrijedi uvjet grananja u definiciji
H, pozvanoj iz (3.64). Takoder je prema propoziciji 3.14(3) e[lh(e)] = 0 ¢ Ins, §to znaci da
funkcija H; vra¢a nepromijenjen kod stanja registara (ne vrijedi ni Up ni Down u (3.54)). Iz
toga je Reg(x,e,n+ 1) = Reg(x,e,n) i Count(x,e,n+ 1) = Count(x,e,n), sto i treba biti jer je
Cn+l =Cn.

Ako pak c,, nije zavrina, tada je p := c,(PC) < Ih(e) te je i:=e[p] kod instrukcije koja se
izvrSava u (n+ 1). koraku. Tada je po pretpostavci indukcije i lemi 3.32,

Reg(x,e,n+1) = H; (x, e, n, Reg(x, e,n),p) =
= NextReg(e[p], Reg(x, e,n)) = NextReg(i, cn[R]) =cn:1[R], (3.65)

i analogno Count(x,e,n+1) =c,,1(PC), ¢ime je proveden korak indukcije. O

3.3.3. Prepoznavanje zavrsne konfiguracije i Citanje rezultata
Pomoc¢u funkcije Count mozemo detektirati zavrsnu konfiguraciju.
Final’(x, e,n) :<= Count(x,e,n) = lh(e) (3.66)

Zbog X3, .., = X= © (Count,lh o I3), to je primitivno rekurzivna relacija, a za sve P € Prog,
x e N* ineN, Final’((X), P.,n) znaci da je konfiguracija nakon n koraka P-izra¢unavanja s X
zavr$na. Ipak, za proizvoljne (x,e,n) € N3, moze se dogoditi da vrijedi Final’(x, e, n), iako e
uopce nije kod RAM-programa, niti je x kod nepraznog konacnog niza.

Primjer 3.34: Recimo, za x = 100 i e = 10?!7, prvo bismo odredili start(100). Broj 100 ima dva
prim-djelitelja (215), pa je Ih(100) = 2. Iz toga start(100) = 3100[0].5100[1] = (0, 1,0,0,...) =3 =
Reg(100,102'7,0). Dakle, R krece od 1, a svi ostali registri od nule. Count(100,102'7,0) =0
jer pC uvijek krece od nule.

Sada odredimo ,trenutnu instrukciju”: e[0] =216=23-33=(2,2) ="coT0 2" € InsGOTO pa
je Count(100,10217,1) = dest(216) = 2 = Ih(e). Dakle, Final’(100,102'7,1) vrijedi — no nema
smisla re¢i da to reprezentira zaustavljanje nekog izracunavanja, jer ne postoje P € Prog i
X € N* takvi da bi to bilo P-izracunavanje s X. <

Primjer 3.34 pokazuje da trebamo biti oprezni s parcijalnim specifikacijama. Dok su za
primitivno rekurzivne funkcije one ponekad ,nuzno zlo” ili barem ,manje zlo”, za primitivno re-
kurzivne relacije je mnogo prirodnije iskljuciti sve nespecificirane tocke (efektivno, promatrati
presjek s podruéjem specifikacije).

Final(x, e, n) :<= Seq’(x) A Prog(e) A Final’(x, e, n) (3.67)
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Lema 3.35: Relacija Final® je primitivno rekurzivna te je (x,e,n) € Final ako i samo ako je x kod
nekog nepraznog konacnog niza X € N*, e je kod nekog RAM-programa P, a P-izraCunavanje
s X stane nakon najvise n koraka.

Dokaz. Za primitivnu rekurzivnost: jednoc¢lana relacija {()} = {1} je primitivno rekurzivna
po lemi 2.47. Tada je Seq’ := Seq \ {1} primitivno rekurzivna po propoziciji 2.41, a onda i
Final po propoziciji 2.44.

Za specifikaciju, smjer slijeva nadesno, raspetljavanjem definicije od Final(x, e,n) vidimo da
mora vrijediti:

e Seq(x), dakle x = (X) za neki X € N*, jer je Seq = Z;..,;
e x #1=(), dakle X je neprazan, jer je (---) injekcija;
e Prog(e), dakle e = [P_ za neki RAM-program P, jer je Prog = I-...;

e Count(x,e,n) = lh(e), $to prema lemi 3.33 (koju moZemo primijeniti zahvaljujuéi prethod-
nim trima stavkama) znaci da je n-ta konfiguracija u P-izra¢unavanju s X zavr$na — iz
Cega slijedi da ono stane; Stovise, da je prvi indeks zavrsne konfiguracije u izracunavanju
manji ili jednak n.

Zaklju¢ivanjem u suprotnom smjeru lako dobijemo i drugi smjer tvrdnje. [

To je u redu ako ve¢ imamo (kandidat za) n — ali moZemo li izradunati n? Svakako,
minimizacijom: step := pFinal je parcijalno rekurzivna funkcija takva da je step((X), P}) ~
un Final({X), 'P1,n) upravo broj koraka P-izra¢unavanja s X do dolaska u zavr$nu konfiguraciju.
To je definirano samo za izracunavanja koja stanu: HALT := Dg., = 3.Final je dvomjesna

relacija takva da HALT((xX), P]) vrijedi ako i samo ako P-izra¢unavanje s X stane.

Napomena 3.36: Zahvaljujuci oprezu sa specifikacijom prije, sad moZemo biti i precizniji: kad
god e nije kod nekog programa, ili x nije kod nepraznog kona¢nog niza, ne vrijedi Final(x, e, n)
ni za koji n. Dakle, tada (x,e) ¢ HALT, odnosno izraz step(x, e) nema vrijednost. N

Uocite da HALT nismo napisali u ,izracunljivom fontu”, jer nemamo algoritam za racunanje
XHALT- To §to je HALT domena parcijalno rekurzivne funkcije, odnosno projekcija primitivno
rekurzivne relacije, nije dovoljno: ako je (x,e) € HALT, to ¢emo doznati ¢im nademo broj
koraka n — ali ako (x,e) ¢ HALT, to neCemo nikada doznati tim pristupom. Pokazat ¢emo,
StoviSe, da nijedan pristup ne radi za sve parove (x,e), iako u nekim sluéajevima (poput e ¢ Prog)
mozemo utvrditi —-HALT(x, e). Precizno, pokazat ¢emo da skup HALT nije rekurzivan — §to
¢e biti jedan od prvih primjera nepostojanja algoritma za neki problem. No to ¢e morati jos
malo pricekati.

Pozabavimo se sada ¢itanjem rezultata izra¢unavanja (izlaznog podatka algoritma, od-
nosno vrijednosti funkcije koja se racuna na ulaznim podacima). Za HALT(x,e), izraz
Reg(x, e, step(x, e)) ima vrijednost koja kodira stanje registara u zavrsnoj konfiguraciji izracu-
navanja. Za -HALT(x,e), §to ukljuuje i —-Prog(e) i -Seq’(x), taj izraz nema vrijednost. Jo§
treba dokomponirati primitivno rekurzivnu funkciju result iz (3.49), dobivsi

univ(x, e) resuIt(Reg(x, e, step(x, e))), (3.68)
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unwverzalnu funkciju koja preslikava RAM-program i ulaz za njega u rezultat izraCunavanja, i
to ako i samo ako je taj rezultat definiran.

Lema 3.37: Funkcija univ? je parcijalno rekurzivna, i za sve x, e € N vrijedi:

1. Ako je x kod nekog nepraznog konacnog niza X, ako je e kod nekog RAM-programa P
te ako P-izraCunavanje s X stane, tada je univ(x,e) rezultat tog izra¢unavanja.

2. U svim ostalim slu¢ajevima, (x,e) ¢ Dy (izraz univ(x,e) nema vrijednost).

Dokaz. Parcijalna rekurzivnost slijedi iz (3.68), iz primitivne rekurzivnosti koristenih funkcija
result = exo (1],Z) 1 Reg te parcijalne rekurzivnosti funkcije step.

Za tvrdnju 1, pretpostavke kazu da postoji zavrSna konfiguracija u P-izracunavanju s X.
Prema lemi 3.35, to znaci In Final(x, e,n), dakle (x, e) € 3,Final = Dg.,, pa postoji step(x, e) =
Mo, 1 Reg(x,e,np) je kod stanja registara u zavrsnoj konfiguraciji c,,, tog izra¢unavanja.

z:=Reg(x,e,1n0) = cny[R] = {cny (Ro)y Cnp(R1),--.) (3.69)

Sada je univ(x,e) = result(z) = ex({cn,(Ro),.--),0) = c¢ny,(Ro), sadrzaj registra Ry u zavrinoj
konfiguraciji, $to smo i trebali.

Za tvrdnju 2, ako neki od uvjeta nije zadovoljen, prema lemi 3.35 (drugi smjer) ni za koji n
ne vrijedi Final(x, e,n), iz ¢ega (x,e) ¢ Dqep- 1z pretpostavke o marljivoj evaluaciji (2.4) slijedi
da (x, e) ne moZe biti ni u domeni od univ. O

3.4. Kleenejev teorem o normalnoj formi

Funkcija univ je univerzalna, jer moze simulirati bilo koji RAM-stroj, odnosno rac¢unati bilo
koju RAM-izra¢unljivu funkciju, pa time (po teoremu 2.38) i svaku parcijalno rekurzivnu
funkciju. Na neki nacin, univ predstavlja funkcijski interpreter za RAM-stroj, nasuprot
imperativnom kompajleru za simboli¢ke definicije izgradenom u poglavlju 2. No iz tehnickih
1 povijesnih razloga, univerzalna funkcija obi¢no se uvodi malo drugacije.

Htjeli bismo napisati §to jednostavniju ,simbolicku definiciju” univerzalne funkcije. Defini-
cija (3.68) ima nezgodno svojstvo da dvaput koristi x i e, odnosno napisana je kao kompozicija
dvije funkcije, svaka od kojih ovisi o ulaznim podacima. No vanjska funkcija ne mora primati
x 1 e, ako joj unutarnja funkcija posalje zavr$nu konfiguraciju, ili nesto iz cega se ona moze
odrediti. Razlog zasto ih trenutno prima je u tome §to joj unutarnja funkcija poSalje samo broj
koraka, sam po sebi nedovoljan za odredivanje zavrsne konfiguracije. No koriste¢i kodiranje
N*, poslana vrijednost moze biti proizvoljno komplicirana.

Drugo, od osnovnih operatora (o, = i ) moramo koristiti minimizaciju jer univ nije totalna
— ali htjeli bismo je koristiti $to ,kasnije”, tako da $to veéi dio stabla koje predstavlja njenu
simbolicku definiciju bude primitivno rekurzivan. Tehnikama svodenja iz poglavlja 5 moze
se pokazati da minimizacija ne moze biti u korijenu (ne postoji rekurzivna relacija R3 takva
da je univ = nR) — dakle moramo nakon p primijeniti jo§ neki operator. To ne moZe biti =
jer bismo time opet dobili totalnu funkciju, dakle mora biti kompozicija. Najjednostavnija
,normalna forma” koja zadovoljava te uvjete je univ2 = U' o uT3 za primitivno rekurzivne U i
T (U je funkcija, T je relacija).

70 3. Univerzalna izracunljivost



Funkciji U trebamo poslati izraCunavanje — mozemo li ga kodirati prirodnim brojem? Ako
ne stane, teSko: mozZe se ponavljati ciklicki, ali se moze 1 ponasati vrlo komplicirano. Ali
izra¢unavanja koja ne stanu ionako nas ne zanimaju, jer ne Zelimo da U o uT bude definirano
u tom slucaju.

Dakle, promotrimo izra¢unavanje (¢, )nen koje stane. Vidjeli smo da ono mora biti oblika
(COyCly--+yCngyCngyCngs--- ), Edj€ j€ Cn, zavrina, a nijedna c; za i < Ny nije zavréna. Za potrebe
kodiranja, dovoljno je gledati samo kona¢an niz (co,c1,...,cn,) duljine ny + 1, jer se iz njega
beskona¢nim ponavljanjem posljednjeg elementa moze dobiti i ¢itavo izraCunavanje. Za kodirati
pojedinu c;, trebali bismo uracunati i Reg(x,e,1) i Count(x, e, 1), no s obzirom na to da nam je
u zavr$noj konfiguraciji po definiciji poznata ova druga vrijednost (c,,(Pc) = lh(e)) i zapravo
nam treba sadrzaj registra R, pamtit ¢emo samo vrijednosti funkcije Reg. Drugim rije¢ima,
treba nam povijest Reg(x,e,no + 1), to je izra¢unljivo jednom kad imamo n, := step(x, e).

Definicija 3.38: Neka je P RAM-algoritam te X € N* takav da P-izraunavanje s X stane.
Kod tog izra¢unavanja definiramo kao povijest kodova stanja registara, do ukljucivo prvog
indeksa zavr$ne konfiguracije u tom izracunavanju. Za izracunavanja koja ne stanu kod nije
definiran. q

Propozicija 1.12, restringirana samo na izra¢unavanja koja stanu (jer jedino takva znamo
kodirati), moZe se iskazati kao: tromjesna relacija

Trace(fc, P, (cn)neN) <= ,,(Cn)nen je P-izradunavanje s X, koje stane” (3.70)

ima funkcijsko svojstvo. Tada ¢e i T3 := NTrace imati funkcijsko svojstvo. Cilj nam je dokazati
da je Trace izra¢unljiva, odnosno da je T primitivno rekurzivna.

U skladu s napomenom iz primjera 3.17, Trace ¢emo shvatiti kao (k + 2)-mjesnu relaciju,
tako da svaki x; shvatimo kao zasebni argument. To vodi na promatranje familije relacija
T}?Z, k € N, — a jednom kad dobijemo primitivnu rekurzivnost od T, dobit éemo i primitivou
rekurzivnost svih Ty, jer je

T (%, 6,y) <= T((X),e,1), (3.71)

dakle Ty je dobivena iz T kompozicijom s Code¥ i koordinatnim projekcijama.

Primjer 3.39: U primjeru 1.22 je naveden primjer makro-programa Q i Q-izra¢unavanja s (2,4),
koje stane. Kako Q'-izracunavanje s (2,4) prolazi kroz ista stanja registara, mozemo iz (1.17)
izraCunati kod tog izratunavanja (iz definicije 1.20 trebamo zanemariti prijelaze tipa 4, jer oni
ne odgovaraju nikakvim prijelazima RAM-stroja, kao i one tipa 1, jer smo tada ve¢ stigli do
zavrsne konfiguracije):

co := (5625, 1875, 1875, 625,625,625, 125,125, 25,50, 50, 10, 20, 20,4, 8, 8, 8, 8) =
_ 25626 . 31876 . 51876 . 7626 . ]1626 . 13626 . ]7126 6]9 X 679 (372)

Recimo, ¢o[6] = part(co, 6) = pd(ex(co,6)) = pd(126) = 125 = 53 = (0,0,3,0,...), jer nakon 6
koraka Q’-izra¢unavanja s (2,4) u R, bude broj 3, a u svim ostalim registrima broj 0.

Drugi naéin za iskazati to isto je Reg((2,4), Q",6) =(0,0,3,0,...). Ako izraéunamo (2,4) =
23.3° = 1944 i upotrijebimo eq := Q'] iz primjera 3.29, moZzemo napisati i Reg(1944,eq, 6) = 5.
Vidimo da je co povijest funkcije Reg, konkretno T(1944,eq,co) znadi co = Reg(1944,eq,19),
gdje je pd(19) = 18 = step(1944,eq). q
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Funkcija step jest izrac¢unljiva, ali buduéi da nam treba relacija za minimizaciju, koristit
¢emo njen graf Step3 := Gy, kao relaciju iz koje mozemo dobiti njene vrijednosti.
Napomena 3.40: Vazno: ne mozemo napisati n = step(x, e) kao tockovnu definiciju relacije Step
— to bi simboli¢ki glasilo Xstep = X-© (I3, stepo (13,13)), $to nije istina jer te dvije funkcije imaju
razlicite domene: lijeva je totalna, a desna je definirana samo na HALT x N. To je samo jedan
od problema koje imamo s parcijalnim funkcijama, koji su osnovni razlog zasto se drzimo
primitivno rekurzivnih funkcija dok god mozemo: vidjet ¢emo kasnije da opcenito graf (bas
kao ni domena) izra¢unljive funkcije ne mora biti izra¢unljiv. <

Ipak, za totalne funkcije takav rezultat vrijedi, i mozemo ga veé sada dokazati. Prvo strogo
definirajmo graf i dokazimo jednu tehnicku lemu.

Definicija 3.41: Neka je k € N, i f* funkcija. Graf funkcije f je relacija GF*' zadana s
Gi(%,y) =X eDs Ay ~f(X). « (3.73)

U definiciji opéenito ne smijemo napisati y = f(X) umjesto y ~ f(X) jer bi to impliciralo
totalnost od f (pogledajte napomenu 3.40), ali ako je f ve¢ totalna, onda moZemo.

Napomena 3.42: Iz elementarne matematike znamo da je relacija R graf neke funkcije ako i
samo ako ima funkcysko svojstvo: R(X,y71) AR(X,y2) = y1 =y2. Rijefima, ,svaka vertikala
sijeCe graf u najvise jednoj tocki”. <

Lema 3.43: Za svaki k € N,, za svaku funkciju fX, vrijedi 3,G; = Ds i uGs = 1.

Dokaz. Za prvu jednakost, iz X € 3,G; slijedi da postoji y € N takav da je X € Dy i y = f(X).
Specijalno to znaci X € D¢. U drugom smjeru, X € D¢ znadi da postoji f(X) € N, a onda zbog
Gr (X, (X)) vrijedi X € 3,Gs.

Dokazimo sada drugu jednakost. Prva jednakost kaZe da te dvije funkcije imaju istu
domenu (2.34); trebamo jo$ vidjeti da se podudaraju u svim to¢kama te domene. U tu svrhu,
neka je X € Dy. Tada postoji f(X) = yo € N i vrijedi G¢(X,yo). Stovise, zbog funkcijskog
svojstva, ni za koji y # yo ne vrijedi G¢(X,y), dakle skup {y e N|G¢(X,y)} je jednoc¢lan skup
{yo}, pa mu je najmanji element puy G¢(X,y) =yo = f(X). O

Teorem 3.44 (Teorem o grafu za totalne funkcije): Neka je k € N, te f* totalna funkcija.
Tada je G rekurzivan ako i samo ako je f rekurzivna.

Dokaz. Za smjer (=): po pretpostavci, xg, je rekurzivna, dakle parcijalno rekurzivna. Skup
parcijalno rekurzivnih funkcija je zatvoren na minimizaciju, pa je uGs takoder parcijalno
rekurzivna — no ta funkcija je jednaka f po lemi 3.43. Dakle, f je parcijalno rekurzivna, a po
pretpostavci teorema je totalna, pa je rekurzivna.

Za smjer («<): kako je f totalna, uvjet x* € Df = Nk uvijek vrijedi, i f(X) uvijek postoji,
pa (3.73) postaje Gf(X,y) <= y = f(X), odnosno xg, je dobivena kompozicijom iz x_, f i
koordinatnih projekcija. Jednakost i koordinatne projekcije su rekurzivne po korolarima 2.42
i2.35, a f je rekurzivna po pretpostavci, pa je xg, rekurzivna po lemi 2.33. [

Istaknimo da u teoremu 3.44 ne mozemo staviti rije¢ ,primitivno” u zagrade, kao §to smo
¢inili u mnogim rezultatima do sada: postoje rekurzivne funkcije ¢iji grafovi su primitivno
rekurzivni, ali one same nisu primitivno rekurzivne. Ackermannova funkcija, opisana
u [VuklIzrl5, dodatak|, primjer je takve funkcije.
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3.4.1. Kodiranje RAM-izracunavanja jednim brojem

Kako step nije totalna, ne mozemo primijeniti teorem 3.44, ali mozemo neke druge rezultate.
Prema lemi 3.43 je step = uStep, no step je ve¢ definirana minimizacijom primitivno rekurzivne
relacije Final. Relacije Step i Final nisu jednake jer jedna ima funkcijsko svojstvo a druga nema
(¢im vrijedi Final(x, e, o), vrijedi i Final(x,e,n) za sve n > ng), ali mozemo li dobiti jednu
pomocu druge? Final(x,e,n) < (3m < n)Step(x, e, m) znaci da je Final dobivena ograni¢enom
egzistencijalnom kvantifikacijom iz Step, ali nama treba drugi smjer.

Relacija Step(x, e, m) < m = un Final(x, e,n), koju dobijemo doslovnim ¢itanjem definicije
Step = Gstep, Cini se kao dobar pocetak: jedino $to joj nedostaje je totalnost ove minimizacije na
desnoj strani. Taj problem smo veé imali nekoliko puta u tocki 3.1.1 i uvijek smo ga uspjeSno
rjeSavali ograni¢avanjem minimizacije. Postoji li gornja granica za n do koje je dovoljno
provjeravati vrijedi li Final(x,e,n), da bismo znali je li m najmanji takav n? Naravno — to
je upravo m + 1! Odnosno, dovoljno je provjeravati do ukljucivo m.

Lema 3.45: Relacija Step? := G2 je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Kao §to smo upravo rekli, cilj nam je dokazati
Step(x,e,m) <= m = (un < m)Final(x, e,n) (3.74)

— iz toga ¢e onda slijediti primitivna rekurzivnost prema (redom) lemi 3.35, propoziciji 2.58,
napomeni 2.52 1 korolaru 2.42.

Pretpostavimo da vrijedi Step(x, e, m). Tada vrijedi (x,e) € Dsep = HALT 1 m = step(x, e).
Dakle vrijedi Final(x,e,m), i ni za koji n < m ne vrijedi Final(x,e,n), pa je un(n <m —
Final(x,e,n)) = un Final(x, e,n) = step(x, €) = m.

Ako pak ne vrijedi Step(x, e, m), tada negiranjem (3.73) vidimo da ili ne vrijedi HALT(x, e),
ili pak postoji s :=step(x,e), ali je razli¢it (veéi ili manji) od m. Tvrdimo da ni u kojem od
tih slu¢ajeva broj t := (un < m)Final(x, e,n) nije jednak m.

Ako -HALT(x,e), tada ne postoji n takav da vrijedi Final(x,e,n), pa je

t=pn(n<m-1)=pun-(m<m) =pun(n>m)=m+ 1+ m. (3.75)

Ako je s<m, tada je t = s, pa je opet t + m.
Ako je s >m, tada (po definiciji funkcije step) za svaki n < s — pa posebno za svaki n <m
— vrijedi -Final(x,e,n), iz ¢ega opet t=m+1# m. [

Sada se napokon mo#emo pozabaviti relacijama T i Ty, k € N,. Prisjetimo se, one su dobivene
kodiranjem argumenata relacije Trace, prva kodirajuéi ulazne podatke x kao element od N* a
druga gledaju¢i ih zasebno.

Tr(x*, e,y) <= (3P € Prog)(e = [P’ A,y je kod P-izratunavanja s X”) (3.76)
Propozicija 3.46: Za svaki k € N,, relacija Ty je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Kao $to smo veé rekli, prvo ¢emo dokazati primitivnu rekurzivnost relacije T,

T(x,e,y) <= (Ix € N*)(x = (X) A Ting) (%, e,y)). (3.77)
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Tvrdimo da je njena tockovna definicija
T(x,e,y) < Step(x,e,n) Ay = R_eg(x, e,Sc(n)), uz pokratu n := pd(lh(y)).

U jednom smjeru, pretpostavimo da vrijedi T(x,e,y). Tada prema (3.77) i (3.76) postoje
X € N* (njegovu duljinu oznadimo s k) i P € Prog takvi da je x kod od X, e je kod od P, a y je
kod P-izra¢unavanja s X. Po definiciji 3.38, to znali da P-izra¢unavanje s X stane (inace kod
ne bi bio definiran) — odnosno vrijedi HALT(x, e), pa postoji ng := step(x,e) — i y je upravo
povijest stanja registara prvih no +1 (od co do cy,,) konfiguracija u tom izrac¢unavanju.

Iz ny = step(x, e) slijedi Step(x, e,ny), povijest stanja registara opisana je funkcijom Reg, a
upravo smo vidjeli da je lh(y) = Sc(ny). Dakle, ng = pd(lh(y)), Sto se upravo tvrdi u toc¢kovnoj
definiciji.

U drugom smjeru, pretpostavimo da vrijedi tockovna definicija. Tada iz (X, e,n) € Step = Gtep
slijedi (x,e) € Dgep = HALT i 1 := pd(lh(y)) = step(x,e) = (nFinal)(x,e). Specijalno vrijedi
Final(x,e,n), pa je po lemi 3.35 x kod nekog nepraznog kona¢nog niza X, e je kod nekog
RAM-programa P te P-izracunavanje s X stane nakon najviSe n koraka — zapravo u ovom
slu¢aju nakon toéno n koraka, jer je n = step(x,e).

Takoder vrijedi y = Reg(x, e,Sc(n)), dakle lh(y) = Sc(n) > 0. To znati da je y povijest
stanja registara prvih n + 1 konfiguracija, $to je upravo kod tog izracunavanja.

Nazalost, nismo mogli napisati y = R_eg(x, e, Ih(y)), jer bi to zadovoljavao i kod praznog
niza: 1= E(fc, |h(1)) bez obzira na specifikaciju funkcije G i vrijednosti argumenata x. Na
neki nadin, 0 je problemati¢na kao m = lh(y), pa smo umjesto m napisali Sc(pd(m)) =m u
duhu napomene 2.26.

Sada za proizvoljni k primitivna rekurzivnost Ty slijedi iz (3.71). H

Korolar 3.47: Za svaki k € N,, relacija T, ima funkcijsko svojstvo, a projekcija joj je
3, Ty = {(X,e) e N**T | HALT({X),e)} =t Halty. (3.78)

Dokaz. Za proizvoljne X i e, postoji najvise jedan RAM-program P s kodom e ([ je injekcija),
pa onda postoji jedinstveno P-izra¢unavanje s X (propozicija 1.12), a ako ono stane, postoji
jedinstven njegov kod. Ako P ne postoji, ili ako izraCunavanje ne stane, ne postoji nijedan y
takav da vrijedi Ty (X, e,y). Dakle, uvijek postoji najvise jedan takav y, a postoji tocno jedan
takav y ako i samo ako je (X,e) € Halty — $to je upravo tvrdnja koju smo Zzeljeli dokazati. [J

Skupovi Halty, k € N, ¢ine familiju neizracunljivih relacija, svaka od kojih je fiksne mjesnosti
1 predstavlja odredenu ,krisku” univerzalne neizracunljive relacije HALT.

Korolar 3.47 prema napomeni 3.42 kaze da je za svaki pozitivni k, relacija Ty graf neke
funkcije. étoviée, po lemi 3.43, ta funkcija je upravo uTy, njena domena je Halty, i ona presli-
kava svaki (X, P) e Halty (svaki element od Halt, mora biti tog oblika, po napomeni 3.36)
u kod P-izracunavanja s X. Sada, da bismo dobili rezultat tog izracunavanja, samo treba
dokomponirati slijeva funkciju zadanu s

Uy) = resuIt(rpart(y,O)) =ex(y[pd(lh(y))],0), (3.79)
doslovno ,sadrzaj registra Ry u posljednjoj konfiguraciji kodiranoj s y”, ¢ime dobijemo
compy (X, e) U(uy T (X, e,y)). (3.80)
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Propozicija 3.48: Funkcija U je primitivno rekurzivna. Za svaki k € N,,
funkcija compy je parcijalno rekurzivna s domenom Domp, = Halty te vrijedi

univ((x), e) ~ compy(X,e). (3.81)

Dokaz. Prvo, U = resultorparto (1],Z) je simbolicka definicija od U: funkcija result je to¢kovno
definirana u (3.49), a rpart u (3.33), pomocu primitivno rekurzivnih funkcija (ex, part, pd i lh),
pa su result i rpart — a onda i U — primitivno rekurzivne.

Sada je compy = UouTy parcijalno rekurzivna jer je dobivena kompozicijom i minimizacijom
iz primitivno rekurzivnih U i Ty. Prema korolaru 3.47 domena joj je Halty, ba$ kao i domena
funkcije (X, e) ~ univ({(X), e) (prema (2.4), jer je Code* totalna). Jo§ treba vidjeti da se te dvije
funkcije podudaraju na toj domeni. Za svaki (X, e) € Halty (uz oznake x := (X) i n := step(x, e),
tako da vrijedi Step(x,e,n)) imamo:

univ(x, e) = result(Reg(x, e,n)) = result(Reg(x, €,Sc(n))[n]) =
= result(rpart(R_eg(x, e,Sc(n)),O)) = U(R_eg(x, e, Sc(n))) =
- U(py(y = Reg(x, e,5¢(n)))) = U(1y(y = Reg(x, e, Sc(n)) A Step(x, e,n))) =
=U(yT(x,6y)) = U(yTi(X, €,y)) = compi (X, e), (3.82)

1z Cega slijedi traZena parcijalna jednakost. [
Korolar 3.49: Za svaki k € N, za sve (X, e) € N1 vrijedi:

1. Ako je e kod nekog RAM-programa P te ako P-izracunavanje s X stane,
tada je compy (X, e) rezultat tog izra¢unavanja.

2. U ostalim sluéajevima (e = [P tako da P-izradunavanje s X ne stane,
ili uopée e ¢ Prog), izraz compy (X, e) nema vrijednost.

Dokaz. Ovo je zapravo lema 3.37, iskazana koristeéi parcijalnu jednakost (3.81) — i pojed-
nostavljena jer je uvijek (X*) € Seq’ za k € N,, pa to ne treba pisati u uvjete. [

3.4.2. Indeksi izracunljivih funkcija

Sve bitno $to smo dosad napravili u ovoj tocki moze se iskazati u jednom teoremu.

Teorem 3.50 (Kleenejev teorem o normalnoj formi): Postoji primitivno rekurzivna funkcija U
takva da za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna relacija Ty, tako da za svaku parcijalno
rekurzivnu funkciju f mjesnosti k postoji prirodni broj e, takav da za sve X € N* vrijede
sljede¢e dvije tvrdnje:

X € Dy < Jy T (X, e,y), (3.83)

f(i) = U(FLU Tk(;c) e>y)) : (3'84)

Dokaz. Funkcija U je definirana s (3.79) i dokazano je da je primitivno rekurzivna u propo-
ziciji 3.48. Za svaki k € N,, relacija Ty je definirana s (3.76) i dokazano je da je primitivno
rekurzivna u propoziciji 3.46. Neka je sada f proizvoljna parcijalno rekurzivna funkcija. Prema
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teoremu 2.38, postoji RAM-program P koji ra¢una f. Oznadimo e := [P}, i neka je X € Nk
proizvoljan.

Prema definiciji 1.11, ako je X € Df, tada P-izracunavanje s X stane, pa postoji njegov kod
Yo. Tada po definiciji (3.76) vrijedi T (X, e,Yo), pa postoji y (konkretno, yo) takav da vrijedi
Ty (X,e,y). Ako pak X ¢ Df, tada opet po definiciji 1.11 P-izra¢unavanje ne stane, pa nema kod,
odnosno ne postoji y takav da vrijedi Ty (X,e,y). Time je dokazano (3.83), odnosno dokazano
je da u (3.84) lijeva i desna strana imaju vrijednost za iste X (jer lijeva ima vrijednost za
X € Df, a desna za (X,e) € 3. Ty).

Za takve X, kao Sto smo vidjeli, postoji kod P-izraCunavanja s X, koji smo oznacili s yo 1
vidjeli da vrijedi Ty (X,e,yo). Ali Ty ima funkcijsko svojstvo, dakle y, je jedini, pa onda i
najmanji, y takav da vrijedi T¢(X,e,y). To znali da na desnoj strani zapravo pise U(yo),
odnosno stanje registra Ry u posljednjoj konfiguraciji kodiranoj s yo — $to je po definiciji 1.11
jednako f(X), jer ta konfiguracija mora biti zavréna. O

Korolar 3.51: Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju postoji simbolicka definicija u kojoj se
operator p pojavljuje to¢no jednom.

Dokaz. ZapiSimo (3.84) simbolicki:

f=UouTyo(I%15,... 15 CK). (3.85)
Vidimo da su U, Ty, Ik i Ck primitivno rekurzivne, pa se u njihovim simboli¢kim definicijama
ne pojavljuje minimizacija. Dakle, jedina njena pojava sluZi za dobivanje funkcije uTy. [

Kad fiksiramo U i sve Ty te pomoc¢u njih definiramo funkcije compy (kao $to smo uéinili),
Kleenejev teorem o normalnoj formi moZemo izreéi jednostavnije (i precizirati to je to¢no
broj e o kojem taj teorem govori).

Definicija 3.52: Za fiksne k € N, i e € N, k-mjesnu brojevnu funkciju X — compy (X, e)
ozna¢avamo s {e}, ili samo s {e} ako joj ne trebamo istaknuti mjesnost.

Broj e zovemo indeksom funkcije {e}* (broj k je mjesnost funkcije {e}k).

Za funkciju f* kazemo da ima indeks ako postoji e € N takav da je {e}* = fk. q

Korolar 3.53: Za sve k € N,, za sve e € N, funkcija {e}" je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Simbolicki, definicija 3.52 glasi {e}* := compy o (I, 1%, ...1¥,C¥). Sada tvrdnja slijedi
iz propozicije 3.48. O

Propozicija 3.54: Za sve ke N, i e € N vrijedi:

1. Ako je e € Prog, tada je {e}* jedinstvena funkcija koju ra¢una RAM-algoritam PX,
gdje je P jedinstveni RAM-program takav da je 'P! =e. (Geslo: ,,P* ra¢una {/P1}*.")

2. Ako e ¢ Prog, tada je {e}* = ®k.

Dokaz. Ako je e € Prog, tada postoji P € Prog takav da je [P! = e, i jedinstven je jer je [---!

injekcija. Po korolaru 1.14, postoji jedinstvena funkcija f¥ koju P¥ raduna. Po definiciji 1.11,
za tu funkciju vrijedi: za sve X € Dy, P-izradunavanje s X stane, pa je po korolaru 3.49(1),
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f(X) = compy(X,e) = {e}*(X). Za sve pak X ¢ Dy, P-izratunavanje s X ne stane, pa po
korolaru 3.49(2) izraz compy (%, e) ~ {e}*(X) nema vrijednost, bas kao ni f(X). Dakle uvijek je
f(x) ~ {e}(X), odnosno f = {e}.

S druge strane, ako e ¢ Prog, tada opet po korolaru 3.49(2) izraz comp(X,e) ~ {e}(X) nema
vrijednost, ali ovaj put neovisno o X € N*. Drugim rije¢ima, tada je D ,,«= @, odnosno jedino
je moguce {e}* = ®k. N

Korolar 3.55: Svaka funkcija f € Comp je oblika {e}" za neke ke N, i e € N.

Dokaz. Za k stavimo mjesnost funkcije f, a za e kod nekog RAM-programa koji racuna f
(koji postoji jer je f RAM-izrac¢unljiva).
Sada f = {e}" slijedi iz propozicije 3.54(1) i korolara 1.14. O

Korolar 3.56: Svaka parcijalno rekurzivna funkcija ima indeks.

Dokaz. Neka je k € N, te f* parcijalno rekurzivna funkcija. Prema teoremu 2.38, f € Comp.
Sada prema korolaru 3.55 postoje k’ i e takvi da je fk = {e}*'. Jednake funkcije moraju imati
iste mjesnosti, pa je zapravo k’ = k, odnosno f* = {e}*. [

Napomena 3.57: Ponekad se govori: ,, ..., dakle funkcija f ima indeks, oznacimo ga s e;”. Tu
frazu nije dobro koristiti, jer sugerira jedinstvenost indeksa, §to je o€ito pogreSno: programerska
intuicija nam ka%e da svaki RAM-program ima beskonano mnogo ekvivalentnih RAM-
programa (moZemo dodavati irelevantne ili nedostupne instrukcije). Kako kasnije najcesce ne
koristimo nikakva svojstva broja e; osim da je indeks od f, zapravo taj izricaj treba shvatiti
kao pokratu za ,,..., dakle funkcija f ima indeks; odaberimo jedan njen indeks, fiksirajmo ga
u daljnjem razmatranju, i nazovimo ga e;”, kao $to ¢emo uglavnom pisati ubuduce.
Alternativno, mozemo smatrati da smo uzeli naymanj: indeks za f, koji sigurno postoji
ako f ima indeks, i jednoznacno je odreden zbog dobre uredenosti od N, ali takav pristup ima
jedan bitni nedostatak: Cesto iz specifikacije neke funkcije f mozemo 2zracunat: neki indeks
za f, ali ne mozemo izraCunati najmanji indeks za nju. Ugrubo, mozemo provjeravati brojeve e
redom, ali uvjet zaustavljanja {e} = f je jednakost funkcija, koja nije izraéunljiva. Cak i da su
funkcije totalne (8to ne moraju biti), morali bismo provjeriti jednakost za sve X iz N¥, kojih je
beskona¢no mnogo. <
Drugim, rije¢ima, tromjesna relacija

index(e, k,f) = {e}* =f (3.86)

izmedu N, N, 1 Comp nema funkcijsko svojstvo po prvoj varijabli — ali ima po trecoj: za
svaki broj e i mjesnost k, propozicija 3.54 precizno opisuje funkciju {e}*.

Tako index moZe posluziti kao neka vrsta kodiranja: kad Zelimo algoritmu dati izracunljivu
funkciju kao ulazni podatak, ili je vratiti kao izlazni podatak, mozZemo prenijeti neki njen
indeks e (k se obi¢no vidi iz konteksta). To nije doista kodiranje, jer nije jednozna¢na funkcija
ako kazemo ,bilo koji indeks”, a nije izra¢unljiva funkcija ako kazemo ,najmanji indeks” —
kao $to je opisano u napomeni 3.57. Ipak, ako takav rad s indeksima shvatimo kao parcijalnu
specifikaciju, to moze funkcionirati.
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Primjer 3.58: Zamislimo da imamo funkciju F: Comp, — Comps, koja preslikava dvomjesne
RAM-izracunljive funkcije u tromjesne RAM-izracunljive funkcije. Kao i prije, htjeli bismo
izracunljivost funkcije F opisati pomocu izracunljivosti pratec¢e funkcije NF, koja prima indeks
funkcije f i vra¢a indeks funkcije F(f). Zbog napomene 3.57 to nije potpuni opis funkcije NF,
ali vazno svojstvo koje zelimo sacuvati je da za svak: e € N bude

INF(e)}’ = F({e}?). (3.87)

Rije¢ima, ako F preslikava f2 u g3, tada NF mora preslikavati svaki indeks za f2 u neki (ne
nuzno isti) indeks za g3 — a ako f ¢ D, tada nijedan indeks za f ne smije biti u Dyr. Takvih
funkcija opéenito ima neprebrojivo mnogo — jer indeksa za svaku g € Zr ima beskonacno
mnogo — pa ih ima i neizrac¢unljivih. Ali ako postoj: takva funkcija NF koja je izrac¢unljiva u
nekom smislu i zadovoljava (3.87), kazemo da je F izra¢unljiva u istom tom smislu.

Takve funkcije moZemo i komponirati: ako imamo G : Comps - Comp; sa slicnom speci-
fikacijom, koja preslikava g3 u h', tada iako ne znamo koji ¢e nam indeks od g funkcija NF
dati, funkcija NG mora ispravno raditi za sve indekse od g, pa ¢e na kraju NG o NF dati neki
indeks za h, ako joj damo (bilo koji) indeks za f. q

3.4.3. Restrikcije i grananja parcijalnih funkcija

Sheme poput one iz primjera 3.58 mozemo kombinirati s ,,pravim” kodiranjima: recimo, za
svaki k € N,, funkcija applyy : N* x Compy — N, koja prima Xk i f¥, i vraca f(x) ako je X € Dy,
ima svoju prate¢u funkciju koja prima (X) i bilo koji indeks za f, i vraca f(x) ako postoji.

Napplyk(x,e) :~ univ(x,e), za lh(x)=k (3.88)

Napomena 3.59: Nazalost, iz (3.88) jos uvijek ne slijedi da je Napply izrac¢unljiva, iako su univ,
lh i = izracunljive — jer trebamo neki rezultat koji kaze da je restrikcija parcijalno rekurzivne
funkcije na (primitivno) rekurzivan skup ponovo parcijalno rekurzivna. To sigurno mozemo
,ha prste” — recimo, probajte pokazati da je

(GlR)(%) = G(%) + ny(Sc(y) = xr (%)) (3.89)

— ali zapravo ¢e to trivijalno slijediti iz rezultata koji ¢emo uskoro dokazati. <

Na pocetku tocke 2.4 bilo je rije¢i o teSko¢ama koje marljiva evaluacija donosi ako Zelimo
u naSem funkcijskom jeziku implementirati grananje s funkcijama koje nisu nuzno totalne.
Zapravo, jedino $to mozemo koristiti je kompozicija, jer primitivna rekurzija je definirana
samo na totalnim funkcijama, a minimizacija na relacijama ¢ije karakteristicne funkcije su
takoder totalne — ali marljiva evaluacija znaci da se u kompoziciji sve ,,unutarnje” funkcije
evaluiraju uvijek, pa parcijalnost bilo koje od njih znaci parcijalnost Citave kompozicije.

Dakle, nacin da se izvucemo je da naSoj funkciji If ne damo ve¢ izracunane vrijednost:
g(X) i h(x), ve¢ neevaluirane funkcije g i h. Tada s obzirom na uvjet odaberemo jednu od
njih, i onda je tek izra¢unamo na X: umjesto y7g(x):h(x) imamo (y?g:h)(x). Indeksi (kao
»pokazivali na funkcije”) nam omogucuju da tu tehniku doista provedemo.
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Teorem 3.60 (Teorem o grananju, parcijalno rekurzivna verzija): Neka su k,1 € N,, neka su
G, G¥, Gk, ..., G parcijalno rekurzivne funkcije, a RY, R, ..., R¥ u parovima disjunktne
rekurzivne relacije, sve iste mjesnosti.

Tada je funkcija F := if{R1 :G1,R2: Gy Ry Gy, Go} takoder parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Za svaki i€ [0--1], funkcija G¥ je parcijalno rekurzivna, pa prema korolaru 3.56 ima
indeks; fiksirajmo jedan i ozna¢imo ga s e; (pogledajte napomenu 3.57 za znacenje ove fraze).
Prema teoremu 2.46 (rekurzivna verzija), funkcija H* := if{R;: Ck ,Ry : Ck ,... Ry : Ck , Ck }
je rekurzivna (konstante su primitivno rekurzivne pa su rekurzivne, a uvjeti su u parovima

disjunktni i rekurzivni po pretpostavci). Tvrdimo da je
F(X) ~ compy (%, H(X)). (3.90)

Doista, neka je X € N* proizvoljan. Ako vrijedi R;(X) za neki (zbog disjunktnosti jedinstveni)
ie[1--1], tada je po teoremu 2.46, H(X) = C..(X) = ey, pa je

compy (X, H(X)) ~ compi (%, e) ~ {e;}(X) ~ Gy (%) ~ F(X). (3.91)

Ako pak ne vrijedi Ri(X) ni za koji i, tada je opet po teoremu 2.46, H(X) = C¢,(X) = eo, pa je
kao i prije compy (X, H(X)) ~ Go(X) ~ F(X).

Sada parcijalna rekurzivnost slijedi iz (3.90), jer je F dobivena kompozicijom iz parcijalno
rekurzivnih funkcija compy, H i koordinatnih projekcija. [

U teoremu 2.46 nismo mogli ispustiti Gy, jer njena podrazumijevana vrijednost ®* nije
rekurzivna (nije uopée totalna). Ali ®* jest parcijalno rekurzivna, tako da ovdje mozemo
ispustiti granu ,inaée” — samo nam treba neki indeks za ®*, da bi H bila totalna funkcija.

Za to mozemo iskoristiti propoziciju 3.54(2) — svi brojevi iz ProgC indeksi su prazne funkcije.
Posebno lijep takav broj je 0, koji nije u Prog jer uopée nije u Seq: naime, part(0,lh(0)) =
part(0,0) = () =1 +0.

Korolar 3.61: Neka su k,1¢N,, neka su G¥, Gk, ..., G parcijalno rekurzivne funkcije, a R¥,
RY, ..., R} u parovima disjunktne rekurzivne relacije, sve iste mjesnosti.
Tada je i funkcija F := if{R1 :G1,R2: Gy, ..y Ry Gl} parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema 3.60, uvrstavajuéi za Gy parcijalno rekurzivnu (primjer 2.31)
funkciju ®*, odnosno njen indeks ey = 0 u dokaz. [

Korolar 3.62: Neka je k € N, neka je G parcijalno rekurzivna funkcija i R* rekurzivna relacija
iste mjesnosti. Tada je i restrikcija G|g parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz korolara 3.61, uvrstavajuéil:= 1, Gy := G te Ry := R. Funkcija if{R : G}
je upravo jednaka G|g: domena joj je DgNR, a vrijednosti su joj jednake vrijednostima funkcije
G na tom skupu. ]

3.4. Kleenejev teorem o normalnoj formi 79



4. Turing-izracunljivost

Uveli smo dva modela izracunljivosti brojevnih funkcija — RAM-izracunljivost i parcijalnu
rekurzivnost — i dokazali da su ekvivalentni, usprkos bitno razli¢itim pristupima (imperativ-
nom odnosno funkcijskom) definiciji algoritma. To je dobar argument za Church-Turingovu
tezu, da su izracunljive funkcije iste u svim modelima — odnosno u modernijem obliku,
da su sve programske paradigme jednako snazne. Ipak, pritom su zanemarena dva aspekta
izracunljivosti.

Prvi je izraCunljivost funkcija koje nisu brojevne. Rekli smo u uvodnom poglavlju, i
opravdali to mnogo puta kasnije — skup N je idealan za matematicki tretman izracunljivosti,
ali nije ba§ vjeran onom $to se dogada u praksi. Osnovna razlika je u kona¢nosti odnosno
beskonacnosti skupova relevantnih za izra¢unavanje.

Primjerice, u RAM-modelu, skup mogucih stanja pojedinog registra je beskonacan. Cesto
je problemati¢no shvacanje beskonacnosti kao ,,jako mnogo, pa jo$§ malo vise”. Zapravo, blize
definiciji beskonac¢nosti bilo bi ,,jako mnogo, pa onda jo§ beskonacno vise” — ma koliko velik
konacni skup uzeli od beskona¢nog skupa, ostatak je jednako velik kao da nismo uzeli nista.

Konkretno, lako se zavarati primjerima u kojima u RAM-registrima stoje brojevi poput 0,
150 ili 2257, 1 misliti da su RAM-registri ne$to kao obiéni procesorski registri, samo ,ymalo veéi”.
Kodiranje pokazuje koliko je to daleko od istine: u RAM-registar mozemo staviti i brojeve
poput broja ey iz primjera 3.29, koji ima 579 690725 279 znamenaka! Stovise, takva procedura
nije ni$ta neuobitajeno; ona odgovara prirodnom postupku ra¢unanja univ((2,4), es), odnosno
konstrukciji rezultata Q’-izraéunavanja s (2,4), na univerzalnom RAM-stroju (dobivenom
kompiliranjem simboli¢ke definicije funkcije univ).

Stvarna racunala, naravno, takve slozene strukture (zamislimo ey kao bytecode, neku vrstu
strojnog koda) ne kodiraju pomoéu prirodnih brojeva, ve¢ preko nizova bitova, bajtova ili ve¢ih
procesorskih riject. Kljuéno je da je skup I' svih stanja pravog procesorskog registra konacan.
Nacin na koji se onda reprezentira potencijalna beskona¢nost ulaznih podataka (§to moramo,
jer jedino beskonaéni skupovi imaju netrivijalnu teoriju izrac¢unljivosti), kao i medurezultata u
izracunavanju, je kroz neograni¢enost same memorije, odnosno broja memorijskih celija koje
sadrze po jedan element iz I'.

I ovdje vrijedi univerzalni princip da na konaénim skupovima mozemo dopustiti bilo kakve
transformacije kao elementarne korake, reprezentirajuci ih tablicama — dok s beskonacnim
skupovima moramo biti oprezni, ogranicavajuéi transformacije samo na one izracunljive. Kako
su ti beskonacni skupovi u pravilu trivijalno izomorfni s N, kao osnovne korake dopustamo
samo prijelaz na sljedec¢i odnosno prethodni (ako ve¢ nije 0) prirodni broj.

Zato smo na konfiguracijama RAM-stroja dozvoljavali samo one prijelaze kod kojih se stanje
pojedinog registra mijenja za najviSe 1 u svakom koraku; dok smo za stanje programskog
brojaca dozvoljavali skokove na proizvoljnu legalnu vrijednost — upravo jer legalnih vrijednosti
programskog brojaca za fiksni RAM-stroj ima kona¢no mnogo. Takoder, osnovna ideja od
koje dolazi i ime RAM-stroja, random access, znaci da njegova ,,memorijska sabirnica” moze
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adresirati proizvoljni registar u jednom koraku — $to moZemo upravo jer adresa relevantnih
registara za fiksni RAM-algoritam ima kona¢no mnogo.

Ako zelimo beskonacnost prikazati ne kroz veli¢inu sadrzaja pojedinog registra nego kroz
broj ¢elija potrebnih da se zapiSe podatak, zapravo imamo ,transponirani” model: na pojedinoj
¢eliji (jednom kad dodemo do nje) éemo moéi napraviti proizvoljnu transformaciju u jednom
koraku, jer je skup I' mogucih stanja pojedine Celije kona¢an — ali pristup do pojedine ¢elije
viSe nec¢e moci biti random access, ve¢ ¢emo u jednom koraku samo moci adresu trenutno
promatrane Celije povecati ili smanjiti (ako nije 0) za jedan. To je jezi¢nt model izra¢unavanja,
tako nazvan jer odgovara onom kako (barem zapadni) jezici funkcioniraju: od kona¢nog broja
slova u abecedi nizanjem mozemo dobiti proizvoljno komplicirane rijeci, reCenice i tekstove.
Da bismo povecali izrazajnost, ne uvodimo nova slova, ve¢ piSemo dulje recenice.

Mozda ovdje treba objasniti kako moderna racunala postizu random access i na potenci-
jalno neogranicenoj memoriji. Objasnjenje je jednostavno: varaju. Njihova memorija nije
potencijalno neogranicena, jer ovisi o veli¢ini adresnog prostora. Jedno 64-bitno racunalo,
koliko god mu virtualne memorije dali, ne moZe adresirati vise od 24 bajtova. To varanje u
stvarnom svijetu prolazi jer s trenutnom tehnologijom ne mozemo uopce sastaviti funkcionalnu
memoriju od 24 bajtova (§to je vise od osamnaest milijuna terabajta), ali za 32-bitna ra¢unala
to ogranicenje (na 4 GiB) je bilo vrlo stvarno i nezgodno, i uostalom jedan od glavnih razloga
za prijelaz na 64-bitnu arhitekturu.

Sli¢an primjer koji je nedavno doSao do granice svojih moguénosti je internetski protokol
IPv4, ilustrativan jer daje uvid u to kako se takvi problemi mogu rijesiti iteriranjem adresiranja:
NAT (Network Address Translation) pokazuje da ako se u jednom koraku (DNS) moze
adresirati t = 232 ra¢unala, u dva se koraka (DNS + router) moZe u idealnom slu¢aju adresirati
t? = 264 rac¢unala. ViSe nam vjerojatno neée nikada trebati jer éemo u meduvremenu prijeéi na
IPv6, ali u n koraka mogli bismo adresirati t™ racunala, zamisljajuéi generaliziranu [P-adresu
kao n-znamenkasti broj u bazi t — ili 32n-znamenkasti broj u bazi 2. Jedina razlika kod
jezi¢nog modela je u tome Sto umjesto binarnog zapisa adrese korisimo unarni, u kojem su
elementarne operacije samo inkrement i dekrement (koji ostavlja nulu fiksnom).

Tako je unarni zapis eksponencijalno lo§iji od binarnog (i svih ostalih pozicijskih) zapisa
— broj koji u bazama 2, 3, 4, ... ima nekoliko desetaka znamenaka, zapisan unarno moze
imati milijarde milijardi milijardi ... ,znamenaka” — opet, to je samo razlika u sloZenosti,
odnosno u performansama algoritma, ne u samom postojanju algoritma, i kao takva nece
nam biti vazna. Ono §to nam jest vazno je da u jezi¢nom modelu adresiranje pojedine ¢éelije
zahtijeva netrivijalne algoritme, a bilo kakva promjena sadrzaja celije je elementarna operacija
— upravo suprotno od RAM-modela.

Drugi aspekt koji smo u potpunosti zanemarili u brojevnom modelu je povijesni. Danas, kad
smo na svakom koraku okruZeni racunalima, a veéina nas jedno nosi u dzepu, lako je zaboraviti
da racunala ne postoje oduvijek. Zapravo, u upotrebljivom obliku postoje tek nekoliko
desetaka godina. S druge strane, algoritmi postoje ve¢ milenijima: Euklidov algoritam nastao
je prije modernog brojenja godina, a neki babilonski algoritmi potjecu sa samih pocetaka
pisane povijesti. Od kakve je koristi algoritam ako nema rac¢unala na kojem se moze izvrSavati?

Naravno, algoritme su izvrSavali ljudi. Iako ljudski mozak po svojoj prirodi nije savrSen
supstrat za doslovno slijedenje instrukcija kroz viSeznamenkaste brojeve koraka, moderno
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obrazovanje svjedocCi da se moze tome nauciti. Doista, rjeSavanje veéine Skolskih matematickih
zadataka se moze svesti na provodenje nekog algoritma. Mnoge takve zadatke racunala
rjeSavaju brze i to¢nije od ljudi, §to se vidi kroz uspjeh aplikacija kao §to je photomath. Iako
su ljudi bolji u pronalazenju (logic¢kih, analogijskih ili asocijativnih) veza medu pojmovima,
potreba za rjeSavanjem problema iz stvarnog zivota koji se mogu precizno klasificirati uvjetovala
je pronalazak mnogih algoritama daleko prije izuma racunala. Motivacija je uvijek bila ista:
optimizacija i specijalizacija ljudskog rada. Jedan Covjek moze osmisliti algoritam, koji poslije
milijuni ljudi mogu provoditi i tako rjeSavati stvarne probleme, ne razumijevajuéi nuzno zasto
algoritam funkcionira. No da bi to uspjelo, koraci algoritma moraju biti takvi da njegovo
provodenje ne zahtijeva nikakav angazman pored onog specificiranog algoritmom — niti ikakvo
vanjsko znanje osim poznavanja ulaznih podataka, i nekoliko elementarnih vjeStina za koje
smatramo da su svojstvene svim radno sposobnim ljudima: ¢itanje i pisanje simbola iz fiksnog
konac¢nog skupa te odlucivanje na osnovi procitanog.

Britanski matemati¢ar Alan Mathison Turing prvi je uspjeSno formalizirao taj koncept. U
svom ¢lanku [Tur37|, prije viSe od 80 godina i svakako prije nastanka digitalnih elektronickih
racunala, Turing govori o ljudima koji ratunaju decimale nekih konkretno zadanih realnih
brojeva — za §to danas znamo da je vrlo sli¢no ra¢unanju vrijednosti nekih konkretno zadanih
brojevnih funkcija. Iako je i prije tog ¢lanka bilo pokusaja formalizacije algoritma, Turingov
se istiCe po tome Sto detaljno motivira svoje definicije, koriste¢i tada poznate Cinjenice vezane
uz ljudsku percepciju i kogniciju. Covjekov fizi¢ki rad za vrijeme provodenja algoritma, i
misaona stanja kroz koja prolazi, nisu samo incidentni dio opisa algoritma — oni su u tom
¢lanku sustinski ugradeni u definiciju. Tako mozZemo biti sigurni da doista modeliramo ono
$to se dogada u stvarnom svijetu kad Covjek provodi algoritam, a ne matematic¢ku apstrakciju
kao §to je primjerice A-racun.

Ako modeliramo ljude, odakle onda Turingovi strojevi? Turing je bio svjestan fenomena da
je lako pomisliti kako opisujemo postupak koji ne zahtijeva nikakvo eksterno znanje, a da to
zapravo nije istina. Razumijevanje napisanog ili izgovorenog jezika, prepoznavanje objekata na
slikama, pa ¢ak 1 osnove socijalnog ponasanja, vjestine su koje smo toliko duboko internalizirali
da nam se Cine elementarnima — a zapravo pretpostavljaju ogromne koli¢ine znanja o svijetu
koji nas okruzuje. Jednostavni primjer: recenice hrvatskog jezika ,,Ana i Marija su sestre.” i
»Ana i Marija su majke.” imaju potpuno istu sintaksnu strukturu, ali fundamentalno razli¢itu
semantiku, za ¢iju je konstrukciju potrebno netrivijalno znanje o ljudskoj biologiji (mogu biti
sestre jedna drugoj, ali ne mogu biti majke jedna drugoj) — a ipak nam se svaka od te dvije
semantike nametne sasvim prirodno ¢itaju¢i odgovarajucu recenicu, i uopée ne razmisljamo
kako bi moglo biti drugacije, sve dok ih ne vidimo jednu pored druge.

Da bi svoje ¢itatelje uvjerio kako njegove elementarne operacije doista ne zahtijevaju nikakvo
implicitno pretpostavljeno znanje, Turing je paralelno opisao i zamisljeni, idealizirani, stroj
koji moze provoditi te operacije. Taj stroj, odnosno njegovu matematicku formalizaciju (neki
detalji su kasnije promijenjeni radi lakSeg razumijevanja) danas nazivamo Turingovim strojem.
Ipak, treba razumjeti da ,jove operacije su toliko elementarne da bi ih mogao provoditi i
mehanicki stroj” nije poziv na konstrukciju stvarnog stroja, ve¢ apel na intuiciju da smo
osnovni opis algoritma lisili svega suviSnog.
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4.1. lzracunljivost jezicnih funkcija

U literaturi postoje brojne varijante Turingova stroja — mi slijedimo [Sip13], uz male modifi-
kacije kako bismo lakSe dokazivali teoreme. Za pocetak ponovimo definicije.

Ulazna abeceda, ili samo abeceda, je konacan neprazan skup. Obi¢no je oznac¢avamo sa X
i smatramo fiksnom. Njene elemente zovemo znakovima — neodredene znakove (znakovne
varijable) piSemo malim gr¢kim slovima s pocetka alfabeta («, 3, v), dok konkretne znakove
piSemo u fontu fiksne Sirine: a, b, 0, 1. Ryjec (nad I) je bilo koji konacan niz znakova, najcesce
oznacen slovom w, v ili u. Rijeci piSemo konkatenacijom (nizanjem) znakova: recimo, rije¢
(0,1,1) piSemo kao 011. Dakle, skup svih rijeci je skup X* svih konaénih nizova znakova.
Duljinu rije¢i w ozna¢avamo s |w|. Prazni niz (duljine 0) zovemo praznom rijedju i oznacavamo
s €. Jezik (nad X) je bilo koji podskup od X*. Jeziéna funkcija (nad X) je bilo koja parcijalna
funkcija @ : X* -~ L*,

Napomena 4.1: Kao i mjesnost kod brojevnih funkcija i relacija, tako i abecedu kod jezika
i jezi¢nih funkcija smatramo dijelom njihova identiteta; preslikavanje nad {a,b} koje rijeci
pridruZuje njen reverz (obrnuto ¢itanu rijec), razli¢ito je od preslikavanja nad {a,c} zadanog
istim pravilom. Ili, jezik svih rijeci koje se sastoje samo od znakova a i b je razli¢it kao jezik
nad {a,b,c} i kao jezik nad {a,b,d} — iako se u ovom slu¢aju radi o skupu s istim elementima.
Motivacija je sli¢na kao u slu¢aju praznih relacija: komplementi su razli¢iti, a i karakteristicne
funkcije tih jezika su razli¢ite (jer imaju razli¢ite domene). q

Definicija 4.2: Neka je £ abeceda. Turingov stroj (nad L) je matematicki (idealizirani) stroj,
obi¢no zapisan kao uredena sedmorka 7 = (Q, X, T, 8, qo,q.), koji sadrzi:

e konaénu radnu abecedu I' 5 I, s istaknutim elementom ., € '\ £ (praznina);
e konaéni skup stanja Q, s elementima qo € Q (podetno stanje) i q, € Q (zavrsno stanje);
e konaénu funkciju prijelaza &: (Q~{q,}) x> Q xTx {-1,1}. q

Umjesto registara, Turingov stroj ima celyje (takoder adresirane prirodnim brojevima),
svaka od kojih u svakom trenutku izracunavanja sadrzi proizvoljni element od I'. Kao §to su
kod RAM-stroja na pocetku izracunavanja svi registri osim ulaznih bili inicijalizirani na 0,
tako ¢e kod Turingova stroja sve celije osim ulaznih biti inicijalizirane na ,. Po analogiji s
N, =N~ {0} oznad¢imo I', :=T' ~\ {,}.

Definicija 4.3: Neka je 7 = (Q, X, Ty, 8, qo, q.) Turingov stroj. Konfiguracija od T je bilo koja
uredena trojka (q,n,t) € QxNxTN, takva da je niz t skoro svuda ,, (odnosno, t~'[T", ] je konaan
skup). Komponente konfiguracije zovu se redom stanje, poziciyja i traka. Konfiguracija je
zavrsna ako joj je stanje zavrsno (q.). Pocetna konfiguracija s ulazom w = 0o -+-0tj|-1 € L*
je trojka (qo,0,w,...), ¢ija je traka definirana s (w,...); := (o; ako je i< |w|, a inace |,).

Za konfiguracije ¢ = (q,n,t) i d = (q’,n’,t’) Turingova stroja 7 kaZemo da ¢ prelaz: u d,
pisudi ¢ ~ d, ako je ¢ zavrina i ¢ = d (piSemo ¢ ©), ili uz oznake 5(q,tn) =: (p, B, d) vrijedi
q’'=p,n'=max{n+d,0}, t/, =P tet!=t; zasveie N\ {n}. N
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Traku mozemo zamisliti kao s jedne strane ogranicen, a s druge strane neogranicen, niz
¢elija, u kojem su od nekog mjesta nadalje samo prazne Celije (one u kojima piSe praznina).
Ulaz za Turingov stroj je rije¢ nad X, koja se na pocetku izraCunavanja zapiSe na lijevi kraj
trake redom (ostatak trake je prazan). U svakom koraku, funkcija prijelaza trenutno stanje i
sadrzaj trenutne Celije preslikava u novo stanje, novi znak trenutne ¢éelije te pomak ulijevo ili
udesno na susjednu Celiju, koja time postaje trenutna u iduéem koraku (pomak ulijevo od
pocetne Celije rezultira ostajanjem na mjestu). To se dogada dok konfiguracija ne postane
zavrsna, 1 tada, ako je traka oblika v ... za neku rije¢ v € £*, kazemo da je v izlaz Turingova
stroja s ulazom w.

Lema 4.4: Svaka konfiguracija Turingova stroja prelazi u to¢no jednu konfiguraciju.

Dokaz. Neka je T Turingov stroj te ¢ = (q,n,t) proizvoljna njegova konfiguracija. Ako je
q = (., tada ¢ ~ ¢, i ni u koju drugu konfiguraciju jer § nije definirana u (q,,t,). Ako pak
c nije zavr$na, postoje jedinstveni p, i d takvi da je 8(q,tn) = (p, B, d), koji jednoznacéno
(zajedno s g, n i t) odreduju q’:=p, n’:= max{n+d,0} i niz t’:= ( tg) R )],GN takve da

c~(q’,n',t"). [

Definicija 4.5: Neka je £ abeceda, neka je w € X* rije¢ te neka je 7 Turingov stroj nad X.
T-1zracunavanje s w je niz (¢, )nen konfiguracija od 7, takav da je ¢y pocetna konfiguracija
s ulazom w, a za svaki i€ N, ¢; ~ ciy1. Kazemo da to izraCunavanje stane ako postoji ng € N
takav da je cn, zavrSna konfiguracija.

Neka je ¢ jezi¢na funkcija nad ¥. KaZemo da 7 racuna ¢ ako za sve w € X* vrijedi:

e Ako je w e D, tada 7-izraCunavanje s w stane i zavrSna konfiguracija mu je oblika
(9z,m, @(W)....) za neki n e N (pozicija nije bitna).

e Ako w¢ D, tada T-izraCunavanje s w ne stane.

Jezi¢na funkcija ¢ je Turing-izracunljiva ako postoji Turingov stroj koji je racuna. <

Kao i za RAM-model, mogli bismo dokazati da za svaki Turingov stroj 7 i njegov ulaz w
postoji jedinstveno 7-izracunavanje s w, ali ne i da svaki Turingov stroj racuna neku jezi¢nu
funkciju. Traka u zavrSnoj konfiguraciji ne mora biti oblika v,,... za v € X*: moze sadrzavati
znakove iz I, \ X, ili sadrzavati neki znak iz £ nakon prve praznine. Za takve ,patoloske”
Turingove strojeve ne¢emo re¢i da racunaju ikakvu funkciju — zapravo ih ne¢emo uopce
promatrati, ali ako Zelimo iskazati neku tvrdnju univerzalno po svim Turingovim strojevima,
dobro je imati na umu da i takvi postoje.

Primjer 4.6: Nad X := {a,b} promotrimo funkciju ¢, : £* — X*, ¢ija je domena skup svih rijeci
parne duljine, a @n (0 2 0ok ) := X700 (prva polovica rijeéi).

Primjerice, za w; := aababa vrijedi [w;| = 6, pa je w; € Dy, te @n(w;) = aab.

S druge strane, za w; := bbb vrijedi [w,| =3, pa w, ¢ D, .

Funkcija @y je Turing-izra¢unljiva: racuna je Turingov stroj

Tn = ({A,B,C,D,E,F}, L, { ,a,b,c,d},,, 01, A E), (4.1)
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¢ija je funkcija prijelaza (kao kona¢na funkcija) zadana tablicom

on U a b C d

A | (Byy+1) (Byc,+1) (Byd,+1) (F,c,-1) (F,d,-1)

B (C)I_Ia_]) (B>a»+1) (B)ba'”) (F)Ca_]) (F>d>_1) ) (4‘2)
¢ | (Fu-1) (D,u,-1) (Dyu,-1) (Fyc,-1) (F,d,-1)

D (Fﬂ_b_]) (D>a>_1) (Daba_]) (A) a>+1) (A>b>+1)

F|(Fu,-1) (Fy2,-1) (Fb,-1) (F,c,-1) (F,d,-1)

Kao sto vidimo, takav nacin zadavanja Turingova stroja nije narocito Citljiv — zato se obi¢no
crtaju dijagrami. Recimo, 7y bismo mogli prikazati dijagramom

(4.3)

Recimo ponesto o konvencijama pri crtanju takvih dijagrama. Crtamo konacni usmjereni graf,
¢iji su vrhovi stanja, a bridovi su prijelazi. Opée pravilo je da se prijelaz &(p, «) = (q,3,d)
prikazuje kao strelica od vrha p prema vrhu ¢, na kojoj piSe «:(3. Strelicu crtamo kao punu
ako je d = 1 (pomak udesno), a kao iscrtkanu ako je d = -1 (pomak ulijevo).

Vise prijelaza s istim p, q i d prikazujemo strelicom s viSe oznaka o:f31,...,xx:Bx. Ako se
znak ne mijenja (o = 3), umjesto oc: ¢ piSemo samo «. Oznaku za skup S ¢ I' moZemo napisati
na brid umjesto pojedinih elemenata (kao §to smo na dijagramu udinili sa X).

Pocetno stanje oznacavamo ,strelicom niotkud” — kako je na dijagramu oznaceno stanje A.
Zavr$no stanje oznacavamo dvostrukim krugom — kako je na dijagramu oznaceno stanje E. I
jos$ jedno pravilo koje bitno povecava preglednost dijagrama: ne piSemo stanja ni prijelaze
koji viSe ne mogu voditi do zavr$nog stanja. Obicaj je prilikom konstrukcije Turingova stroja
imati jedno stanje g, (za 7n to je F), takvo da & svaku ,nemogucu situaciju” (q, «) preslika u
(gx, ®,—1). Specijalno to vrijedi i za q = qx (za sve € I') pa Turingov stroj, ako se ikad nade
u nekoj od tih nedozvoljenih konfiguracija, viSe nikada nece stati.

Efektivno, to je ,stanje greske” koje ne moramo (kao ni prijelaze prema njemu) crtati na
dijagramu: podrazumijevamo da rijeci za koje se dogodi neka od tih ,,nemogucih situacija” nisu
u domeni funkcije koju Turingov stroj ra¢una. Vazno je da ne mora vrijediti obrat: Turingov
stroj ne mora nikada uéi u stanje gy, a da ipak nikada ne stane. MoZemo to usporediti s
instrukcijom RAM-stroja i. GO TO i — ako PC ikad postane i, RAM-stroj sigurno ne stane, ali
mozZe ne stati i na druge nacine.

Konfiguracije Turingova stroja u konkretnom izra¢unavanju obi¢no se oznacavaju skraéeno:
ispod trenutno citanog znaka napiSemo trenutno stanje, odnosno umjesto (q,n, (tm)meN)
piSemo tot;...tatny1 ... — u takvom zapisu ne piSemo (ali podrazumijevamo) ;... na kraju.

Koristeci tu riqotaciju, pocetna konfiguracija 7y s ulazom abaa je ibaa.
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Tada je Tn-izracunavanje s abaa

abaa ~ cbaa ~ cbaa ~ cbaa ~» cbaa,, ~ cbaa ~» cba ~ cba ~ cba ~
A B B B B C D D D

~ aba ~ ada ~ ada,, ~ ada ~ ad ~ ab, ~ ab_, O, (4.4)
A B B C D A E

iz Cega se vidi izlazni podatak ab = @y (abaa). S druge strane, 7y-izra¢unavanje s aba

aba ~ cba ~ cba ~ cba,, ~» cba ~ cb ~ cb ~ ab ~ ad, ~ ad ~ ad ~ ad ~ - (4.5)
A B B B c D D A B c F F
oCito ne stane, $to je u skladu s tim da aba ¢ D, (jer je |abal = 3 neparan broj). q

4.1.1. Pratece funkcije

Kao §to je ve¢ najavljeno, cilj je pokazati ekvivalentnost Turing-modela s RAM-modelom
1 funkcijskim modelom izracunljivosti. Za pocetak ¢emo koristeci pristup sliCan onome iz
poglavlja 3 dokazati da su Turing-izracunljive jezi¢ne funkcije ,parcijalno rekurzivne”.

Prvo moramo precizirati §to to znaci. Neka je X abeceda i ¢ jezi¢na funkcija nad njom. Ocito
@ ne mozemo dobiti kompozicijom, primitivnhom rekurzijom 1 minimizacijom iz inicijalnih
(brojevnih) funkcija. I da smislimo neke ,inicijalne jezi¢ne funkcije”, kompozicija je jasna (¢ak
jednostavnija nego u brojevnom slucaju, jer su sve funkcije jednomjesne), ali kako definirati
primitivnu rekurziju kad sljedbenik rijeci nije jedinstven? Kako definirati minimizaciju kad
kanonski leksikografski uredaj na X* nije dobar uredaj? Kako uopce definirati izracunljive
jezike (,relacije”) kad karakteristi¢na funkcija jezika nije ni brojevna ni jezi¢na funkcija?

Sve su to problemi o kojima smo ve¢ govorili, ponajvise u uvodu; no sada znamo dovoljno o
kodiranju da nas to ne treba previse obeshrabriti. Kodirat ¢emo £* nekom funkcijom o := NX*
(po uzoru na kodiranje N* ozna¢avamo (w) := o(w)) te éemo pomoéu tog kodiranja definirati
pratecu funkciju N = 0o @ oo, za koju znamo 3to znadi da je parcijalno rekurzivna. Stovise,
pazit ¢emo da o bude bijekcija izmedu £* i N, tako da ¢e prateée funkcije totalnih funkcija
biti opet totalne funkcije. Onda ¢e i rekurzivne jezi¢ne funkcije biti dobro definirane — kao
totalne izracunljive jezi¢ne funkcije, odnosno one Cije su pratece funkcije rekurzivne.

Prvo kodirajmo abecedu . Kako je to konacan skup iskoristit éemo enum-tehniku, kao $to
smo napravili kod kodiranja tipova instrukcija RAM-stroja (3.40). Ovdje pocinjemo brojiti
od 1 (Zelimo 0 ¢ Zyyx) iz tehnickog razloga koji ¢e uskoro biti jasan.

Mali filozofski problem je u tome Sto su elementi od X ,apstraktni znakovi” bez ikakve
imanentne semantike i medusobnog odnosa, tako da ne mozemo fiksirati jedan poredak kao
$to smo to ucinili za tipove RAM-instrukcija. Ipak, za svaku konkretnu abecedu moci ¢emo
fiksirati kodiranje (encoding), a za apstraktne abecede moéi ¢emo univerzalno kvantificirati
tvrdnje u obliku ,Za svako kodiranje od X ...”, podrazumijevajuéi (,,Zermelov teorem za
konacne skupove”) da kodiranje postoji. U praksi, znakovi ¢e obi¢no biti dio standarda Unikod,
pa ih u nedostatku pametnijeg kriterija moZzemo poredati po rednim brojevima u Unikodu.

Definicija 4.7: Neka je X abeceda. Oznac¢imo b := card X.
Kodiranje od X je bilo koja bijekcija NL: X « [1--b]. q
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Sada bismo mogli kao u definiciji 3.27 kodirati rije¢i kao kodove konac¢nih nizova kodova
njihovih znakova — ali to ne bi bilo bijektivno. Osim toga, kodovi RAM-instrukcija mogli
su biti proizvoljno veliki, dok za fiksnu abecedu kodovi znakova mogu biti najvise b — §to
sugerira da nam je dovoljno jednostavnije kodiranje.

Najprirodnije kodiranje ogranicenih nizova, toliko prirodno da mozda nismo ni svjesni kako
ga koristimo (za b = 10) svaki put kad ¢itamo i piSemo viSeznamenkaste brojeve, je zapis u bazi b.
Problem su pocetne nule ((001121); = (1121)3), $to smo rijesili poetkom kodiranja znakova
od 1, ali smo zato dobili uklju¢enu gornju granicu. MoZemo li doista imati znamenku b u bazi
b? Drugi problem su jednoclane abecede: obic¢ni pozicijski brojevni sustavi definiraju se samo
za baze b > 2. Postoji i1 unarni zapis, ali on nije pozicijski — ili jest?

Zapravo, unarni zapis sasvim odgovara uobicajenom brojevnom zapisu u bazi b za b = 1:
recimo, (1111)7=1-13+1-12+1-11+1-1°9 =41 jedini problem je ukljuena gornja granica —
u bazi 1 imamo znamenku 1. Ali zato nemamo znamenku 0, i ne smijemo je imati ako Zelimo
jedinstvenost zapisa — no to upravo rjeSava prvi problem: ne moZemo imati nule na pocetku
ako ih nemamo uopce.

Definicija 4.8: Neka je beN,, neN te z9,27,...,2n_1 € [1--b]. Zapis u pomaknutoj bazi b je

(zZn_120)p = an zi - b, (4.6)
dakle isti kao obi¢ni zapis u bazi b, samo sa znamenkama iz [1--b] umjesto iz [0-- b). q
Lema 4.9: Za svaki b € N,, svaki x € N ima jedinstveni zapis u pomaknutoj bazi b.

Dokaz. Dokaz egzistencije je isti kao i za obi¢nu bazu b: uzastopno dijelimo x s b dok ne
dobijemo nulu pa ostatke tih dijeljenja zapiSemo obrnutim redom. Jedina razlika je Sto ovdje
ostatci moraju biti izmedu 11 b: ako x nije djeljiv s b niSta se ne mijenja, a ako jest smanjimo
koli¢nik za 1. Recimo, 18 podijeljeno s 3 je 5 i pomaknuti ostatak 3. Pomaknuti ostatak je
primitivno rekurzivna operacija, po primitivno rekurzivnoj verziji teorema o grananju.

b, b|x

. (4.7)
x mod b, inace

mod’(x,b) := {

Za dokaz jedinstvenosti treba vidjeti da brojevi razli¢itih duljina zapisa, kao 1 oni iste duljine
zapisa koji se u nekoj znamenci razlikuju, moraju biti razli¢iti. Obje te tvrdnje slijede iz

(tZm-1Zm-2-2120)b =t - D™+ 2z 1 b™ 4z 5 D™ 2 4 bz b4 2o <
<t-DB™+b-b™ T 4b D™ 244 b-b+b<t- D™ D™+ 1™ T 441 D2 41 b+ 1<

S(E+Db™+z) D™ 4 bz b7 427D 42000 = ((t+ 1)z g252120), (4.8)

— prva za t:= 0, a druga za t := (prva znamenka slijeva u kojoj se zapisi razlikuju).
To po tranzitivnosti zapravo znaci da smo zapise poredali po duljini, a zapise iste duljine
leksikografski (tzv. shortlex ordering). O

Primjer 4.10: Shortlex ordering {a,b}* je: ¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, .... q
o' 23T a5 e 7 89
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Definicija 4.11: Neka je L abeceda te NI njeno kodiranje.
Definiramo kodiranje skupa X* svih rije¢i nad X, s

NZ* (W) = (otn-1---ao) == (NZ(otn-1)--NZ(x0)), = Doi., NZ (o) - b, (4.9)

i<n
za svaku rije¢ w = a,_1--xp € X* (uz oznake n:=|w|ib:=cardL). N

Primjer 4.12: U primjeru 4.6 uveli smo abecedu X = {a,b} i rije¢ w; = aababa nad njom. Za tu
abecedu je b = 2; fiksirajmo kodiranje NX(a):=1, NZ(b):=2. Tada je (wq) = (112121), =73.
Takoder je wy € Dy, , pa je 73 € Dno,; @ iz @nr(wy) = aab vidimo Ny (73) = (aab) = (112), = 8.
Za broj 153 pretvaranje u pomaknutu bazu 2 daje 33 7° 37 8831 dakle 153 = (1122121);, =
(aabbaba). Jer je |aabbabal| = 7 neparan broj, aabbaba ¢ D,,, , pa 153 ¢ Dy, q
Za dekodiranje trebamo, analogno propoziciji 3.14, duljinu zapisa te ekstrakciju pojedine
znamenke u zadanoj pomaknutoj bazi.

Lema 4.13: Postoje primitivno rekurzivne funkcije slh?, sdigit3, sconcat3 i sprefix3,
takve da za sve b € N,, za sve m,n € N vrijedi:

slh(n,b) je duljina zapisa broja n u pomaknutoj bazi b.

sdigit(n,i,b) za i < slh(n,b), je vrijednost i-te znamenke zapisa broja n u pomaknutoj
bazi b, gdje brojimo od nule slijeva.

sconcat(m,n,b) je broj ¢iji se zapis u pomaknutoj bazi b dobije konkatenacijom istih takvih
zapisa za m 1 n redom. PiSemo ga i kao m % n.

sprefix(n,1,b)  za i <slh(n,b), je broj ¢iji je zapis u pomaknutoj bazi b prefiks (pocetak)
duljine 1 istog takvog zapisa broja n.

slh(n,b) := (ut < n)(zigtbi > n) (4.10)
sconcat(m,n,b) :==mpn:=m bm>) 1 (4.11)
sprefix(n,i,b) := (um <n)(3t < n)(n =mptaslhh(m,b) = i) (4.12)
sdigit(n,i,b) = mod’(sprefix(n,Sc(i),b),b) (4.13)

Dokaz. Za slh, treba uoéiti da zapisa duljine i ima to¢no bl. Dakle, samo trebamo zbrajati
takve brojeve dok ne prijedemo n. O¢ito je slh(n,b) <n. (4.10)

Za konkatenaciju, m pomaknemo udesno za duljinu od n, i pribrojimo n. (4.11)

Pomoc¢u konkatenacije moZemo dobiti sprefix: prefiks je ono $to se moze konkatenirati s
ne¢im tako da se dobije pocetni zapis n. OC¢ito su dijelovi manji ili jednaki n. (4.12)

Sada moZemo napisati i sdigit: to je zadnja znamenka onog prefiksa Cija je duljina za jedan
veca od pozicije znamenke. (4.13) O

Propozicija 4.14: Neka je X abeceda s kodiranjem NX. Tada je NZ* bijekcija izmedu X* i N.
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Dokaz. Oznac¢imo b :=cardX. Ako je w+w’ za w,w’ € L*, tada su w i w’ ili razli¢itih duljina
(pa je slh({w),b) #slh({w’), b)), ili su jednake duljine ali se na nekom mjestu razlikuju (pa je
sdigit((w),1,b) # sdigit((w’),1,b) za neki i). U svakom slucaju (w) # (w’), pa je NL* injekcija.

Za surjektivnost, neka je x € N proizvoljan. Prema lemi 4.9, postoje znamenke Z € [1--b]*
takve da je x = (Z)p. Ako sad za svaku z; ozna¢imo o := NX7'(z;) € I, rije¢ & sastavljena od
tih znakova ima upravo kod x. [

Definicija 4.15: Neka je L abeceda, NX njeno kodiranje te ¢ : ¥* — L* jezi¢na funkcija nad
njom. Prateéa funkcija od ¢ je brojevna funkcija N¢ s domenom NX*[D,, ], zadana s

No((w)) = (@(w)). (4.14)

Kako je svaki prirodni broj kod jedinstvene rijeci iz X*, definicija je dobra. <

4.1.2. Kodiranje stanja, trake i funkcije prijelaza

Kroz ¢itavu ovu toc¢ku imat ¢emo fiksiranu abecedu X, njeno kodiranje NX, uz oznaku
b’ := card £y, Turing-izracunljivu jezi¢nu funkciju @, nad X, te fiksni Turingov stroj 7, =
(Qo,yZ0,T0, 11y 00, 9o, g2) koji je racuna. Cilj ¢e nam biti, kodirajuéi komponente i izracunavanje
stroja 7y, dokazati da je N, parcijalno rekurzivna funkcija. To je sli¢no pristupu u poglavlju 3,
samo je jednostavnije jer ne moramo pisati interpreter za proizvoljni RAM-program zadan
kodom, ve¢ samo ,ru¢no” prevesti jedan konkretni Turingov stroj 7o u funkcijski jezik.

Prvo kodirajmo skup Qq. Kako se radi o kona¢nom skupu, mozemo jednostavno staviti
a := card Qo i fiksirati bijekciju NQo : Qo <> [0+ a). Za konstruktor trebamo samo fiksirati
kod pocletnog stanja — prirodnim se ¢ini definirati NQo(qo) := 0 — a §to se komponenata
tice, sve Sto trebamo je usporedba s (., Sto emo dobiti ako i njegov kod bude fiksni broj —
recimo, NQo(q.) == 1.

Hm, hoce li onda NQ, biti dobro definirana: $to ako je qo = q.? Definicija Turingova stroja
ne sprecava tu mogucnost. Ipak, qo # ., smijemo pretpostaviti bez smanjenja opcéenitosti.

Lema 4.16: Za svaki Turingov stroj 7 koji raCuna neku jezi¢nu funkciju ¢, postoji ekvivalentni
(racuna istu funkciju ¢) Turingov stroj 7, kojem se poletno i zavr$no stanje razlikuju.

Dokaz. Ako ve¢ u T vrijedi qo # (., stavimo 7’ := 7. Inace vrijedi qp = q, i tvrdimo da
je tada ¢ identiteta na £*. Doista, za svaku rije¢ w € £*, pocetna konfiguracija stroja 7 s
ulazom w, (qo,0,w,...) =(q.,0,w,,...), ujedno je i zavrSna konfiguracija, pa izra¢unavanje
uvijek stane (¢ je totalna) i iz zavrsnog oblika trake ¢itamo @(w) =w.

Dakle, sad samo trebamo konstruirati Turingov stroj s razliitim pocetnim i zavr$nim
stanjem, koji ra¢una identitetu. Jedan takav je

T = ({0»1}>Z)ZU{I—l})l—hé,)Ov])r (4‘15)
d'(0,) == (1,0, 1) zasve x e Zu {,}. (4.16)

Tada za svaku w € X*, T “izra¢unavanje s w je (0,0,wy,...) ~ (1,1,w,...) O, odakle je izlazni
podatak opet w, odnosno 7' racuna identitetu. [
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Sli¢no mozemo kodirati i Iy — ali kako ve¢ imamo kodiranje skupa XLy c Iy, Zelimo da
znakovi ulazne abecede imaju iste kodove. Stoga oznacimo b := card I} i proSirimo bijekciju
NIy :Zo <> [1--b’] do bijekcije NIy : Iy < [0--b), tako da |, preslikamo u 0, a ostale elemente
iz o\ o bijektivno u skup (b’ b).

Ovaj put smo upotrijebili nulu, kao NIy(,,). To opravdava frazu ,traka je s konaénim
nosa¢em” (praznine su kodirane nulama, pa ne-nula ima kona¢no mnogo), a bit ¢e esencijalno
1 za kodiranje trake. Naime, sada imamo sli¢an problem kao sa stanjem registara RAM-stroja:
da bismo kodirali proizvoljnu traku, moramo nekako skupiti kodove beskonacno mnogo ¢elija,
ali takve da su svi osim kona¢no mnogo njih jednaki 0. Alternativno, Zelimo ,kodiranje”
konacnih nizova, ali takvo da dodavanje nule na kraj ne promijeni kod.

U slucaju RAM-registara to smo rijesili rastavom na prim-faktore, odnosno malom modifi-
kacijom kodiranja N* — umjesto od 1, eksponenti su isli od 0. MoZemo li ovdje naci neku
malu modifikaciju kodiranja X* (zapis u bazi) da dobijemo analogni rezultat?

MoZemo, i sli¢na ideja funkcionira: kontraprimjer za injektivnost preslikavanja koje broji
znakove od 0 bit ée upravo putokaz kako treba napisati kodiranje trake. Umjesto od 1,
znamenke ¢e i¢i od 0. Tamo smo rekli da je (001121)3 = (1121)3 =43, no to upravo znaci da
je broj 43 prirodno gledati kao kod trake abaa ... = abaa,,... — drugim rijeCima, ovdje
imamo obicni zapis u (ne pomaknutoj) bazi b.

Definicija 4.17: Za proizvoljnu traku t: N — Iy (koja je skoro svuda |,), definiramo kod trake

(t) ={totita...y...) := Z NIo(ti) - b, gdje je b := cardTy. (4.17)
ieN
Zbog konacnosti nosaca i ¢injenice da je NI'h(,) = 0, samo kona¢no mnogo ¢lanova tog ,reda
potencija” bit ¢e pozitivno, pa je suma dobro definirana. <
S ovom idejom postoje dvije smetnje pri konstrukciji pocetne konfiguracije. Prvo, moramo
promijeniti bazu iz cardXy = b’ u cardly = b, jer na traci se mogu naéi i znakovi s veéim
kodovima, kao i praznina (uvijek je b > b’, zbog I' o £). Drugo, u zapadnom svijetu piSemo
rijeci slijeva nadesno (i tako dozivljavamo traku), ali smo zapis brojeva preuzeli iz arapskog
jezika koji se piSe u suprotnom smjeru. Zato dodavanje nule slijeva u zapis broja u bazi b
odgovara dodavanju prazne celije zdesna pri pomaku udesno od zadnje posjecene Celije.
Racunarci s iskustvom mreZznog programiranja znaju za taj problem. Radi se o byteorder-
dilemi, sasvim analognoj upravo opisanom problemu, iz sli¢nih razloga. Veéina modernih
procesora pamti viSebajtne podatke tako da na pocetnoj adresi podatka stoji najmanje znacajni
bajt, jer se jedino tako postiZe neovisnost o veli¢ini ¢elije (nakon y=25; na adresi &y je bajt 25,
neovisno o tome je li varijabla y tipa char, int ili long long), §to pojednostavljuje racunanje.
No taj redoslijed (little-endian) je obrnut u odnosu na to kako smo navikli pisati brojeve
u dekadskom zapisu — i kako smo uostalom napisali taj broj (2 pa onda 5) u naredbi koja
inicijalizira y. To posebno dolazi do izrazaja pri mreznom programiranju: standardi propisuju
da se viSebajtni brojevi preko mreze prenose redoslijedom big-endian, kako bi bilo lakSe pratiti
Sto se dogada u slucaju greske. Zato mnoge standardne biblioteke imaju funkcije (ntoh/hton)
za pretvaranje redoslijeda bajtova iz mreZnog (¢itljivijeg) u procesorski (operativniji) i obrnuto.
Mi ¢emo napraviti sli¢no, usput prenoseci zapis iz jedne baze u drugu.
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Lema 4.18: Postoji primitivno rekurzivna funkcija Recode’ takva da za svaku rije¢ w e X
vrijede jednakosti
Recode((w),b’,b) = (w_...), (4.18)

Recode((wy...),b,b") = (w). (4.19)

Dokaz. Kao §to smo ve¢ rekli, Recode(n,b;,b,) samo treba ekstrahirati znamenke od n u
bazi b; te ih slagati obrnutim redom u bazi b,. Kako je w € L7, u zapisu nema znamenke 0,
pa mozemo koristiti funkcije slh i sdigit bez obzira na to je li baza b; pomaknuta.

Recode(n,bi,by) == > sdigit(n,i,b1) by (4.20)

i<slh(n,by)

Neka je w = apoty---ox1-1 € L* proizvoljna (1 := |[w|). Tada, ako oznaimo n := (w), vrijedi
slh(n,b’) =11 d; :=sdigit(n,i,b’) = NZy(o;) = NTo(i) za sve i < 1. Iz toga

1-1
Recode(n,b’,b) =) d;-b' = > Nlo(ai) bt = (wy...), (4.21)
i<l i=0
i analogno (4.19). Klju¢no je bilo da se NX, i NIy podudaraju na svim znakovima o € Xy.
Primitivna rekurzivnost slijedi iz lema 2.53 1 4.13 te primjera 2.13. [

Primjer 4.19: Neka je L := {a,b,c} cT:={ ,a,b,c,A B,C}, neka je kodiranje zadano redom kojim
su znakovi napisani, i neka je w :=bbc. Tada je (w) = (223)3 = 27 te (wy,...) = (322)7; =163,
dakle Recode(27,3,7) = 163 i Recode(163,7,3) = 27. N

Na redu je kodiranje funkcije prijelaza 6y. Mogli bismo se zabrinuti, znajuéi koliko kodiranje
funkcija moze biti komplicirano (sjetite se indeksa). Ali 8, je konacéna funkcija (lookup table),
pa zapravo nece biti problema.

Prvo, &y je funkcija s dva ulaza i tri izlaza, tako da je zapravo kodiramo kroz tri dvomjesne
koordinatne funkcije (napomena 1.1). Drugo, ve¢ imamo kodiranja za ulaze i prva dva izlaza,
NQo:Qo < [0--a)iNIp: Ty« [0 b), samo jo§ trebamo kodirati pomake. Kako oni ve¢ jesu
,aumericki” u Z, najlakse ih je samo povecati za 1 da upadnu u N, tako da ,pomak ulijevo” —1
kodiramo brojem 0, a ,pomak udesno” 1 kodiramo brojem 2.

Lema 4.20: Postoje primitivno rekurzivne funkcije newstate, newsymbol i direction koje preslika-
vaju (NQo(q),NTlo(v)) redom u NQo(q"), NTo(y’) i 1+4d, gdje je (q',v',d) := {?2(38 e

Dokaz. Za proizvoljni par (k,g) € [0--a) x [0 b), ako je k # 1 oznaéimo (q’,y’,d) :=
50(NQj' (k),NI5'(g)) te definirajmo newstate(k, g) := NQo(q’), newsymbol(k, g) := NI (y’) i
direction(k, g) := 1 + d. Takoder, za k =1, za svaki g € [0--b), dodefinirajmo newstate(1,g) :=
direction(1,g) := 1 i newsymbol(1,g) := g.

Koliko god to komplicirana pravila bila, njima definirane funkcije su konac¢ne (sve tri imaju
domenu [0--a) x [0--b) s ab elemenata), pa prema korolaru 2.50 za svaku od njih postoji
primitivno rekurzivna funkcija koja se s njom podudara na [0 a) x [0--b) (prosirenje nulom).
Sada je iz definicije tih triju funkcija jasno da vrijedi tvrdnja leme (sjetimo se, 1 =NQo(q.), a
[0--a)i[0-b) suslike od NQp i NI, redom). O
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Primjer 4.21: U primjeru 4.6 smo vidjeli funkciju prijelaza 0y, definiranu s (4.2).

Qh‘ABCDEF, Fh\ab\cdu
NQ.|0 3 4 5 1 2 N1 2[340°
tada su funkcije newstate, newsymbol i direction redom zadane tablicama

Ako stanja i znakove kodiramo kao

012345 . 012345 - 012345
01 33220 - 0]|03 43 40 0/22200]0
11111 1/0 - 1l0123 4|0 111111 1]0
21222220 2(0123 4|0 210000 0[0
31433220, 30123 4|0 i 3/0220 00 (4.22)
412552 2(0 ~ 4000 3 4|0 410 000 0[0 q
5/25500[0 ~ 5012120 500002 2|0
6000000~ 6/000000 6/0 00000

4.1.3. Kodiranje Turing-izracunavanja

Upravo dokazana lema 4.20 donekle je analogna lemi 3.32. Vrijeme je za analogon leme 3.33.
Za razliku od tih lema, koje su definirale uniformne funkcije sto su primale RAM-program
kao argument, ove Ce se odnositi na fiksni Turingov stroj 7y — jer je tako lakse, a ne treba
nam puna opcenitost; sve §to ¢e nam kasnije trebati su nek: indeksi izracunljivih funkcija, a
njih smo dobili s RAM-strojevima.

Lema 4.22: Funkcije definirane sa
State({w),n) :=NQo(qn), Position({w),n):=pn, Tape({(w),n):=(tn), (4.23)
gdje je ((qn,pn,tn))neN To-izracunavanje s w, primitivno su rekurzivne.

Dokaz. Kao i u dokazu leme 3.33, upotrijebit ¢emo simultanu primitivnu rekurziju. Za
inicijalizaciju trebamo funkcije Gq, G, 1 G3, koje daju vrijednosti trazenih funkcija za n = 0.
Stanje pocinje od qo kodiranog nulom, pozicija poéinje od nule (lijevi rub), a traka pocinje
od w,..., ¢iji kod se iz x = (w) moZe dobiti primjenom funkcije Recode.

G1(x) = Ga(x) =0, G3(x) := Recode(x,b’, b). (4.24)

Dakle, Gy = G, = Z (inicijalna), a Gz je primitivno rekurzivna po lemi 4.18 i propoziciji 2.21.

Za korak, trebamo funkcije Hy, H; i H3, od kojih svaka prima po pet argumenata: kod rijeci
s kojom se racuna x = (w), broj dosad napravljenih koraka izraéunavanja n, kod prethodnog
stanja q = NQo(qn ), prethodnu poziciju p = p,, i kod prethodne trake t = (t,). Redom trebaju
vratiti NQo(qn+1), Pns1 1 (tns1). U tome ée nam pomoéi funkcije iz leme 4.20, ali na ¢emu ih
pozvati? Prvi argument je kod trenutnog stanja q, a drugi je kod trenutno ¢itanog znaka g,
koji moZemo dobiti kao vrijednost znamenke od t mjesne vrijednosti bP. Ovdje ne mozemo
koristiti sdigit jer se na traci mogu nalaziti i praznine, a i jer se mjesne vrijednosti broje zdesna
u zapisu — ali standardni postupak za ekstrakciju znamenke (4.28) funkcionira.

Sada H; samo treba vratiti newstate(q,g). H; treba vratiti p pomaknut za direction(q, g),
ali za jedan manje jer smo pomake za d kodirali s d + 1. H3 je najkompliciranija: treba p-tu
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znamenku u zapisu t u bazi b zamijeniti znamenkom vrijednosti newsymbol(q,g). To radimo
tako da od t oduzmemo trenutnu mjesnu vrijednost te znamenke g-b?P pa dodamo mjesnu
vrijednost nove. Dakle, primitivno rekurzivne funkcije

Hi(x,n,q,p,t) := newstate(q, g), (4.25)
Ha(x,n,q,p,t) := pd(p+direction(q,g)), (4.26)
Hs(x,n,q,p,t) :=t=g-bP + newsymbol(qg, g) - b?, (4.27)

uz pokratu g:=t ~ b mod b, (4.28)

zadovoljavaju specifikaciju s pocetka odlomka. Sada su State, Position i Tape definirane
simultanom primitivnom rekurzijom iz G¢, Gz, Gz, Hy, H, i H3, pa su primitivno rekurzivne
po propoziciji 3.19. Tvrdnju leme sada dokazujemo matematickom indukcijom po n, sasvim
analogno kao u RAM-modelu.

Za n =0, pocetno stanje je qo, pa je State(x,0) = Gy (x) = Z(x) =0 =NQo(qo) doista njegov
kod. Pocetna pozicija je 0 = Z(x) = G2(x) = Position(x,0). Pocetna traka je w,..., ¢iji kod
(wy...) je prema (4.18) jednak Recode({w),b’,;b) = G3({w)) = Tape({w),0).

Sada pretpostavimo da je nakon k koraka, q := State({(w), k) kod stanja, p := Position({w), k)
pozicija, a t := Tape({w),k) kod trake stroja. Ako je ta konfiguracija zavrSna, tada je
q=NQo(q.) =1, pa prema definicijama iz leme 4.20 vrijedi newstate(q, g) = direction(q, g) =1
i newsymbol(q,g) = g. Tada Hy daje q, H, daje pd(p + 1) = pd(Sc(p)) = p, a Hs daje
t=g-bP+g-bP =t (jerjeg=t~»bPmodb <t~ DbP < bip, pa je g-bP < t, odnosno + je
zapravo —). Dakle State({(w),k+ 1) = State({w), k), i sli¢no za Position i Tape, odnosno zavr$na
konfiguracija ostaje ista, kao §to i treba.

Ako ta konfiguracija nije zavrna, tad je q € [0--a)\{1}, pa su vrijednosti newstate, newsymbol
i direction zadane preko funkcije 6, te predstavljaju upravo novo stanje, novi znak na trenutnoj
poziciji 1 pomak na novu poziciju. Recimo, ako s g ozna¢imo kod trenutno ¢itanog znaka, a s
d tre¢u komponentu odgovarajuce vrijednosti 60(q, g), tada je direction(q,g) =d + 1, pa je

Position({w), k + 1) = H,({w), k, State((w), k), Position({w), k), Tape({w), k)) =

=Ha((w),k, q,p,t) = pd(p + direction(q, g)) —pd(p+d+1)=
=max {p+d+1-1,0} = max {Position((w), k) + d,0}. (4.29)

Sli¢no se dobiju i odgovarajuce vrijednosti za State((w),k+1) i Tape({w),k+1). O

Pomoéu funkcije State? moZemo prepoznati zavrinu konfiguraciju — u njoj ée vrijednost
te funkcije biti jednaka NQo(q.) = 1. Stovise, ako Ts-izratunavanje s w stane, tada je broj
koraka nakon kojeg se to dogodi upravo najmanji broj za koji vrijedi ta jednakost. (Nemamo
probleme kao u primjeru 3.34, jer nam je Turingov stroj fiksan i ne prenosimo ga kao kod, a
svaki prirodni broj je kod neke rijeci iz X7.)

Lema 4.23: Funkcija stop', definirana sa
stop({w)) :~ ,broj koraka nakon kojeg 7p-izra¢unavanje s w stane”, (4.30)

parcijalno je rekurzivna (s domenom Dgop = Dng, = {{(W) | W € Dy, } =1 (Do, ))-
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Dokaz. Tvrdimo da je
stop(x) ~ p.n(State(x, n)= 1) (4.31)

dobivena minimizacijom primitivno rekurzivne relacije.

Neka je x € N proizvoljan i ozna¢imo w := (NZ)~'(x). Ako je we Dy, tada po definiciji 4.5
To-izra¢unavanje s w stane — oznaéimo s ng := stop(x) broj koraka nakon kojeg se to
dogodi. Prema lemi 4.22 vrijedi State(x,mno) = NQo(q,) = 1, ali isto tako za sve n < ng
vrijedi State(x,n) # 1 — jer stanje jo§ nije zavr$no, a NQ je injekcija. Dakle ny je jednak
un(State(x,n) = 1).

Ako pak w ¢ D, tada 7p-izrac¢unavanje s w ne stane, pa ne postoji n € N takav da vrijedi
State(x,m) =1 (opet, jer je NQo injekcija) te izraz pn(State(x,n) = 1) nema vrijednost, bas
kao ni stop(x). O]

Teorem 4.24: Neka je L, abeceda, NZ, njeno kodiranje te ¢, Turing-izra¢unljiva funkcija nad
njom. Tada je prateca funkcija N, parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Po pretpostavci, postoji Turingov stroj 7o = (Qo, o, 0, 1, 90, do, q-) koji raéuna @o.
Oznacimo b’ :=card Xy i b := card ;. Primjenjujuéi na taj 7, sve $to smo napravili u ovoj tocki
(kodiramo mu stanja, radnu abecedu u skladu s N, traku, funkciju prijelaza te izracunavanje
s proizvoljnom rije¢ju), dobijemo (medu ostalim) funkcije Recode, Tape i stop, sa svojstvima
iz odgovarajucih lema. Tvrdimo da je

N@o(x) =~ Recode(Tape(x, stop(x)),b,b’), (4.32)

pa je Ng, parcijalno rekurzivna kao kompozicija takvih. Sama parcijalna jednakost (4.32) je
zapravo (4.14) iz definicije 4.15, samo izredena u ,jzracunljivom obliku”. Za svaki x € N imamo
dva slu¢aja ovisno o tome je li w:= (NZ5)7'(x) € Dy, .

Ako nije, tada N@o(x) nema vrijednost, a niti desna strana od (4.32) nema vrijednost — 7o
racuna o, pa w ¢ D, znaci da 7p-izracunavanje s w ne stane. Tada x ¢ Dg,p, prema lemi 4.23,
a onda po korolaru 2.7 takoder x nije ni u domeni desne strane.

Ako je pak w € D, , tada 7o-izraCunavanje s w stane, a prema lemi 4.23 to se dogodi nakon
s := stop({w)) = stop(x) koraka. Prema lemi 4.22, kod trake zavrSne konfiguracije je onda
t := Tape(x, s), 8to je (@o(W).,...) jer T rauna @y. Sada je prema (4.19) Recode(t,b,b’) =
(@o(w)), kao §to i treba biti. O

4.2. Pretvorba RAM-stroja u Turingov stroj

Dokazimo sada obrat teorema 4.24. Za parcijalno rekurzivne funkcije imamo kompajler u
RAM-strojeve, koji mozemo iskoristiti i za kompiliranje u Turingove strojeve. U modernom
racunarstvu, dolaskom nove arhitekture cesto ne moramo iznova kompilirati izvorni kod.
Ako ve¢ imamo kod na slicnoj razini (RAM-program), moZemo ga neposredno prevesti
(,transpilirati”) u kompilirani kod za drugu arhitekturu. To ¢emo uciniti ovdje.

Kroz ¢itavu ovu tocku imat ¢emo fiksiranu abecedu X, njeno kodiranje NX,, kodiranje
o = (--) = NI zapisom u pomaknutoj bazi b = card Lo, jezi¢nu funkciju ¢, nad L, takvu da
je Ngo € Comp; te fiksni RAM-algoritam P/ koji rauna Ne,.
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Cilj ¢e nam biti konstruirati Turingov stroj 7y koji racuna @, tako da primi ulaz w na traci,
kodira ga u x := (w), od toga konstruira pocetnu konfiguraciju RAM-stroja Sy s programom
Py i ulazom x (,,stavi x u R4”) te simulira redom korake Py-izratunavanja s x. Ako/kad Sy ude
u zavr$nu konfiguraciju ¢, 7o ¢e sadrzaj y := ¢(Ro) ,dekodirati” u rije¢ v := @o(w), obrisati
ostatke izraCunavanja s trake i premjestiti v na pocetak. Ako se to nikad ne dogodi, 7, ¢e
vjeCno simulirati rad Sy, odnosno nikad nece otiéi u zavr$no stanje — $to i treba da bi ra¢unao
@o, jer Cinjenica da Py-izra¢unavanje s (w) ne stane znaci da w ¢ D,,,. Efektivno, definiciju
prateée funkcije smo ,jzvrnuli” iznutra van: N@g = 0o @oo 0o~ znadi @g=0"'oNgpoo.

Stroj 7o ¢emo konstruirati u pet dijelova (fragmenata), koji provode razne faze opisanog
postupka simulacije stroja Sy. Da bismo ga opisali, potrebno je precizirati njegova stanja,
radnu abecedu I' te prijelaze.

Stanja ¢emo uvoditi implicitno i postepeno, specificiranjem funkcije . Dodat ¢emo jos
jedno stanje, stanje greske gy, uz standardnu konvenciju da za bilo koji par (q,x) na kojem
nismo eksplicitno definirali §, vrijedi 8(q, &) := (gx, ®,—1). To je samo birokratski detalj da bi
 bila totalna, jer 7, nikada nece oti¢i u stanje qy: jedini nacin da ra¢una beskonac¢no dugo
bit ¢e da odgovarajuce Py-izracunavanje ne stane.

U radnoj abecedi se o¢ito moraju nalaziti svi znakovi iz X, kodirani po NX, brojevima iz
[1--b]. Za svaki t € [1--b] oznadimo s &y := NIy (t) odgovarajuéu ,znamenku”.

Za demarkaciju upotrijebljenog dijela trake koristimo granié¢nik $. Separator # odvaja dio
za ulaz od dijela za racunanje (simulaciju). Traka ¢e pri pocetku rada izgledati otprilike kao
$u*v#u, ..., a pri njegovu kraju kao $v *u$, ..., gdje je v e Lj dio za ulaz odnosno izlaz, a
uwe (B™)* dio za reprezentaciju konfiguracije od Sy. Dakle I' := £y u {$,#} u B™, gdje je B™
skup koji éemo kasnije definirati — taj skup sadrzavat ée i prazninu ..

Cilj prve faze je pomaknuti rije¢ za jednu celiju desno, stavivsi grani¢nik na pocetak.

Lema 4.25: Postoji fragment Turingova stroja koji prevodi pocetnu konfiguraciju
w = (1ng4,0,w,,...) u konfiguraciju $w,, = (n_,|w|+1,$w...).
Mg n,

Dokaz. Obi¢no se takav pomak radi s desnog kraja, jer inaCe moramo izvan trake pamtiti
znakove koje prenosimo. No sjetimo se uvoda: za Turingov stroj pomaci su teski a pamcdenje
znakova lagano — jer je I' konacan, znakove mozemo pamtiti u stanjima stroja. Imat ¢emo po
jedno stanje n, za prijenos svakog znaka x € Ly w {$,.,}.

Tada, ako u stanju n, ¢itamo znak 3, zamjenjujemo ga s « i pamtimo u stanju ng (61).
To objasnjava i zasto je poletno stanje ng. Nakon §to procitamo i pomaknemo c¢itavu rijec,
nademo se u stanju n na prvoj praznini nakon nje. O

Primjer 4.26: Za X, := {a,b}, prvi fragment je prikazan dijagramom

(4.33)
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Za ulaz aab izracunavanje pocinje s aab ~ $ab ~ $ab ~ $aa , ~ $aab,,. <
Ng MNa MNa Ny n

d(Na, B) :=(mp,x,1), zasve we Lou{$}, B el uu{u} (861)

Sljedeci korak je konstruirati pocetnu konfiguraciju od Sy, desno od separatora # na poziciji
lw| + 1. Znamo da to mora biti element od (B™)*, pa pokuSajmo s unarnim kodiranjem: cilj

nam je na kraj rijeci staviti # te rgw) za jedan konkretni element r; € B™.

Lema 4.27: Postoji fragment Turingova stroja koji prevodi konfiguraciju
$wi = (n,,|w|+1,$w,,...) u konfiguraciju $ Ml#r1¢W) = (po, [w| + 2, $_.MWlr L),
n J

5(ny0) = (doy #,=1) (52a)
d(qo, ) == (q1,¢-1,1), za sve te[2: b] (62b)
d(q1,x) == (q1,x,1), za sve x e Lou {#,11} (62c)
5(q1,u) = (qo,71,-1) (62d)

5(do,Y) = (do,v,=1), zay € {#,11} (82e)
5(qo, 1) = (qo, &by —1) (52f)

5(qo,Y) =(4d2,7,1), zay € {$,} (62g)
8(dzyop) = (q1,15 1) (52h)

5(q2,#) := (po,#,1) (621)

Dokaz. Prvo postavimo separator na trenutnu poziciju (62a). Zatim broj x := (w) ¢itamo u
pomaknutoj bazi b pomoc¢u znamenaka a,t € [1--b] te piSemo unarno (u pomaknutoj bazi 1)
pomocu znamenke r;. To se moze rijeSiti tako da ,dekrementiramo” w, za svaki uspjeSni
dekrement dodajuéi po jedan r; na kraj.

Zapis u pomaknutoj bazi dekrementiramo sli¢no kao i zapis u obi¢noj bazi. Ako zadnji
znak nije o, smanjimo njegov kod za 1 (82b) i odemo desno (62c) do prvog razmaka, koji
zamijenimo s r; (82d) i vra¢amo se ponovo lijevo (52¢). Ako naidemo na «;, zamijenimo
ga ,najvetom znamenkom” «y, i nastavljamo smanjivati dalje lijevo (82f). Ako smanjujuéi
dodemo do lijevog ruba broja (62g), prvu znamenku mu obrisemo (62h). Na kraju odemo
desno iza separatora, u stanje po (52i).

Za dokaz da to stvarno dovede do Zeljene konfiguracije dovoljno je primijetiti da se nakon
svakog prolaza lijevo-desno nademo ponovo u stanju qo, s pozicijom pri desnom kraju trake
oblika $._|‘W|“W'|w’#rgw>_<w,>. Na pocetku je to istina jer je w =W’ i jo§ nemamo nijedan 11, u
svakom koraku ostaje istina jer se dekrementom (w’) smanjuje za 1 dok se broj znakova 1
povecava za 1, a na kraju onda moramo imati $L,|W|#rgw), jer je tadaw’ = ¢ s kodom (¢) =0. [J

Primjer 4.28: Za ¥, := {a,b, c,d}, drugi fragment je prikazan dijagramom

(4.34)
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Za rije¢ aab imamo Setnju kroz konfiguracije (piSemo samo neke od njih):

$aab,, ~ $aab# ~ $aaatt ~ $aaat,, ~ $aaa#r; ~* $ddd#r, ~ $ddd#r, ~ $_dd#r; ~*
n, qo q1 q1 qo qdo q2 q1

~% $Ldd#r L ~ $Ldd#T T ~2 $Ldd#TT ~ $udcHr? ~3 $dcHrT ) ~t $LdcHrT ~* §db#r] ~*

q1 qo qo q1 q1 qdo qo
* 5 * 6 * 9 * 13 * 17 * 18 * 21

~r $|_Jda#T] ~r $|_JCd#T] ~r $|_|C8.#‘r] ~r $|_,ba#1‘] ~r $|_|aa#T‘] ~r $|_“_|d#T] ~r $|_“_|a#1‘] ~
qo qo qo qo qo qo qo

21 21 21 21 22 22 22

~r $|_|ud#7‘1 ~ $|_|uqd#r1 ~ $|_|u|_|jlir1 ~ $uu|_|#T1 L~ $uuu#1‘1 ~ $|_|uufr1 ~ $uuu#r1 )

2 1 2

qo a1 qo Po

$to je tocno kako treba biti jer je b = 4, pa je (aab) = (112)4 = 22. ,Invarijanta petlje”
zadovoljena je u svim istaknutim konfiguracijama gdje se qo nalazi ispod zadnjeg znaka prije
separatora: npr. za $,,cd#r{ je w’ = cd, &iji je kod (cd) = (34)4 = 16, a (w)—-(w') =22-16=6. <

4.2.1. Registri kao tragovi trake

Vrijeme je da opiSemo kako ¢emo to¢no reprezentirati konfiguraciju RAM-stroja Sy na traci.
Zapravo, vrijednost programskog brojaca je jedna od kona¢no mnogo njih i na njoj su dopustene
proizvoljne transformacije, pa ju je bolje prikazati kroz stanje stroja. Na traci ¢e stajati samo
stanje registara — i to samo onih relevantnih. U tu svrhu, ozna¢imo s m := mp; = max {mp,,2}
Sirinu algoritma Pj; tada znamo da je dovoljno pratiti prvih m registara.

Kako to najbolje uciniti? Kao §to smo rekli na pocetku ovog poglavlja, jezi¢ni model je
Jfransponirani” brojevni model: u jezicnom modelu broj ¢elija nije ogranicen, ali broj mogucih
sadrzaja svake Celije jest, dok je u brojevnom modelu obrnuto. To znaci da mozemo stanje
relevantnih (prvih m) registara prikazati kao rije¢ nad ,abecedom m-bitnih procesorskih rije¢i”

E [1 i cmy@ieto,en) (4.35)

tako da se dio trake desno od separatora sastoji od m ,redaka” (tragova), u svakom od kojih
pisSe eto-.. gdje je t sadrzaj odgovarajuceg registra. U tom kontekstu, B™ je ,prostor stupaca”
sa svim (2™ njih) stupcima znakova e i o visine m. Recimo,

B™ - H{o,-}={[

i<m

o~}

S

|
—
0000
oocoe
[eYeX o)
ococee
[oX Yoo}
ceoe
ceeo
ceee
@000
[ JoXeoX J
[ JoX Yol
[ JoX X J
@000
[ X JoX )
[ X X JeoJ
(XX X J

}. (4.36)

Konkretno, ako (za m = 4) u nekom trenutku imamo konfiguraciju (1,4,0,5,0,0,...), uz w| =7,

na traci ée biti
@®@000000000
0000000000
$uuuuuuu#oooooooooo“3 (437)
0000000000

iz ¢ega vidimo dvije stvari. Prvo, ., mora biti prvi element naveden u B™, koji ima sve kruziée
prazne. Tako postizemo da traka bude prazna od nekog mjesta nadalje (konkretno, maksimum
svih m vrijednosti u registrima), odnosno da bude s kona¢nim nosa¢em. Drugo, na$ znak
11, koji smo upotrijebili da postavimo R na ulaznu vrijednost (w), je treci element u B™,
napisan transponirano kao (ceo™-2)7. Stupcano,

IERNeX Xo)

L= 9, 1= O (4.38)
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Primjer 4.29: Nad abecedom X := {a,b} kodiranom s {a ~ 1,b ~ 2} pogledajmo jezi¢nu funkciju
,dopisivanje a zdesna”, @.(w) := wa. Baza je b =2, pa je prateca funkcija No.((w)) = (wa) =
(w) 3 (a) = (w)-25h((2h2) + (a) = 2l . (W) + 1, odnosno N, (x) = 2x + 1. O¢ito je N, € Comp;:
racuna je jednostavni RAM-program

0.INC Ry

| 1.pEC R1,4
Pl ) o Ry (4.39)
3.goTo0

Sirine m = 2. Za ulaznu rije¢ ab je (ab) = (12), =4, pa je konfiguracija Turingova stroja kroz
faze (pocetna, nakon prve faze i nakon druge faze)
ab ~* $ab, ~* 99t eeee. (4.40)
g n, Po
Rekli smo da ¢emo vrijednost programskog brojaca drzati u stanju stroja — i to je veé
ucinjeno kroz supskript stanja po: ta nula znaci da je PC upravo postao 0. Opéenito, za
Py duljine n := np, imat ¢emo stanja pi,ie [0--n], pri ¢emu ¢e ulazak u stanje p,, znaciti
zavrSetak Py-izracunavanja.

Definicija 4.30: Neka je P! RAM-algoritam $irine m te ¢ = (1o, T1y...,Tm-1,0,0,...,pc) konfi-
guracija RAM-stroja s programom P. Tada je m-reprezentacija od c konfiguracija Turingova
stroja sa stanjem p,., trakom oblika $ *#v,... i pozicijom ve¢om od k — pri ¢emu je v rije¢
nad B™ u ¢&ijem i-tom tragu pise e iolVI-"i, za sve i€ [0-- m). N

Recimo, (4.37) je primjer trake 4-reprezentacije konfiguracije (1,4,0,5,0,0,...). Takoder,
zadnja konfiguracija u (4.40) je 2-reprezentacija poCetne konfiguracije RAM-stroja s programom
P, iz (4.39), s ulazom ab.

Ipak, stanja p; nisu dovoljna za izvrSavanje RAM-instrukcija: za svaki i < n imamo joS
jedno stanje s;, koje tome sluzi. Stanje p; je ,,pripremno stanje” za si, s jedinim zadatkom
fiksiranja pozicije odmah nakon znaka #.

Da bismo implementirali prijelaze iz stanja s;, moramo nauciti ,adresirati bitove” na traci
m-reprezentacije. Svaki element od B™ vidimo kao m-bitnu rije¢, koriste¢i za promjenu
pojedinog bita istu tehniku kao ,pravi”’ procesor: ¢itavu procesorsku rije¢ zamijenimo drugom,
koja se podudara s njom u svim bitovima osim onog koji Zelimo promijeniti. Primjerice, ako
na traci (4.37) Zelimo ,dekrementirati R”, zamijenit ¢emo njen trinaesti znak (ceoe)T znakom
(cooe)T, devetim na popisu (4.36).

Definicija 4.31: Neka je j € [0--m), neka su q,q’ € Q, neka su 3,3’ € B := {o,e} te neka
je d e {-1,1}. PiSemo 6(;(q,B) = (q’,B’,d) kao pokratu za: 6(q,v) = (q’,v’,d), za sve
Y,Y' € B™ takve da je vj = B, v{ =B’ te yi =y{ zasve i¢ [0--m)~{j}.

U dijagramima, na strelici od q prema q’ piSemo [3:[3'@j, ili 3@j ako je B’ = 3. <

4.2.2. Simulacija RAM-izracunavanja

Lema 4.32: Neka je Py =: [ i I ]tm (Sirine m). Tada za svaki i < n postoji fragment Turingova
stroja, koji prevodi svaku m-reprezentaciju svake Sp-konfiguracije ¢ kojoj je ¢(Pc) =1, u neku
m-reprezentaciju Sp-konfiguracije d, gdje ¢ ~ d po programu Py.
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Dokaz. Trazeni fragment pocinje s radom u stanju p; na poziciji vecoj ili jednakoj poziciji
separatora k, a treba zavr$iti u stanju pi- za i’ := d(PC) na poziciji s istim svojstvom. Za
pocetak, dok god ¢&itamo znak iz B™, pomiéemo se lijevo (63a). Kad pro¢itamo #, pomaknemo
se desno (83b).

6(131,'}/) = (pi)Y» -1 )) za svey e« B™ (633*)
S(pi, #) = (si,#,1) (63b)

Tako dodemo u stanje s;, na poziciju k+ 1. Zbog c¢(PC) = i< n =np konfiguracija c sigurno
nije zavr$na, pa postoji instrukcija I;. Dalji postupak ovisi o njenom tipu.

Ako je I; tipa INC, recimo i. INC R;, trebamo oti¢i do kraja znakova e u tragu j (83c) i
dopisati jo§ jedan e tamo, a zatim se pripremiti za sljedecu instrukciju, onu rednog broja
i+1(63d).

5()')(51,.) = (Si).vl) (53C)
8 (81,0) = (Pie1, @ —1) (63d)

Ako je I; tipa DEC, recimo i. DEC R, 1, trebamo kao i za INC doci do kraja znakova e (53e),
a kada procitamo o, pomaknuti se lijevo u novo ,stanje odluke” t; (63f). Ako u tom stanju
¢itamo #, znaci da je c(R;) = 0, pa prelazimo na instrukciju rednog broja 1 (63g). Ako ne,
tada u tragu j zamijenimo e s o i prelazimo na sljede¢u instrukciju (63h).

8(j)(si,®) := (51,9, 1) (53e)
8¢j)(si,0) = (ti,0,-1) (83f)
5(ti, #) := (pr, #,1) (63g)
5y (i, ®) = (pis1,0,-1) (53h)

Ako je I; tipa co TO, recimo i. GO TO 1, samo odemo na pripremu za instrukciju I; (83i).

5(si,Y) = (pr,v,-1), zasve y e B™ (831)

Lako je vidjeti da je pozicija ulaskom u p;, doista veéa ili jednaka k — recimo, primjenom (53h)
pozicija ¢e biti k+c(R;j)-1 >k, jer je u tom slucaju c(R;) > 0 — dakle, postignuta konfiguracija
jest m-reprezentacija od d. 0

Tipove fragmenata iz dokaza moZemo prikazati dijagramima:

> LINCRj: pm (\‘* # ° o9 @
9 ®:0 ©j/,/

>  1.DEC Rj,l:

> 1i.coTOol:
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Propozicija 4.33: Postoji fragment Turingova stroja koji za sve x € N, pocevsi od bilo koje
m-reprezentacije pocetne Syp-konfiguracije s ulazom x, dostigne neku m-reprezentaciju zavrsne
So-konfiguracije Po-izracunavanja s x ako je x € Dy, , @ inace nikada ne stigne u stanje pn,.

Dokaz. Za svaki x € N, ozna¢imo sa (c¢1)1en Po-izracunavanje s x i indukcijom po 1 dokaZimo
da dosad sastavljeni fragment Turingova stroja dostigne m-reprezentaciju od c;. Baza je ocita,
jer je c¢o upravo pocetna konfiguracija. Korak (ako c; nije zavr$na) je primjena leme 4.32.
Dakle, ako Py-izracunavanje stane u 1y koraka, fragment ¢e postiéi m-reprezentaciju zavrsne
konfiguracije c;,, doSavsi u stanje p,.

No vrijedi i obrat: pri simulaciji jednog RAM-prijelaza c ~ d, fragment posjeéuje samo
stanja pi, si i ti za i=c(Pc) ili za i = d(Pc). Dakle, jedini na¢in da dode u stanje p, je da
doista neka RAM-konfiguracija u izra¢unavanju preslika PC u n, $to znaci da P-izraCunavanje
s x stane. [

Primjer 4.34: U primjeru 4.29 smo vidjeli RAM-program P, (4.39) duljine 4 i Sirine 2, koji
raCuna pratecu funkciju dopisivanja a na kraj rije¢i, Ne.(x) :=2x + 1.
Tredi fragment Turingova stroja koji odgovara P, prikazan je dijagramom

0.INC Ry : 2”

oo@O ° Q]

1. DEC R4,4

2.INC Ry :

3.cqoT00 : (4.41)

P.-izralunavanje s (ab) =4 je

il01 2345678921 111213 14 15 16 17 18
cifRo)|] 0001 2223444 5 6 6 6 7 8 8 8 9 9
c(R\)| 4333322221 11100000 00 (442
ci(R..)J0O0OOO0OO0OO0OO0CO0OOO0 O O OOOOO0OO0OO0O0O
cg(Pc)] 01T 23012301 2 3 01 2 3 04 55
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s izlaznim podatkom 9 =2-4 + 1, i odgovara mu Setnja kroz 2-reprezentacije

0040000 % ¢00,,@000 % 00,000 _* 00,000 _* $+00,000 % $00,000
oofeeee ~ $oo#ooco ~ $oo#ooo ~ $oo#ooo ~ $oo#ooo ~ $oo#ooo ~
Po P1 P2 P3 Po P1

*$oo#ooo * $00,0000 . $00,0000 . 400,00000 i ¢00,00000 .
~ ooteeo ™ oofteeoo ™ ooeeoco ™ oofteeooco ™ oofteoooo ™
P2 P3 Po P1 P2

~F $88#...... ~* $OO#...... ~¥ $08#....... ~* $OO#....... *

@®00000 OO0"@00000 (o] @®000000 oo*oooooo00 ™
P3 Po P1 P2
00,00000000 00,00000000 00,000000000 00,,000000000
~* $OO#OOOOOOI())O ~ $OO§OOOOOOOO ~ $OO#OOOOOOO§O /\?* $OO#OOOOOOOOO) (443)
3 0 1 4
koja predstavlja prirodni nastavak one u (4.40). q

Jo$ je potrebno dekodirati y (ako postoji) u rije¢ v := @o(w) i postaviti je na pocetak trake.
Postupak je slican onome u drugoj fazi, samo u obrnutom smjeru. Imamo broj y zapisan
unarno (pomaknuta baza 1) u tragu 0, a trebamo ga zapisati u pomaknutoj bazi b — skidajuéi
po jedan e iz traga O 1 inkrementirajudi rijeC iz L svaki put. Ipak, nekoliko tehnickih detalja
¢ine ovaj postupak kompliciranijim.

Prvo, umjesto pisanja konstantnog znaka r; € B™, morat ¢emo c¢itati bilo koji znak koji u
tragu O ima e. Sre¢om, to nam upravo omogucuje definicija 4.31.

Drugo i vaznije, kod dekrementiranja smo znali da rije¢ nece postati dulja, pa smo prazninama
skracivali zapis broja koliko je ve¢ potrebno, dok ga nismo dekrementirali sasvim do nule.
Kod inkrementiranja nemamo unaprijed odredenu gornju granicu za duljinu izlazne rijeci
v:= @o(W), pa ¢emo morati obrisati separator # i koristiti ¢itavu traku za njenu konstrukciju.
Ipak, ve¢ upotrijebljeni dio trake ¢e biti dovoljan, jer sadrzi barem barem y = (@o(w)) znakova
e u tragu 0.

Lema 4.35: Za svaku rije¢ w vrijedi [w| < (w).

Dokaz. Oznac¢imo s b broj znakova abecede X nad kojom je rije¢ w. Svaki pribrojnik u
sumi (4.9) je pozitivan, jer je svaka znamenka NX(o;) € [1--b] te je b >0 zbog L + @. Dakle,
svaki pribrojnik je barem 1, pa je suma veca ili jednaka broju pribrojnika. No suma je po
definiciji (w), a broj pribrojnika je upravo |w|.

Za b =1 vrijedi jednakost (jer je jedina moguca znamenka 1). O

Stovise, lema 4.35 pokazuje da rije¢ mozemo dekodirati korak po korak: u svakom trenutku
¢e nam u tragu O ostati y’ znakova e, a desno od pocetnog grani¢nika ¢e biti napisana rije¢ u’
¢iji je kod (u') =y -vy’, pa ¢e sigurno stati u prostor od k+y -y’ >y -y’ Celija osloboden
skidanjem y -y’ znakova e.

4.2.3. Konstrukcija izlazne rijeci

Lema 4.36: Postoji fragment Turingova stroja koji prevodi bilo koju m-reprezentaciju zavrsne
konfiguracije (pn, k, $."I#t,,...), gdje je k > |[w| i t u tragu O ima oblik eYolt-Y u konfiguraciju
(1m |V|) $vi.. -): gdje je (V> =Y.

Dokaz. Prvo odemo do kraja upotrijebljenog dijela trake (64a) i tamo zapiSemo krajnji
grani¢nik (84b). Zatim odemo do pocetka trake (64c), brisuéi pritom separator (64d). Tada se
okrenemo (04e) i idemo desno kroz znakove s © u tragu 0 (64f) — dok ne dodemo do prvog e,
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koji obriSemo (84g) i prenesemo lijevo (04h) do prvog znaka iz X,. Ako je taj znak ,najveéi”,
zamjenjujemo ga ,najmanjim” (54i) i nastavljamo iéi lijevo, sve dok ne dodemo do nekog znaka
koji moZemo ,inkrementirati” (64j), ili do poéetnog grani¢nika (64k). U ovom posljednjem
slu¢aju, odemo na kraj rijeci koja se mora sastojati samo od znakova oy (641) i dopiSemo jo$
jedan na kraj (864m). Odemo po novi e iz traga 0... kada ih sve potro§imo odlazimo lijevo
bri$ué¢i krajnji grani¢nik i sve ostatke izrac¢unavanja s trake (864n), dok ne udarimo u zadnji
znak od v (ili pocetni grani¢nik ako je v = ¢).

Argument zasto to funkcionira je prakticki isti kao u dokazu leme 4.27: nakon svakog
sprolaza kroz petlju” imamo traku oblika $ut$ pri ¢emu t ima (v) — (u) znakova e u tragu 0.
Na podetku je u = ¢ pa je to istina ((v) - (¢) =y -0 =1y), svakim prolazom ostaje istina jer se
(u) povecava za 1 dok se broj znakova ® u tragu 0 smanjuje za 1 — pa na izlasku iz petlje
mora biti (v) — (u) = 0, odnosno zbog injektivnosti kodiranja rije¢i u =v. Jo§ je samo preostalo

isprazniti i ostale tragove iz t te obrisati zadnji $. [
d(PnyY) = (PnyY,1), zasve ye{#} uB™\{_} (64a)
5(pnyu) = (g3, 8,-1) (64b)

5(q3,v) :==(qg3,v,-1), zasve y e B™ (84c)
5(d3,#) = (g3, —1) (54d)

5(q3,$) = (q4,$,1) (d4e)

5(0)(d4,°) = (s, 0, 1) (54f)

5(0)(da,®) = (d5,°,-1) (04g)

5(qgs,v) :==(gs,v,-1), zasve y e B™ (64h)
5(ds, op) = (g5, o1, —T) (641)
d(qs, ) := (qa,Xt41,1), za sve te [1--b) (64j)
5(qs,$) = (qs,$,1) (54k)

5(qeyx1) = (qeyx1,1) (541)

5(qe6,Y) :==0(q4,x1) == (q4,x1,1), za sve y € B™ (64m)
5(q4,%) =01 ,y):=(1,.,-1), zasve ye B™ (64n)

Primjer 4.37: Za X, := {a,b, c,d}, Cetvrti fragment moZemo prikazati dijagramom

q (4.44)
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Korolar 4.38: Postoji fragment Turingova stroja koji prevodi konfiguraciju (1, |[v|, $v.,...)
u zavr$nu konfiguraciju (lg,0,v,,...).

Dokaz. Samo treba pomaknuti ¢itavu izlaznu rije¢ za jednu celiju ulijevo, briSuéi pocetni
grani¢nik — drugim rije¢ima, napraviti suprotno od (41):

d(lg, ) := (lay By—1), zasve xe Lou{$}, BeXou{ }. O (85)

Teorem 4.39: Neka je L, abeceda, NX, njeno kodiranje te @, funkcija nad njom.
Ako je Ny RAM-izracunljiva, tada je @y Turing-izracunljiva.

Dokaz. Po pretpostavci postoji RAM-program Py koji racuna Ney.
Oznadimo n:=np; 1 m:= Mp. Tvrdimo da tada funkciju @, racuna Turingov stroj

76 = (Q»ZO)r»mé»nﬂi)lﬂi)) (4'45)
s komponentama

Q:= U{ql}u U{pi»shti}UU{ncx»lfx}U{qx}’ (4‘46)

i<6 i<n oeZou{$,u}
M=Xouw{$,#} uB™, gdje je B™:=[._ _{o,e}, (4.47)
L:=(0,0,...,0)T € B™ (zapisana kao stupac), (4.48)

i funkcijom prijelaza & zadanom jednakostima (61)—(85), tako da se svi parovi (q,«x) €
(Q ~{lg}) x T nenavedeni u tim jednakostima preslikavaju u (g, x,-1).

Doista, neka je w € L} proizvoljna rije¢ i ozna¢imo s k := |[w| njenu duljinu.

Promotrimo prvo sluc¢aj kada je we D, .

Tada ¢e pocetnu konfiguraciju (ng,0,wy,...) prvi fragment od 7, (lema 4.25) prebaciti u
(n,k+1,$w.,...), a nju ¢e pak drugi fragment prebaciti u (po,k +2,$_* #rﬁw)u ...), gdje je
T1 = (0,9,0,...,0)7 (lema 4.27). Kako je w € D, vrijedi x := (W) € Dy,, pa Po-izratunavanje s
x stane, s izlaznim podatkom y := N@o(x) = (@o(w)). Prema propoziciji 4.33, Tp-izra¢unavanje
s w (treca faza) ¢e doéi u konfiguraciju (pn,k’,$ *#t,...), gdje je k' >k it u tragu 0 ima
oblik eVolt-y. Tu ¢ée pak konfiguraciju &etvrti fragment (lema 4.36) prebaciti u (1 ,[v|, $v....),
gdje je v:= @o(w). Peti ¢e fragment (korolar 4.38) napokon tu konfiguraciju prevesti u zavrsnu
konfiguraciju (1ls,0,v.,...), s izlaznom rije¢ju v = @o(w) na traci.

stanje pozicija traka
pocetna konfiguracija ng 0 wy...
nakon prve faze n, wi+1  $wy...
nakon druge faze Po w| +2 $L,|W|#rgw)u ...
nakon treée faze Pn > [w $u|W|#$<V)$ e (4.49)
medukorak Cetvrte faze | qq4 1 $ i+ 5(\))? S0
nakon Cetvrte faze 1, vl $vi...
zavrsna konfiguracija L 0 Vo

Ako pak w ¢ D, tada ce se prve dvije faze izvrsiti jednako, ali iz x ¢ Dn¢, PO definiciji 1.11
slijedi da Py-izracunavanje s x nikad nece stati, pa po propoziciji 4.33 niti 7y-izracunavanje
nece doéi do p,,. To znaci da ono nikad nece stati (do¢i do lg), jer svaki put od ng do 1y vodi
kroz stanje p,,. ]
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Uocimo sli¢nost provedenog postupka s dokazom propozicije 1.32. Tamo smo makro-stroju
omogucili da u izoliranoj okolini izvrsi neki konkretni RAM-program, a ovdje smo to omogudili
Turingovu stroju. Kao i u makro-programu (1.28) iz definicije 1.31, postupak se sastoji od pet
faza: ,jotvaranje okvira” pomicanjem udesno, prijenos (kodiranje) argumenata u simulaciju
(konstrukcija pocetne konfiguracije), sama simulacija (izvrSavanje pojedinih instrukcija RAM-
programa) te, ako ona stane, prijenos (dekodiranje) njene povratne vrijednosti iz zavrine
konfiguracije i ,jzatvaranje okvira” pomicanjem ulijevo.

Primjer 4.40: Primjer 4.29 sad moZemo pratiti kroz Citavo izracunavanje:

pocetna konfiguracija ab (4.50)

uokvirivanje ulaza ~* $$a(}># (4.51)

kodiranje ulaza: (ab)=(12),=4 ~ $uuo#§0222 (4.52)
ratunanje 2-4 + 1 = 9; raspisano u (4.43) ~* $uu#5>438838338 (4.53)
uokvirivanje izlaza ~ $iuu888888888 (4.54)

dekodiranje izlaza: 9 = (121); = (aba) ~* $aba uoouuuu$ (4.55)
zavrsna konfiguracija ~* 1a$ba ,q(4) . (4.56)

Dodati a na kraj rije¢i Turingov stroj oc¢ito moze daleko jednostavnije — ali ovaj primjer
zapravo pokazuje kako moze racunati bilo koju funkciju ¢iju prate¢u funkciju RAM-stroj moze
racunati. Sustina ra¢unanja odvija se u primjeru 4.34 — ovo je samo hrpa ,papirologije” prije
1 poslije, koju treba rijesiti da bi taj primjer bio koristan. <

Ukratko, dokazali smo da je za jeziéne funkcije izracunljivost u jezicnom modelu jednako
snazna kao izracunljivost njihovih prateéih funkcija u brojevnom modelu. Time smo napokon
opravdali neovisnost o koriStenom encodingu i rijesili ,filozofski problem” proizvoljnosti
znakova abecede.

Korolar 4.41: Neka je £ abeceda te ¢ jezi¢na funkcija nad njom.
Tada parcijalna rekurzivnost funkcije N¢ ne ovisi o izboru kodiranja NX.

Dokaz. Neka su NX i N'X dva kodiranja X£. Ako je N¢ parcijalno rekurzivna, tada je po
teoremu 2.38 RAM-izrac¢unljiva. Tada je po teoremu 4.39 (primijenjenom na kodiranje NX)
¢ Turing-izra¢unljiva, a onda je po teoremu 4.24 (primijenjenom na kodiranje N’Z) N'¢
parcijalno rekurzivna. Zamjenom NX i N’Z se dokaze i drugi smjer, dakle N¢ je parcijalno
rekurzivna ako i samo ako je N’ parcijalno rekurzivna. [

4.2.4. Turing-izracunljivost brojevnih funkcija

Sve dosad napravljeno moze se iskazati u jednom vrlo opcenitom obliku.

Propozicija 4.42: Neka je X proizvoljna abeceda te NX proizvoljno njeno kodiranje.
Tada je @ — N bijekcija izmedu skupa TCompy svih Turing-izracunljivih jezi¢nih funkcija
nad 2, i skupa Comp; svih jednomjesnih RAM-izracunljivih funkcija.
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Dokaz. Teorem 4.24 (zajedno s teoremom 2.38) kaze da za svaku ¢ € TCompy vrijedi
N@ € Comp;. Dakle preslikavanje koje promatramo doista ,ide kamo treba”.

Za injektivnost, neka su @1, @, € JCompys razliCite. Ako imaju razli¢ite domene, bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da postoji w e Dy, N Dy,,. Tada je (W) € Dy, , ali
isto tako (w) ¢ Dy, jer je kodiranje rijeci injekcija, pa (w) ne mozZe biti jednak nijednom (w’)
za w'eD,,. To znali da pratece funkcije N¢; 1 N¢, imaju razli¢ite domene, pa su razlicite.

Ako pak @ 1 @, imaju istu domenu, ali se razlikuju na nekoj rije¢i w iz te domene, tada
(opet po injektivnosti kodiranja rijeé¢i) vrijedi

N1 ((w)) = {@1(W)) # (92(w)) = No2((w)), (4.57)

pa su N@; i N, razli¢ite jer se razlikuju na elementu (w).

Za surjektivnost, uzmimo proizvoljnu F! € Comp; i trazimo ¢ € TCompy takvu da je F = Ne.
Ocito, u domeni joj moraju biti upravo sve rije¢i w za koje je (w) € D, a svaku takvu rije¢
mora preslikavati u (jedinstvenu) rijec v &iji kod je F((w)). Time je jezi¢na funkcija ¢ potpuno
odredena, a iz N = F € Comp; po teoremu 4.39 slijedi ¢ € TCompys. Dobivenu funkciju ¢
oznacavamo s N-F. N

Precizno, za 0 := NX*, imamo vezu F=N@ =00 @oo™! < @ =N"TF=0""0Fo 0 te vrijedi
NN-TF=F i NN = o.

Korolar 4.43: Neka je L abeceda s kodiranjem NX te F' brojevna funkcija.
Tada je F parcijalno rekurzivna ako i samo ako je N-'F Turing-izracunljiva.

Dokaz. Ako je F = NN-'F parcijalno rekurzivna, tada je po teoremu 2.38 RAM-izraunljiva, pa
je po teoremu 4.39 N-'F Turing-izra¢unljiva. S druge strane, ako je N-'F Turing-izraunljiva,
onda je po teoremu 4.24 NN-'F = F parcijalno rekurzivna. [

Vidimo da korolar 4.43 vrijedi bez obzira na abecedu i kodiranje. Vazan je posebni slucaj
jednoc¢lane abecede, kojoj je kodiranje jedinstveno i podudara se s duljinom (lema 4.35).

Definicija 4.44: Unarna abeceda je X, := {®}, s kodiranjem NX,(®):=1. (Tada je (---) = |--|.)
Za jednomjesnu brojevnu funkciju F', jezi¢nu funkciju N-'F nad X, zovemo wunarnom
reprezentaciyjom od F i ozna¢avamo je eF. <
Svaka rije¢ u nad unarnom abecedom (u € X}) je oblika u = o™, gdje je n =|u| = (u). Sada
definicija preslikavanja N~ kaZe da je eF(e™) = eF(") ako je n € D¢, a o™ ¢ D.r inace. Po
napomeni 1.4, piSemo eF(en) ~ oF(n),

Primjer 4.45: efactorial(eprime(®)) = efactorial(eee) = eseses, jer je pi!=3!=6.
Za inicijalne funkcije, o} (w) =w, oSc(w) =we, a ®Z(w) = ¢ za sve w e L. q

Korolar 4.46: Neka je F! brojevna funkcija.
Tada je F parcijalno rekurzivna ako i samo ako je oF Turing-izracunljiva.

Dokaz. Ve¢ rekosmo, ovo je posebni slucaj korolara 4.43, za unarnu abecedu. [
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4.3. lzracunljivost jezika

Neka je I proizvoljna abeceda, s b’ znakova, NX njeno kodiranje te L € £* jezik nad njom. Sto
bi znacilo da je L izracunljiv? U brojevnom modelu izracunljivost L gledamo preko kodova:
definiramo jednomjesnu brojevnu relaciju

(L) = {{w) | weL} = NZ*[L], (4.58)

i prirodno je re¢i da L ima neko svojstvo izracunljivosti (npr. da je primitivno rekurzivan) ako
relacija (L), odnosno njena karakteristi¢na funkcija x 1), ima to svojstvo.

Recimo, prazni jezik @ je primitivno rekurzivan jer je X(z) = Xz =Z primitivno rekurzivna
(¢ak inicijalna). Takoder, univerzalni jezik X* je primitivno rekurzivan, jer je (£*) = NI*[Z*] =
Ins-= N, &ija je karakteristi¢na funkcija C] = Sco Z.

U jezi¢nom modelu, moramo vidjeti Sto znaci da neki Turingov stroj racuna x;. To je
Turingov stroj nad %, 1 ulaz w € X* mu se daje na isti na¢in kao i obi¢nom Turingovu stroju:
kroz pocetnu konfiguraciju (qo,0,w.,...). No za izlaz (true ili false, ovisno o tome je li we L)
postoji samo kona¢no mnogo moguénosti, pa ga je prirodnije predstaviti stanjem. Zato takve
Turingove strojeve obi¢no zadajemo kao (Q, X, T, 0, qo,qa,qr) — imaju dva zavrsna stanja
kojima signaliziraju je li rije¢ u jeziku ili nije (ka%emo da prithvadaju odnosno odbijaju rijec).

Na prvi pogled, to je slicno stanjima (, 1 qx koje smo imali u dosadasnjim Turingovim
strojevima, samo $to je konfiguracija sa stanjem q, (kao i ona s q,) zavr$na: prelazi u
samu sebe, a ne po funkciji 6. Medutim, postoji jedna bitna razlika: kako su karakteristicne
funkcije nuzno totalne, od takvih strojeva zahtijevamo da uvijek stanu (za svaki ulaz dostignu
konfiguraciju s jednim od ta dva zavr$na stanja) i zovemo ih odluciteljima (deciders). Svaki
odlucitelj 7 dijeli £* na dva dijela,

L(7) := {w e L* | T-izra¢unavanje s w stane u stanju q.} i (4.59)

(L(T))C = {w e X* | T-izra¢unavanje s w stane u stanju g}, (4.60)

i kazemo da prepoznaje L(T).
Nije pretesko vidjeti da su te dvije karakterizacije, brojevna i jezi¢na, povezane — pogotovo
jer ve¢ imamo napravljen najveci dio posla.

Teorem 4.47: Neka je L jezik (nad nekom abecedom X).
Ako postoji Turingov odlucitelj koji prepoznaje L, tada je relacija (L) rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je 7 odlucitelj za L i provedimo s tim strojem postupak iz tocke 4.1.
Navest ¢emo samo detalje koje je potrebno promijeniti.

Prvo, kako imamo dva zavr$na stanja, moramo fiksirati njihove kodove: recimo, NQ(q.) :=
1, a NQ(qy) := 2. (DokaZite analogon leme 4.16, da bez smanjenja opcenitosti moZzemo
pretpostaviti qo # 4 1 qo # g — a po definiciji odlucitelja mora biti q, # q;.)

Drugo, kako nam & sad nije definirana na oba zavr$na stanja, treba promijeniti uvjet u lemi
analognoj lemi 4.20, u q ¢ {qq, q+}. Tu se nista bitno ne mijenja, osim $to ¢e direction-tablica
(vidjeti primjer 4.21) imati dva retka jedinica, a ne samo jedan.

I trece, umjesto parcijalno rekurzivne funkcije stop imat ¢emo funkciju zadanu sa

stop’(x) := un(State(x,n) € {1,2}), (4.61)
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za koju ¢emo moci zakljuciti da je rekurzivna. Naime, parcijalno je rekurzivna kao minimizacija
rekurzivne (lema 4.22 i korolar 2.48) relacije. Totalna je (pa smo u (4.61) mogli koristiti
“:=’) po definiciji odlucitelja: ako je x = (w), tada mora za neki n biti State(x,n) € {1,2}, jer
T-izra¢unavanje s w mora stati — i stop’(x) = stop’({w)) je upravo broj koraka nakon kojeg
ono stane.
Tvrdimo da je
x € (L) <= State(x,stop’(x)) =1, (4.62)

iz Cega slijedi rekurzivnost od (L) po lemi 2.33 i korolaru 2.35.

Doista, ako je x € (L) = NX*[L], to znaci da postoji w € L takva da je x = (w). Tada
7T-izra¢unavanje s w mora stati u stanju q, — oznacimo s ny broj koraka nakon kojeg se to
dogodi. Tada je State(x,mng) =1¢€ {1,2}, dok za sve n < ny konfiguracija nakon n koraka nije
zavr$na (sasvim analogno propoziciji 1.13 — jer zavr$ne konfiguracije prelaze iskljuéivo u
same sebe, postoji najvise jedna zavrsna konfiguracija u izra¢unavanju) pa State(x,n) ¢ {1,2}.
Dakle ng = stop’(x), pa je State(x, stop’(x)) = State(x,ng) = 1.

U drugom smjeru, pretpostavimo State(x, stop’(x)) = 1. Po propoziciji 4.14, postoji jedins-
tvena rije¢ w e L* takva da je x = (w). T je odlucitelj, pa T-izraCunavanje s w mora stati —
oznadimo s ng broj koraka nakon kojeg se to dogodi. Tada je (kao i prije) State(x,n) ¢ {1,2} za
n < ny, a State(x,ng) = 1€ {1,2}, pa je stop’(x) = ny. Sada pretpostavka glasi State(x,ng) =1,
odnosno zavrsno stanje je q,, pa 7 prihva¢a w. To znalida je w € L, odnosno x = (w) € (L). [

Teorem 4.48: Neka je L jezik (nad nekom abecedom X).
Ako je relacija (L) rekurzivna, tada postoji Turingov odluéitelj za L.

Dokaz. Pretpostavka zapravo znaci da je x(r) rekurzivna funkcija. Dakle x 1) je parcijalno
rekurzivna, pa po teoremu 2.38 postoji RAM-program P koji je rauna; i totalna je, pa
P-izraCunavanje stane sa svakim ulazom. Na P bismo htjeli primijeniti postupak iz tocke 4.2
— dakle moramo ¥ 1) prikazati kao N¢ za neku jezi¢nu funkciju ¢ nad L. MoZemo li to?
Svakako: dokaz propozicije 4.42 kaze da je ¢ := N7'x() = 07 oX(1) 0 0, uz oznaku o := NI*.
Funkcija ¢ je totalna kao kompozicija tri totalne, a Turing-izracunljiva je prema korolaru 4.43
(ako uzmemo isto kodiranje pomocu kojeg smo izracunali (L)). Pogledajmo detaljnije kako ona
djeluje. Ako joj damo rije¢ w e L*\L, tada (o je injekcija) vrijedi (w) ¢ (L), pa je x(1)({w)) = 0.
Tada je
o(w) = 07 (X (o(w))) = o7 (xqy ((w))) = 07 (0) = &. (4.63)

Dakle, rijeci izvan L ona preslikava u praznu rijeC. Rije¢i unutar L onda ne smije preslikavati
u ¢ zbog injektivnosti o', a jer je totalna, mora ih preslikavati nekamo. Dakle, @ (w) je
neprazna rije¢ za svaku w € L. Vidimo da, ba$ kao i u N, imamo prirodnu reprezentaciju
bool u L*: prazna rijec je lazna, neprazne su istinite. Mnogi programski jezici koji definiraju
istinitost stringova, definiraju je upravo na taj nacin.

Na§ Turingov stroj koji racuna ¢ dobiven je transpiliranjem RAM-programa P koji racuna
X(1)- Sre¢om, u zavr$noj konfiguraciji pozicija mu je 0, pa je vrlo lako vidjeti je li izlazna
rije¢ prazna: znak koji ¢itamo tada je ili praznina ili element ulazne abecede. Proglasimo 1
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obi¢nim stanjem, i dodajmo prijelaze

O(lgy ) == (qa,u,—1), za sve x € X, (865a)
8(Lsy ) = (dryisy = T). (85b)

Po teoremu 4.39, dobiveni stroj ¢e ,ra¢unati” (pod navodnicima jer odlucitelji zapravo ne sluze
za racunanje funkcija) funkciju ¢, pa ée za w € L rezultat biti neprazan. To znaci da ¢e stroj
na kraju izra¢unavanja procitati znak iz ¥ (moZemo ga zamijeniti razmakom da traka bude
sasvim prazna; to je jedini znak izlaza jer zbog leme 4.35 vrijedi [izlaz| < (izlaz) = (@(ulaz)) =
x(y({ulaz)) < 1) i uéi u stanje qq (65a). Za w ¢ L rezultat ¢e biti ¢ pa ce stroj procitati
prazninu i uéi u stanje q, (65b). Buduéi da za svaku rije¢ w e X* vrijedi jedna od te dvije
mogucénosti, zaklju¢ujemo da smo doista konstruirali odlucitelj. O

4.4. Turing-izracunljivost visemjesnih funkcija

Dosadasnji rezultati pokazuju da je za jezi¢ne funkcije, i za jednomjesne brojevne funkcije,
svejedno ra¢unamo li ih na Turingovu stroju ili na nekom brojevnom modelu izracunavanja
(npr. RAM-stroju). Da bismo isto dokazali i za viSemjesne brojevne funkcije, trebamo
precizirati reprezentaciju njihovih ulaza.

Ve¢ smo u uvodu nagovijestili, koristit éemo kontrakciju — u abecedu éemo dodati separator
/ kojim ¢emo razdvojiti viSe ulaznih podataka: npr. (1,0,5,0) prenijet ¢emo kao o//eeeee/.

Definicija 4.49: Binarna abeceda je abeceda X := {e,/}. Za svaki neprazni kona¢ni niz
prirodnih brojeva X = (x1,X2,...,Xx), definiramo binarnu reprezentaciju kao

B(X) = 0¥1/02/../0¥k e £ (4.64)

Za svaki k € N, oznaavamo 3% := 3 |yx. q

Ponekad se reprezentacija takoder zove ,kodiranje”, ali nama su kodiranja funkcije cije po-
vratne vrijednosti su prirodni brojevi. Funkcija 3 ide u suprotnom smjeru (s dobrim razlogom
— sad trebamo promatrati jezi¢ne funkcije kao osnovne, jer za njih imamo teoreme 4.24 i 4.39),
ali zapravo je mozemo promatrati u bilo kojem smjeru.

Propozicija 4.50: Funkcija {3 je bijekcija izmedu N* i Z’é.

Dokaz. Najlakse je konstruirati inverznu funkciju i pokazati da je to doista inverz. Dakle,
za proizvoljnu rije¢ u € L%, pitamo se kojeg niza je ona kod. Kao i uvijek kod konacnih
nizova, trebamo odrediti njegovu duljinu k, a zatim pojedine ¢lanove xq, X2, ..., Xx. Duljina
je sljedbenik broja pojavljivanja separatora / u rije¢i u (jer u (4.64) ima k - 1 separatora) i to
je uvijek pozitivan broj, dakle niz je neprazan. Prvi ¢lan mu moZemo odrediti brojeéi kruzice
do prvog separatora (ili do kraja rijeci ako je k = 1), drugi brojeéi ih izmedu prvog i drugog
separatora, i tako dalje. Zadnji ¢lan xy je broj kruzi¢a od zadnjeg separatora do kraja rije¢i u.
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Tvrdimo da je tako konstruirano preslikavanje desni inverz od 3: odnosno, ako tako dobijemo
niz X, tada je f(X) = u. Doista, te dvije rije¢i imaju isti broj separatora (k — 1) i isti broj
kruzica (Y X) te se podudaraju na pozicijama svih separatora (malo pomaknute parcijalne
sume od X) — §to je dovoljno za zakljucak da su jednake.

To je takoder i lijevi inverz: odnosno, ako primijenimo taj postupak na rije¢ $(x), dobit
¢emo upravo X: imat ée to¢nu duljinu k, i to¢an svaki ¢lan, jer izmedu i-tog i (i + 1)-vog
separatora u (4.64) ima toéno x; kruzica. O

Za same funkcije, koristit ¢emo istu ideju kao u (4.14): reprezentaciju ulaza preslikamo
u reprezentaciju izlaza (ako je izlaz definiran), dok ne-reprezentacije ne preslikamo nikamo.
Ovdje treba biti oprezan zbog propozicije 4.50, ali brojevne funkcije imaju fiksnu mjesnost.
Zato ¢emo ne-reprezentacijama za funkciju f* proglasiti sve one rije¢i koje nisu reprezentacije
k-torki (odnosno one koje su reprezentacije 1-torki za 1 # k). Na isti nacin, na izlazu ¢emo dati
reprezentaciju samog broja (k = 1), dakle rije¢ bez separatora oY = 3(y) € B[N] =Zg = ;.

Definicija 4.51: Neka je k € N, te f* brojevna funkcija. Jezi¢nu funkciju 3f nad L, zadanu s

Bf(u) =~ B(f(X)), za u=B(x"), (4.65)

zovemo binarnom reprezentacijom funkcije f. <

Vjerojatno ste nekad napisali Turingov stroj za Badd?, koriste¢i fadd?(u/v) = uv, ako su
u,v e L. Ipak, veé tada ste zasigurno primijetili koliko bi bilo tesko napisati fmul?, a pogotovo
Bpow — ostale divote iz poglavlja 3 (Bpart?!) da i ne spominjemo.

Sljededi veliki cilj je dokazati da Turingovi strojevi doista mogu racunati (binarno repre-
zentirane) sve parcijalno rekurzivne funkcije, pa tako i funkciju Buniv — ¢ineéi tako jedan
od modela univerzalne izracunljivosti. Prvo ¢emo dokazati obrat: one brojevne funkcije
¢ije binarne reprezentacije su Turing-izracunljive, parcijalno su rekurzivne. To nije toliko
impresivan rezultat, ali laksi je za dokazati, a osnovnu ideju dokaza moci ¢emo upotrijebiti i u
dokazu obrata.

Dakle, neka je k € N, te f¥ brojevna funkcija takva da je Bf Turing-izra¢unljiva. Kodirajmo
NXg: otprije imamo (e) = 1, dodefinirajmo jo§ (/) := 2. Po teoremu 4.24 NBf je parcijalno
rekurzivna — ali nas zanima f. Brojevne funkcije (NBf)' i f* su povezane preko jezi¢ne
funkcije ff. MozZemo li naéi brojevnu vezu izmedu njih? Precizno, mozemo li naéi brojevne
funkcije g' i h* takve da je f=goNBfoh? Ako bi g i h bile izra¢unljive i totalne (recimo,
primitivno rekurzivne), iz toga bi odmabh slijedila parcijalna rekurzivnost od f.

U trazenju tih funkcija moze pomoc¢i dijagram.

Nk —T

(3,1,2) —™ ¢

ébink ZFS Z:CZE Ebin1 eeo /0 /00 |Bm—UI3) YY) (4‘66)
lNZE lNZE INZE :[NZE
mul3
o VJEESELLLEY 275 — P, 63

Lijevo je opcenita slika, desno je jedan konkretan primjer (ra¢unanje mul3 na (3,1,2)). Brojevi
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Gornji pravokutnik predstavlja definiciju (4.65), dok donji predstavlja (4.14) za posebni slucaj
binarne abecede i jezi¢ne funkcije 3f nad njom.

Lema 4.52: Dijagram prikazan lijevo u (4.66) (samo pune strelice) komutira.
Drugim rijeCima, za svaki od ta dva pravokutnika, pa onda i za veliki pravokutnik sastavljen
od ta dva, svejedno je kojim putom dodemo od njegova gornjeg lijevog do donjeg desnog vrha.

Dokaz. Prvo trebamo dokazati (gornji pravokutnik) da je ffo 3* = ' of. Domena desne
funkcije je Dy jer je B! totalna, a domena lijeve funkcije je {X € N¥ | B*(X) € Dp¢}, Sto je opet
jednako D; po definiciji domene Dg¢. Neka je sad x € D¢ proizvoljan. Na njemu je vrijednost
lijeve funkcije Bf([&k(%)), §to je po definiciji (4.65) jednako [51(1‘(72)) = (B! o f)(X). Dakle,
BfopBkipB!ofimaju istu domenu i na njoj se podudaraju, pa su to jednake funkcije.

Donji pravokutnik je jednostavniji jer je o := N):F3 bijekcija: uz oznaku @ := (3f,

NBRfoo=Npoo=co@oo'oo=00@=00pf. (4.67)

Sada iz te dvije jednakosti slijedi
coPBlof=0coPfoP*=NBfooopk, (4.68)
odnosno ¢itav ,yvanjski okvir” komutira. [

Upravo dokazana jednakost je korisna, jer pruza nacin da se u potpunosti izbjegnu jezi¢ne
funkcije: vrhovi vanjskog pravokutnika su brojevni pa se njegove stranice mogu opisati
brojevnim funkcijama. Gornju i donju stranicu ve¢ imamo, joS$ je preostalo precizirati lijevu i
desnu.

4.4.1. Funkcije bink — binarno kodiranje

Definicija 4.53: Za svaki k € N,, definiramo bin* := NI} o Bk. N
Te brojevne funkcije su na dijagramu prikazane tockanim strelicama: lijeva stranica vanjskog
pravokutnika je bin¥, a desna bin'. Svaka bin* je injekcija kao kompozicija dvije injekcije. Jesu
li izra¢unljive bez pozivanja na jezi¢ni model?
Kako bismo izrac¢unali bin(3,1,2) = (11121211), = 275 ili bin(6) = (111111), = 63 koristeci
samo brojevne funkcije? Ovo drugo se ¢ini bitno laksim.

Lema 4.54: Funkcija bin' je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Mozemo odmah napisati to¢kovnu definiciju bin(x) = ¥;., 2}, pa ¢e primitivna re-
kurzivnost slijediti iz leme 2.53 — ali svaki racunarac zna da to ima i zatvoreni oblik:
bin(x) = 2% -1 =pd(pow(2,x)) (jer je uvijek 2* > 1). O

Kako sada pomocu funkcije bin! mozemo dobiti bin?? Rije¢ B(x,y) = ®X/eY je sastavljena
od tri dijela: o* = 3(x), /i ®¥ = 3(y), ¢ije kodove znamo — to su redom bin(x), 2 i bin(y).
Dakle, da dobijemo njen kod, trebamo ih konkatenirati u pomaknutoj bazi 2. Operacija je
definirana s (4.11).
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Propozicija 4.55: Neka je X abeceda, NX njeno kodiranje te b broj znakova u njoj.
Tada za sve rijeéi u,v € X* vrijedi (uv) = (u) % (v).

Dokaz. Uz oznake u = o102 0ty 1V =012, vrijedi
(uv) = (o1 004 B1 B2 Bluy) = (NZ(ot1)--NZ(otpu )NZ(B1)--NZ(Bpy)) ), =
(NZ(oq) NZ(OCM)) S(NZ(E”) NZ(B\VI)) ( '(xlu|>b(B]"'Blv|>:<u>g<v>'

Za u=¢ ili v = ¢ tvrdnja takoder vrijedi jer je € neutralni element za konkatenaciju, a (e) =0
je neutralni element za 5: doista,

05 x =sconcat(0,x,b) =0-b"®) 4 x =0+ x =x, (4.69)
x5 0 = sconcat(x,0,b) = x - b L 0= x. b0 =x, (4.70)
pri ¢emu je slh(0,b) = (ut < O)(Zistbi > 0) =0 jer je ve¢ Yo bt=b"=1>0. O

Korolar 4.56: Za sve x,y €N, za sve b € N,, vrijedi slh(x 5 y,b) =slh(x,b) +slh(y, b).

Dokaz. Neka su x,y,b proizvoljni (b pozitivan). Uzmimo neku b-¢lanu abecedu, primjerice
[1--b]. Po propoziciji 4.14, postoje u,v e [1--b]* takve da je x = (u) i y = (v) (to su upravo
zapisi brojeva x i y u pomaknutoj bazi b). Po definiciji slh, vrijedi slh({w),b) = |[w| za sve
we[1--b]*, pa imamo

slh(x,b) +slh(y,b) =slh({u),b) +slh({v),b) = |u| + |v| = Juv| = slh({uv), b) =
[propozicija 4.55] =slh({u) % (v),b) =slh(xsy,b). O (4.71)
Propozicija 4.57: Za svaki b € N, % je primitivno rekurzivna asocijativna operacija.
Dokaz. Primitivna rekurzivnost slijedi iz leme 4.13. Za asocijativnost,

(X gy) 5z ( bslh(y b) +U) bslh(z,b) +z=

( Ih(y,b) . bslh(z,b) +y- bslh(z,b)) fz=x- bslh(y,b)+s|h(z,b) + (y . bslh(z,b) + Z) —
[korolar 4.56] = x - b*"W2.0) 4 (y§z)=x5(ysz) O. (4.72)

Zbog asocijativnosti ¢emo ubuduce pisati izraze poput x 5y 6 z bez zagrada. Uoc¢imo da
je za asocijativnost kljuéno da se radi o pomaknutoj bazi: u obi¢noj bazi 10 je (57'0)'2 =
5017’2 =502 +57'(010'2) =512 = 52 pa ne vrijedi asocijativnost.

Propozicija 4.58: Za svaki k € N,, funkcija bin* je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Matemati¢kom indukcijom po k. Za k=1 (baza), to je upravo lema 4.54.
Pretpostavimo da je bin! primitivno rekurzivna za neki 1 € N,. Tada je

bin'*! (%,y) = (B(X,y)) = (X1/--/0*/e¥) = (B(X)/B(y)) =
[propozicija 4.55] = (B(X)) 2 (/) 2 (B(y)) = bin*(X) 222 bin' (y), (4.73)

Sto je primitivno rekurzivno po pretpostavci indukcije, propoziciji 4.57 1 lemi 4.54. [
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Promotrimo sada dijagram lijevo u (4.66), gledajudi i toc¢kane strelice. Definicija 4.53 zapravo
kaze da ,kruzni odsjecak” sa svake strane tog dijagrama komutira, pa iz toga i leme 4.52 slijedi
da ¢itav ,vanjski oval” takoder komutira.

Korolar 4.59: Neka je k € N, te fk funkcija. Tada vrijedi bin'o f = NBf o bink.
Dokaz. To je jednakost (4.68) u koju je uvrstena (s obje strane) definicija 4.53. O

Da bismo izrazili f pomoc¢u NBf, potreban nam je (izra¢unljivi) lijevi inverz za bin'. Kako
mozemo iz 63 = (111111), = bin(6) natrag dobiti 6?7 Samo prebrojimo znamenke.

Lema 4.60: Definiramo funkciju blh s blh(n) := slh(n, 2).
Funkcija blh je primitivno rekurzivna te vrijedi blh o bin' =1].

Dokaz. Primitivna rekurzivnost slijedi iz simboli¢ke definicije blh = slho (1],C}), po lemi 4.13 i
propoziciji 2.21. Za kompoziciju, uzmimo proizvoljni n € N i raunamo blh(bin(n)) =blh(2™-1).
Relacija koju minimiziramo (po t<2™-1) je

Yi2t>2t -1 =21 152" Je=t+l>n<t2>n (4.74)
pa je najmanji takav t upravo n =1j(n) <2 -1. ]

Teorem 4.61: Neka je k € N, te f* funkcija takva da je pf Turing-izracunljiva.
Tada je f parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Prema teoremu 4.24, primijenjenom na abecedu Xz, kodiranje {® » 1,/ 2}
i funkciju Bf, NBf je parcijalno rekurzivna. Iz leme 4.60 i korolara 4.59 sada imamo

f=1] of =blhobin'of = blh o NBf o bin*, (4.75)

odnosno f je dobivena kompozicijom iz tri funkcije, od kojih je srednja parcijalno rekurzivna,
a prva i zadnja su primitivno rekurzivne (lema 4.60 i propozicija 4.58), pa su rekurzivne
(korolar 2.35), a time i parcijalno rekurzivne. Kako je skup parcijalno rekurzivnih funkcija
zatvoren na kompoziciju, f je parcijalno rekurzivna. [

Istim dijagramom mozemo dokazati i obrat teorema 4.61. Jednadzba
bin'o f = NBf o bin® (4.76)

iz korolara 4.59 moZze posluziti i za dobivanje Nf3f iz f — umjesto desne trebamo obrnuti
lijevu stranicu pravokutnika, odnosno naéi desni inverz za bink. Nazalost, to je iz tri razloga
zapetljanije nego ovo §to smo napravili u dokazu teorema 4.61.

Prvi razlog ti¢e se napomene 1.1. Zbog D, = N¥, traZeni desni inverz ima k izlaznih
podataka, pa ga reprezentiramo s k brojevnih funkcija argy, args, ..., argx — tako nazvanih
jer ekstrahiraju pojedine argumente funkcije f iz jedinog argumenta a funkcije NBf. Te
funkcije su neovisne o k: recimo, arg(bin?(x,y)) = arg>(bin*(x,y,z,t)) =y, pa ih ne moramo
oznacavati s dva broja, poput IX.

Drugo, implementacija je bitno kompliciranija nego u lemi 4.60. Dok su rije¢i nad jedno-
¢lanom abecedom trivijalno izomorfne s N (w ~ |w| je izomorfizam), rije¢i nad dvoélanom
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abecedom imaju bogatu strukturu, za ¢ije rasclanjivanje trebamo kompliciranije funkcije —
svojevrsnu biblioteku <string.h> za rad s rijeima nad binarnom abecedom. U sljedecoj tocki
napravit ¢emo minimum potreban za implementaciju funkcija arg;.

Treée, funkcija bink nije surjekcija, pa mema totalni desni inverz. Precizno, NBf nije
jednaka bin! o f o (argy,...,argy), veé je restrikcija te funkcije na Z,;x. Recimo, u slu¢aju
kad a ima 7 znamenaka 2 u pomaknutoj bazi 2, izraz N@mul®(a) nema vrijednost, dok je
2ag1(a)arga(a)args(a) — 1 ijma. Srecom, imamo tehniku (restrikcija na rekurzivan skup) koja ¢e
uskladiti domene.

4.4.2. Standardna biblioteka za ZE

Propozicija 4.62: Za rijeci v,w ¢ ZE kazemo da je v prefiks od w ako postoji rije¢ u takva da je
w =vu. Ta relacija je refleksivni parcijalni uredaj na skupu 2.5.

Dokaz. Za refleksivnost stavimo u := ¢. Za tranzitivnost, ako je w =vu i v =v/u’, tada je
w=(vu)u=v'(u'u) pa je v’ prefiks od w.

Za antisimetri¢nost, ako je w =vu i v=wu’, tada je kao za tranzitivnost w = w(uu’) pa je
w| = w(uu’)| = [w| + jluu’|, iz Cega [uu’| = 0. Kako je € jedina rije¢ duljine 0, imamo uu’ = ¢, i
analogno u=u’= ¢, dakle w=vu=ve =v. [

Korolar 4.63: Dvomjesna brojevna relacija Sg, zadana s
X Ep Y <= ,,x je kod nekog prefiksa rijeci ¢iji kod je y” (4.77)
(kodovi su po NZE), primitivno je rekurzivan refleksivni parcijalni uredaj na N.

Dokaz. Da se radi o parcijalnom uredaju slijedi iz propozicija 4.62 i 4.14, a primitivna
rekurzivnost iz lema 4.1314.60: xSg Yy <= x = sprefix(y, blh(x),Z). N

Primjer 4.64: Recimo, vrijedi 4 = (12), = (/) cp (®/0ee) = (12111), = 39. <

Za sljede¢u lemu, trebat ¢e nam uokviren: brojevi: oni ¢iji zapisi u pomaknutoj bazi 2
poéinju i zavriavaju znamenkom 2. Zelimo misprogramirati” dokaz propozicije 4.50, koji ima
nekoliko slucajeva ovisno o tome nalazimo li se prije prvog separatora, nakon zadnjeg, ili
izmedu njih. Ako rije¢ ima separatore na oba kraja, svaki x; mozemo odrediti brojeéi jedinice
izmedu susjednih separatora.

Lema 4.65: Postoje primitivno rekurzivne funkcije pos2 i streakl,
takve da za svaki uokvireni broj x, za svaki i € N, vrijedi:

pos2(x,i)  je pozicija i-te dvojke (ili blh(x) ako takva ne postoji) te
streakl(x,1) je duljina i-tog niza uzastopnih jedinica (ili 0 ako takav ne postoji),
pocevsi od 1 =0 slijeva, u zapisu broja x u pomaknutoj bazi 2.

Dokaz. Za pocetak, definirajmo pomoénu primitivno rekurzivnu (lema 2.54) funkciju
koja broji dvojke (separatore) u zapisu broja u pomaknutoj bazi 2.

count2(x) := (#i < blh(x))(sdigit(x, i,2)=2) (4.78)
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Tvrdimo da primitivno rekurzivne funkcije zadane tockovno s

pos2(x,1) := blh((uz <x)(222 =5 x A count2(z) =1)), (4.79)
streak1(x,1) := pos2(x, Sc(i)) - Sc(posZ(x, i)), (4.80)

zadovoljavaju trazene specifikacije.

Za i< count2(x), uvjet pod operatorom minimizacije jednozna¢no odreduje z. Doista, kad
bi postojala dva broja z i z’ s tim svojstvom, morali bi biti kodovi razli¢itih rijeci v i v/, takvih
da su v/ i v/ prefiksi od w, ¢iji kod je x. Prefiksi iste rijeci iste duljine su jednaki (sprefix je
funkcija), pa duljine od v/ i v/ moraju biti razli¢ite: bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo
lv/| < v/| =[v'| + 1, dakle v/ je zapravo prefiks od v/, pa mora imati manje ili jednako dvojki.
Dakle

i=count2(z") = count2((v')) > count2({v/)) = count2({(v) 3 (/)) =
= count2((v) 32) = count2({v)) + 1 =count2(z) + 1 =i+ 1, (4.81)

kontradikcija. No kako je z jedinstven, dovoljno je naci nek: takav i taj ¢e biti minimalan, a
sprefix od x do iskljucivo pozicije i-te dvojke zadovoljava to svojstvo. Njegova duljina je onda
upravo ta pozicija (broje¢i od 0), kao §to i treba biti.

Za i > count2(x), takav z ne postoji (jer z 7 2 ima viSe dvojki nego x, pa ne moze biti
23 2cp x), $to znaci da minimizacija (pz < x) dade x, odnosno pos2(x,1i) = blh(x).

Sada je za streakl dovoljno oduzeti odgovarajuce pozicije: poziciju prvog znaka nakon i-te
dvojke, od pozicije sljedece dvojke. Za i< count2(x) — 1, to olito funkcionira: jer su jedine
znamenke 11 2, izmedu susjednih dvojki nalaze se samo jedinice.

Za i=count2(x) -1, i-ta dvojka je upravo zadnja, pa je pos2(x,i) = pd(blh(x)). Takoder po
specifikaciji pos2 vrijedi pos2(x,i+ 1) = blh(x), pa je streakl(x,1) = blh(x) = Sc(pd(blh(x))) =0
(jer je Sc(pd(t)) =t >t). A za i> count2(x) imamo pos2(x,i+ 1) = pos2(x,1i) = blh(x), pa je
opet streakl(x,1i) = blh(x) = Sc(blh(x)) =0. O

Za ekstrakciju pojedinog x,, sada trebamo uokviriti bin*(x) dvojkama te pozvati ,metodu”
streakl s argumentom n - 1.

Propozicija 4.66: Za svaki n € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija arg,,, takva da za sve
X € N* vrijedi arg (bin(X)) = (X)[n - 1].

Dokaz. Za svaki n € N, vrijedi n—1 €N, pa definiramo
arg,(x) :=streakl(22x32,n-1). (4.82)

Neka je X € N¥ proizvoljan (k € N;). Tada u f(X) ima toéno k — 1 separatora, pa je
count2(bin(X)) = k-1, odnosno za y := 25 bin(X) 32 vrijedi count2(y) =k-1+2=k+1. Sada za
svaki i € [1--k] vrijedi arg; (bin(X)) = streakl(y,i-1), §to je upravo x; (recimo, za i = 2 < k imat
emo streakl({/+™/¢%/--/0*/), 1) = pos2(y, 2) ~Sc(pos2(y, 1)) = (1+x1 +1+x2) ~Sc(1+x1) =
X2). Za i>k imat ¢emo i—-1 >k = count2(y) — 1, pa ¢e po lemi 4.65 biti streakl(y,i-1) =0,
kao §to i treba. O

Teorem 4.67: Za svaku parcijalno rekurzivnu funkciju f, pf je Turing-izracunljiva.
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Dokaz. Oznacimo s k € N, mjesnost od f. Funkciju Nf3f mozemo dobiti (iz dijagrama) kao
binlofo (argy,...,argy), restringiranu na Z;,x. Ta slika je primitivno rekurzivna: samo treba
provjeriti broj dvojki (k-1 €N je konstanta). Dakle,

NBf(x) = bin' (f(arg1 (x),.. .,argk(x))), ako je count2(x) =k -1 (4.83)

— iz Cega slijedi, po korolaru 3.62, da je Nff parcijalno rekurzivna. Ona je RAM-izracunljiva
po teoremu 2.38, pa je Bf Turing-izra¢unljiva po teoremu 4.39. [

Kao §to smo ve¢ rekli, dinamizacijom funkcija arg; mozemo simulirati i funkcije koje primaju
proizvoljan broj argumenata (varargs). Definiramo pomoc¢ne primitivno rekurzivne funkcije

argc := Sc o count2, (4.84)
arg(a,i) :=streakl(23 a3 2,1). (4.85)

Primjer 4.68: Recimo, add~, koja zbraja sve svoje argumente (koliko god da ih ima), je
primitivno rekurzivna, jer je funkcija zadana s

NBadd " (a)= > arg(a,i) (4.86)
i<arge(a)
primitivno rekurzivna po lemi 2.53 i prethodnim rezultatima. <

To nam nece bitno trebati u nastavku, ali zgodno je znati da imamo i tu moguénost.
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5. Neodlucivost

Dokazali smo brojne teoreme koji pokazuju ekvivalentnost razlicitih modela izracunljivosti. Za
pocetak ih sve objedinimo na jednom mjestu. NajvaZniji nam je onaj koji govori o brojevnim
funkcijama, karakterizirajuéi skup Comp.

Teorem 5.1 (Teorem ekvivalencije za brojevne funkcije): Neka je k € N, te f : N* — N brojevna
funkcija mjesnosti k. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(r) f je RAM-izratunljiva (f € Compy);
(m) f je makro-izracunljiva (postoji makro-algoritam koji racuna f);

(p) f je parcijalno rekurzivna (f je dobivena iz inicijalnih funkcija pomocu konaéno mnogo
primjena kompozicije, primitivne rekurzije i minimizacije);

(i) f ima indeks (postoji e € N takav da je f = {e}*);
(t) Pf je Turing-izra¢unljiva (postoji Turingov stroj koji racuna (f).
Dokaz. Sve bitno u ovom teoremu ve¢ smo dokazali. Ponovimo samo glavne ideje.

(r=m) Ovo je trivijalno: Prog c MProg (svaki RAM-program je ujedno i makro-program) —
napomena 1.21.

(m=r) Svaki makro-program Q € MProg ekvivalentan je svojem spljostenju Q' € Prog —
teorem 1.27.

(p=r) Postorder-obilaskom njene simboli¢ke definicije, kompiliramo funkciju f u RAM-
program — teorem 2.38.

(r=i) Ako RAM-program P € Prog racuna f, tada je njegov kod e := [P € Prog jedan indeks
za f — propozicija 3.54.

(i=p) Funkcija f* s indeksom e dobivena je kompozicijom compy, konstante CX i koordinatnih
projekcija — korolar 3.53.

(t=p) Funkciju f mozemo dobiti kompozicijom iz parcijalno rekurzivnih funkcija blh, NBf i
bink — teorem 4.61.

(p=t) Funkciju NBf moZemo dobiti restrikcijom na Z,;,» kompozicije funkcija bin', fi argy, .. .,
argyx — teorem 4.67.

r
Dijagramatski, usmjereni graf I \
m

N
N
~
ct

je jako povezan. [

H —— 'O
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Za jednomjesne funkcije imamo korolar 4.46, zgodniji zbog jednoclane abecede i bijektivnog
kodiranja. Za dokaz ekvivalencije parcijalne rekurzivnosti i Turing-izra¢unljivosti koristili smo
ekvivalenciju brojevnog i jezinog modela za jezicne funkcije.

Teorem 5.2 (Teorem ekvivalencije za jezi¢ne funkcije): Neka je X + & abeceda
te @ : X* — ¥* jezi¢na funkcija nad njom. Tada su sljedee tvrdnje ekvivalentne:

(T) « je Turing-izracunljiva;
(P) N je parcijalno rekurzivna;
(R) No je RAM-izrac¢unljiva.

Dokaz. Napomenimo, druga i trec¢a stavka zapravo predstavljaju po (card £)! tvrdnji — po
jednu za svako kodiranje od X — ali sve su one ekvivalentne po korolaru 4.41.
Opet, sve bitno je ve¢ dokazano; slijedi rekapitulacija glavnih ideja.

(T=P) Kodiraju¢i sve dijelove Turing-izratunavanja s rije¢ju zadanog koda, dobijemo parci-
jalnu rekurzivnost funkcije N — teorem 4.24.

(P=R) Kompiliramo funkciju N¢o u RAM-program — teorem 2.38.

(R=T) Transpiliranjem RAM-programa koji racuna N¢, u pet faza dobijemo Turingov stroj
koji raCuna ¢ — teorem 4.39. [

Karakteristicna funkcija je totalna, dakle za izracunljive jezike mora biti rekurzivna.

Teorem 5.3 (Teorem ekvivalencije za jezike): Neka je & + & abeceda te L € X* jezik nad njom.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(p) relacija (L) := {{w) |w e L} je rekurzivna;
(w) postoji Turingov odluditelj (Q, X, T, ., 0, qo, qa, qr) koji prepoznaje L.

Dokaz. Kao i u teoremu 5.2, stavka (p) je zapravo (card X)! tvrdnji. One su ekvivalentne po
tranzitivnosti, jer je svaka od njih ekvivalentna sa stavkom (w).

(p = w) Malom modifikacijom kraja konstrukcije transpiliranog Turingova stroja koji racuna
N-Tx(1, dobijemo odlucitelj — teorem 4.48.

(w = p) Malom modifikacijom kodiranja stanja, funkcije prijelaza i Turing-izra¢unavanja
odluditelja dobijemo rekurzivnost od (L) — teorem 4.47. O

Jo§ uvijek ostaje otvoreno pitanje Sto je s jezicima koje prepoznaju opceniti Turingovi
strojevi, koji mogu i zapeti u beskonacnoj petlji (8tovise, kazemo da je ulazna rije¢ u jeziku
Turingova stroja ako i samo ako se to ne dogodi). Prema definiciji 4.5, ti jezici su zapravo
domene wzracunljivih jezicnih funkciyya. Njihov status razrijeSit ¢emo u tocki 7.4.
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Napomena 5.4: Formalno, morali bismo jo§ osigurati da im traka na kraju bude oblika v ... za
v e L*, ali moZe se vidjeti, tehnikama iz teorije formalnih jezika, da za svaki Turingov stroj
(koji ne ra¢una nuzno neku funkciju) postoji Turingov stroj koji stane za to¢no iste ulaze, ali
s praznom trakom (v = ¢).

Skica dokaza: uvedemo novi znak / u radnu abecedu i proglasimo ga prazninom (znak
time postaje obican znak radne abecede) te za svaki prijelaz koji ¢ita biv§u prazninu 6(p, ) =
(q,v,d) dodamo prijelaz 6(p,/) = (q,v,d) (pisanja praznina ostavimo na ). Semanticki, i
1 / su sada praznine, ali stroj pri normalnom radu ne moze napisati / na traku — odnosno,
jedine pojave znaka / na traci su tamo gdje stroj jo$ nije bio. Kako su pomaci moguéi samo
na susjedne celije, nosa¢ takve trake je nuzno povezan.

Sada na bivse zavr$no stanje dodamo fragment koji odlazi desno do prvog znaka / (zna da
su nadalje samo praznine), i vraca se lijevo, zamjenjujuéi sve znakove s /. Kada u tom stanju
procita /, stane jer je doSao do lijevog ruba trake (tu / sigurno nije mogao prije zapisati). «

Ve¢ smo rekli da domene izracunljivih brojevnih funkcija ne moraju biti izra¢unljive —
recimo, HALT = D, nije izracunljiva, $to ¢emo ubrzo dokazati — pa je za ocekivati da to
vrijedi i za opcéenite Turing-prepoznatljive jezike. Preciznije ¢emo taj fenomen opisati kad
uvedemo rekurzivno prebrojive relacije.

5.1. Church-Turingova teza

Nakon toliko dokazanih implikacija oblika ,ako je funkcija izra¢unljiva u nekom modelu, onda
je izraCunljiva i u drugom modelu”, mozemo uociti odredene obrasce u definicijama i dokazima.

Algoritam A je obi¢no opisan pomocu stroja (diskretnog dinamickog sustava) s prebrojivim
skupom mogucéih konfiguracija C, tako da se svaka konfiguracija c € C moze opisati s kona¢no
(ali ne unaprijed ograni¢eno) mnogo bitova.

Ako s A oznacimo skup moguéih ulaznih podataka, a s B skup mogucéih izlaznih podataka
algoritma 4, imamo injekciju start : A - C, koja svakom ulazu x € A pridruzuje pocetnu
konfiguraciju s ulazom x. Imamo jo§ zadan podskup E ¢ C zavrsnih konfiguracija, i surjekciju
result: E - B (Cesto zadanu na ¢&itavom skupu C) koja svakoj zavrsnoj konfiguraciji pridruzuje
rezultat izraCunavanja.

Takoder imamo dvomjesnu relaciju ~ na skupu C, koja za deterministi¢ne algoritme (kakve
jedino promatramo) ima funkcijsko svojstvo — pa je moZemo promatrati i kao funkciju
nextconf : C - C, koja svakoj konfiguraciji stroja pridruzuje sljedeéu konfiguraciju po
trenutnom koraku algoritma 4. Zavr$ne konfiguracije pritom ostaju nepromijenjene: restrikcija
nextconf na skup E mora biti identiteta.

Iteriranjem funkcije nextconf na vrijednosti funkcije start dobivamo izra¢unavanje. Pre-
cizno, za x € A definiramo

co := start(x), (5.1)

Cny1 == nextconf(c,), (5.2)

i tako smo dobili niz (¢, )nen : N = C koji zovemo A-izra¢unavanje s x.
Ako postoji ny takav da je cn, € E, izracunavanje (cn)nen stane, i y := result(cn,) je
njegov rezultat (to ne ovisi o izboru ny, jer je nextconf|g = ideg, pa je zavr$na konfiguracija
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jedinstvena — kao u propoziciji 1.13). Ako s D € A oznacimo skup svih ulaznih podataka s
kojima A-izracunavanje stane, time smo dobili funkciju f: D — B koju 4 racuna.

(5.3)

Ako sad izmedu istih skupova A i B stavimo jo$ neki drugi skup konfiguracija C’, sa svojom
funkcijom nextconf’ i podskupom zavrsnih konfiguracija E’, mozemo zamisliti funkciju start
kao zadatak f’ za taj novi stroj, uz A’ := A i B’ := C. No kako taj stroj zna racunati samo
funkcije iz A u B, moramo prethodno kodirati C nekom funkcijom Code; : C - B. To
je zapravo najzanimljiviji dio, jer o njemu ovisi koliko ¢e laki biti kasniji koraci. Dakle
f’ = Code; o start, i kako su te dvije funkcije obi¢no prilicno jednostavne, za ocekivati je da
¢e f’ biti izracunljiva u novom modelu.

Napomena 5.5: Zanimljiv i relativno novi uvid Jurija Gurevica s kraja proslog stoljeca je da se
yuniverzalni” skup C moze naci u obliku interpretacija za strukture prvog reda. Tada moZemo
1 formalno, koristeci lokalnost, definirati $to znaci ,prili¢no jednostavna” funkcija: to je ona
koja ovisi o kona¢no mnogo ,elemenata” (vrijednosti zatvorenih terma) u interpretaciji. Taj
uvid vodi na formalizaciju strojeva s apstraktnim stanjima (ASM), koji u nekom smislu
predstavljaju ,univerzalnu podlogu” za opis algoritama. Lijepi uvod u teoriju ASM, pisan
specifi¢no za racunarce, mozete naéi u [HWO03]. N

Analogni postupak mozemo napraviti za result, samo s druge strane; i za nextconf, kodi-
ranjem s obje strane. Svaka od tako dobivenih funkcija sama za sebe je dovoljno jednostavna
(u smislu prethodne napomene) da je izra¢unljiva u novom modelu.

No to zapravo znadi da sustav C’ moZe simulirati svaki korak .A-izraCunavanja, pa moze
simulirati i ¢itavo to izrac¢unavanje. Samo treba unutar tog sustava imati neki nacin za:

e odredivanje ¢, iz n, iteriranjem funkcije nextconf (ogranicena petlja);
e otkrivanje n, ako postoji (neogranicena petlja); te
e dobivanje funkcije f iz tako dobivene funkcije ¢y — cn,, start i result (slijed).

Sada jasnije vidimo i po ¢emu je skup N poseban: dok A, B i C mogu biti svakakvi prebrojivi
skupovi, domena izra¢unavanja (kao niza konfiguracija) mora biti N. Drugim rije¢ima, za
bilo kakvo metaprogramiranje (koje je nuzno za univerzalnu funkciju) model u kojem radimo,
pored reprezentacije ulaznih i izlaznih podataka, mora moci reprezentirati 1 prirodne brojeve.
Tada je najjednostavnije, po principu Occamove britve, da ulazni i izlazni podaci takoder
budu prirodni brojevi.
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Odgovarajuéim kodiranjima mozemo dobiti i simulaciju za promijenjene skupove A’ i B/ —
ba$ kao $to smo to ve¢ Cinili kad je jedan od tih skupova, ili oba, bio C (za funkcije start,
result i nextconf).

Zato nije ¢udno da sve formalizacije algoritama koje se mogu svesti na paradigmu shematski
prikazanu u (5.3), mogu simulirati jedna drugu. MoZemo iéi toliko daleko da kazemo da je
prikazivost u obliku takve sheme ono esencijalno sto algoritme cini algoritmima.

Iako je to intuitivno jasno, iz toga niposto ne slijedi da je svaki model jednostavno
svesti na tu shemu. Recimo, mozZete se zabaviti pokuSavajuéi konstruirati stroj — sustav
(C,start,nextconf, E,result) — koji raduna parcijalno rekurzivne funkcije zadane simboli¢-
kim definicijama (ili jo§ kompliciranije, to¢kovnim definicijama). Koliko god taj zadatak bio
prekriven debelim slojem tehnickih detalja, vjerojatno éete se sloziti da su to samo tehnicki
detalji — izuzetno biste se iznenadili da nekim slucajem ispadne da je takav stroj nemoguce
konstruirati, zar ne? Upravo ta intuicija je ono §to opravdava Church-Turingovu tezu.

5.1.1. Fiksiranje pojma algoritma

Zapravo, postoji Sirok (u viSe dimenzija!) ,prostor kompromisa” (tradeoffs) prilikom dizaj-
niranja takvih sustava. Na jednom kraju su konkretni sustavi za koje je odmah jasno S§to
su konfiguracije i kako je funkcija nextconf zadana — recimo, RAM-strojevi. Na drugom
kraju su apstraktni sustavi kod kojih su tri nabrojene esencijalne operacije (ogranicena i
neogranicCena petlja te slijed) aksiomatski propisane — recimo, u sustavu parcijalno rekurzivnih
funkcija, redom kao primitivna rekurzija, minimizacija i kompozicija.

Osim s obzirom na apstraktnost, mozemo gledati i kompromise s obzirom na druge dimenzije:
smanjivanje broja razli¢itih koncepata u sustavu (Occamova britva) vodi na sustave u kojima
je gotovo sve prikazano prirodnim brojevima (jer, kao §to smo rekli, prirodne brojeve moramo
imati za reprezentaciju samog izra¢unavanja). Intuitivna bliskost onom $to doista ¢inimo kad
provodimo algoritam vodi na sustave koji emuliraju naSe stanje uma, i mentalne operacije
(pamcenja simbola i jednostavnih odluka na niZoj razini, ili uo€avanja obrazaca i vizualizacije
njihove supstitucije na viSoj razini apstrakcije) — kao $to su jezi¢ni modeli izraCunavanja.

algoritam ‘ konkretni (imperativni) apstraktni (funkcijski)
jezi¢ni (prakti¢ni) Turingov stroj A-racun (5.4)
brojevni (teorijski) RAM-stroj parcijalna rekurzivnost

Tablica (5.4) je vrlo pojednostavljena — em postoji mnogo vise dimenzija po kojima mozemo
usporedivati algoritamske formalizme (strukturalnost, primjenjivost na stvarne probleme,
entropija, koli¢ina pretpostavljenog znanja, ... ), em prikazane dimenzije nisu binarne. Pored
jezi¢nog i brojevnog modela postoje razni drugi, primjerice geometrijski (Wangove domine) ili
algebarski (diofantski skupovi), pa ¢ak i topoloski (homotopska teorija tipova); dok je ,,podjela”
na konkretno i apstraktno zapravo spektar duz kojeg se mogu smjestiti razni koncepti. Recimo,
makro-stroj je mrvicu apstraktniji od RAM-stroja, dok je logika prvog reda malo konkretnija
od A-ratuna. Cak ni sustavi koje smo obradili nisu ekstremi na tom spektru: postoje i
sustavi poput Godel-Herbrandovih jednadzbi, jo§ apstraktniji od parcijalne rekurzivnosti, kao
i Minskijevi brojaéi (counter machines), jo§ konkretniji od RAM-strojeva. Model ASM iz
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napomene 5.5 proteze se duz cijelog spektra konkretno—apstraktno, jer je njegova osnovna
odlika da hvata algoritme na njihovoj prirodnoj razini apstrakcije, koja god ona bila.

Ono sto je sada bitno je da izmedu celija takve tablice mozemo slobodno ,putovati”’ kako
nam je drago, dok imamo odgovarajuée teoreme ekvivalencije. Za pojedini redak (vrstu ulaznih
odnosno izlaznih podataka) to se moze sasvim formalizirati, u smislu da su izracunljive funkcije
doslovno iste bez obzira na to koji stupac odaberemo. Za razliite retke moramo precizirati
kodiranje, no to je najcesce jednostavno i neovisno o tehnic¢kim detaljima (recimo, zapis broja
u bazi je vrlo prirodna veza brojevnog i jezi¢nog modela, i pritom za samu izracunljivost cak
nije bitno — iako za slozenost jest — odaberemo li unarni zapis ili zapis u bazi b > 2).

Church-Turingova teza. Svaka dovolyno opcenita formalizacija pojma algoritma na istojy
vrstt podataka racuna iste funkcije, a na razlicitim vrstama podataka racuna funkcije
vezane prirodnim kodiranjima izmedu tih vrsta podataka.

To su upravo izracunljive funkciyje — one za koje u intuittivnom smuslu postoje algoritma.

Teoremi ekvivalencije mogu se sada izreéi kao: sve celije u tablici (5.4) jesu dovoljno
opcenite formalizacije pojma algoritma. (Nismo definirali A-racun, ali i za njega vrijedi teorem
ekvivalencije. Zainteresirani ¢itatelj moZe naéi detalje u [Lov18].)

Alonzo Church je prvi primijetio da je teza potrebna kako bi se dokazali rezultati o
nepostojanju algoritma. Ipak, njegova formalizacija (A-ra¢un) bila je preapstraktna da bi
zadovoljila vodece eksperte za izracunljivost toga doba. To je medu ostalim potaklo Turinga na
detaljnu analizu pojma algoritma — te je njegova formalizacija, kad je dokazana ekvivalentnom
ostalima do tad poznatima, vrlo brzo prihvaéena kao ,mjera” (Turing-completeness) pomoéu
koje se procjenjuju algoritamski sustavi (najcesce programski jezici — ali i sustavi poput
drustvenih igrara [CBH19]) sve do danas.

Church: “Turing’s notion made the i1dentification with effectiveness
wn the ordinary (not explicitly defined) sense evident immediately.”

Godel: “The correct definition of mechanical computability
was established beyond any doubt by Turing.”

Trahtenbrot: “This s the way the miracle occurred: the essence of
a process that can be carried out by purely mechanical means was
understood and incarnated in precise mathematical definitions.”

Church-Turingova teza nije uobli¢ena kao teorem, pa ¢ak niti kao tvrdnja koju bi se u
principu moglo dokazati. U moderno vrijeme postoje i inicijative [Soa96] da se ona uobli¢i kao
definicyja, fiksirajuéi jedan koncept izraculjivosti.

Definicija 5.6 (Soareova definicija izracunljivosti): Za jezi¢nu funkciju ¢ kaZemo da je izra-
cunljiva ako postoji Turingov stroj koji je racuna. Za brojevnu funkciju f kazemo da je
1zracunljiva ako je njena binarna reprezentacija Bf izracunljiva. <

U tom svjetlu, teoremi ekvivalencije bili bi karakterizacije upravo definiranog pojma
1zracunljivosti. Ipak, u uvodnom kursu je vjerojatno bolje vidjeti ekvivalentnost raznih
formalizacija prije nego $to se jedna od njih odabere kao definicija. Iako je modernom fizi¢aru
sasvim prirodna definicija ,,metar je udaljenost koju svjetlost u vakuumu prijede za m s”,
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to nije dobra definicija u osnovnoskolskoj nastavi fizike, jer pretpostavlja znanje o prirodi
svjetlosti, inercijalnim sustavima i teoriji relativnosti. Bez tog znanja definicija se takoder
moze prihvatiti, ali djeluje proizvoljno. Autorovo (didaktic¢ko, ne matemati¢ko) uvjerenje je
da bi tako djelovala i definicija 5.6 prije dokaza teorema ekvivalencije.

5.2. Neizracunljive funkcije

Intuitivni pojam izrac¢unljivog kao onog za §to postoji algoritam, zajedno s Church-Turingovom
tezom, napokon daju moguénost da dokazemo da za neke probleme ne postoje algoritmi.
To ¢emo uciniti dokazom da neka funkcija g nije parcijalno rekurzivna — tada po teoremu
ekvivalencije 3g nije Turing-izracunljiva, po definiciji 5.6 g nije izraunljiva, pa moZemo reci
da za nju ne postoji algoritam.

Najcesce ¢e g biti karakteristi¢na funkcija, jer obi¢no se postojanje algoritma ispituje za
probleme odluke: za dani skup A 1 njegov podskup D, postoji li algoritam koji za proizvoljni
x € A odlucuje je li x e D? Jednom kada imamo kodiranje NA skupa A, to gledamo kao pitanje
izra¢unljivosti skupa (jednomjesne relacije) NA[D] c N, odnosno funkcije Xna[p]. Sve te ideje
smo ve¢ vidjeli, za A := X*, kad smo promatrali odlucive jezike u tocki 4.3.

Definicija 5.7: Za brojevni problem D kaZemo da je odluciv ako je njegova karakteristi¢na
funkcija xp rekurzivna. Za problem D c A takav da postoji prirodno kodiranje NA : A - N,
kazemo da je odluciv ako je brojevni problem NA[D] odluciv. q

,Brojevni problemi” nisu niSta drugo nego relacije, ali postavljeni u obliku pitanja, odnosno
ispitivanja nekog svojstva. Recimo, Halt, = D2, ,, moZemo promatrati kao problem ,za
zadane x,y, e € N, (postoji li i) stane li program koda e s ulazom (x,y)?”, odnosno ,jima li
izraz {e}(x,y) vrijednost?”. Ve¢ smo nagovijestili da taj problem nije odlu¢iv. Kako bismo
to dokazali? Uzmimo za pocetak nesto lakSe. U napomeni 1.3 smo ve¢ spomenuli paradoks
slican Russellovu, koji nastaje ako pretpostavimo da su svi algoritmi totalni: poredali smo sve
jednomjesne algoritme u niz (A, )nen, pa smo za ulaz n primijenili A, na n, i vratili sljedbenik
izlaznog podatka. Pomoc¢u indeksa moZemo to doslovno napraviti (zovemo ih indeksima jer je
niz ({e}1 )een POPIs svih jednomjesnih parcijalno rekurzivnih funkcija, i ,indeks funkcije f” je
upravo njen indeks u tom nizu).

Definicija 5.8: Russellova funkcija je jednomjesna funkcija Russell! zadana s

Russell(n) :~ compy(n,,n) + 1. (5.5)
Kleenejev skup je domena Russellove funkcije: K := Dryesell- <
Korolar 5.9: Russellova funkcija je parcijalno rekurzivna.
Dokaz. Iz propozicije 3.48, jer je Russell kompozicija Sc, compy i 1]. H

Paradoks iz uvoda sada se moze iskazati ovako: imamo algoritam za Russell, ali nijedan
algoritam koji ra¢una vrijednosti od Russell nije totalan. Drugim rije¢ima, Russellova funkcija
je izracunljiva, ali ne postoji njeno izracunljivo totalno prosirenje.

Lema 5.10: Ne postoji rekurzivna funkcija r takva da je r|x = Russell.
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Dokaz. Pretpostavimo da takva funkcija postoji. Tada je ona parcijalno rekurzivna, pa po
teoremu ekvivalencije ima indeks, ozna¢imo jedan njen indeks s e (pogledajte napomenu 3.57);
i totalna je, pa postoji g :=r(e) € N. Sada je sljedbenik tog broja jednak

T+q=1+r(e)=1+{e}(e)=1+comp(e,e), (5.6)

iz ¢ega slijedi e € K i Russell(e) =1+ q. Nor(e) =q + 1+ q, pa r ne moze biti proSirenje od
Russell, kontradikcija. O

Teorem 5.11: Kleenejev skup K nije rekurzivan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, i oznac¢imo s Russell := if{K : Russell, Z} proSirenje Russellove
funkcije nulom. Po korolaru 5.9 Russell je parcijalno rekurzivna, po pretpostavci suprotnog je
K rekurzivna relacija, a Z je inicijalna. Prema teoremu 3.60, iz toga bi slijedilo da je Russell
parcijalno rekurzivna funkcija.

S druge strane, po definiciji 2.45 je Ry := K€, pa je

’kall = (DZ n Ro) U (DRusseII N K) = (N N KC) U (K n K) =KCuK= N, (57)

dakle Russell je totalna funkcija. Sveukupno bismo dobili da je Russell rekurzivna funkcija,
Sto je u kontradikciji s lemom 5.10. [

Time smo napokon dokazali da postoji izracunljiva funkcija s neizracunljivom domenom, i
vidimo u ¢emu je problem s naSom dosadasSnjom intuicijom: iako proSirenje nulom dozivljavamo
kao trivijalnu operaciju na brojevnoj funkciji, za izracunljivost f je potrebno ustanoviti kad
ulazni podatak x nije u domeni D (da bismo ga preslikali u 0) — a to zapravo zahtijeva da
ustanovimo da nijedna konfiguracija stroja koji ra¢una f s ulazom x nije zavr$na.

To je temeljna nesimetrija u definiciji algoritma: dok je zaustavljanje algoritma moguce
karakterizirati neograni¢enom egzistencijalnom kvantifikacijom (projekcijom), $to jest domena
izracunljive funkcije (dobivene minimizacijom), njegovo nezaustavljanje nije moguce tako
karakterizirati. Ukratko, prirodni brojevi imaju lijepo svojstvo pocetne konacnosti: od svakog
prirodnog broja ima kona¢no mnogo manjih, i ako postoji prirodni broj s nekim svojstvom,
prateci sljedbenike od nule sti¢i ¢éemo do njega u konac¢no mnogo koraka. S druge strane
(doslovno!), prirodnih brojeva ima beskona¢no mnogo: od svakog broja ima beskona¢no mnogo
vecih, 1 ako trebamo ustanoviti da neko svojstvo vrijedi za sve prirodne brojeve, to nikako ne
mozemo uéiniti provjeravajuéi ih pojedinaéno. Cak i da ih ne provjeravamo redom, do svakog
trenutka smo provjerili samo kona¢no mnogo njih, medu njima postoji najveci, a vecih od
njega ima jednako mnogo kao i svih prirodnih brojeva.

Naravno, to nije dokaz da ne postoji mozda neka druga metoda kojom bismo ustanovili da
x ¢ Dy — samo pokazuje da stvari nisu tako jednostavne.

5.2.1. Svodenje i problemi zaustavljanja

Problem kojim smo se bavili — za zadani n, je li n u domeni od {n}' — ¢&ini se vrlo umjetnim:
nije da bismo ikad bili doista zainteresirani za opceniti odgovor na to pitanje. Ipak, jednom
kad imamo neki neodluciv problem, mozemo se docepati i ostalih.
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Metoda je ista ona pomoc¢u koje iz ve¢ poznatih odlucivih problema (izracunljivih funkcija)
dobivamo nove: svodenje (redukcija). Ako mozemo neku funkciju f svesti na neku drugu
g — napisati f pomocéu kompozicije, i eventualno primitivne rekurzije, funkcije g s nekim
izracunljivim funcijama, tada znamo da ako je g izracunljiva, tada je i f takva. To smo
koristili mnogo puta u funkcijskom programiranju — recimo, pogledajte primjer 2.29. Tamo
nam je bila bitna primitivna rekurzivnost, pa smo govorili samo o totalnim funkcijama,
i primitivna rekurzija je igrala bitnu ulogu. Kad govorimo o (ne)odluivim problemima,
primitivna rekurzivnost gubi na korisnosti, pa ¢emo zapravo promatrati samo kompoziciju.
Kako se radi o problemima, dakle karakteristicnim funkcijama relacija koje su totalne, zbog
marljive evaluacije proizlazi da sve funkcije u kompoziciji moraju takoder biti totalne.

Napomenimo, u literaturi postoje razne vrste svodenja problema, pa i opéenitih funkcija.
Odabiremo najjednostavniju prikladnu nasim potrebama.

Definicija 5.12: Neka su k,1 € N, te Rk i P! relacije. Kazemo da je R svediva na P, i piSemo R < P,
ako postoje rekurzivne funkcije G¥, Gk, ..., G takve da vrijedi xg = Xp © (G1,G2,...,G). <

Jednakost iz definicije se moZe to¢kovno zapisati kao R(X) <> P(G;(%),...,Gi(X)). To je
zapravo obi¢na kompozicija Xg = Xp © G, samo uzevsi u obzir da G ima kodomenu N!, pa je
prikazujemo kroz 1 koordinatnih funkcija u skladu s napomenom 1.1.

Takoder naglasimo da nismo niSta dokomponirali na xp slijeva: ne dozvoljavamo post-
processing povratne vrijednosti od xp, ve¢ samo pre-processing njenih ulaznih podataka.
Kako se radi o karakteristicnim funkcijama kodomene bool = {0, 1}, jedini netrivijalni post-
processing je negiranje, ali upravo smo vidjeli da komplement nije ba$ jednostavna operacija
na problemima (npr. na problemima zaustavljanja), pa ga s razlogom ne Zelimo u ovom
kontekstu.

Propozicija 5.13: Relacija < (na skupu svih brojevnih relacija) je refleksivna i tranzitivna.

Dokaz. Za refleksivnost, stavimo Gy := 1}, G, := 1%, ..., Gy := I} (koordinatne funkcije identitete
idy). Otito je xpo (IY,...,11) =xp oidy = Xp, pa je P<P.

Tranzitivnost je kompliciranija, ali samo zbog napomene 1.1. Neka su k,l,m € N, te
neka su Rk, Q™ i P! relacije takve da je R < Q < P. Dakle, postoje rekurzivne funkcije
GY, ..., Gk takve da je xg =Xq © (G1,...,Gm), i rekurzivne funkcije H*, ..., H™ takve da
je xo = xp o (Hy,...,Hy). Sada je (moZemo svuda pisati jednakosti jer su sve funkcije ili
karakteristi¢ne ili rekurzivne, dakle totalne, a kompozicija totalnih je totalna po propoziciji 2.8)

Xr(%) =X (G1(X),.-.,Gm (X)) = (xp o (H1,...,H))(G1(X),...,Gm(X)) =
=xp(H1(G1(X),., G (X)), -, Hi(G1 (%), ..., Gm(X)))
=xp((H10(G1y...,Gm)) (%), ..., (Hio (Gry...,Gn)) (X))
=(xpo(H10(G1y..ssGm), ..y, Hio (Gry...,G)))(X), (5.8)

pa ako definiramo F; := H; o (Gy,...,Gy,) za sve i € [1--1], sve te funkcije su rekurzivne po
lemi 2.33. Sada (5.8) postaje xg = xp © (F1,...,F1), odakle slijedi R < P. O

R < P znadi da ako imamo algoritam za rjeSavanje problema P, pomocu njega mozemo rijesiti
1 problem R. Intuitivno, R je ,barem toliko odluciv” koliko i P.
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Propozicija 5.14: Relacija svediva na rekurzivnu relaciju je i sama rekurzivna.

Dokaz. Neka su k,le N, te R* relacija i P! rekurzivna relacija takve da je R < P.
To znadi xr = xp © (G1,...,G1), pa je R rekurzivna po lemi 2.33. O

Korolar 5.15: Ako su R i P problemi takvi da R nije odluéiv i R < P, tada ni P nije odluciv.
Dokaz. Ovo je samo kontrapozicija propozicije 5.14, iskazana jezikom problema. O

Korolar 5.15, kao $to smo ve¢ nagovijestili, omogucuje nam da pomocu jednog neodlucivog
problema dodemo do ostalih.

Propozicija 5.16: Problemi Halt; i HALT nisu odludivi.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi K(n) < Halt;(n,n). Doista,

K = Drussell = Dsc.ocompyo (11,11) = Peompyo(11,11) = {n | (I} (n), 1 (TL)) € Dcomm} ={n[(n,n) e Halt, },

gdje smo koristili korolar 2.7 da se rijeSimo sljedbenika.
Iz toga slijedi K < Halty, pa je Halt; neodluciv po korolaru 5.15 i teoremu 5.11.

Sli¢no, po definiciji iz korolara 3.47, vrijedi Halt;(x, e) < HALT({x), e), a funkcija Code' je
primitivno rekurzivna po propoziciji 3.4, pa je Halt; < HALT, iz Cega je i HALT neodluciv. [

U literaturi se Halt; odnosno HALT (kako gdje) zove halting problem (problem zaustav-
ljanja), jer postavlja pitanje stane li odredeno izra¢unavanje (zadano pomoéu RAM-programa
i ulaza za njega). Mogli bismo dokazati i neodlucivost problema Halty za k > 2 (pokusSajte
formalno dokazati svodenje Halt;(x,e) < Halty(x,0,0,...,0,e)), ali to e slijediti jednom
kad dokazemo teorem o parametru.

Po Church-Turingovoj tezi, ne postoji algoritam koji bi za svaki par (P,u) RAM-programa
P i njegovog ulaza u odlucivao stane li P-izratunavanje s u — odnosno, za svaki algoritam A4
postoje P € Progiu e N takvi da A ne daje ispravan odgovor na pitanje stane li P-izracunavanje
s u. Ali vrijedi i viSe: mozemo posti¢i da P ne ovisi o 4. To je u skladu s univerzalnoscu:
postoji ,najkompliciraniji” RAM-stroj, ¢iji je problem zaustavljanja najtezi.

Korolar 5.17: Postoji RAM-program P, takav da nijedan algoritam ne moze tocno odrediti,
za svaki u € N, stane li Py-izraCunavanje s .

Dokaz. Po korolaru 5.9, Russellova funkcija je parcijalno rekurzivna. Po teoremu 2.38, ona je
1 RAM-izracunljiva. Oznacimo s Py jedan RAM-program koji je raCuna. Po definiciji 1.11, za
svaki u € N, Py-izra¢unavanje s u stane ako i samo ako je u e K.

Kad bi postojao algoritam za odlucivanje problema zaustavljanja Py-izracunavanja s pro-
izvoljnim u, po Church-Turingovoj tezi K bi bio odluciv problem, $to je u kontradikciji s
teoremom 5.11. [

Lema 5.18: Postoji Turingov stroj 79 nad unarnom abecedom X, = {e}, takav da nijedan
algoritam ne moze to¢no odrediti, za svaku rije¢ w € ®* stane li 7y-izraCunavanje s w.
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Dokaz. Jezi¢na funkcija p := ®Russell je Turing-izracunljiva po korolaru 4.46, a po definiciji
unarne reprezentacije vrijedi
p(.t) ~ .Russell(t)' (5'9)

To znaci da za 7y mozemo uzeti Turingov stroj koji racuna p — koji jest nad unarnom
abecedom, i stane to¢no za rijeci oblika et t € K.

Sad, kada bi postojao algoritam koji bi za svaku rije¢ nad X, odlucivao hoce 1li Ty-
izraCunavanje s njome stati, pomoéu njega bismo mogli odluciti K, sljede¢im algoritmom: za
ulaz u € N, konstruiramo rije¢ o, i vratimo stane li 7y-izra¢unavanje s njom. Po definiciji 4.5,
to ¢e biti ako i samo ako je e* € D,, §to ¢e prema definiciji unarne reprezentacije biti ako
1 samo ako je u € K. Po Church-Turingovoj tezi, to bi znacilo da je K rekurzivna, $to je u
kontradikciji s teoremom 5.11. [

Propozicija 5.19 (Neodlucivost problema zaustavljanja za Turingove strojeve):
Za svaku abecedu X postoji Turingov stroj nad njom, ¢iji je problem zaustavljanja neodluciv.

Dokaz. Ako je ® € ¥, moZzemo primijeniti lemu 5.18 na Turingov stroj 7, nad abecedom X.
Kad bi postojao algoritam koji za svaku rije¢ w € X* to¢no odreduje stane li 7p-izra¢unavanje
s w, to bi posebno moralo vrijediti za sve w € ®* ¢ £* §to je u kontradikciji s lemom 5.18.

Ako pak e ¢ ¥, uzmimo neki konkretni znak o € £ (po definiciji abecede je £ + @, pa «
postoji), i zamijenimo ga s e: gledamo Turingov stroj 7 koji izgleda kao 7, iz prethodnog
odlomka, osim $§to umjesto ® ima o« — kako u X, takoiu I' i u svim prijelazima od 6. S obzirom
na to da znakovi radne abecede nemaju nikakvu imanentnu semantiku (osim praznine, ali za to
pogledajte sljede¢i odlomak), 7/-izraunavanje s oc** stane ako i samo ako 7;-izraCunavanje s %
stane — pa kad bi neki algoritam za svaku w € £* to¢no odredivao stane li 7 -izracunavanje s
w, tada bi to posebno vrijedilo i za sve rije¢i oblika o, u € N, pa bismo opet imali kontradikciju
s neodlucivoséu od K kao u prethodnom odlomku.

Postoji jos samo jedan slucaj koji nismo uzeli u obzir: §to ako je praznina stroja 7o upravo e?
Tada ona po definiciji nije u X, ali je ne moZemo samo zamijeniti s « jer « jest u £. U tom
slu¢aju odaberemo neki novi znak 3 ¢ I', proglasimo ga prazninom, i ® zamijenimo s 3 u I'i 9.
Nakon toga primijenimo postupak iz prethodnog odlomka. [

5.3. Neodlucivost logike prvog reda

U uvodnom kursu matematicke logike obi¢no se za logiku sudova dokazu teoremi adekvatnosti
i potpunosti (koji povezuju sintaksni pojam dokazivosti sa semantickim pojmom valjanosti) te
se navedu neki sustavi (npr. glavni test) koji u potpunosti odreduju je li neka formula valjana
ili nije. Drugim rije¢ima, postoji algoritam za utvrdivanje valjanosti. Postoji li polinomnz
algoritam za to, zanimljivije je pitanje koje vodi na slavni milijun dolara vrijedan problem
P £ NP — ali barem znamo da je valjanost odlu¢iva. Stovige, dobra je viezba, koristeci
kodiranje opisano u primjeru 3.23, formalno dokazati da je skup PValid c PF, svih kodova
valjanih formula logike sudova, primitivno rekurzivan. Prakticki jedino na §to treba misliti je
da je ne mozemo kodirati (totalne) interpretacije jer ih ima neprebrojivo mnogo, ali parcijalne
interpretacije (s kona¢nom domenom) moZemo.
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Za logiku prvog reda takoder vrijede teoremi adekvatnosti i potpunosti (dakle, postoji
dokaz za formulu ¢ koji koristi samo aksiome i pravila zakljucivanja logike prvog reda, ako i
samo ako je ¢ istinita u svim o-strukturama prvog reda, gdje je o signatura koja sadrzi sve
nelogicke simbole u ¢), i takoder imamo glavni test, i znamo da je korektan (odgovor koji
dade je uvijek tocan), ali nije totalan — mogu postojati beskonaéne grane, u kojima algoritam
ne daje odgovor. I to nije nedostatak specificnog algoritma: jedan od prvih i najvaznijih
rezultata o neodlucivosti je Churchov teorem da problem valjanosti za logiku prvog reda nije odluciv.
Skraceno kazemo ,logika prvog reda nije odluciva”, jer zapravo nije bitno da se radi o problemu
valjanosti. Ekvivalentno moZemo promatrati probleme ispunjivosti, oborivosti, proturjec¢nosti,
ili zaklju¢ivanja (logicke posljedice kona¢nog skupa formula), i svi su oni medusobno svedivi.
Ovdje ¢emo se baviti problemom koji prirodno ima oblik problema zakljucivanja, pa se prvo
usredoto¢imo na njegovu vezu s problemom valjanosti.

Definicija 5.20: Oznacimo s F1 skup svih formula logike prvog reda,
a s Valid c F1 skup svih valjanih formula medu njima.
Problem valjanost: pita: za zadanu formulu ¢ € F1, je li ¢ € Valid?
Problem zakljucivanja pita: za zadane ¢q, da,..., by, P € F1,
je i ¢ logicka posljedica skupa {¢d1,...,Pr}? q

Propozicija 5.21: Problemi valjanosti i zakljucivanja svedivi su jedan na drugi.

Skica dokaza. MozZemo samo neformalno govoriti o svodenju, jer jo§ nismo precizirali abecedu
i jezik logike prvog reda. Taj jezik jest detaljno prikazan u [VukMLO09], ali nad beskona¢nom
abecedom, $to nije dovoljno dobro za naSe potrebe (pokusSajte otkriti na kojim smo sve
mjestima dosad koristili kona¢nost abecede). Uz nekoliko modifikacija prilagodit ¢emo taj
jezik teoriji formalnih jezika, ali zasad samo opiSimo ideje.

U jednom smjeru, zamislimo da imamo instancu problema valjanosti, i algoritam (,,crnu
kutiju”) za odluku problema zaklju¢ivanja. Pitamo se §to uvrstiti u taj algoritam, da dobijemo
odgovor na pitanje valjanosti. Ako zadana instanca pita je li ¢ valjana, odgovor na to pitanje
je isti kao i na pitanje je li ¢ posljedica praznog skupa formula — dakle stavimo k =0 (i ne
moramo zadavati formule ¢; jer ih nema).

U drugom smjeru je zanimljivije. Pretpostavimo da imamo algoritam za utvrdivanje
valjanosti, a zadane su nam formule &1, ¢3, ..., O 1 ¢, s pitanjem je li ¢ logic¢ka posljedica
ovih prethodnih. Svodenje mozemo opisati indukcijom po k € N. Baza je ista kao gore: za
k =0, zapravo se pitamo je li ¢ valjana. Pretpostavimo da je problem zaklju¢ivanja za k =1
svediv na problem valjanosti, i pogledajmo problem zaklju¢ivanja za k =1+ 1. Takoder, zbog
jakog teorema potpunosti svejedno je koristimo li relaciju logic¢ke posljedice & ili izvedivosti .

Ako je zadnja premisa ¢y,1 redenica (zatvorena formula, bez slobodnih varijabli), moZemo
primijeniti teorem dedukcije (za jedan smjer — drugi smjer je trivijalan pomocu pravila
zakljuc¢ivanja modus ponens):

d)h- . -»(bl»d)lﬂ F d) ako 1 samo ako d)h-- -7(1)1 = (d)1+1 - d))’ (5‘10)

zbog kojeg je problem zakljucivanja s 1 + 1 premisom svediv na problem zakljucivanja s 1
premisa, a onda po pretpostavci indukcije 1 po tranzitivnosti na problem valjanosti.
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Ako formula ¢,7 nije recenica, umjesto nje mozemo promotriti njeno univerzalno zatvore-
nje 1.1, dobiveno univerzalnim kvantificiranjem svih slobodnih varijabli u ¢y,;. Iz logike
znamo da M £ ¢, ako i samo ako Mk ¢y.1, dakle odgovor na problem zakljuéivanja nece se
promijeniti, a ¢, jest re¢enica, pa moZemo primijeniti teorem dedukcije kao u prethodnom
odlomku. [

Za dovrSetak odnosno formalizaciju dokaza jos$ bi trebalo vidjeti da je funkcija koja preslikava
(d)1 yeoey®1, Ora1, d)) u (d)1 ery L (Prer = d))) rekurzivna (zadana s 1+1 koordinatnih funkcija
na kodovima, prvih 1 od kojih su inicijalne), §to zasad ne moZemo jer nemamo kodiranje
skupa F1 — ali je intuitivno jasno da to moZemo uciniti samo mehanic¢kim manipulacijama
simbolima od kojih se formule sastoje.

5.3.1. Reprezentacija RAM-konfiguracija formulama prvog reda

Osnovna ideja dokaza Churchova teorema je svesti problem zaustavljanja za RAM-strojeve na
problem zakljucivanja. Iz toga ¢e onda Churchov teorem odmah slijediti po propoziciji 5.16 i
korolaru 5.15.

Dakle, neka su k€ N, P € Prog te 1t € N* (u logici prvog reda obi¢no individualne varijable
oznacavamo s xi, pa ¢emo ovdje koristiti u; kao uobiajenu oznaku za ulazne podatke).
Trebamo konstruirati skup formula I' i formulu ¢, koji ovise o P i u, tako da P-izracunavanje
s 1 stane ako i samo ako vrijedi I' &= {. Stovise, zbog korolara 5.17, zapravo mozemo cijelu
konstrukciju provesti za fiksni P (i za k= 1), pa ga neemo pisati (iako smo svjesni da ¢e I''i ¢
ovisiti o P).

Logicko zakljucivanje je, u osnovi, trazenje ,puta” od premisa do zakljucka, i osnovni razlog
zasto je to tezak problem je §to znamo da put (izvod) postoji kad ga nademo, ali dok ga
nismo nasli, ne znamo je li to zato $to ne postoji, ili samo nismo trazili dovoljno dugo. To
vrlo podsjec¢a na trazenje ,puta” od pocetne do zavrSne konfiguracije pri rjeSavanju problema
zaustavljanja — mozemo li nekako formalizirati tu vezu?

U T bi se trebala nalaziti neka formula 7y koja opisuje pocetnu konfiguraciju s ulazom
U, a (¢ bi trebala biti formula koja opisuje zavrsnu konfiguraciju — ne zanima nas rezultat
izraCunavanja, nego samo zaustavljanje, pa { moze biti egzistencijalno kvantificirana po stanju
registara, i samo fiksirati vrijednost programskog brojaca, a onda ne mora ovisiti o u.

Instrukcije programa P mogli bismo shvatiti kao pravila zaklju¢ivanja — recimo, 3. INC R;
kaze da iz formule koja predstavlja konfiguraciju (x,y,Z,0,...,3) moZemo izvesti formulu koja
predstavlja konfiguraciju (x,y+1,2,0,...,4), za sve x, y i Z. Nazalost, standardni rac¢un logike
prvog reda (racun predikata) ne dopusta nam imati vlastita (nelogic¢ka) pravila zakljucivanja;
yosudeni” smo na modus ponens i generalizaciju. Sre¢om, modus ponens je vrlo opcenito
pravilo, koje moze simulirati ostala pravila pomoc¢u odgovarajuih nelogi¢kih aksioma —
primjerice, ako bismo htjeli imati pravilo kojim iz ¢ 1 n izvodimo 0, dovoljno je u nelogicke
aksiome dodati formulu (¢ - (n > 0)). Tada moZemo iz tog aksioma i ¢ izvesti (N - 0), pa
onda iz te formule i 1 izvesti 0, koriste¢i samo modus ponens.

Taj pristup ¢emo koristiti ovdje, odnosno u I' ¢emo imati po jednu formulu (; za svaku
instrukciju programa P (s rednim brojem 1i). Jo$ je preostalo objasniti $to ¢emo s ovim
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troto¢kama u konfiguracijama (odnosno kako reprezentirati kona¢ni nosac), i §to s aritmetickim
operacijama (+ za INC, — za DEC).

Konfiguracije prikazujemo odredenim atomarnim formulama. Sadrzaj programskog brojaca,
bududi da je jedan od kona¢no mnogo njih (za fiksni RAM-program P), kodirat ¢emo staticki,
kroz supskript relacijskog simbola odgovarajuce atomarne formule — a sadrzaj pojedinih
registara preko terma u toj formuli. Ipak, kako svaka formula moZe sadrzavati samo konacno
mnogo terma, morat éemo se ograniciti na relevantne registre.

Aritmetiku bismo mogli prikazati nekom varijantom Peanove aritmetike, ali zapravo mozemo
1 lakSe: bududi da je sve §to nam treba sljedbenik i prethodnik, dovoljno je imati jedan
konstantski simbol (,,nulu”) i jedan jednomjesni funkcijski simbol (,sljedbenik”). Zatvoreni
termi na ocit nacin predstavljaju prirodne brojeve: broj u predstavljamo termom dobivenim
u-strukom primjenom tog funkcijskog simbola na taj konstantski simbol.

Naglasimo da ne promatramo logiku prvog reda s jednako$S¢u — necemo imati potrebu
promatrati jednakost kao relacijski simbol s nekim posebnim svojstvima. Usporedba s nulom
za instrukcije tipa DEC bit e sintaksna.

Formalnije: krenimo od RAM-algoritma P*, duljine n := np i §irine m := mpx.

Signatura o, nad kojom ¢emo graditi nase formule, imat ce:

e jedan konstantski simbol o;
e jedan jednomjesni funkcijski simbol s;
e n+ 1 m-mjesnih relacijskih simbola Rf*, R*, ..., R

n

Za svaki u € N, U oznacava zatvoreni term s(s(---(s(0))--)) s u pojava funkcijskog simbola s:
0=o0, 1=5(0), 2=5(s(0)) i tako dalje. Za sve i = (u1,us,...,ux) € N* definiramo formulu

7y == Ro (0, U7, U3, ..., U, 0,0,...,0), (5.11)

gdje nakon uy ima jo§ m—k -1 simbola o (po definiciji je m = mpx = max{mp,k+1} >k +1,
pajem-k-1=m-(k+1)eN).
Za svaki i€ [0--n), definiramo formulu (; ovisno o tipu instrukcije I; programa P:
> Ako je to i. INC R, definiramo
L = (Ri(Xo, ce ey Xm-1 ) g Ri” (Xo, ey Xj-1y S(Xj ),Xj+] yeooyXm-1 )) (5.12)
> Ako je to i. DEC Rj, 1, definiramo
L = ((Ri(Xo, ce ey Xj=1y0y Xji1y e e oy X1 ) - R[(Xo, ce ey Xj=150y Xj41y e e oy X1 )) A
A (Ri(Xo, ey X§oTy S(Xj),XjH yoooyXm—1 ) - Ri+1 (Xo, ey Xm-1 ))) (513)

> Ako je to i. coTO |, definiramo

L = (Ri(Xm ooy Xmo1) = Ri(X0y -0y Xmo1 )) (5.14)

Definiramo skup i formulu
Mo ={mg}u{u|ie[0--n)}, (5.15)
CZZE|X0~--E|Xm_1Rn(X0,...,Xm_1). (516)
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5.3.2. Zakljucivanje kao zaustavljanje

Neka je P RAM-algoritam, 1 ulaz za njega, i pomo¢u njih konstruirajmo 'y i ¢ kako je opisano
u prethodnoj tocki. Takoder, neka je (c¢)in P-izraCunavanje s ti. Promotrimo o-strukturu 91
s nosaem N 1 interpretacijom nelogic¢kih simbola zadanom s:

e 07 :=0,
e s71:=Sc te
e za svakiie[0--n], R):= {(ct(Ro),...,ct(Rm,1)) ‘ teNAcy(PC) = i}.

Indukcijom po r se dokaze T =1 za sve r € N, pa 0N & Rpc(T0,T1y+++,Tm-1) — odnosno
N =y Rpe(Xo,X1y...yXm-1), gdje je v valuacija takva da je v(x;) = 1; za sve j € [0--m)
— neformalno zna¢i da RAM-stroj s programom P i ulazom u moze do¢i u konfiguraciju
(ToyT1y-+-yTm-1,0,0,...,pc) (nakon t koraka izradunavanja).

Lema 5.22: Vrijedi M = 7.

inace

rije¢ima, c; treba biti pocetna konfiguracija s ulazom 1, a ona se sigurno postize za t =0. [

Dokaz. Gledajudi (5.11), trazimo t € N takav da je c¢(PC) = 01 c¢(R;) = { ¥’ Jell-kl- drugim

Lema 5.23: Za svaki i€ [0--n) vrijedi M E ;.

Dokaz. Ocekivano, imat ¢emo slucajeve ovisno o tipu i-te instrukcije programa P.

Ako je to INC, dakle i. INC R; za neki j, tada mora biti j < mp < m, 1 trebamo vidjeti da
u N vrijedi formula (5.12). Ta formula je kondicional, pa uzmimo proizvoljnu valuaciju v
i pretpostavimo da u 91 uz valuaciju v vrijedi njen antecedens: 91 =, Ri(xg,...,Xm-1). To
znaci da postoji t takav da je ¢, = (v(xo),...,v(xm_1 ),O,...,i), no takva konfiguracija po
definiciji 1.9(2) prelazi u

(V(Xo),...,\)(x]‘_] ),V(Xj) + 1,v(x]—+1),...,v(xm_1),0,. ..,1.,+ ]) (517)

S druge strane, c; ~ ¢y,1 po definiciji 1.11, pa po lemi 1.10 imamo da je (5.17) upravo cg,q
(to ¢emo koristiti i kasnije). Drugim rijeCima, stroj moze posti¢i konfiguraciju (5.17), iz Cega
slijedi (jer je v(xj) + 1= Sc(v(x]-)) = sm(v(xj)) = (s(xj))m[v])

M =, Risq (xo, oy X215 S(X5)y X1y e e vy Xamo ), (5.18)

odnosno u N uz valuaciju v vrijedi i konzekvens formule (5.12), §to smo trebali.

Ako je instrukcija i. DEC Rj,1 za neke j < m i 1 < n, tada trebamo dokazati da u 91 (uz
proizvoljnu valuaciju v) vrijedi formula (5.13). Ta formula je konjunkcija dva kondicionala,
pa trebamo dokazati da vrijede oba, slicnom metodom kao u prethodnom odlomku. Za prvi,
pretpostavimo da vrijedi M &, Ri(Xo,...,%j-1,0,Xj41,...,Xm-1). To znaci da postoji t takav
da je ¢t = (V(%0), -+ -y V(X5-1), 0, V(X541 )y - - -, V(Xm-1), 0y, 1) (jer je o®[v] = 0™ =0), no takva
konfiguracija po definiciji 1.9(4) prelazi u konfiguraciju

Cis] = (v(xo),...,v(xj_1),0,v(x)-+1),...,v(xm_1),0,...,l), (5.19)
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dostiznu u t + 1 koraka, pa vrijedi 9 =, Ri(Xoy .+ yXj=1,0,Xjs1y«vvyXm-1)-

Za drugi, pretpostavimo M &, Ri(Xoy...,%j-1,5(Xj)yXj+1y-+.,Xm-1). Kao u INC-slucaju,
(s(x;))?[v] = v(x;) + 1, 8to je pozitivno zbog v(x;) € [9M| = N, pa to znati da postoji t takav
da je ¢t = (V(x0),- -+, V(xj-1),v(%5) + 1,v(X551), - . -, V(Xm-1),0;...,1). Po definiciji 1.9(3) ta
konfiguracija prelazi u cyyq = (v(xo), ceyV(Xmo1),0,. .., i+1) te vrijedi M =, Riv1 (X0y vy Xmo1),
¢ime smo dokazali i drugi kondicional.

Ako je instrukcija i. coTO | za neki | < n, tada opet uzmemo proizvoljnu valuaciju v, i
trebamo dokazati da uz nju u 0N vrijedi formula (5.14). To slijedi iz definicije 1.9(5), jer se
stanje registara u ovom slucaju uopce ne mijenja, samo se vrijednost programskog brojaca
promijeni iz i u L. ]

Propozicija 5.24: Za svaki 1t € N*, ako 'y E (, tada P-izracunavanje s ii stane.

Dokaz. Pretpostavka g = ( znaci da u svakoj strukturi u kojoj vrijede sve formule iz IF,
vrijedi i formula ¢. Leme 5.22 i 5.23 pokazuju da je 91 takva struktura, pa vrijedi 0N & C.
Citajuci (5.16), vidimo da to znaci da za svaku valuaciju v (pa posebno, recimo, za onu koja
sve varijable preslika u 0) postoji valuacija v/, koja se podudara s v na svim individualnim
varijablama x;,1 > m, takva da vrijedi

(\)/(Xo),...,\)/(xm,1)) € R?- (5.20)

Valuacije nam zapravo ovdje uopce nisu bitne — jedino S$to je bitno je da iz toga slijedi
RY + &, pa postoji t € N takav da je c¢(PC) =n. No to znadi da je ¢, zavrina konfiguracija, pa
P-izra¢unavanje s 1 stane nakon najviSe t koraka. [

Sada nam je cilj dokazati obrat propozicije 5.24. Bitna razlika je u tome §to sad moramo
dokazat: da je C logicka posljedica od Iy, pa viSe ne mozemo koristiti ,intendiranu interpreta-
ciju” s prirodnim brojevima, nego moramo provesti argumentaciju za proizvoljnu o-strukturu
2N u kojoj vrijedi ;. Ta struktura ne mora biti izomorfna s 91, ne mora ¢ak ni zadovoljavati
jednostavne aksiome poput injektivnosti sljedbenika (zapravo, ne moZemo ih ni iskazati jer
nemamo simbol za jednakost u teoriji), ali svejedno ¢emo moéi pokazati da u njoj vrijedi C.

Pa neka je 9 = (M, ©, g, S0, S1,...,S,) proizvoljna o-struktura (redom imamo o™ =: @ € M,
sM=1g:M—> M, azasvaki ie[0--n], R¥ =S; € M™), i neka vrijedi M & .

Neka je (ct)ten P-izradunavanje s i. Za proizvoljne t e Nij e [0--m), oznadimo

aj = ct(R]-)m: g(g(---g(@)---)), gdje ima c{(R;) poziva funkcije g.

Lema 5.25: Za svaki t € N vrijedi M & Re,(pc)(ct(Ro), - -+, ct(Rm-1)),
odnosno (af,al,...,al ;) €Sc (rc)-

Dokaz. Indukcijom po t. Za t =0, traZena formula je upravo 7y, koja se nalazi u I; pa po
pretpostavci vrijedi u 9. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za t = b, 1 pogledajmo tvrdnju
zat=Db+1. Ako je c, zavrSna konfiguracija, tada je cp,1 = Ccp jer zavrSne konfiguracije
prelaze (jedino) u same sebe, pa je formula za ¢y, ista kao formula za cy, i vrijedi u 9t po
pretpostavci indukcije. Inace, i:= cp(PC) < n, pa postoji instrukcija programa P s rednim
brojem 1, i takoder je ; € [, dakle 9 = (.
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Ako je ta instrukcija tipa INC, recimo i. INC R; za neki j < m, tada u 9 vrijedi (5.12),
odnosno uz valuaciju v(x;) := a?, vrijedi

(a8,...,ab ,9(al),aly,...,a8 1) €S, (5.21)

uz pretpostavku (af,...,a% ;) €S; =S¢, (0c). No ta pretpostavka je upravo pretpostavka in-
dukcije, pa onda vrijedii (5.21). A formula (5.21) je upravo formula koja odgovara konfiguraciji
Cb+1, jer jei+1=cp(PC) +1=cps1(PC), i

CL;.DH =Cp+1 (Rj)fm: 1+ Cb(Rj)EmZ (S(Cb (R])))m: sm(cb (R])m) = g(a})) (522)

Ako je ta instrukcija tipa GO TO, s odredistem 1 < n, uz istu valuaciju imamo da d € S; povlaci
d € S;. Tvrdnja d € S; je pretpostavka indukcije, dok je d € S; upravo tvrdnja koja nam je
potrebna za korak (stanje registara ostaje isto, odnosno a}’ = a}’” za svaki j € [0--m)).

Ako je ta instrukcija tipa DEC, recimo DEC Rj,l, promotrimo sluCajeve s obzirom na to
je li cp(R;) =0 (pogresno je reci ,s obzirom na to je li a}D = ©”, jer nitko ne brani da bude

npr. g(©) = O, odnosno e Gm). Ako jest, imamo istu argumentaciju kao u prethodnom
odlomku, jer se stanje registara tada ne mijenja: d € S; povlaci d € S; po prvom konjuktu
u (5.13). Ako nije, tada je sigurno c,(R;) > 1, pa promotrimo (5.13) (odnosno njen drugi
79:)1 .
ai=ce(Rn) 5 Mgy 4y valuaciju vrijedi antecedens, jer je
cp(Rj)-1, h=j
(s(x;))™[v'] = ay — pa onda vrijedi i konzekvens, odnosno formula s istim sadrzajem registara,
osim 8to je cp.1(R;) za jedan manji, i cp.1(PC) za jedan vedi, kao §to i treba biti. O

konjunkt) uz valuaciju v/(xy) = {

Propozicija 5.26: Ako P-izracunavanje s 1 stane, tada I'; F C.

Dokaz. Pretpostavimo da izracunavanje (c¢)en stane, odnosno postoji to takav da je ¢y, (PC) =
n. Da bismo dokazali I'; £ ¢, uzmimo proizvoljnu o-strukturu 97 u kojoj vrijedi I'y. Za tu

strukturu vrijedi lema 5.25, pa posebno za t = to vrijedi (ag’,...,a'® ;) €S,. To zna&i da

za svaku valuaciju v moZemo naci v’ koja se podudara s v u svim varijablama x; za j >m, a
v(x5) = a].to za j < m, takvu da vrijedi 9 =, R (X0, -..yXm-1). No to upravo zna¢i ME ¢. O

Teorem 5.27 (Churchov teorem o neodlucivosti logike prvog reda):
Ne postoji algoritam koji za proizvoljnu formulu logike prvog reda odlucuje je li valjana.

Dokaz. Pretpostavimo da imamo takav algoritam A,
1 opisimo sljedeci neformalni algoritam za odluku Kleenejeva skupa:

Kao u dokazu korolara 5.17 (kompiliranjem), dobijemo RAM-program P, koji
racuna Russellovu funkciju. Za taj program uvedimo oznake m i n te formule
ti,i <n i ¢ nad signaturom o (koja takoder ovisi o Py preko m).

Za ulaz u e N (koji dalje promatramo kao (u) € N'):
1. Konstruiramo formulu 7.
2. Konstruiramo konacan skup I7,.

3. Konstruiramo instancu problema zakljuéivanja I', £° C.
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4. Pretvorimo je (koriste¢i dokaz propozicije 5.21)
u instancu problema valjanosti neke formule ¢,,.

5. Provjerimo (koristeéi A) je li tako dobivena formula valjana.

Taj algoritam odlucuje Kleenejev skup, jer za svaki u e N vrijedi:
u € K <= Py-izracunavanje s u stane <= (I', £ () < (F @u). (5.23)

Prva ekvivalencija je definicija 1.11, jer je K = Dryssenl, @ Po racuna Russell. Druga ekvivalencija
je u jednom smjeru propozicija 5.26, a u drugom smjeru propozicija 5.24. Treca ekvivalencija
je dobivena primjenom propozicije 5.21.

Dakle, pod pretpostavkom da A ispravno odlucuje koje su formule prvog reda valjane a koje
nisu, upravo opisani neformalni algoritam ispravno odlucuje koji su brojevi elementi Kleenejeva
skupa a koji nisu. Po Church-Turingovoj tezi, to bi znacilo da je relacija K rekurzivna, $to je
u kontradikciji s teoremom 5.11. [

Time je dokazan Churchov teorem, ali na neformalnoj razini — ,dokazali” smo da ne postoji
neformalni algoritam, pozivanjem na Church-Turingovu tezu. MoZemo li bez toga?

5.3.3. Formule prvog reda kao formalni jezik

Rekli smo da probleme obi¢no shvacamo kao jezike: odlucivost problema je tu rekurzivnost
(karakteristi¢ne funkcije kodiranja) jezika ¢iji elementi su rije¢i koje predstavljaju instance
problema na koje je odgovor potvrdan. U ovom sluc¢aju, promotrili bismo jezik Valid (nad
nekom abecedom X,,,, dovoljno bogatom da mozZe izraziti svaku formulu logike prvog reda) u
kojem bi se nalazile samo valjane formule. Ako uspijemo dokazati da Valid nije rekurzivan,
yodgurat” ¢emo primjenu Church-Turingove teze na sam kraj dokaza, i pseudokod u dokazu
teorema 5.27 moéi ¢emo zamijeniti pravom rekurzivnom funkcijom koja svodi K na Valid
(preciznije (Valid)).

Hocemo li time dobiti i§ta vrednije nego u prethodnoj tocki? Da, jer imamo garanciju da
smo barem svodenje napisali egzaktno — a ako prihvatimo definiciju 5.6, argument postaje
sasvim matematicki bez pozivanja na intuiciju pojma algoritma.

Za pocetak uvedimo abecedu X,,,. Koristimo pristup blizak standardnom, samo s kona¢nom
abecedom. (To je vaZan uvjet: bez njega, na primjer, funkcija prijelaza ne bi bila konaéna, pa
bi dokaz leme 4.20 bio bitno kompliciraniji.) Recimo, uobi¢ajeni alfabet logike prvog reda ima
beskona¢no mnogo individualnih varijabli xq, X1, X2, ... — ali kad pogledamo kako ih doista
piSemo, posebno kasnije (x3s, X904, - - . ), vidimo da su sve one zapravo rije¢i nad 11-¢lanom
abecedom {X,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 - Drugim rijeCima, tradicionalni alfabet naSeg jezika je
beskonacan jer nije atomaran: sam se moZe shvatiti kao (regularni) jezik nad elementarnijom
abecedom, koja jest konac¢na.

Taj fenomen je uobicajen u modernim programskim jezicima: imaju hijerarhiju jezi¢nih
,Slojeva”, koji im omogucéuju da njihova teorija ostane utemeljena u teoriji formalnih jezika,
a da ipak budu dovoljno izrazajni. Recimo, po analogiji s prethodnim odlomkom, najcesSce
imaju prebrojivo mnogo varijabli (imena za podatke), no sve su one jednostavnim pravilima
sastavljene od kona¢no mnogo mogucih znakova. Konkretno, u programskom jeziku C imena
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varijabli ¢ine jezik nad 63-¢lanom abecedom {_,a,b,c,...,z,A,B,C,...,Z,0,1,2,...,9}, zadan
pravilom da prvi znak ne smije biti znamenka, a ¢itavo ime ne smije biti nijedna od konaéno
mnogo klju¢nih rijeci.

Ta leksicka struktura prirodno se nalazi ,ispod” sintaksne strukture programskog jezika, u
smislu da se leksicki analizator izvrSava prije sintaksnog, i predaje mu samo tipove tokena
pronadenih u izvornom kodu. Recimo, iako su abc i xy dvije razli¢ite varijable, u sintaksno
ispravnom programu mozemo zamijeniti jednu drugom i sigurno necemo uvesti sintaksnu
gresku — iako ¢emo vjerojatno uvesti neke semanticke greske poput nedeklariranih varijabli.

Vrlo je sli¢na stvar i u logici prvog reda: x, 1 x5g su razli¢ite individualne varijable, ali ako
sintaksa kaZe da na nekom mjestu (recimo neposredno iza kvantifikatora) mora doéi varijabla,
tada moze doci bilo koja varijabla, i formula ¢e ostati sintaksno ispravna. Ili, na pocetku
atomarne formule mora stajati relacijski simbol, ali moZzemo staviti bilo koji relacijski simbol
R; — mora biti odgovarajuée mjesnosti, ali to samo znaci da se mjesnost moze zakljuciti iz
ostatka atomarne formule, pa je ne treba pisati. Recimo, (R(x)-R(x,x)) je formula u kojoj
postoje dva relacijska simbola: R} i R3.

Mogli bismo dakle tako raditi, ali je dekadski zapis supskripta nespretan. Ve¢ smo prikazivali
prirodne brojeve u unarnom zapisu, zasto ne i ovdje? Tradicionalna matematika poznaje zapise
x, X/, x”, ... — §to je upravo na$ prebrojiv skup individualnih varijabli, samo nad manjom
abecedom {x,’}. Isti pristup upotrijebit ¢emo za konstantske (c, c’, c”, ...), funkcijske (f,
f’, ...) irelacijske (R, R’, ...) simbole.

Ostatak alfabeta logike prvog reda je konacan i mozemo ga ubaciti u nasu abecedu, ali
radi jednostavnosti uzet ¢emo minimalni skup veznika i kvantifikatora {-,—,V} (tzv. osnovnt
jezik — pogledajte [VukMLOQ9, str. 124] za obrazloZenje). Jo§ moramo imati zarez i zagrade
za konstrukciju sloZenih terma i atomarnih formula, a (vanjske) zagrade éemo koristiti i
pri pisanju kondicionala. Negacija i univerzalna kvantifikacija su prefiksni operatori, viseg
prioriteta od kondicionala, pa im ne trebamo pisati zagrade.

U abecedu ¢emo dodati i separator #, koji ¢emo koristiti u radu s kona¢nim nizovima formula
— najvazniji primjer bit ¢e dokazt, odnosno izvodi iz nekog kona¢nog (ili barem odlucivog)
skupa aksioma.

Definicija 5.28: Logicka abeceda je zadana prvim retkom tablice

Seg|x c £ R, 0 () - 4 Y # (5.24)
NZlog‘l 2345678 92 10 11 12
Njeno kodiranje zadano je drugim retkom te tablice. Njena pomaknuta baza je 12. <

Primjer 5.29: Pogledajmo formulu ¢ := Vx3y(x < y). Kao $to znamo, ona je ljepsi zapis za nesto
poput ¥xo3x1R%(x0,x1) (ako postoji jednakost — a ovdje vjerojatno postoji ako teorija govori o
uredaju < — obi¢no se simbol R} rezervira za nju), a ona se moze u osnovnom jeziku napisati kao
Vx-Vx’-R’(x,x’), pa je njen kod (@) = (B19B16946715168),, = 14318611220424608. <

Primjer 5.30: Kodirajmo formulu 1+ 1 = 2. Prikladna teorija je recimo Peanova aritmetika, Cija
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je formalna reprezentacija u alfabetu teorije prvog reda dana tablicom

naziv neformalno | simbol | nad X,
nula 0 Co c
sljedbenik X' f f (%)
zbrajanje X +y f3 f(x,x7) (5.25)
mnozenje Xy 2 | £ (x,x)
jednakost X =y R3 R(x,x’)
uredaj X <Y R% R’ (x,x")
Time formula u osnovnom jeziku postaje R(f(f(c),f(c)),f(£(c))), s kodom
(1+1=2)= (47373728537 28853737 2888)1, = 2544115135095 560 147 164 520. q

Propozicija 5.31: Jezik F1 nad abecedom X, je odluciv.

Skica dokaza. Puni dokaz ovoga odveo bi nas predaleko u teoriju formalnih jezika. Tamo
se promatraju razne klase jezika (koje ¢ine tzv. Chomskyjevu hijerarhiju) te gramatike i
automat: za njih. Turingovi odlucitelji iz tocke 4.3 vrsta su takvih automata, no postoje i
jednostavniji automati, koji prepoznaju jednostavnije jezike.

Specijalno, u sintaksnoj analizi vrlo je bitna klasa beskontekstnih jezika, koje generiraju
beskontekstne gramatike, a prepoznaju ih potisni automati. Potisni automat je specijalni
slu¢aj (nedeterministi¢nog visetracnog) Turingova stroja, a beskontekstna gramatika se moze
zapisati u Chomskyjevo] normalnoj forma, osiguravajuéi da njegovo izraCunavanje uvijek
stane — pa se moze smatrati Turingovim odluciteljem.

Jedna beskontekstna gramatika za jezik F1 zadana je pravilima

Form — Rel(Terms) | -Form | (Form~Form) | V¥ Var Form (5.26)
Terms — Term | Terms, Term (5.27)
Term — Var | Const | Func (Terms) (5.28)

uz tipove tokena

Var - x| Var’ (5.29)
Const —» ¢ | Const’ (5.30)
Func — £ | Func’ (5.31)
Rel —» R | Rel’ (5.32)

(Var, Const, Func i Rel su leksicke varijable, dok su Form, Term i Terms sintaksne varijable;
Form je poéetna varijabla). Obja$njenje pojmova i dokaze tvrdnji koje smo naveli zainteresirani
¢itatelj moZe pronadi u [Sip13]. O]

Iz prethodne propozicije slijedi (po teoremu 4.47) da je (F1) rekurzivan skup. Drugim
rijeCima, ako restringiramo NXJ na formule prvog reda zapisane u osnovnom jeziku, imamo
kodiranje formula. Za konstruktore tog skupa moramo prvo napraviti leksicke konstruktore
za pojedine tokene. U nastavku cesto koristimo konkatenaciju u pomaknutoj bazi 12 koju
zovemo jednostavno konkatenacijom i u skladu s tim umjesto i piSemo samo ~. Jo§ nam
treba jedan jednostavni rezultat.
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Korolar 5.32: Ako je rije¢ v prava podrije¢ od w, tada je (v) < (w).

Dokaz. Nejednakost (4.8) kaZe da manji broj ne moze imati dulji zapis u pomaknutoj bazi.
Dakle, kraca rije¢ mora imati manji kod, a ocito je |[v| < w|. O

5.3.4. Formalna izreka Churchova teorema

Lema 5.33: Funkcije Var, Const, Func i Rel, koje preslikavaju i € N
redom u (xi), (ci), (fi) i (Ri), primitivno su rekurzivne.

Dokaz. Zapravo je jedini zanimljivi dio vidjeti da je ,potenciranje” (uzastopna konkatenacija)
znaka odnosno rijeci, Repeat(w,n) := wn, primitivno rekurzivno. Prateca funkcija te operacije
moze se napisati primitivnom rekurzijom i konkatenacijom:

Repeat(x,0) = () = 0, (5.33)
Repeat(x,n + 1) = Repeat(x,n) ~ x. (5.34)
Sada, uz pokratu t := Repeat(6,1) = (*’’---’), imamo Var(i) := (x’’---’) = 1 ~t — i analogno

Const(1) :=2~t, Func(i):=3~t te Rel(1) :=4 ~ t. N

Introdukciju logickih veznika mogli bismo obavljati na sli¢an nacin, samo ih treba izraziti u
osnovnom jeziku. Recimo, primitivno rekurzivna funkcija

Conjunction(x,y) :=(~()~x~ (=) ~y~())=115~x~129~y~8 (5.35)

ima svojstvo da je Conjunction({¢), (1)) = (@ A) (preciznije (- (@ -+ -1)) u osnovnom jeziku)
za sve formule @ 11, pa se mozZe shvatiti kao introdukcija konjunkcije na kodovima. Za
eliminaciju mozemo iskoristiti pristup grubom silom (brute force):

IsConjunction(x,y,z) :<=y € (F1) Az € (F1) A x = Conjunction(y, z), (5.36)
LeftConjunct(x) := (ny < x)(3z < x)IsConjunction(x, y, z), (5.37)
RightConjunct(x) := (uz < x)(3y < x)IsConjunction(x,y, z). (5.38)

Koristili smo propoziciju 5.31, teorem 4.47 te korolar 5.32 za ograni¢avanje kvantifikacije i
minimizacije. Brojni drugi trikovi takvog tipa, uklju¢ujuéi i sasvim netrivijalne stvari poput
supstitucije terma za varijablu u formuli, mogu se vidjeti u [Smu92].

Za univerzalno zatvorenje zapravo ne moramo nalaziti slobodne varijable u formuli — s
obzirom na to da je Vx@ ekvivalentna s ¢ ako x nije slobodna u ¢, dovoljno je naéi neki
konacni nadskup skupa slobodnih varijabli. A kako za svaku varijablu x,, koja se pojavljuje
(slobodno ili vezano) u ¢ vrijedi da je odgovarajuca rije¢ x’’---’> podrije¢ duljine n + 1 od
@, slijedi da mora biti n <n+1< || =slh({(¢),12). Dakle, ako nam je zadan kod ¢ formule
@, dovoljno je ispred ,nalijepiti” samo one kvantifikatore Vx; za i <slh(c,12), i mozemo biti
sigurni da smo dobili univerzalno zatvorenje.

UnivQuant(i) := (Vx;) = (V) ~ (x;) = 11 ~ Var(i) (5.39)
UnivQuants(0) := (¢) = 0 (5.40)
UnivQuants(i+ 1) := (Vxo VX7 Vx2--¥x;) = UnivQuants(i) ~ UnivQuant(i) (5.41)
UnivClosure(c) := UnivQuants(slh(c,12)) ~ ¢ (5.42)
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Sada je funkcija UnivQuant primitivno rekurzivna po lemi 5.33 i propoziciji 4.57, zatim
UnivQuants po propoziciji 2.22, a onda i UnivClosure po propoziciji 4.57 i lemi 4.13.

Zapravo, kako u nasSem slucaju — reprezentacija problema zaustavljanja RAM-stroja preko
valjanosti formula prvog reda — koristimo samo prvih m varijabli (m je konstanta), dovoljna
¢e nam biti funkcija ¢ — UnivQuants(m) -~ c.

Pogledajmo kako u osnovnom jeziku izgleda formula ¢,, iz dokaza teorema 5.27(4). To ovisi
o instrukcijama programa P, koji ra¢una Russellovu funkciju, ali dio koji nam je jedini bitan
za svodenje je prilicno malen i odnosi se samo na formulu 7.

Preciznije, neka je Py = [ t. Lt ]tm.
zatvorenja obrnutim redom prebacuju na desnu stranu (5.10), gdje na poéetku stoji samo

U Iy imamo formule t;,t < n, ¢ija se univerzalna

formula ¢. Na kraju nam na lijevoj strani ostane samo 7, (formulu na desnoj stani tada
oznacimo s 1), koju ne trebamo univerzalno zatvarati jer je reCenica. Formula 1, iako ogromna,
ne ovisi o u — ako konstruiramo funkciju argumenta u, njen kod ¢e biti (vrlo velika) konstanta.
Dakle, @, := (1, —~ ), gdje je ¥ oblika (o » (t7 = (T2 = *(taz1 = ¢)+))). Uz standardne
reprezentacije (o kao ¢ odnosno c, s kao f} odnosno f, a R; kao R odnosno rije¢ koda Rel(1)),
mozemo svaku pojedinu atomarnu formulu koja se pojavljuje u 1\ zapisati u osnovnom jeziku.
Od veznika su nam potrebni kondicionali (koje imamo u osnovnom jeziku, samo moramo pisati
vanjske zagrade), i konjunkcije za formule oblika (5.13) — koje se mogu reprezentirati kako
smo to objasnili u (5.35), ili prosirujuéi I, tako da za svaku instrukciju I; tipa DEC ubacimo
dva kondicionala (zvat ¢emo ih (0 i (}) unutra. Obi¢no je lakse koristiti ovaj drugi pristup.

Primjer 5.34: Promotrimo problem zaustavljanja P-izra¢unavanja s u, gdje je

0.DEC R4, 1
= -4
[1.DECR],1]’ (5:43)
ai=(1,2) (dakle, m =3, an=2). Vidimo da P-izratunavanje s u ne stane:
(0,1,2,0,...,0) ~ (0,0,2,0,...,1) ~ (0,0,2,0,...,1) ~ ---. (5.44)

Jezikom logike prvog reda:

W = (Ro(xo,o,xz) - Ry (xo,o,xz)) 1= (Ro(xo,s(m ),xz) — Ry (%0, X1 ,xz)) (5.45)
9 = (R1 (x0,0,%2) = Ry (xo,o,xz)) (= (R1 (xo,s(x1 ),xz) — Rz (%0, %1 ,xz)) (5.46)
C = IxoIxg Ix2R2 (%0, %1,%2) V== (g~> (= (7-0))) (5.47)

7(1,2) = Ro(0,5(0),5(s(0))) ©a,2) = (ma1,2) = U) (5.48)

odnosno znamo da nije valjana formula (zapisana u osnovnom jeziku)

©,2) = (R(c,f(c),£(£(c)))~
(VxVx’Vx?’(R(x,c,x’?)-R’(x,c,x’?))~
(VxVx’Vx?? (R(x,f(x’),x’’)-R’(x,x’,x’?) )~
(VxVx’Vx’’ (R’ (x,c,x’?)=R’(x,c,x’?))~
(VxVx’Vx?’ (R (x,f(x?) ,x? )R’ (x,x7,x°7))~
-VxVx’Vx’’-R>’(x,x°,x°2)))))), (5.49)
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¢iji kod ima dvjestotinjak znamenaka — ali o 1 ovisi samo prvi red;
sve ostalo je konstanta za fiksni RAM-algoritam Pk. <

Lema 5.35: Funkcija Phi, koja svakom prirodnom broju u pridruzuje
kod formule ¢,, iz dokaza teorema 5.27 (4), primitivno je rekurzivna.

Dokaz. Prvo, oznadimo s psi := () kod formule { koja nastane prebacivanjem svih §; na
desnu stranu relacije . Taj broj ne ovisi o u.

Drugo, oznadimo s Pi funkciju koja preslikava u — (7t,,). Ta funkcija je primitivno rekurzivna,
jer je funkcija Numeral, koja preslikava u — (i), primitivno rekurzivna.

Numeral(w) := (£ (£ (- (c)--+) ) ) = Repeat(43,u) ~ 2 ~ Repeat(8,u) (5.50)
Pi(w) = (mtu) = (Ro(0, T, 0,...,0)) = (R(c, ) ~ (W)~ {(,c)™?) ~ 0) =

= 7949 ~ Numeral(u) ~ Repeat(62, m - 2) ~ 8 (5.51)

Phi(u) = (@) = ((ty2)) =7~ Pi(u) ~ 10 ~psi~ 8 (5.52)

Repeat nam treba da bismo formalno zapisali ovo oznaceno trotockom u 7t,,: preostalih m -2
(konstanta; znamo da je m > 2) registara su resetirani. Treba nam i za Numeral iz istog razloga:
trotocke prije i nakon f (c). O

Propozicija 5.36 (Churchov teorem formalno): Jezik Valid nije odluciv.

.....

u € K < Py-izradunavanje s u stane <= (I, £ () < (F ¢, ) <
< @, € Valid <= (@) € (Valid) <= Phi(u) € (Valid). (5.53)

Predpredzadnja ekvivalencija je definicija skupa Valid (u donjem redu je ¢, zapisana u
osnovnom jeziku). Predzadnja ekvivalencija je u jednom smjeru definicija (4.58), a u drugom
injektivnost kodiranja (propozicija 4.14): ako je (@) = (@’) za neku ¢’ € Valid, tada je
@y = @' € Valid. Zadnja ekvivalencija je definicija funkcije Phi.

Citav se lanac (5.53) mo#e saZeti u xx = X(vatia) © Phi, gdje je Phi (¢ak primitivno, po
lemi 5.35) rekurzivna, pa vrijedi K < (Valid). Kada bi Valid bio odludiv, po teoremu 4.47 bi
jednomjesna relacija (Valid) bila rekurzivna. Prema propoziciji 5.14, tada bi i Kleenejev skup
bio rekurzivan, §to je kontradikcija s teoremom 5.11. O

5.4. Prema Godelovu prvom teoremu nepotpunosti

Argumentima potrebnim za dokaz Churchova teorema ve¢ smo se poprilicno priblizili dokazu
Godelova prvog teorema, u formulaciji Tarskog: Postoji istinita recenica na prirodnim brojevima,
nedokaziva u PA. Za potpuni dokaz trebalo bi razraditi jo§ mnogo tehnickih detalja, ali
pogledajmo samo osnovnu ideju.

U prethodnoj tocki uveli smo, za svaki prirodni broj u, reCenicu ¢, koja je valjana ako
i samo ako je u element Kleenejeva skupa. Takoder smo uveli strukturu 9t = (N, 0,Sc,...),
¢iji konstantsko-funkcijski fragment se podudara sa standardnim modelom od PA (prirodni
brojevi, nula i sljedbenik).
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Definicija 5.37: Gédelov skup je skup reéenica Go := {-~@, | ue Kc}. N
Propozicija 5.38: Vrijedi 91 Go.

Dokaz. Po kontrapoziciji propozicije 5.24, za svaki u € K¢ formula ¢,, nije valjana, a iz dokaza
te propozicije slijedi da ne vrijedi upravo na strukturi 0N (jer tamo vrijedi 7, i sve t;, ali ne
vrijedi (). Iz logike znamo da O # ¢, povlaci N = -¢,,, jer je @, reCenica. Drugim rije¢ima,
za svaki u € K¢ vrijedi 0 E —@,,, Sto smo trebali dokazati. [

Teorem 5.39: Postoji reCenica vy € G6 (Gddelova redenica) koja nije dokaziva u PA.

Skica dokaza. Klju¢no je vidjeti da je jezik nad X,

Proof := {Yo#r#--#y | (Wo,Y1,...,Pn) je dokaz u logici prvog reda }, (5.54)

odluciv. To sigurno ne¢emo napraviti u potpunosti, ali sve osnovne ideje ve¢ imamo. Prvo,
slicno kao u tocki 4.4.2, mozemo napraviti funkcije arg/, koje iz kodiranog #-separiranog niza
formula ekstrahiraju pojedinu formulu (zapravo njen kod). Dinamizacijom moZemo napraviti
i (arg’)?, pomocu koje onda mozemo govoriti o svim formulama u dokazu (i osigurati da su
dijelovi izmedu separatora doista formule). Sad je jasno da, kako bi takav niz bio u Proof,
svaka formula u njemu mora biti ili instanca sheme aksioma (A1), (A2), (A3), (A4) ili (A5) (iz
Hilbertova ra¢una predikata), ili pak mora biti dobivena modus ponensom ili generalizacijom
iz neke prethodne formule. Uz pokrate ¢; za arg’(p,1i) te analogno ¢; i @y imamo

p € (Proof) «— (Vi <2+ (#j <slh(p, 12))(sdigit(p,j, 12) = 12))((pi e (FT1) A
A (i€ U; (Axiom;) v (3j <1)(3k < i)ModPon( @, @5, o) v (Ij < 1)Gen(¢s, 9;)))

Sheme (A1), (A2) i (A3) moZemo opisati konkatenacijom, uz ograni¢avanje kvantifikacije
pomocu korolara 5.32. Opisat ¢emo (Al) — (A2) i (A3) su dulje ali ne bitno kompliciranije.

f e (Axiomy) = (Ja<f) (Ib<f) (ae(FI)abe(FI)af=(()~a~(2()~b~(=)~a~({))))

Za sheme (A4) i (A5) moramo jo§ voditi ratuna o reprezentaciji terma, i uvjetima za
supstituciju — $to uvodi odredene tehnicke poteskoce, ali sve su one rjeSive nasim alatima
razvijenima u tocki 2.4.2. Za alternativnu aksiomatizaciju logike prvog reda koja izbjegava
brojne tehnicke poteskoée pogledajte [Smu92].

Modus ponens i generalizaciju je jednostavno zapisati.

ModPon(a,b,c) :<=b=(()~c~(=)~a~()) (5.55)
Gen(a,b) <= (Fk < a)(a = UnivQuant(k) ~ b) (5.56)

Odnosno, « je dobivena modus ponensom iz (3 i y ako i samo ako je 3 = (y - «). Takoder,
« je dobivena generalizacijom iz [3 ako postoji k takav da je o« = Vx 3. Pri tome je k<k+1=
Ixi| < [Vxi| < |VxiB| = |¢| < (x) = a po lemi 4.35, pa moZemo ograniciti kvantifikaciju po k.

Kad smo se koliko-toliko uvjerili da je Proof odluiv, trebamo isto provesti za Proofpa,
jezik koji sadrzi dokaze u Peanovoj aritmetici. Nije tako strasno: medu aksiome treba dodati i
nelogicke, Peanove aksiome, i jo§ provjeriti za svaku formulu u dokazu je li instanca sheme
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aksioma matematicke indukcije. Ovo posljednje je takoder petljavo, ali iz istog razloga kao
(A4): supstitucija je komplicirana, i to je jedna od spomenutih tehnickih poteskoéa elegantno
izbjegnutih u [Smu92].

Promotrimo sada sljede¢i paraleln: algoritam:

Za ulaz u € N, prvo zapiSemo -, tako da, osim nule i sljedbenika, koristi samo
zbrajanje i mnoZenje (nazovimo taj zapis -/ ). Zatim pokrenemo dvije dretve.

U prvoj simuliramo Py-izra¢unavanje s u, odnosno racunanje funkcije Russell u
tocki u. Ako ova dretva stane, prekidamo program i vracamo true (1).

U drugoj dretvi, generiramo sve elemente od Proofpa redom po kodovima. Za svaki
p € Proofpa, nademo zadnju pojavu znaka # u p, i dio p od te pojave (iskljucivo)
do kraja usporedimo s formulom -] dobivenom na pocetku. Ako su jednake,
prekidamo program i vra¢amo false (0).

Ako jeu € K, prva dretva e stati, pa ¢e i cijeli algoritam statii vratiti 1 — pod pretpostavkom
da druga dretva ne zaustavi algoritam prije. No PA je konzistentna teorija, pa ne dokazuje
ono §to nije istina. Kako -, nije istinita u O, tako niti =@/ nije istinita u N, dakle ne moze
se dogoditi da neki p € Proofps zavrsi njome.

S druge strane, ako u ¢ K, prva dretva po definiciji nece stati, no hoce li druga? Ako bi PA
bila i potpuna teorija, odnosno dokazivala sve §to je istina u strukturi N, tada bi s vremenom
na red dosao i dokaz za -/, (koja jest istinita po propoziciji 5.38). To bi znacilo da za sve
u ¢ K, na$ algoritam takoder stane i vraca O.

Sve u svemu, vidimo da neformalni algoritam koji smo napisali raCuna xx, Sto je po
Church-Turingovoj tezi u kontradikciji s teoremom 5.11.

Jedina pretpostavka koja moze biti pogresna je da PA dokazuje sve formule oblika -/ ,u € K¢
— drugim rije¢ima, postoji formula iz G0 koja nije dokaziva u PA. [

5.4.1. Problemi u skici dokaza Godelova teorema

U dokazu teorema 5.39 mnogo je toga napravljeno neformalno. Idejno smo veoma blizu, ali
tehnicka zahtjevnost takvog rezultata je ogromna. Samo navedimo neke najocitije rupe, i
ukratko opiSimo kako ih mozZemo ,zakrpati”.

e Mozemo li doista relacije R,, izraziti pomocu nule, sljedbenika, zbrajanja i mnozenja?
Koristec¢i funkciju Reg svaku od njih moZemo izraziti kao projekciju primitivno rekurzivne
relacije, ali kodiranje potrebno za Reg bitno koristi potenciranje. Pokazuje se [Smu92]
da je Godelov teorem mnogo lakSe dokazati ako u strukturi N shvatimo i potenciranje
kao osnovnu operaciju. Zapisati potenciranje logick: pomocu zbrajanja i mnoZenja
(ne koristed¢i primitivnu rekurziju, jer ona ide preko teorije skupova, Dedekindovim
teoremom rekurzije), ili alternativno, razviti kodiranje kona¢nih nizova koje umjesto
mnozenja i potenciranja koristi zbrajanje i mnozenje, vrlo je teSko. Godelov originalni
pristup (funkcija (3 i kineski teorem o ostacima) je zapetljan, ali do danas nismo otkrili
nista bolje.
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e Kako iz ¢injenice da je skup (Proofps) rekurzivan moZemo dobiti njegovu izradunljivu
enumeraciju? Ovo mozete rijesiti za vjezbu. Dakle, zadatak je dokazati: ako je S
beskonacan rekurzivan skup, tada je enumeracija od S (funkcija koja broju i pridruzuje
i-ti po veli¢ini element od S) rekurzivna. Potrebnu ideju vidjeli ste kod enumeracije
skupa P (3.10). Proofpa je olito beskonacan skup.

e Pokriva li Church-Turingova teza i paralelne algoritme? Svakako, iako ¢e proéi jos
neko vrijeme do trenutka kad ¢emo to dokazati u poglavlju 7. Usprkos nemoguénosti
dokaza same teze, dokazat ¢emo da se paralelni algoritmi mogu izvrSavati na RAM-stroju
(odnosno opisati parcijalno rekurzivnim funkcijama) te se imaju jednako pravo zvati
algoritmima kao i oni slijedni (neparalelni). Konkretno, tvrdnja koja nam ovdje treba
formalizirana je kao Postov teorem, dokazan u tocki 7.3.

e Mozemo li potpuno izbje¢i Church-Turingovu tezu? Kako teorem govori o dokazivanju a
ne o algoritmima, ¢ini se da mozemo — ili je barem mozemo zamijeniti ,Hilbertovom
tezom” da je intuitivni pojam dokazivanja u nekoj teoriji to¢no opisan preciznom
definicijom formalnog dokaza. Taj pristup je naravno potpuno izvan opsega ove knjige,
kojoj su centralna tema algoritmi.

e Nekonstruktivnost dokaza svakako upada u oc¢i. Dokazali smo da Godelova recenica
postoji tako $to smo zapravo dokazali da pretpostavka da su u nekom beskonac¢nom
skupu sve reCenice dokazive vodi na kontradikciju. Tada nedokaziva recenica u tom
skupu postoji u klasi¢no-logickom smislu, ali svejedno o njoj ne znamo skoro nista.
Mozemo li konstruirat: Godelovu recenicu? Odgovor je potvrdan, iako konstrukcija
uopcCe nije jednostavna. Klju¢na je ideja samoreferiranja: moguce je u Peanovoj aritmetici
konstruirati formulu koja na odredeni nacin govori o samoj sebi — konkretno, kaze
da ona sama nije dokaziva. Mi ¢emo sli¢an fenomen samoreferiranja vidjeti u teoremu
rekurzije: algoritmi u svojoj definiciji mogu koristiti (najée$ce pozivati pomocu funkcije
compy, gdje je k mjesnost algoritma — ali mogudi su i drugi oblici kori§tenja) same sebe.
Osnovna ideja — specijalizacija/supstitucija i dijagonalna funkcija — je ista kao i za
samoreferirajuce formule. To je tema sljedeceg poglavlja.
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6. Metaprogramiranje

U ovom poglavlju dokazat ¢emo nekoliko rezultata sa zajedni¢kom idejom: algoritmi mogu
preko kodiranja raditi na raznim tipovima podataka, pa tako mogu raditi i na algoritmima.
Recimo, u lemi 2.10, nismo mi samo dokazali da ako su Gy, G3,...,Gi,H € Comp (odgovarajuéih
mjesnosti), tada je i Ho (Gy,...,G;) € Comp — ve¢ smo doista konstruirali funkciju compose :
Prog* x Prog x N, - Prog koja prima RAM-programe Pg,, Pg,, ..., Pg, 1 Py 8to raCunaju
odgovarajuce funkcije (i mjesnost k) te od njih sastavlja RAM-program Q $to racuna njihovu
kompoziciju. Funkcija compose (odnosno compose;'!, jer je parametrizirana mjesnostima)
je izracunljiva, i ovdje ¢emo to dokazati. Necemo ba$§ programirati dokaz leme 2.10, jer on ide
preko spljostenja i funkcijskog makroa, $to je komplicirano za izvesti formalno — iéi ¢emo
,Zaobilaznim putom”, za koji ¢e se poslije ispostaviti da je zapravo prili¢no koristan.

6.1. Specijalizacija

Kao $to smo ve¢ nagovijestili, pocCet ¢emo sa specyjalizaciyjom: postupkom kojim u odredenom
algoritmu fiksiramo jedan (zadnji) ulazni podatak na neki konkretni broj. Dosad smo vidjeli
mnoge primjere specijalizacije:

e Funkcija blh iz leme 4.60 dobivena je specijalizacijom funkcije slh, fiksirajuéi njen zadnji
(drugi) argument na 2. Kazemo da je blh 2-specijalizacija slh, i piSemo blh = §(2,slh).

e Operacija ~ je 12-specijalizacija funkcije sconcat (propozicija 4.57).

e Bazu primitivne rekurzije (2.11) moZemo zapisati kao $(0,G=H) = G.

e Prema (3.49), result = §(0, ex).

e Za svaki konkretni e € N i k € N, funkcija {e}* je e-specijalizacija funkcije comp.

e Baza Gj za funkciju Tape (lema 4.22 — O-specijalizacija Tape) je dobivena specijalizacijom
funkcije Recode, fiksirajuéi njena dva zadnja argumenta na b’ i b redom. Vidimo da
mozemo specijalizirati i s obzirom na viSe argumenata, $to je samo viSestruka primjena
specijalizacije jednog argumenta.

Gs = $(0, Tape) = $(b’, b, Recode) = $(b’, $(b, Recode)) (6.1)

Ideja specijalizacije je time na neki nacin suprotna ideji dinamizacije, koja iz familije
f¥(X),1 €N konstruira f**'(xX,1) — ovdje iz f**1(X,1) i konkretnog broja i, dobijemo funkciju
f‘;o, koja preslikava X u f(X,1p). lako dinamizacija opéenito nije izracunljivo preslikavanje na
funkcijama, specijalizacija jest — i to nam je cilj ovdje dokazati.

U literaturi se za specijalizaciju jo$ koristi naziv parciyjalna evaluacija, posebno kod
algoritamske optimizacije — jer ako imamo fiksnu vrijednost nekog argumenta, odredeni
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dio izraza mozemo izracunati unaprijed i tako pojednostaviti izraz. Slicnu ideju imamo u
konkretnoj matematici, povezanu s pojmom zatvorenog oblika: npr. iako je teSko izracunati
opcenite vrijednosti funkcije f(n, k) := i1, j*, za k = 2 dobivamo formulu f(n,2) = w.
U logickom kontekstu toj ideji odgovara supstitucija, kojom iz formule s k + 1 slobodnih
varijabli dobijemo formulu s k slobodnih varijabli, uvrstavajuéi za neku varijablu neki zatvoreni
term (koji u standardnom modelu od PA odgovara upravo nekom fiksnom prirodnom broju).
Vidimo da se sli¢na ideja pojavljuje na mnogim mjestima, §to upucuje na njenu korisnost.

Sasvim je nesporno (i ve¢ smo to dokazali u svim specijalnim slu¢ajevima navedenima na
pocetku ove tocke) da specijalizacija ¢uva izracunljivost. Zbog teorema ekvivalencije, svejedno
je kako konkretiziramo tu izra¢unljivost, a dokaz je najlaksi za parcijalnu rekurzivnost.

Propozicija 6.1: Neka su ke N,, y e N te f*+! parcijalno rekurzivna funkcija.
Tada je i funkcija gk := $(y,f), zadana s g(X) :~ f(X,y), parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Definiciju od g moZemo zapisati u simbolickom obliku
g="fo(If, 15 ..., I, CY), (6.2)

Sto vrijedi jer imamo D, = {X e N*| (X,y) € D¢} — a to je upravo domena desne strane jer su
sve koordinatne projekcije, kao i konstanta C}j, totalne. Sada tvrdnja slijedi iz zatvorenosti
skupa svih parcijalno rekurzivnih funkcija na kompoziciju. [

Korolar 6.2: Ako je ke N,, y €N te funkcija f**! (primitivno) rekurzivna,
tada je i gk := §(y,f) (primitivno) rekurzivna.

Dokaz. Isti kao prethodni — zapravo laksi, jer ne moramo odredivati domenu. [

Ipak, ta tvrdnja nije glavna tema ove tocke. Konkretizirajuéi izracunljivost kroz postojanje
indeksa, ona samo kaZe da ako f ima indeks, tada i g ima indeks — ne kaZe, barem ne
eksplicitno, kako izradunat: indeks od g pomocu indeksa od f. Mogli bismo izradunati (neke)
indekse od I¥i € [1--k] 1 C¥ — te kad bismo imali compose kao izracunljivu funkciju na
indeksima, kao posebni slu¢aj dobiti i indeks kompozicije (6.2). Ipak, lakSe je prvo realizirati
specijalizaciju u obliku izracunljive funkcije S, a onda compose pomocu te funkcije.

Na neki nacin, S = N$, gdje funkcije kodiramo njihovim indeksima kako je detaljno objasnjeno
u primjeru 3.58. Ukratko, S prima y i bilo koji indeks za f te vraéa nek: indeks za $(y,f).

Bilo bi sjajno kada bismo mogli dobiti S kao jednu funkciju, neovisnu o mjesnosti k
funkcije f — no to, barem ovako kako smo zamislili indekse, nije moguce. Ta funkcija bi
trebala primati y i kod RAM-programa e, i vraéati kod novog RAM-programa e’ takvog da
bude {e}(X,y) ~ {e’}(X) za sve X € N*. No to znadi da registar (Ry;1) u kojem Ce pisati
ulazni podatak y u odgovarajuéem RAM-stroju ovisi o k, a k ne mozemo zakljuciti iz samog
RAM-programa odnosno njegova koda e.

Napomena 6.3: Zapravo bismo mogli dokazati i ,uniformnu” verziju, kad bismo fiksirali argu-
mente s poéetka a ne s kraja. Tada bi y uvijek iSao u R4, a sve ostale registre (koji se stvarno
spominju u programu, §to moZemo zakljuciti iz e) bismo pomicali za jedno mjesto udesno.
To moze posluziti kao osnova za malo ozbiljniji studentski rad, ali je kompliciranije — a nama
¢e ova verzija biti dovoljna. <
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Propozicija 6.4 (Teorem o parametru): Za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija
S2 : N2 - Prog, takva da za sve y, e € N vrijedi {Sy(y,e)}* = $(y, {e}*"").
Spomenutu funkcijsku jednakost mozemo zapisati tockovno:

compy (%, Sk (y, €)) ~ compy,1 (%, y, €), za sve X € N* (6.3)
(i to je razlog za ,obrnuti” redoslijed pisanja argumenata od S%).

Dokaz. Kao §to smo ve¢ rekli, trebamo ,hardkodirati” y u registar Ry.1, 1 nakon toga pustiti
RAM-program P da ra¢una s ulaznim podacima X (u registrima R; do Ry, kao ulazni podaci
za {Si(y,e)}") iy (u registru Ry.1). Program P je onaj program ¢&iji je e kod, jedinstven
zbog injektivnosti kodiranja. (Poslije ¢emo vidjeti §to ako nema takvog programa.) Trebamo
spljostiti makro-program

[ 0.INC Ris1 |
1.INC Ry1
Q:= : (6'4)
(y-1).INC Ryyq

y. P*

od dva dijela (razdvojena crtom) — dakle kod spljostenja bit ¢e dobiven konkatenacijom
dva koda. Za gornji dio smo tehniku ve¢ vidjeli u primjeru 3.28 — samo umjesto konstante
"INC Ry’ = 6 imamo konstantu "INC Ry,1' = codeINC(k + 1) =2-3%+2 (k je fiksan). Dakle, prvi
kod je G(y), za G := Ceodeinc(k+1)-

Za donji dio, primijenimo algoritam iz definicije 1.23. Kako je jedini makro zadnja instrukcija
u Q, ne treba provoditi korak (2), ve¢ samo korake (1) i (3). Drugim rije¢ima, umjesto jedne
instrukcije y. P* treba stajati np instrukcija samog programa P — s rednim brojevima
1 odrediStima pomaknutima za y. Za redne brojeve pobrinut ée se konkatenacija jer je
Ih(a(y)) =v; trebamo jo§ pomaknuti odredista.

Kod dokazivanja primitivne rekurzivnosti konkatenacije (lema 3.18) vidjeli smo ideju
ybockovne definicije kona¢nog niza™ drugi kod ¢e biti ﬁ(y,e,lh(e)), gdje je H(y,e,t) :=
Shift(y, e[t]), tako da jo§ trebamo definirati funkciju Shift koja pomice odrediste (ako postoji)
instrukcije zadane kodom (drugi argument) za y (prvi argument).

Koriste¢i komponente dest i regn te tipove instrukcija (leme 3.26 i 3.25), definiramo:

codeDEC(regn(i),dest(i)+y), InsDEC(1)
Shift(y, 1) := { codeGOTO(dest(1) +y), InsGOTO(4) - (6.5)

i, inace

Radi totalnosti, trebamo nekako definirati Shift i kad drugi argument nije u Ins, ali jer ¢emo je
pozivati samo na e[t] za e € Prog i t < lh(e), zapravo je nebitno kako tamo djeluje — stavit
¢emo taj slucaj zajedno sa slucajem instrukcije tipa iNc, koju Shift mora ostaviti na miru. Tada
je Shift primitivno rekurzivna po teoremu 2.46, pa je takva i H3 = Shifto (I3, parto (13,13)). G je
primitivno rekurzivna po propoziciji 2.21, pa su njihove povijesti G i H primitivno rekurzivne
po lemi 3.15. Sada prema lemi 3.18 mozemo utvrditi primitivnu rekurzivnost funkcije

F(y,e) :=Q" =G(y) *ﬁ(y, e, Ih(e)) € Prog (zbog Q' € Prog). (6.6)
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Jos treba vidjeti da k-mjesna funkcija s tim indeksom zadovoljava jednadzbu (6.3), §to moZemo
prac¢enjem po koracima: gornja razina makro programa (6.4) je sasvim sekvencijalna. Dakle,
za sve X € Nk imamo

Ro R1 yooo ,Rk Rk+1 Rk+2.. PC AC
0 X1yoney Xk 0 0 0 0
0. INC Ry 0 XlyeooyXk 1 0 1 0
1. INC Ri.1 0 X1yeeny Xk 2 0 2 0, (6.7)
: 0 X1yoney Xk 0 : 0
(y—]).INCRkH 0 X1yeooyXk y 0 y 0
y. P~ {e}(x,y) 7,...,7 ? ? y+l=ng 0
pa je izlazni podatak doista {e}**'(X,y) =~ compy,;(X,y,e) — ako P-izra¢unavanje s (X,1)

uopCe stane. Ako ne stane, onda ne stane ni Q-izraCunavanje s X, jer zapne na donjoj razini
izvrSavajuci zadnju makro-instrukciju.

JoS smo ostali duzni rijeSiti slucaj kad ne postoji program P, jer e ¢ Prog. Prema pro-
poziciji 3.54(2) je tada f := {e}*"' = ®**1, pa je i $(y,f) prazna — formula (2.4) kaze da
funkcija (6.2) ima praznu domenu. Za povratnu vrijednost S nam treba kod nekog RAM-
programa koji ratuna ®* — uzmimo [[ 0.c0TO0 |} = (codeGOTO(0)) = 22> = 33554432.

L

Dakle,
F(y,e), Prog(e)
S e):= 6.8
K(ue) {33 554432, inace (6:8)
$to je primitivno rekurzivno po teoremu 2.46. [

6.1.1. Teorem o parametrima

Jednom kad imamo teorem o parametru, njegovom ponovljenom primjenom mozemo speci-
jalizirati i viSe zadnjih argumenata izra¢unljive funkcije odjednom. Primjer, ujedno i ideju
dokaza, vidjeli smo u (6.1).

Korolar 6.5: Za sve k,1 € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija St

takva da za sve X € N*, za sve § € N!, i za sve e € N, vrijedi

compk(i, Sk(g,e)) ~ compy;1(X, Y, €). (6.9)

Dokaz. Fiksirajmo k, i dokazimo (za taj k) tvrdnju indukcijom po L.
Kako je Le N,, baza je L=1,15]*"=SZ je primitivno rekurzivna po propoziciji 6.4.
Pretpostavimo sad da za neki | postoji primitivno rekurzivna funkcija SI*' sa svojstvom (6.9).
Kako definirati S}*2? Uzmemo proizvoljni (y,z) € N**! i raéunamo:

compy,141(%,Y,z,e) compk+1(72,1j,5k+1(z, e)) ~ compk(i, Sk(g, Sk (z, e))) (6.10)

— iz Cega slijedi da je najprirodnije definirati
SK2(U,z,€) =S (9, Skl 0))- (6.11)
Dakle, St* 2 je definirana kompozicijom iz Si* ! (primitivno rekurzivne po pretpostavci indukcije),
Sﬁﬂ (primitivno rekurzivne po propoziciji 6.4) i koordinatnih projekcija (primitivno rekurzivnih
jer su inicijalne), pa je i sama primitivno rekurzivna. Time smo proveli korak indukcije, odnosno
za sve pozitivne k i | smo definirali funkciju St*' i dokazali da je primitivno rekurzivna. [
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Primjer 6.6: Supskript funkcije S govori koliko argumenata nase funkcije {e} ¢e ,prezivjeti”
specijalizaciju, a prethodnik mjesnosti od S kaZe koliko ih Zelimo fiksirati (i moramo na-
vesti njihove vrijednosti prije e u pozivu S). Recimo, u sluaju da funkciji {e1}” Zelimo
fiksirati zadnja tri argumenta redom na brojeve 2, 8 i 5, imali bismo e, := S5(2,8,5,e1) =
S3(2,5%(8,S2(5,€1))), 1 za sve x,y,z,t € N bi vrijedilo {e2}(x,y,z,t) ~ {e1}(x,Y,2,t,2,8,5)
— odnosno {e,}* =$(2,8,5,{e1}). q

Sada moZemo i vidjeti da je Ncompose, barem za fiksne mjesnosti k i 1, primitivno
rekurzivna. Tehnika koju ¢emo pritom koristiti moze se opcenito primijeniti na razne funkcije
viSeg reda, definirane na funkcijama koje primaju preko indeksa.

Naglasimo da ovdje ne govorimo o primitivnoj rekurzivnosti kompozicije (rezultata kompo-
niranja) niti o primitivnoj rekurzivnosti funkcija koje ulaze u kompoziciju. Radi ilustracije
uzmimo k = 1= 1: tada nas ne zanima jesu li G i H (pa time i F := GoH) primitivno rekurzivne.
Zanima nas da su parciyjalno rekurzivne, odnosno da imaju indekse (redom ih oznacimo s g,
h i f). Govorimo o primitivnoj rekurzivnosti funkcije compose? koja prima g i h te vraéa f —
pogledajte primjer 3.58 za detalje.

Ugrubo, kompzlirat: kompoziciju dvije funkcije koje ve¢ imamo kompilirane, je daleko
»Ditomije” nego izvrsit: (evaluirati) tu kompoziciju. IzvrSavanje ne mora stati ako te funkcije
nisu totalne — dok samo kompiliranje kompozicije mora stati.

Propozicija 6.7: Za sve k, 1 € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija compose;* 1 takva da za

sve g1,92,...,91, h € N vrijedi
{composei (g1, .., g1, M)} = {h} o ({g1},...,{g1}"). (6.12)

Dokaz. Programirat ¢emo postupak ra¢unanja kompozicije u proizvoljnom X € N¥, ali ga
ne¢emo pokrenuti — nego ¢emo iz njegova indeksa specijalizacijom dobiti indeks same
kompozicije.

Dakle, fiksirajmo pozitivne k i 1 te definirajmo funkciju F¥**1 tockovno s

F(X*,g"h) =~ compl(compk(?c, g1),.-.,compy (X, gl),h). (6.13)
Funkcija F je definirana kompozicijom iz parcijalno rekurzivnih funkcija compy i comp; te
koordinatnih projekcija — pa je parcijalno rekurzivna. Po korolaru 3.56, F ima indeks;
ozna¢imo jedan njen indeks s e (sjetite se napomene 3.57).
Funkcija compose}"! prima gy, ..., gi 1 h te na njih fiksira zadnjih 1+ 1 argumenata od F:
composet! (g, h) := St (g, h, e). (6.14)

Dakle, composel*! = $(e,St*2), pa je primitivno rekurzivna po korolaru 6.2. Sada za sve

X € Nk, za sve § € N!' i za sve h € N vrijedi

{composel"’

(g,h)}(X) ~ compk(fc, composek(g,h)) o compk(fc,S}:z(Q,h, e)) o
~ compys141(%, gy hye) = {e}* (%, g, h) = F(%, g, h) =
~ compl(compk(fc, g1),...,compi(X, gl),h) ~ compl({g1}(i), .. .,{gl}(ﬁ),h) ~
~{h}({g1}(%), ..., {1g1} (%)) ~ ({h}' o ({g135,...,1g13")) (%), (6.15)

$to smo trebali dokazati. O]
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Cesto se tehnika koju smo upravo koristili ne mora ponovo provoditi, ve¢ se rezultat moze
dobiti primjenom funkcije composel"! (za neke k i 1).

Korolar 6.8: Za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija plusy
takva da je za sve e, f € N, plusy (e, ) indeks zbroja funkcija {e}* + {f}*.

Dokaz. Kako je F+ G samo skraceni zapis za add? o (F, G), sve §to nam treba je odgovarajuéa
funkcija compose i neki indeks za add?. Nije problem, istom tehnikom kao za (1.13), napisati
RAM-program za add?,

.DEC R1,3 |
.INC Ry
.coTo 0
.DEC R,,6
.INC R
.GOTO3

, (6.16)

Gl B~ W N = O

kao niti izra¢unati njegov kod
a:= <<] ’ ])3>> (O)O>) (2»O>» <]>2>6>> <O>O>> <2>3)) =222°01.37.525. 78437501 . 11713647,

Sada je plusk (e, f) := composei (e, f, a), odnosno plusi = $(a, compose? ) je primitivno rekurzivna
po korolaru 6.2. O

Kad smo uspjeli isprogramirati pisanje programa za kompoziciju, zasto ne bismo istu stvar
pokusali i za primitivnu rekurziju, ili minimizaciju? Na prvi pogled, sve §to nam treba
je to¢kovni zapis izraéunavanja pomoéu funkcija comp (odgovaraju¢e mjesnosti), koji onda
predstavlja parcijalno rekurzivnu funkciju, ¢iji indeks uzmemo i specijaliziramo ga s obzirom
na indekse polaznih funkcija. Sto moze poéi po zlu?

PokuSajmo $to vjernije slijediti postupak koji nas je doveo do funkcije compose'!, za
primitivnu rekurziju. Zanemarimo degenerirani slu¢aj — lako moZete vidjeti da se u njemu
pojavljuje sasvim isti problem.

Dakle, umjesto zadanih mjesnosti k i 1, ovdje imamo samo zadanu mjesnost k. Umjesto
1+ 1 polaznih funkcija, ovdje imamo 2 polazne funkcije, G i H (jo§ moraju biti totalne, ali to
¢emo shvatiti kao parcijalnu specifikaciju — ako ulazni podaci nisu indeksi totalnih funkcija,
rezultat moze biti bilo §to). Zelimo primitivno rekurzivnu funkciju primRecursey, takvu da
za sve indekse totalnih funkcija g,h € N vrijedi

{primRecurse, (g, h)}*"" = {g}* m {h}**2. (6.17)

Za compose smo uzeli parcijalnu jednakost (2.5), i zapisali je pomoc¢u univerzalnih funkcija
kao (6.13). Ako to u¢inimo s definicijom 2.11, dobit ¢emo nesto poput

compy(X, 9), y=0

N ~ T (6.18)
compk+2(x, pd(y),compkH(X, pd(y),f),h), inace

Fk(ﬁvya 9>h) = {

i sad bismo mogli upotrijebiti teorem 3.60, da nije jednog malog problema: jednadzba (2.12)
ima traZenu funkciju i s lijeve 1 s desne strane. Ovaj f koji se nalazi u grani ,inace”, to je
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upravo primRecursey (g, h) koji Zelimo odrediti. Dakle, nemamo ga jos, pa ga ne mozemo
koristiti u definiciji od Fy.

Ili mozemo? Sjetimo se napomene 1.2 — f je upravo ,implicitna varijabla” kakve smo
rekli da trebamo prenijeti kao argumente. Dakle, na lijevoj strani (6.18) zapravo imamo
Fr(X,y,9g,h,f) — i po teoremu 3.60 to je parcijalno rekurzivna funkcija pa ima indeks ... i
tako dalje. No sad bismo u FX** trebali fiksirati f, a to ne znamo kako uéiniti jer jo§ uvijek ne
znamo koju vrijednost staviti za f.

Kad bismo samo znali odrediti f, dalje bi bilo lako: g i h bismo specijalizirali na isti naéin
kao kod komponiranja. Sigurno f ne mozemo odrediti jednoznacno, naprosto jer nije jedinstven:
G = H, kao i bilo koja izracunljiva funkcija, ima beskona¢no mnogo indeksa — a svi oni mogu
posluziti kao f. No ono $to nam mo#e biti bitno je da funkcija {f}**' = {g}* = {h}**? bude
jednoznacéno odredena.

Zanemarujuéi g i h (jer njih znamo specijalizirati) i ,,utapaju¢i” y medu x te zovudéi tako
dobivenu funkciju Gy, vidimo da je opcéeniti oblik jednadzbe koju Zelimo rijesiti {f}(x) ~
Gk (X, f). Takve opée rekurzije tema su iduce tocke.

6.2. Opce rekurzije

Vidjeli smo da se u metaprogramiranju, a ponekad i u obi¢nom programiranju, pojavljuje
potreba za funkcijama ¢ija simboli¢ka definicija koristi njih same. Recimo, definicija funkcije
factorial koju bismo mogli napisati u programskom jeziku C (zanemarujuéi iz didaktickih
razloga da za faktorijel postoje jednostavnije implementacije i u jeziku C i u jeziku primitivno
rekurzivnih funkcija — primjer 2.24),

unsigned factorial (unsigned n)

6.19
{ return n ? n*factorial(n-1) : 1; } ( )
moze se tockovno zapisati kao
n - factorial(pd(n n>0
factorial(n) = (pd(m), ‘ (6.20)
1, inace

ili simboli¢ki, kao factorial = if{NJr : mul? o (11, factorial o pd), Sco Z}.

Tu jednakost nema smisla zvati definicijom od factorial, jer je cirkularna — ali ona moze
posluZiti kao funkcijska jednadzba koju trebamo rijesiti po ,nepoznanici” factorial. Osnovna
prednost definicija pred jednadZbama sastoji se u tome da (dobra) definicija uvijek jednoznaéno
odreduje definirani objekt, dok jednadzba ne mora imati rjeSenje, ili ih moze imati vise.

Jos jedan detalj treba uzeti u obzir: u (6.20) smo koristili znak jednakosti jer otprije znamo
da je faktorijel totalna funkcija — ali opce rekurzije koje koriste samo totalne funkcije mogu
kao rjeSenja imati parcijalne funkcije koje nisu totalne. Recimo,

unsigned h(unsigned n){
if (n==0) return O;
else if(n==1) return h(n)+1; (6.21)
else return h(n-2)+1;
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— ovakva h je definirana samo na parnim brojevima, i svaki preslikava u njegovu polovinu
(usporedite s jezi¢nom funkcijom @y, iz primjera 4.6). Ovdje smo za n = 1 koristili kompoziciju
sa sljedbenikom da forsiramo parcijalnost (kao kod Russellove funkcije), ali i da nismo napisali
taj +1 u slucaju n = 1, C bi svejedno ra¢unao istu parcijalnu funkciju. Ipak, odgovarajuca
tockovna funkcijska jednadzba
0, n=0
h(n) = 1h(n), n=1 (6.22)

h(n=2)+1, inace

bi pored tog rjeSenja (nazovimo ga hy) imala i razna druga, ¢ak totalna rjeSenja. Jedno od
njih je hga(n) := {42 +hﬁ(§?T3)—1), j;L?e — provjerite!

To samo znaci ono §to ve¢ znamo, da trebamo biti mnogo oprezniji s parcijalnim funkcijama
nego s totalnima, pa ¢e nam od posebnog znacaja biti one opce rekurzije koje definiraju
(iskljucivo) totalne funkcije.

Dakle, neformalno, opéa rekurzija je funkcijska jednadzba F = ./\/l(é, F), kojoj s desne strane
stoji neka simbolicka definicija koja pored nekih ve¢ poznatih funkcija G;, G,, ... koristi
1 funkciju F. Kao i obi¢no, konkretnu funkciju F koja zadovoljava tu funkcijsku jednadzbu

zovemo rjesenjem te jednadzbe. Za konkretnu opcu rekurziju, zanimat ¢e nas tri pitanja:

(Egzistencija) Ima li uopée rjeSenje?
(Jedinstvenost) Ako ima, je li jedinstveno?

(Totalnost) Ako jest, je li totalno?

Pitanja moramo postavljati tim redom, jer npr. totalnost rjeSenja ne zna¢i mnogo ako ono nije
jedinstveno. Recimo, vidjeli smo jednadzbu (6.22) koja ima totalno rjeSenje hy,, ali svejedno
nijedan programski jezik ne bi pronasao to rjesenje, ve¢ bi racunao netotalnu funkciju hy.

Kao i drugdje gdje promatramo funkcijske jednadzbe (recimo, u teoriji obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi), rijetko se bavimo sasvim opcenitim funkcijama. Kod diferencijalnih jednadzbi
najceSce nas zanimaju glatke funkcije — ovdje, kod op¢ih rekurzija, zanimaju nas izracunljive
funkcije. Zbog teorema ekvivalencije, svejedno je kako manifestiramo tu izracunljivost —
uglavnom ¢emo to ¢initi kroz parcijalnu rekurzivnost ili kroz postojanje indeksa.

Dakle, zadane su nam parcijalno rekurzivne funkcije Gy, G,, ... preko svojih indeksa
g1, 92, ... — 1 trazimo indeks f funkcije F koja zadovoljava opcu rekurziju F = M(C, F).
Simboli¢ku definiciju M je (kao i obiéno) lakSe napisati toc¢kovno: u obliku jedne parcijalno
rekurzivne funkcije G koja prima ulazne podatke X, indekse g i indeks f; te vraéa vrijednost
koja mora biti parcijalno jednaka F(X) ~ {f}(X) ~ comp(X, f).

No ako ve¢ piSemo tockovnu definiciju, indeksi g nam ne trebaju — s obzirom na to da su
G; poznate funkcije, moZzemo ih uklopiti u definiciju funkcije G. Jedina funkcija s kojom to ne
mozemo uliniti (jer jo§ nije poznata) je funkcija F, tako da njen indeks moramo prenijeti kao
dodatni argument funkciji G. Kad G Zeli pozvati F, na nekim argumentima y (koji ¢e najcesce
biti na neki naéin ,manji” od x), koristit ¢e izraz compy(y,f).

(Moguce su i ,simultane opée rekurzije”, gdje imamo viSe nepoznatih funkcija koje sve
ovise medusobno na opée-rekurzivan nacin — no to se moze rijesiti metodama koje smo veé
upoznali u dokazu propozicije 3.19.)
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Definicija 6.9: Neka je k € N, te G**' parcijalno rekurzivna funkcija. Opdéa rekurzija je
jednadzba (po e)
compy (%, e) = G(X, e), za sve X € N*. (6.23)

Ako konkretni broj ey € N zadovoljava tu jednadzbu, funkciju {ep}* = $(eo, G) zovemo
rjeSenjem opce rekurzije. <

Ponekad i indeks ey neformalno zovemo ,rjeSenjem”, ali jedinstvenoSéu uvijek smatramo
jedinstvenost funkcije, ne indeksa. To je bitno jer inade u uobi¢ajenim situacijama (kad G
koristi argument e samo za pozivanje funkcije F) ntkad ne bismo imali jedinstvenost: ¢im
postoji neki eo, svi ostali indeksi funkcije {eq}* su takoder ,rjeSenja”, a intuitivno znamo
(i dokazat éemo u ovom poglavlju) da ih ima beskona¢no mnogo.

Pitanje totalnosti tada postaje pitanje rekurzivnost: — jer F ima indeks ey, po teoremu
ekvivalencije je parcijalno rekurzivna, a takve totalne funkcije zovemo rekurzivnima.

U prethodna dva odlomka, ¢ini se, zanemarili smo pitanje egzistencije, odnosno ponasali
smo se kao da indeks ey koji zadovoljava (6.23) uvijek postoji. VaZan i netrivijalan teorem
rekurziye kaze da to doista vrijedi.

Naravno, netrivijalan je samo u formalnom smislu: intuitivno objasnjenje kako izvrSavati
op¢u rekurzivnu funkciju (za zadanu funkciju G) po Church-Turingovoj tezi rauna parcijalno
rekurzivnu funkciju. Ipak, takva intuicija nas mozZe zavarati (prisjetite se funkcije hy;), a i
tvrdnje o jedinstvenosti i rekurzivnosti lakse je dokazivati (najéesée matemati¢kom indukcijom)
jednom kad imamo indeks, nego kad imamo neformalni postupak. Zato je dobro izbje¢i Church-
Turingovu tezu, 1 doista konstruirati indeks ey s trazenim svojstvom.

6.2.1. Teorem rekurzije

NajvaZnije svojstvo funkcije F = {e}" je da mora ,znati svoj indeks”, odnosno pozvana s
rije¢ima, Zelimo {e}* = $(e, G).

Recimo, u sluc¢aju funkcije factorial, kompajler se pobrine za to da poziv te funkcije u
njenom kodu doista pozove nju samu (sa za 1 manjim argumentom), ali da kojim sluc¢ajem
kompajler ne podrzava rekurziju, mogli bismo (pokaziva¢ na) funkciju factorial prenijeti u
samu sebe kao dodatni parametar.

(Naravno, u ovom slu¢aju to uopée ne rjeSava problem, jer moramo #mat: funkciju factorial
koju ¢emo poslati kao argument, ali zasad govorimo samo o specifikaciji.)

typedef unsigned funkcija(unsigned n);
unsigned G(unsigned n, funkcija f)

{ return n ? Ill*].f(n—l) i1 } (6.24)
/* ... nekako definiramo factorial */
int main(void)

{ return G(5, factorial); } /* ovo vrati 120 */

Matematicki, ,pokaziva¢ na funkciju” je njen indeks, Sto motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 6.10: Neka je k € N, te H**! parcijalno rekurzivna funkcija. Dijagonala funkcije H
je k-mjesna funkcija OH := $(h,H), gdje je h jedan (fiksni) indeks funkcije H. N
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Kako funkcija moze imati viSe indeksa, moze imati i viSe dijagonala — odnosno, formalno
bismo dijagonalu trebali definirati za indeks, a ne za funkciju. No nama ¢e prvenstveno biti
bitna prateca funkcija D = N0, koja je ionako definirana na indeksima.

U ,stvarnom Zivotu” nemamo tih problema, jer je prakticki jedino §to ikad radimo s
pokaziva¢em na funkciju, funkcijski poziv. Standard jezika C ne dopusta nikakvu aritmetiku s
funkcijskim pokazivac¢ima, ali je neki kompajleri ipak podrzavaju. Sli¢no, ovdje bismo mogli h
iskoristiti ne samo kao zadnji argument funkcije compy, nego raditi razne ¢udne stvari poput
gledanja poéinje li ,strojni kod” funkcije H instrukcijom iNc (InsINC(h[0])), i sliénog — ali
najcese to ne ¢inimo, a dok god h koristimo samo za pozivanje funkcije H, svejedno je koji
njen indeks smo uzeli.

Lema 6.11: Za svaki k € N, postoji primitivno rekurzivna funkcija Dy s kodomenom Prog,
koja preslikava indeks h funkcije H**! u indeks njene dijagonale oH = $(h, H).

Dokaz. Teorem o parametru kaze da se indeks Dy (h) za 0H = $(h, {h}**") moze dobiti kao
Sk(h,h) € Prog. Drugim rije¢ima, mozemo definirati Dy := S o (I],1]), 8to je primitivno

rekurzivna funkcija kao kompozicija primitivno rekurzivnih. [

Dijagonaliziranje funkcije, kao $to smo vidjeli, jo§ uvijek nije dovoljno da bismo doista
dobili rjeSenje opce rekurzije. U programu (6.24) svejedno smo trebali nekako drugadije dobiti
factorial koju bismo poslali kao drugi argument funkciji G. To se €ini prili¢no beskorisnim
(jer jednom kad imamo factorial, moZemo je odmah pozvati bez petljanja s dijagonalom),
ali zapravo je vrlo blizu rjeSenju.

Luda ideja: funkcije factorial i G, konceptualno gledano, sluze istoj svrsi — rac¢unanju
faktorijele zadanog broja. Ako nemamo factorial, mozemo li umjesto nje upotrijebiti G kao
drugi argument od G (efektivno, racunati 0G)?

Doslovno, to nece i¢i — tipovi ne paSu. Drugi argument funkcije G trebao bi biti pokazivac
na jednomjesnu funkciju, a G je dvomjesna. C-kompajler ¢e nam samo dati warning, jer za
njega su svi pokazivaci ionako samo ,,ukraSeni prirodni brojevi” — bas$ kao i indeksi u svijetu
parcijalno rekurzivnih funkcija — ali u stroze tipiziranom jeziku kompajler bi nam odbio
prevesti kod, uz poruku o gresci.

C je ovdje izuzetno zanimljiv, jer na mnogim kompajlerima, ako zanemarite warning,
zapravo Cete dobiti ispravno rjeSenje (provjereno radi na gcc 4.6.3 — pokuSajte na svom
omiljenom kompajleru). Kako je to moguce?! Zna li gcc nesto $to mi ne znamo?

Ovdje treba znati neke tehnicke pojedinosti o kompiliranju jezika C. (Nesto smo veé rekli
kad smo govorili o funkcijskom makrou.) Kad pozovemo funkciju, njeni argumenti stavljaju se
na stog (novi okvir) obrnutim redom, i nakon toga se prenosi kontrola na samu funkciju, koja
ocekuje argumente na stogu i tamo stavlja povratnu vrijednost. Ovdje smo pozvali funkciju G
s dva argumenta: 51 G. Unutar koda funkcije G, pokaziva¢ f pokazuje na funkciju G. Kad smo
f pozvali s jednim argumentom (konkretno, 4), broj 4 je stavljen na stog, ali je ispod njega
i dalje ostao pokazivac G, koji je funkcija f veselo koristila kao svoj drugi argument. Dakle,
poziv f(n-1) je zapravo interpretiran kao f (n-1,G). Umjesto broja 4 jednom ¢ée (nakon jos
nekoliko takvih poziva) na tom mjestu na stogu zavrsiti povratna vrijednost 24, ali nista
nece dirati ovaj G ispod (cjelobrojno mnoZenje i oduzimanje jednice se obavlja u registrima
procesora, ne koristeci stog).
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Na procesorima s velikim brojem registara, ponekad se argumenti u funkciju male mjesnosti
ne prenose preko stoga nego preko registara — ali sli¢no razmisljanje funkcionira: poziv f (n-1)
dekrementira registar u kojem se prenosi prvi argument, ali registar u kojem se prenosi drugi
argument ostaje nepromijenjen, kao da smo pozvali f (n-1,G).

Mozemo li to iskoristiti da bismo eksplicitno napisali taj poziv u kodu, i izbjegli warning?
Da, jer C nam dopusta da ne specificiramo tipove parametara funkcije.

typedef unsigned funkcija(/* prima bilo Sto */);
unsigned G(unsigned n, funkcija f)

{ returnn ? n *x f(n-1, f) : 1; } (6.25)
int main(void)

{ return G(5, G); } /* vrati 120 bez warninga */

Ali ako ve¢ zZelimo tako zaobilaziti staticke tipove, jednostavnije je prebaciti se na dinamicki
tipizirani jezik. U Pythonu, stvari rade to¢no kako smo zamislili.

>>> def H(n, f): return n * f(n-1, f) if n else 1
>>> H(7, H) (6.26)
5040

Refaktorirajmo ovu duplikaciju koda za dijagonaliziranje, u definiciji i pozivu H:

>>> def d(H):
def dH(x): return H(x, H)

. return dH

>>> def H(n, f): return n * d(f)(n-1) if n else 1 (6.27)

>>> factorial = d(H)

>>> factorial(7)

5040
Dobra strana toga je da viSe ne moramo ruc¢no proizvoditi funkciju H iz funkcije G. Prethodno
smo to napravili tako $to smo, tamo gdje je G pozivala f, u funkciji H pozvali 0f. Sada to
mozemo formalizirati, tako da definicija od H pozove G s 0f automatski.

>>> def G(n, f): return n * f(n-1) if n else 1

6.28
>>> def H(x, f): return G(x, d(f)) ( )

I to je dokaz teorema rekurzije (za k = 1)! Ako pazljivo pogledamo, vidjet ¢emo da (6.28)
nigdje ne koristi rekurzivne pozive. Sad samo sve to treba napisati matematicki.

Teorem 6.12 (Teorem rekurzije): Neka je k € N, te G**! parcijalno rekurzivna funkcija.
Tada postoji e € Prog takav da za sve % € N* vrijedi {e}*(%) = G(%, e).

Dokaz. Definiramo funkciju H**! to¢kovno s H(X, f) :~ G(fc, Dk(f)). Ta funkcija je parcijalno
rekurzivna (dobivena je kompozicijom iz G, Dy i koordinatnih projekcija) pa ima indeks:
ozna¢imo jedan od njih s h (sjetite se napomene 3.57).

Tvrdimo da je 0H rjeSenje opée rekurzije, odnosno njen indeks e := Dy (h) € Prog je trazeni
broj. Doista, za sve X € N* imamo

{e}(%) ~ OH(X) ~ H(X, h) = G(%,Dx(h)) =~ G(%, ), (6.29)

odnosno {e}* = $(e, G), $to smo trebali dokazati. ]
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6.2.2. Ackermannova funkcija

Sada ¢emo vidjeti kako pomocu teorema rekurzije mozemo definirati rekurzivne funkcije.
Metoda je uvijek ista: funkcijsku jednadzbu koju Zelimo rijesiti (po F*) zapiSemo u obliku
opce rekurzije (nademo funkciju G**') te nam teorem rekurzije dade parcijalno rekurzivno
rjeSenje — Stovise, dade nam njegov indeks ey. Sada je potrebno dokazati dvije stvari (ako
vrijede): prvo, da je Fy := {eo}* jedinstveno rjesenje, i drugo, da je F, totalna funkcija.

I jedno i drugo su univerzalne tvrdnje na prirodnim brojevima — jedinstvenost kaze da, kad
god je e; ,rjeSenje”, za sve X € N vrijedi comp(X, e;) ~ Fo(X); totalnost kaze da za sve X € N*
vrijedi X € Dg, — te ih je uobicajeno dokazivati indukcijom. Didakticki problem je u tome Sto
ako je ta indukcija dovoljno jednostavna, najcesce je programabilna, pa primjerice totalnost
ne znaci samo rekurzivnost ve¢ znaci primitivou rekurzivnost. A tada nam ne treba teorem
rekurzije: primitivna rekurzija je dovoljna (kao $to je uostalom slucaj i s funkcijom factorial).

Recimo, ako se totalnost od F) moze dokazati obi¢nom matemati¢kom indukcijom, to znaci
da imamo neku ogradu za broj koraka ra¢unanja F,(0) te neki izracunljiv naéin da iz ograde
za broj koraka u radunanju Fo(n) dobijemo takvu ogradu za Fo(n+ 1) — a to zapravo znaci
da Fp moZemo dobiti (degeneriranom) primitivnom rekurzijom, samo trebamo u funkciji
step ograniciti minimizaciju tom nadenom ogradom. Ako umjesto obi¢ne indukcije moramo
upotrijebiti jaku indukciju, to na isti nacin znaci da se Fy moze dobiti rekurzijom s povijescu.
U slucaju simultane indukcije, imamo simultanu rekurziju, i tako dalje.

Vjerojatno najjednostavniji obrazac indukcije koji nije moguce ,uloviti” u teoriji primitivno
rekurzivnih funkcija je ugniyeZdena indukcija po dvije varijable, gdje iz pretpostavke da tvrdnja
vrijedi za neki m i za sve n, slijedi da vrijedi za m+1 1iza sve n. Jedan od prvih primjera takve
funkcije (¢ija totalnost zahtijeva takav indukcijski obrazac koji nije formalizabilan primitivnom
rekurzijom) dao je Hilbertov asistent Wilhelm Friedrich Ackermann 1928. godine.

Ackermann je promatrao niz aritmetickih operacija: sljedbenik, zbrajanje, mnoZenje, poten-
ciranje, ... nekako je jasno da ga mozemo i nastaviti na sli¢an nacin; sljedeci ¢lan — tetracija
— je Cak korisna operacija u nekim kombinatornim situacijama. Mala nepravilnost: sljedbenik
je jednomjesna funkcija, a sve ostale su dvomjesne; zato stavimo Aj := Sco |. Ostale funkcije
ozna¢imo na o¢iti naéin: A?:=add?, A3 := mul?, A3 := pow, i tako dalje. Osnovna ideja — svaka
osim prve funkcije u tom nizu dobivena je iteracijom prethodne — se moze iskazati kao

Anai(x,y+1)= An(x,AnH (x,y)), za sve x,y,n €N, (6.30)
§to zapravo zna¢i An.1 = Gni1 = Ay, o (13,13); razlikuju se samo poletni uvjeti zadani s
Gn = $(0,A,). Prvih nekoliko je doista razli¢ito: Go(x) = Sc(0) =1, G1(x) = x+0 = x,
Ga(x) =x-0=0, G3(x) =x° =1 — ali svi kasniji se obi¢no fiksiraju na 1.

Dakle, za sve n > 1 vrijedi Apyq := C] mA, o (13,13).

Propozicija 6.13: Za svaki n € N, AZ je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Obi¢nom matematickom indukcijom po n. Za n = 0, to je kompozicija inicijalnih
funkcija. Za n e {1,2} to smo ve¢ dokazali (primjer 2.13). Za n > 2, ako je A, primitivno
rekurzivna, tada je An.q = C] mA, o (13,13) simboli¢ka definicija An.1, iz koje slijedi da je i

ona primitivno rekurzivna. [
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Primijetimo sli¢nost s dokazom propozicije 2.21. No dok smo dinamizirani (zadan argu-
mentom) broj iteracija operatora o mogli shvatiti kao primitivnu rekurziju (primjer 2.51),
dinamizirani broj iteracija operatora = viSe ne mozemo tako shvatiti. Zato dinamizacija
familije A,,,n € N — tromjesna funkcija zadana s

A(X»U)Z) = Az(x>y) (6'31)

— nyje primitivno rekurzivna. Formalni dokaz je kompliciran, ali ideja je ista kao i ideja dokaza
da se npr. add? ne moZe dobiti samo kompozicijom iz inicijalnih funkcija: raste prebrzo. Svaka
kompozicija s inicijalnom funkcijom mozZe u najboljem sluc¢aju povecati bilo koji argument
za 1, dakle pomocu kona¢no mnogo operatora o mozemo dobiti samo funkcije oblika x + c,
gdje je c konstanta a x jedan od argumenata. No x +y raste brze od toga.

Sliéno je i ovdje: svaka primjena primitivne rekurzije moze poveéati z samo za 1, pa s
konaéno mnogo operatora m moZemo postié¢i najvise A.(x,y), gdje je ¢ konstanta. No A3 raste
brze od toga.

Korolar 6.14: A3 je totalna funkcija.

Dokaz. Neka je (x,y,z) € N3 proizvoljna. Kako je A, primitivno rekurzivna po propoziciji 6.13,
ona je totalna, pa je Da, = N2. Specijalno je (x,y) € Da,, pa izraz A,(x,y) ima vrijednost —
ozna¢imo je s t. No tada je i A(x,y,z) = t, dakle izraz A(x,y,z) takoder ima vrijednost, pa je
(X,Y,2) € Dps. O

Kako je svaka AZ izradunljiva, i funkcija A3 je intuitivno izraunljiva: ako nam netko
dade (x,y,z) i traZi od nas da izratunamo A(x,y,z), zapravo trazi da izra¢unamo A,(x,y),
a to sigurno (za konkretni z) znamo udiniti. Po Church-Turingovoj tezi A3 bi trebala biti
parcijalno rekurzivna, dakle rekurzivna po korolaru 6.14, ali mozemo li to dokazati bez primjene
Church-Turingove teze? Da — koriStenjem teorema rekurzije.

Napomena 6.15: Cesto se pojednostavljena, dvomjesna funkcija A2, zadana s

A(O,n):=n+1, (6.32)
A(m+1,0) :=A(m,1), (6.33)
A(m+1,n+1):=A(m,A(m+1,n)), (6.34)

u literaturi navodi pod imenom ,,Ackermannova funkcija”, iako su je zapravo smislili Résza Péter
1 Raphael Mitchel Robinson. Iako s manje specijalnih slucajeva i zato lakSa za proucavanje, ta
funkcija je daleko manje motivirana i tesko je objasniti zasto joj definicija izgleda bas tako.
Moze se, iako nije ba$ jednostavno, dokazati [éaé20] da za sve m,n € N vrijedi

A(m,n) =A(2,n+3,m)=3, (6.35)

iz ¢ega slijedi da kad bi A3 bila primitivno rekurzivna, takva bi bila i A2. No AZ nije primitivno
rekurzivna (dokaz mozete vidjeti u [Vuklzrls, dodatak] — ukratko, svaka primitivno rekurzivna
funkcija je dominirana jednim retkom tablice Ackermannove funkcije) pa kontrapozicijom
slijedi da ni A3 nije primitivno rekurzivna. <
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6.2.3. Rekurzivnost Ackermannove funkcije
Propozicija 6.16: A3 je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Prvo skupimo na jedno mjesto sve jednadzbe kojima je A3 definirana. Osnovna
jednadzba je (6.30), sada u obliku (6.36), koja kazuje $to ¢initi kad su i drugi i treéi ar-
gument pozitivni. Ako je treéi argument 0, imamo definiciju A, preko sljedbenika drugog
argumenta (6.37), a u preostalim slu¢ajevima imamo pocetni uvjet (6.38), jednak prvom
argumentu za zbrajanje, nuli za mnozenje, a jedinici za ostale operacije.

A(x,y+1,z+1) = A(x,A(x,y,z+1),2) (6.36)
A(x,y,0) =y +1 . 2= (6.37)
A(x,0,z) = Astart(x,z) :=40, z=2 (6.38)

1, 1inace

Slu¢aj kad su i drugi i tre¢i argument O tako je pokriven i sa (6.37) i sa (6.38), ali to nije
problem, jer je po obje te jednadzbe A(x,0,0) =1.

Sada zapiSimo taj sustav u obliku opée rekurzije. Prvo skupimo sve te jednadzbe u jedno
grananje (koristit ¢emo znak = jer imamo korolar 6.14, ali opcenito, trebali bismo koristiti ~
dok jo$ ne znamo je li funkcija totalna):

A(X,A(x,pd(y),z),pd(z)), y>0az>0
A(x,y,2z) =y y+1, z=0 : (6.39)

Astart(x, z), inace

a zatim to napi$imo u obliku opée rekurzije compy(x,y,z,e) = G(x,y,z,e), gdje je k=3, e je
trazeni indeks, a funkcija G* je zadana s

Comp3(xa compg(x, pd(y),z, e)> pd(z), e)> yeN,AzeN,
G(x,Y,z,€) i~ { Sc(y), z=0 (6.40)
Astart(x, z), inace
(sad smo morali upotrijebiti znak ‘~’, jer G nije totalna — npr. (0,1,1,0) ¢ D¢).

Po teoremu 3.60, G je parcijalno rekurzivna. Po teoremu 6.12, postoji prirodni broj a takav
da za sve x,1,z € N vrijedi {a}(x,y,z) ~ G(x,y,z,a). Tvrdimo da je {a}® = A3, odnosno da je
rjeSenje jedinstveno.

Tockovno, trebamo dokazati {a}(x,y,z) ~ A(x,y,z) za sve x,y,z € N, i to ¢inimo ugnijezde-

nom indukcijom: vanjskom po z, unutarnjom po y.
Vanjska baza: za z = 0 vrijedi (za sve x,y € N)

{a}(x,y,0) ~ G(x,y,0,a) =y + 1 = A(x,y,0). (6.41)
Vanjska pretpostavka: pretpostavimo da za z =t, za sve x,y € N, vrijedi

{ar(x,y,t) ~ A(x,y, t). (6.42)
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Vanjski korak: neka je sada z =t + 1. Dokazujemo da za sve x,y € N vrijedi
{a}(x,y,t+1) ~ A(x,y,t + 1), unutarnjom indukcijom po y.
Unutarnja baza: za y =0 vrijedi (za sve x € N)

{aX(x,0,t+1) ~G(x,0,t+1,a) ~ Astart(x,t + 1), (6.43)

Sto je u slucaju t = 0 jednako Astart(x,1) =x=x+0=A;(x,0) =A(x,0,1),
u slucaju t =1 je jednako Astart(x,2) =0=x-0=A;(x,0) = A(x,0,2), a
u svim ostalim slucajevima (t > 2) je jednako Astart(x,t+1) =1 =A1(x,0) = A(x,0,t+1).
Dakle, uvijek je {a}(x,0,t+1) ~ A(x,0,t+ 1), pa je unutarnja baza dokazana.
Unutarnja pretpostavka: pretpostavimo da za y = s, za sve x € N, vrijedi

{a}(x,s,t+1) = A(x,s,t+1). (6.44)

Unutarnji korak: neka je sada y=s+1, i x € N proizvoljan.
Moramo dokazati {a}(x,s+1,t+1) ~A(x,s+ 1,t+1). Krenimo raspisivati s lijeve strane:

{aX(x,s+1,t+1) = G(x,s+ 1,t+1,a) ~ compz(x,comps(x,pd(s + 1), t+1,a),pd(t +1),a) =
comp3(x, compsz(x,s,t+1,a),t, a) o compg(x,{a}(x,s,tﬂ),t, a) o comp3(x,A(x,s,t+1),t, a)
~ {a}(x,A(x,s,t+ 1),t) o A(x,A(x,s,t+ 1),t) ~A(x,s+1,t+1). (6.45)

Time su oba koraka provedena, pa tvrdnja vrijedi. To znaci da A ima indeks a, pa je parcijalno
rekurzivna, odnosno zbog korolara 6.14 rekurzivna funkcija. O

6.3. Ekvivalentnost indeksa

Teorem rekurzije moze se shvatiti na jo§ jedan nacin, na koji je prvotno bio dokazan. Fenomen
smo ve¢ vidjeli na poletku ovog poglavlja: teorem o parametru (propozicija 6.4) se prirodno
moze dobiti iz propozicije 6.7, jer po (6.2) mozemo staviti

Si.(y, €) := composey (i1, ..., 1k, Cs(y), €), (6.46)

gdje je i, := (codeDEC(n,3),codeINC(0),codeGOTO(0)) indeks funkcije IX, a (primjer 3.28)
Cs(y) indeks funkcije Clj — ali s obzirom na to da je lakSe dokazati teorem o parametru, isli
smo u suprotnom smjeru.

Sli¢no je i ovdje: jednakost {e} = $§(e, G) iz teorema rekurzije moZemo shvatiti kao relaciju
medu indeksima e ~ Sy (e, g), gdje je g neki indeks za G. Ta ,priblizna jednakost” ne moze
doista biti jednakost ni u kojem zanimljivom slucaju, jer za g € Prog uvijek vrijedi S (e,g) > e
(zgodna je viezba dokazati to). Sto je onda relacija ~?

Ukratko, vrijeme je da malo preciznije formaliziramo ideju ekvivalentnih RAM-programa
iz definicije 1.26: ono $to bismo htjeli re¢i nije da su e i Sx(e,g) =: F(e) jednaki brojevi, veé
da su {e}" i {F(e)}k jednake funkciyje. Nazalost, kao i u slucaju specijalizacije, imat ¢emo
razlicite relacije ~,,k € N, — ne¢emo ih mo¢i upotrebljivo objediniti u jednu relaciju, jer u
RAM-programu nigdje ne piSe intendirana mjesnost.
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Definicija 6.17: Neka je k€ N, te e,f € N.
Kazemo da su e i f k-ekvivalentni, i pisemo e ~y f, ako vrijedi {e}* = {f}*. <

Primjer 6.18: Za svaki k € N,, za sve e, f € ProgC vrijedi e ~y f (jer svi brojevi izvan Prog su
indeksi prazne funkcije). Takoder, za svaki e € Prog, za sve j, k € N,, vrijedi ex(codeINC(j)) ~y e
(dodavanje instrukcije INC R; na kraj programa nece promijeniti uvjet zaustavljanja, a ni
izlaznu vrijednost jer je j > 0). q

Propozicija 6.19: Za svaki k € N,, ~, je relacija ekvivalencije,
s prebrojivo mnogo klasa ekvivalencije koje su sve prebrojive.

Dokaz. Refleksivnost, simetricnost i tranzitivnost su trivijalne: recimo, e ~y f ~, g znaci
{e}* = {f}* = {g}k, pa je {e}* = {g}k, iz Cega e ~ g. Inace, u refleksivnosti se, kroz samu
oznaku {e}*, krije korolar 1.14 koji kaze da za fiksni k, svaki RAM-program ra¢una jedinstvenu
k-mjesnu funkciju.

Prebrojivost kvocijentnog skupa slijedi iz ¢injenice da postoji prebrojivo mnogo izra¢unljivih
funkcija (teorem 1.16). Konkretno, za svaki k € N, su sve funkcije C¥,y € N, razliite,
pa je (primjer 3.28) Ce(y) #x Cs(z) za sve y # z. Iz toga slijedi da razlic¢itih klasa ima
beskona¢no, a ne moze ih biti neprebrojivo jer su neprazni disjunktni podskupovi od N
(recimo, min : N/,, - N, koja svakoj klasi ekvivalencije pridruzuje njen najmanji element, je
injekcija, pa je card (N/.,) < cardN = Ro).

Prebrojivost svake klase slijedi iz primjera 6.18: neka je e € N proizvoljan. Ako je e €
Progt, tada je citav Progt u njegovoj klasi. Na primjer, n ~ 2n + 3 je injekcija s N u
Seq® ¢ Prog® ¢ [e]., € N, pa je [e]., prebrojiva. Ako je pak e € Prog, tada je F: N, — [e]
zadana s F(j) := e * (codeINC(j)), injekcija — jer j mozemo rekonstruirati iz f := F(j) kao
regn(rpart(f,O)). O

k Nk

Mozda malo viSe iznenadujuca Cinjenica vezana uz familiju relacija ~,k € N, je da je ona
padajuda: vrijedi (~7) > (#2) 2 (~3) 2. Da bismo to dokazali, prvo trebamo jedno tehnicko
svojstvo funkcija Sy.

Lema 6.20: Za svaki e € Prog i za svaki k € N, vrijedi S;(0,e) = e.

Dokaz. Prvo, rastavom na sluc¢ajeve vidimo da je Shift(0,i) = 1 za sve i € N. Recimo,
za i € InsDEC, postoje j,1 < 1 takvi da je i = codeDEC(j,1) = (1,j,1). No to znaci da je
j=1[1] =regn(i) i 1 =1[2] = dest(i), pa je Shift(0,1) = codeDEC(j,1 +0) = i. Ostali slu¢ajevi su
jos laksi.

Drugo, sada je H(0,e,t) = Shift(0, e[t]) = e[t] = part(e, t), pa je desni operand operacije *
u (6.8) jednak H(O, e,lh(e)) = ﬁ(e,lh(e)) = e jer iz Prog(e) slijedi Seq(e). Lijevi operand
iste operacije je G(0) =1 jer je svaka povijest u nuli jednaka () = 1.

I trece, to onda znaci da je (za e € Prog) Sx(0,e) = 1 x e, $to je jednako e prema (3.21)
i(3.22), jer vrijedi Ih(1) =0 i Seq(e). O

Korolar 6.21: Za sve k,leN,, za sve X € N¥ i za sve e € N, vrijedi {e}*"(xk,0!) ~ {e}*(X).
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Dokaz. Ako e ¢ Prog, tvrdnja vrijedi jer ni lijeva ni desna strana nemaju vrijednost po
propoziciji 3.54(2). Za e € Prog, prvo indukcijom po 1, prate¢i dokaz korolara 6.5 i koristeci
lemu 6.20 u svakom koraku, dokazemo S\*' (0,e) = e. Iz toga onda slijedi

{e}*1(%,0) = {SL1(0, e)} (%) ~ {e}* (%), (6.47)
$to smo 1 trebali dokazati. O]

Na neformalnoj razini tvrdnja korolara 6.21 je ocita: za bilo koji RAM-program P, P-
izraunavanje s X je isto (isti niz istih konfiguracija) kao i P-izra¢unavanje s (X, 0), za bilo koji
broj dodanih nula na kraj ulaza — jer je izracunavanje deterministicno, a pocetna konfiguracija
co =(0,%,0,0,...) je ista. Samo smo rekli da ¢e jo§ 1 registara nakon Ry biti postavljeno na
nule, no oni bi ionako bili postavljeni na nule u izra¢unavanju s x*, jer u tom izra¢unavanju
nisu ulazni.

Propozicija 6.22: Za sve k,l € N, takve da je k> 1 vrijedi (~y) c (»).

Dokaz. Oznacimo m:=k-1eN,. Za (<€), neka je e »y f.
Tada je {e}* = {f}* (a k=1+m), pa je prema prethodnom korolaru, za sve X € N!,

{e}'(X) = {e}" ™ (XL 0™) = {f}"™(%,0) = {f}'(%). (6.48)

Dakle vrijedi i {e}' = {f}', pa je e ~, f.

Za (#), moramo naéi dva RAM-programa koji jesu ekvivalentni za sve moguée l-torke
ulaznih podataka, ali kad po¢nemo stavljati ulaze i u registre od R, do Ry, viSe nisu. Za to
nam mogu posluziti 1 kao indeks nulfunkcije, i iy kao indeks k-te koordinatne projekcije —
pogledajte tekst nakon (6.46) za preciznu definiciju.

Tada je 1~ iy, jer za svaki X € N! vrijedi

{iH(R) = e ™(x,0) = 15(%,0) = 0 = CL (%) = {134(%); (6.49)

ali za § := (051, 1) e N¥ vrijedi
{3 (9) = 1£(0,1) = 1% 0 = C(Y) = 1(9), (6.50)
iz Cega slijedi 1 #y 1. ]

Kao $to rekosmo na pocetku, indeks e iz teorema rekurzije mozemo shvatiti kao neku vrstu
Jiksne tocke” primitivno rekurzivne funkcije F' zadane s F(e) := Sk (e, g), gdje je g neki (fiksni)
indeks funkcije G ¢iji poziv stoji na desnoj strani opce rekurzije. Dakle, da imamo teorem
koji nam kaze da svaka primitivno rekurzivna jednomjesna funkcija ima fiksnu tocku, mogli
bismo pomocu njega dokazati teorem rekurzije. Ipak, kako zasad stvari stoje, teorem rekurzije
smo ve¢ dokazali, pa pokuSajmo pomocéu njega dokazati teorem o fiksnoj tocki. Za pocetak ga
pokusajmo formulirati Sto opcenitije.

Prvo, sasvim je jasno da ne mozemo traziti e = F(e) — veé za inicijalnu F = Sc takav e ne
postoji. Ipak moZemo traziti e ~, F(e) za bilo koji fiksirani k € N, (takav e ¢e ovisiti o k;
yuniformna” verzija, koja bi imala jedan e za sve k, ne vrijedi).
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Drugo, F ne mora biti primitivno rekurzivna — vidjet ¢emo da je dovoljno da bude rekurzivna.
Tada teorem vrijedi i za primitivno rekurzivne funkcije, zbog korolara 2.35. Napomenimo da
ne mo#Zemo jo§ oslabiti pretpostavku zahtijevajuéi da je F parcijalno rekurzivna: ®' = n@? je
parcijalno rekurzivna prema primjeru 2.31, a ne moze postojati e € N takav da su e i ®(e)
k-ekvivalentni, jer izraz ®(e) nema vrijednost ni za koji e.

Trece, smijemo traziti da e bude u Prog: dobit ¢emo ga iz teorema rekurzije, a on daje samo
sintaksno ispravne programe (preko dijagonalne funkcije).

Cetvrto, F mora biti jednomjesna: broj k je mjesnost funkcije {e}*, jednake funkciji {F(e)}k.
Mjesnost od F mora biti 1 jer Zelimo u nju uvrstiti e e NT.

I peto, F mora biti izra¢unljiva: nije dovoljno zahtijevati samo totalnost. Recimo, promotrimo
karakteristi¢nu funkciju klase ekvivalencije Emp := [0],. Kad bi postojao broj e takav da je
e~ Xemp(€), tada bi e € Emp povladilo s jedne strane e ~; 0, a s druge e »1 Xemp(e) = 1, pa bi
po tranzitivnosti bilo O ~; 1, kontradikcija. (Izraz {0}(0) nema vrijednost po propoziciji 3.54(2),
a {13(0) =Z(0) = 0, pa {0}(0) # {13(0), dakle {0}'# {1}'.) No e ¢ Emp je takoder kontradik-
cija, jer bi to znacilo e 1 Xemp(€) =0, dakle e € [0]., = Emp. ZakljuCujemo da Xgmp Nema
fiksnu tocku, iako je (kao i svaka karakteristi¢na funkcija) totalna.

Primijetite slicnost upravo provedenog razmisljanja s Russellovim paradoksom. Iz toga
¢e slijediti, jednom kad dokaZemo teorem o fiksnoj tocki, da skup Emp nije rekurzivan. No
zapravo ¢e to biti samo jedna posljedica Riceova teorema, koji ¢emo dokazati kasnije.

Lema 6.23 (Teorem o fiksnoj tocki): Neka je k € N, te F' rekurzivna funkcija.
Tada postoji e € Prog takav da je e » F(e).

Dokaz. ZapiSimo trazeni uvjet pomocu univerzalne funkcije:
compy (X, e) ~ compy(%,F(e)), za sve X € N*. (6.51)

To je opéa rekurzija. Na desnoj strani je G**! zadana s G(X,e) :~ compk(fc,F(e)), dakle
dobivena kompozicijom iz parcijalno rekurzivne compy, rekurzivne F i inicijalnih koordinatnih
projekcija, pa je parcijalno rekurzivna. Po teoremu 6.12, postoji e € Prog koji zadovoljava tu
funkcijsku jednadzbu. Jer je F rekurzivna, dakle totalna, postoji i f:= F(e) € N (f naravno ne
mora biti iz Prog). Sada se (6.51) moze zapisati kao {e}(X) ~ {f}(X) za sve X € N¥, odnosno
{e}* = {f}*, dakle e ~, f = F(e), $to smo i trebali. O

6.4. Invarijantnost

Vidjeli smo u prethodnoj tocki da iz teorema o fiksnoj tocki zapravo mozemo zakljuciti da
klasa ekvivalencije Emp = [0]., nije rekurzivna: njena karakteristi¢na funkcija ne moze imati
fiksnu tocku, jer to vodi na paradoks vrlo slican Russellovu. Medutim, taj rezultat je ,kap u
moru” opcéenitog rezultata koji kaze da nijedna klasa ekvivalencije nijedne relacije ~y nije
rekurzivna — StoviSe, nijedna unija takvih klasa ekvivalencije nije rekurzivna, osim trivijalnih
unija U@ = @ (unija nijedne klase) i U(N/,) = N (unija svih klasa).

O cemu se tu zapravo radi? Reci da je neki broj e element klase Emp, zapravo znaci reéi
da je e ~1 0, odnosno {e}' = {0}' = ®'. Drugim rije¢ima, Emp je upravo skup svih indeksa
prazne jednomjesne funkcije. Ako uzmemo neku drugu izra¢unljivu funkciju, dobit ¢emo neku
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drugu klasu (svih njenih indeksa), i obrnuto, neka druga klasa [e]., ¢e biti skup svih indeksa
funkcije {e}~.

Neka unija klasa S := Ueca[e]~, tada ¢e odgovarati nekom skupu izracunljivih k-mjesnih
funkcija F := {{e}k | e e A} € Compy, i to tako da ¢e praznom skupu S odgovarati prazni
skup F, a skupu S = N odgovarat ¢e F = Compy. Kako je to preslikavanje injekcija, ostalim
skupovima brojeva (& c S c N) odgovarat ¢e ostali skupovi funkcija (@ ¢ F c Compy). Vrijeme
je da to formaliziramo.

Definicija 6.24: Neka je k € N,. Za svaki F ¢ Compy definiramo skup indeksa kao
"Fli={eeN|{e}eF}. (6.52)

Oznaka ne spominje k jer se k moZe rekonstruirati iz nepraznog F,a '@’ = @' zasve k. <«

Primijetite sli¢nost s definicijom (4.58) — kao §to smo tamo kodirali rije¢i zapisom u bazi,
ovdje kodiramo funkcije njihovim indeksima. Ve¢ smo rekli da relacija index € N x N, x Comp,
zadana s index(e, k,F) <— {e}* = F, nema funkcijsko svojstvo po prvoj varijabli: ne mozemo
govoriti o jedinstvenom indeksu neke konkretne funkcije — ali zato moZemo govoriti o skupu
indeksa nekog skupa funkcija.

Lema 6.25: Za svaki k € N,, preslikavanje "' : P(Compy) - P(N) je injekcija.
Stovise, iz dokaza ¢e slijediti da ™" strogo raste: F c G povla&i "F ' c G .

Dokaz. Neka su F,G ¢ Compy razli¢iti. Tada postoji funkcija F takva da je (bez smanjenja
opcCenitosti) Fe G, ali F ¢ 7. Tada F € G ¢ Compy znaci da je F RAM-izracunljiva, pa postoji
RAM-program P koji je ratuna. Tada je po propoziciji 3.54(1) e := 'P! indeks funkcije F,
odnosno {e}* e G, pajeec G

No kad bi bilo i e € "F ", to bi znatilo {e}* € F, §to je nemoguée jer F ¢ F. Drugim rije¢ima,
ec ' G'N"F', odnosno "F'+'G". ]

Na neki nadin, do na neprebrojivost skupa P(Compy), €ini se da imamo ,kodiranje” skupova
izracunljivih funkcija. Onda bismo mogli reé¢i, po uzoru na toc¢ku 4.3, da F ima neko svojstvo
izratunljivosti ako karakteristi¢na funkcija -z ima to svojstvo. Cak mozemo reéi, neko
svojstvo g izracunljivih k-mjesnih funkcija je odlucivo ako je skup "{F € Compy | p(F)}"
rekurzivan. Ali zbog Riceova teorema, takva definicija bi bila sasvim beskorisna: jedin:
rekurzivni skupovi indeksa su @ i N, odnosno jedina odluciva svojstva izracunljivih funkcija
su trivijalna svojstva 11 T.

Kako je to moguce? Pa N ima hrpu rekurzivnih podskupova. Uzmimo za primjer jednoclani
skup {1}. On je rekurzivan po lemi 2.47, ali nije skup indeksa. Recimo, za k = 1, u
odgovarajuéem skupu F bila bi funkcija Z, ali skup svih njenih indeksa je daleko veéi od {1}
— 1z primjera 6.18 vidimo da je beskonacan. Cim smo stavili broj 1 unutra, morali smo staviti
i ¢itavu klasu {Z}' =[1],.

Dakle, skupovi indeksa nisu bilo kakvi podskupovi od N. Oni moraju biti tnvaryantn: na
neku relaciju »y: ako sadrze e, tada moraju sadrzavati i sve f takve da je e » f. Na neki nacin,
u takvom skupu se nalaze (kodirani) RAM-programi, ali skup je ,jneovisan o implementaciji”
konkretnog algoritma.
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Primjer 6.26: Recimo, mogli bismo zamisliti funkciju sort! : Seq — Seq koja sortira konacne
nizove zadane kodovima. Na primjer (unit test), sort((2,9,0,2)) =(0,2,2,9). Nije pretesko
pokazati da je sort parcijalno rekurzivna, ali pritom moramo odabrati koji algoritam za
sortiranje ¢emo koristiti. Selection sort bi izgledao ovako nekako:

tail(s) =~ ut((s[0]) *t =) min(s) == un(3i < Ih(s))(s[i] =n) (6.53)
92 s={)
up(s,x) = { up(tail(s),x), Seq’(s) As[0] < x (6.54)

(s[O]) * up(tail(s),x), Seq’(s) As[0] > x
(), s={()

oo 6.
sort(s) {I%(min(s),(#i<Ih(s))(S[i]=min(8)))*sort(up(3>mi”(s)))> Seq’(s) o)

(funkcije up i sort definirane su opéim rekurzijama), dok bi quicksort bio nesto poput
{ s={()

dn(s,x) =~ { dn(tail(s),x), Seq’(s) As[0] >x (6.56)
(s[0]) * dn(tail(s),x), Seq’(s) As[0] <x

{ s={)
sort(dn(tail(s), s[0])) * (s[0]) * sort(up(tail(s),s[0])), Seq’(s)

— 8to ¢e nakon kompiliranja (i kori$tenja teorema rekurzije na nekoliko mjesta) rezultirati jako
razli¢itim RAM-programima, odnosno indeksima funkcije sort. Ako sa ss oznacimo indeks za

sort(s) ~ { (6.57)

selection sort, a's s oznacimo indeks za quicksort, tada vrijedi ss ~7 gs, jer §to se specifikacije
tice, 1 jedan i drugi racunaju istu funkciju: sortiraju konacan niz.

Mozete se zabaviti piSuéi razne druge algoritme za sortiranje u jeziku parcijalno rekurzivnih
funkcija ... dobit ¢ete raznorazne implementacije, odnosno indekse, za jednu te istu matema-
ticku funkciju, i svi su oni u istoj klasi ekvivalencije "{sort}'. Ako bismo prije navedeni unit
test htjeli napisati u obliku jednadzbe po indeksu,

{e}((2,9,0,2)) = (0,2,2,9), (6.58)

tada je jasno daissi gs, isvidrugi indeksi iz "{sort}', moraju zadovoljavati tu jednadzbu.
Tako taj unit test ni izdaleka nije dovoljan za specifikaciju funkcije sort, svejedno ga mozemo
gledati kao neko svojstvo koje izraunljive funkcije mogu a i ne moraju imati: p(F) <=
F(810152280) = 272386 847 250. Vazno je naglasiti da to svojstvo ne ovisi o implementaciji
funkcije F, ve¢ samo ovisi o funkciji samoj. <

Definicija 6.27: Neka je k € N,. Za skup S € N kazemo da je k-tnvaryantan ako za sve e, f € N,
iz eeS1ewyfslijedi feS. <
Invarijantnost karakterizira skupove indeksa brojevno, bez pozivanja na skupove funkcija.

Lema 6.28: Neka je ke N, te ScN.
Tada je S k-invarijantan ako i samo ako je S = "F ' za neki F ¢ Compy.
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Dokaz. Za smjer (<), neka je f~, e S="F". Tada je po definiciji {f}" = {e}* ¢ F, pa je i
fe "F'=S. Za smjer (=), pretpostavimo da je S k-invarijantan, i trazimo F. OC¢iti kandidat
je F = {{e}* | e e S}. Dakle, trebamo dokazati da je "F ' =S.

Za inkluziju (2), po definiciji F iz e € S slijedi {e}" € F, dakle e € "F .

Za inkluziju (<), iz f € "F " slijedi da postoji F* ¢ F takva da je {f}* = F. No F ¢ F po
definiciji F znaéi da postoji e € S takav da je {e}* = F. Sada {e}" = F = {f}* znadi e ~, f, pa
jer je S k-invarijantan i e € S, zakljuCujemo f € S, $to smo trebali. [

Jos je jedna stvar tu na prvi pogled ¢udna: zasto svojstvo (6.58) nije parcijalno rekurzivno?
Cini se da je njegova karakteristi¢na funkcija dobivena kompozicijom iz primitivno rekurzivne
funkcije x-, parcijalno rekurzivne funkcije comp; te konstanti C<12,9,o,2) 1 C<10,2,2,9>' Ipak, to
nije istina, jer prema marljivoj evaluaciji, ta kompozicija nikako ne moze biti totalna (jer
comp; nije totalna), dok bi karakteristi¢éna funkcija morala biti totalna. Isti problem smo veé

imali prije — pogledajte napomenu 3.40.

Teorem 6.29 (Riceov teorem): Neka je ke N,, i S ¢ N rekurzivan k-invarijantan skup.
Tada je S=@ ili S=N.

Ideja dokaza je vrlo sli¢na onom S§to smo napravili za Emp — samo, dok nam je tamo
Russellov paradoks bio ,serviran”, ovdje éemo morati namjestiti scenu za njega.

Dokaz. Pretpostavimo da je S rekurzivan, i da S nije ni @ ni N. S # @ znaci da postoji broj
s€S, aS+N znadi da postoji n e S¢ =N\ S. Tada je funkcija F', zadana s

n €S
F(x) =={ T (6.59)
s, 1nace

rekurzivna po teoremu 2.46 (rekurzivna verzija) — simboli¢ki, F = if{S: Cl,Cl}.

Jer je F rekurzivna, ima fiksnu to¢ku: postoji broj e € N takav da je e ~¢ F(e). No to je
nemoguce: ako je e € S, tada je po k-invarijantnosti i F(e) € S — §to je u kontradikciji s
¢injenicom da je F(e) =m za e € S. Ako pak e ¢ S, tada je F(e) = s € S, a zbog simetri¢nosti
relacije », imamo i F(e) ~¢ e. No to bi znacilo da S nije k-invarijantan, jer smo nasli s € S
takav da je s ~y e, ali e nije u S.

U oba slucaja dosli smo do kontradikcije, pa pod pretpostavkom da je S rekurzivan, jedino
je moguée da je S=@ili S=N. O

6.4.1. Sintaksna i semanticka svojstva RAM-programa

Riceov teorem smo izrekli u ,pozitivhom” obliku — no on se ¢eS¢e koristi ,negativno”.
Korolar 6.30: Neka je S c N neprazan i k-invarijantan za neki k € N,. Tada S nije rekurzivan.
Dokaz. Ovo je samo obrat po kontrapoziciji teorema 6.29. [
Korolar 6.31: Neka je ke N, te @ c F c Compy. Tada F nije odludiv.

Dokaz. Oznac¢imo S :="F'. Prema lemi 6.28, skup S je k-invarijantan. S druge strane, po
lemi 6.25 je S+ '@’ =@ 1S #+ "Compy = N (svaki prirodni broj je indeks neke k-mjesne
funkcije). Po korolaru 6.30 S nije rekurzivan, §to znaci da F nije odluciv. [
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Korolar 6.32: Neka je k € N, te neka je p bilo koje netrivijalno svojstvo k-mjesnih izra¢unljivih
funkcija. Tada nijedan algoritam ne moze to¢no odrediti, za proizvoljnu F € Compy, ima li F
svojstvo .

Dokaz. Budu¢i da je p netrivijalno svojstvo, postoji neka k-mjesna funkcija koja ima to
svojstvo, a postoji i neka druga k-mjesna funkcija koja ga nema. To znali da za skup F := {F €
Compy | p(F)} vrijedi @ ¢ F c Compy. Kad bi takav algoritam postojao, morao bi primati
funkciju u nekom obliku (to¢kovna definicija, simbolicka definicija, RAM-program, Turingov
stroj, ...) — a svaki od njih znamo, neformalnim algoritmom, pretvoriti u indeks. Stovise,
imamo i (neformalne) algoritme pretvorbe u suprotnom smjeru, §to znaéi da algoritam kojim
bismo htjeli odluditi p mora raditi za sve indekse trazenih funkcija. Po Church-Turingovoj
tezi, to znaci da bi taj algoritam racunao x--, $to je u kontradikciji s korolarom 6.31. [

Za zadani RAM-program moZzemo postaviti mnoga pitanja: ima li viSe od milijun instrukcija,
stane li s ulazom (2,5), je i mu registar R;5 relevantan, sadrzi li instrukciju tipa coTo,
racuna li totalnu funkciju, dekrementira li ikad u toku izra¢unavanja registar R, je li dobiven
kompiliranjem simboli¢ke definicije neke primitivno rekurzivne funkcije, zapiSe 1i Turingov
stroj dobiven njegovim transpiliranjem ikad prazninu na traku, moze li se dobiti spljostenjem
makro-programa koji sadrzi barem jedan funkcijski makro, napravi li paran broj koraka prije
zaustavljanja s ulazom 27, i tako dalje.

Mnoga od tih svojstava (ali ne nuzno sva) prirodno svrstavamo u dvije grupe: nazovimo ih
sintaksna 1 semanticka svojstva. Sintaksna svojstva su ona vezana uz konkretni ,programski
jezik” kojim je RAM-program pisan: govore o instrukcijama, registrima, ili o raznim sintaksnim
postupcima pretvorbe (npr. iz makro-programa, ili u Turingov stroj) te o sintaksnim svojstvima
tih drugih nositelja izracunavanja.

Semanticka svojstva su ona vezana uz RAM-izra¢unavanje: govore o zaustavljanju, totalnosti,
funkcijama koje se raCunaju, njihovim domenama, slikama, grafovima, i sli¢nom. Vazno okvirno
pravilo koje pruza dobru intuiciju je: sintaksna svojstva su uglavnom odluciva, semanticka svojstva
su uglavnom neodluciva.

Dobru empirijsku potvrdu prvog dijela pravila vidjeli smo u poglavlju 3, gdje smo hrpu
sintaksnih svojstava pokazali odluc¢ivima, i razvili alate koji nam omogucavaju za jo§ vecu
hrpu to pokazati bez muke. Recimo, R;5 je relevantan za RAM-program P ako i samo ako
vrijedi (Hi < Ih(e))(regn(e[i]) > 15), Sto je primitivno rekurzivno svojstvo od e = P_.

S druge strane, Riceov teorem pruza dobar uvid u drugi dio tog pravila. Medu semantickim
svojstvima izdvajaju se ona koja govore samo o racunanoj funkciji, bez ikakvog spominjanja
konkretne implementacije. Recimo, ,,P-izraéunavanje s (2,5) stane” se moze tako zapisati,
jer zapravo kaZe (2,5) € Dg, gdje je F funkcija koju P racuna. Riceov teorem kaZe da su sva
takva svojstva sigurno neodlu¢iva — osim dva trivijalna, naravno. Primjerice, svojstvo ,ovaj
RAM-program rjeSava halting problem” jest odlucivo: za svaki RAM-program vratimo false.
Takoder, ,,ovaj RAM-program racuna parcijalno rekurzivnu funkciju” jest odlucivo: uvijek
vratimo true.

S druge strane, parnost broja koraka ne mozemo tako napisati. Najlaksi na¢in da se to vidi
je invarijantnost: za svaki RAM-program koji napravi paran broj koraka prije zaustavljanja s
ulazom 27, postoji RAM-program koji ra¢una istu funkciju, ali napravi neparan broj koraka
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prije zaustavljanja s ulazom 27. Standardni trik dodavanja instrukcije INC R na kraj programa,
viden u primjeru 6.18, ,,upalit” ée i ovdje.

Svakako postoje i mnoga ,hibridna” svojstva, za utvrdivanje ¢ije odlucivosti je potrebna

detaljna analiza — ali Riceov teorem s jedne i Church-Turingova teza s druge strane pruzaju
dobar dio odgovora na takva pitanja.
Iako Riceov teorem govori samo o skupovima indeksa (dakle invarijantnim podskupovima

od N), svodenjem moZemo dokazati i razne druge neodludivosti odnosno nerekurzivnosti:

sjetite se korolara 5.15. Neko sasvim opéenito uputstvo za koristenje Riceova teorema moglo
bi se napisati u sljedecem obliku:

1.

2.

Utvrdimo da trebamo dokazati da neki skup S nije rekurzivan.

Pomoc¢u skupa S nademo skup F u kojem se nalaze izracunljive funkcije neke fiksne
mjesnosti k. Skup svih indeksa svih funkcija iz F ozna¢imo s T:="F .

Nademo neki element od T (najcesce tako da nademo neku jednostavnu funkciju iz F,
napiSemo RAM-program koji je ra¢una, i nademo njegov kod).

Analogno, nademo neki element od T¢. Skupa s korakom 3 sada imamo @ c T c N.
Dokazemo da je T k-invarijantan, gdje je k mjesnost koju smo fiksirali u koraku 2.
Formalno svedemo T < S, pi§uéi xt kao kompoziciju xs s nekim rekurzivnim funkcijama.

Zaklju¢imo da kad bi S bio rekurzivan, bio bi takav i T, $to je kontradikcija s Riceovim
teoremom.

Primjer 6.33: Za svaki k € N,, skup Halty nije rekurzivan. Naime, ako definiramo T(e) :«<—
Halty (0, e), skup T = {f € Compy | 0¢ Ds}' je k-invarijantan po lemi 6.28 te vrijedi 0 ¢ T i
1 eT. Dakle T nije rekurzivan, pa zbog T < Halty niti Halty nije rekurzivan. <
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7. Rekurzivna prebrojivost

Vidjeli smo veé¢ nekoliko puta da domena izracunljive funkcije ne mora biti izracunljiva,
¢ak smo i stekli neki uvid u razlog toga: radi izbjegavanja Russellova paradoksa moramo
dopustiti i parcijalne izracunljive funkcije, ali relacije (kao $to je domena funkcije) smatramo
izra¢unljivima preko njihovih karakteristi¢nih funkcija, koje moraju biti totalne. Zato su
rekurzivne relacije ,jace” u smislu izrazajnosti od parcijalno rekurzivnih funkcija — zapravo
su jednako jake kao i rekurzivne funkcije. Na algoritamskoj razini (relacije kao karakteristi¢ne
funkcije) to je istina po definiciji, a na skupovnoj razini (funkcije kao relacije s funkcijskim
svojstvom), to slijedi iz teorema 3.44 (teorem o grafu za totalne funkcije).

Poku$ajmo ustanoviti §to bi bio relacijski pandan parcijalnim funkcijama. Traziti,parcijalnu
karakteristicnu funkciju” kao funkciju iz N u bool je vjerojatno preslabo: korisnost parcijalno
rekurzivnih funkcija je u tome §to iako nisu definirane svuda, tamo gdje jesu definirane mogu
poprimiti proizvoljne vrijednosti. Kad bismo ¢ak i u slu¢aju da je funkcija definirana mogli
dobiti samo jedan bit informacije, imali bismo tri moguca ishoda (true, false i ,ne znam”)
koji bi odgovarali Cetirima moguéim situacijama (u slu¢aju izostanka izlaza, ulaz i dalje moze
biti ili ne biti u skupu). Odnosno, parcijalna karakteristi¢na funkcija zadanog skupa nije
jednoznaéno odredena njime.

Mozemo 1i postiéi jednoznacnost, a da i dalje dozvolimo parcijalnost? Odgovor se namece
sam po sebi: specificiramo da ulaz jest/nije u skupu upravo ako algoritam stane/ne stane s
tim ulazom. Sam izlaz nam onda uopce nije bitan — bitno je da smo na taj nacin specificirali
poluodlucive probleme: ako je odgovor na pitanje potvrdan, algoritam ¢e nam ga dati (éim
stane), ali ako je odgovor negativan, neCemo to nikada saznati izvrSavajuci algoritam, upravo jer
nece nikada stati. Tu ideju formaliziramo koristeéi ¢injenicu da smo uvijek stajanje algoritma
koji ra¢una funkciju reprezentirali kroz domenu te funkcije — pogledajte definicije 1.11 1 4.5
te dijagram (5.3).

Definicija 7.1: Neka je k € N,. Za brojevnu relaciju R* ka%emo da je rekurzivno prebrojiva ako
postoji F € Compy takva da je R = De. <

Za pocetak pokazimo da intuicija ,poluodlucivosti” doista smjesta rekurzivno prebrojive
relacije ,jzmedu” odluéivih (rekurzivnih) i opéenitih relacija, odnosno poklapa se s intuicijom
ytezine problema” koju smo hvatali relacijom <. Od velike vaZnosti bit ¢e formula (2.4) i
rezultati 2.6-2.8.

Propozicija 7.2: Svaka rekurzivna relacija je rekurzivno prebrojiva.
Ako imamo rekurzivnu karakteristi¢nu funkciju, trebamo ,zaboraviti” vrijednosti 0 (ukloniti
tu prasliku iz domene) i ostaviti samo vrijednosti 1 — drugim rije¢ima, restringirati xg na R.

Dokaz. Neka je k € N te R¥ rekurzivna relacija. Tada je prema korolaru 3.62 restrikcija xgr|r

parcijalno rekurzivna, s domenom D, |, = Dy, "R=N¥nR=R. [
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Lema 7.3: Neka su k,le N, te R* i P! relacije takve da je R<P.
Ako je P rekurzivno prebrojiva, tada je i R takva.

Dokaz. Po definiciji 7.1 je P = Dy za neku parcijalno rekurzivnu funkciju H!, a po definiciji 5.12
postoje rekurzivne funkcije G, ..., Gf takve da je xg = xp © (G1,...,G). Ozna¢imo F :=
Ho (Gy,...,G) — to je parcijalno rekurzivna funkcija kao kompozicija takvih. No kako su
sve G; rekurzivne, i zato totalne, formula (2.4) daje

XeDr = X e[ Vi Do A(G1(R)y--,Gi(X)) €D =P = % e[, NAxp(G1(X), ..., Gi(X)) = T
<X eN*A(xpo(Gry...,G))(X) =1 xr(X)=1<%eR, (7.1)

dakle po aksiomu ekstenzionalnosti, R = Dr je domena parcijalno rekurzivne funkcije, odnosno
rekurzivno prebrojiva relacija. [

Napomena 7.4: Obrat propozicije 7.2 ne vrijedi: kanonski kontraprimjer je Kleenejev skup
kao domena (parcijalno rekurzivne, korolar 5.9) Russellove funkcije, koji nije rekurzivan po
teoremu 5.11. <

Dakle, skup rekurzivnih relacija je pravi podskup skupa rekurzivno prebrojivih relacija,
koji je pak pravi podskup skupa svih relacija — §to se moze vidjeti kardinalnim argumentom,
kao u korolaru 1.17. Svakoj parcijalno rekurzivnoj funkciji odgovara jedinstvena domena, a
svakom prirodnom broju e odgovara jedinstvena parcijalno rekurzivna k-mjesna funkcija {e}*,
dakle rekurzivno prebrojivih relacija ima prebrojivo mnogo; dok svih brojevnih relacija ima
card (UkeNjJ(Nk)) =Rp - 2% = ¢ > Ry.

Poopéimo sada napomenu 3.59 odnosno korolar 3.62 na rekurzivno prebrojive relacije.

Lema 7.5 (Lema o restrikciji): Neka je k € N,, G* parcijalno rekurzivna funkcija te R* rekurzivno
prebrojiva relacija. Tada je restrikcija G|gr takoder parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Po definiciji 7.1 postoji parcijalno rekurzivna funkcija F* takva da je Df = R. Tvrdimo
da je G|z =130 (F,G). Doista, domene su im jednake RnDg po lemi 2.6, a na toj zajednickoj
domeni vrijednosti su im jednake vrijednostima funkcije G. [

Funkcija I3 u dokazu igra istu ulogu kao operator ¢,’ u jeziku C: izrauna oba operanda i
vraa drugi ako oba imaju vrijednost.

Propozicija 7.6: Neka je k € N, te Pk i Rk rekurzivno prebrojive relacije.
Tada je P nR takoder rekurzivno prebrojiva relacija.

Dokaz. Po definiciji 7.1 postoji parcijalno rekurzivna funkcija F takva da je D = P. Po
lemi 7.5 je F|g takoder parcijalno rekurzivna, s domenom D nR=PnR. [

Tehnicki, zahtjev da su relacije iste mjesnosti zapravo nije bitan: ako nisu, presjek je prazan
(jer su N¥ i N disjunktni za k # 1), pa je sigurno rekurzivno prebrojiv kao domena prazne
funkcije. Isto vrijedi za lemu o restrikciji (G*|g1 = ® za k # 1). Ipak, nastavit éemo promatrati
prazne relacije i funkcije odvojeno po razli¢itim mjesnostima, kao $to smo i dosada cinili.

Dokazali smo zatvorenost skupa svih rekurzivno prebrojivih relacija (iste mjesnosti) na
presjeke (dviju relacija, ali lako bi se indukcijom dokazalo i za proizvoljno konaéno mnogo
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relacija). Sto je sa zatvoreno$¢u na unije? Tu marljiva evaluacija nije pogodna. Ipak, pokazat
¢emo da rekurzivno prebrojive relacije moZemo gledati i na malo drugaciji ,dualni” nacin, u
kojem ¢e unije biti vrlo prirodne.

Naime, u jo§ smo jednom kontekstu susreli poluodlucivost: projekcija izra¢unljive relacije
3.R ne mora biti izra¢unljiva, ali ako je x € 3R, tada to moZemo ustanoviti ispitivanjem, za sve
y € N redom, vrijedi li R(X,y). Te dvije formalizacije poluodlucivosti (zapravo tr: formalizacije,
jer izracunljivost projicirane relacije mozemo formalizirati kao primitivnu rekurzivnost ili kao
rekurzivnost) su ekvivalentne.

Teorem 7.7: Neka je R brojevna relacija. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) R je rekurzivno prebrojiva;
(2) R je projekcija neke rekurzivne relacije;

(3) R je projekcija neke primitivno rekurzivne relacije.

Dokaz. Da (3) povlaci (2) je trivijalno, jer je svaka primitivno rekurzivna relacija rekurzivna
(primijenimo korolar 2.35 na njenu karakteristi¢nu funkciju).

Za (2) = (1), R=3,P =D,p je domena funkcije uP (2.34), koja je parcijalno rekurzivna
jer je dobivena minimizacijom rekurzivne relacije.

Najzanimljiviji je dokaz da (1) povlaci (3). Po definiciji rekurzivne prebrojivosti, postoji
parcijalno rekurzivna funkcija F takva da je R = Dg. Po korolaru 3.56, F ima indeks; odaberimo
jedan njen indeks i oznacimo ga s e (sjetite se napomene 3.57). Oznacimo s k mjesnost od R
odnosno F. Tada R(X) moZemo zapisati kao X € Df = D_,,x, odnosno (e mora biti kod nekog
RAM-programa (ije izraunavanje s X stane u nekom broju n koraka) 3n Final((x), e,n). Dakle,
dobili smo projekciju, sad samo treba ovo pod kvantifikatorom zapisati u odgovarajuéem
obliku: relacija zadana s

P(X,n) :<= Final((X),e,n) (7.2)
je primitivno rekurzivna jer joj je karakteristicna funkcija dobivena kompozicijom primitivno
rekurzivnih funkcija Xrina, CodeX, Ck+1 i koordinatnih projekcija (zapravo P < Final, uz dodatni
uvjet kao u napomeni 7.13). [

Pomoc¢u projekcijske karakterizacije mozemo dokazati zatvorenost na konacne unije, jer se
projekcija i unija (disjunkcija) obje mogu zapisati pomoc¢u egzistencijalne kvantifikacije, a dva
egzistencijalna kvantifikatora komutiraju.

Propozicija 7.8: Neka su k,l € N, te R¥, R5, ..., RF rekurzivno prebrojive relacije, sve iste
mjesnosti. Tada je njihova unija U!_;R; takoder rekurzivno prebrojiva relacija.

Dokaz. Po teoremu 7.7, za svaki i € [1--1] postoji rekurzivna relacija P! takva da je R; = 3.P;.
Sada je

XU Ri= Ui 3.Pi= Fie[1-1])(x € 3,Py) <= (3ie [1-1])(3y e N)Pi (X, y) <
(By eN)(Fi e [1-1)((%,y) € Pi) = (By e N)((%,y) € U Pe) =% e 3. (Ui, P1), (7:3)

te je P := UL] P; rekurzivna po propoziciji 2.44 — a onda je U}ﬂ R; = 3,P rekurzivno prebrojiva
po teoremu 7.7. [

167



Projekcijska karakterizacija kaZze da je ulaz X u domeni funkcije koju (RAM-)algoritam
rac¢una ako i samo ako postoji n takav da nakon n koraka taj algoritam dode u zavr$nu
konfiguraciju. U tom smislu, upravo dokazana propozicija daje implementaciju paralelnog
racunanja u |l dretvi. Recimo, za 1 =2,

In Final((x), [P}, n) v InFinal((X), [Q},n) <= In (Final((X), [P1,n) v Final((X), 1Q7, 1)) (7.4)

odgovara paralelnom pokretanju dva RAM-programa P i Q s istim ulaznim podacima X te
¢ekanju dok jedan od njih ne stane. Efektivno, prvo pitamo za n =0 vrijedi li desna strana
u (7.4), odnosno je li ikoje od ta dva izra¢unavanja ve¢ na pocetku u zavr$noj konfiguraciji.
Ako nije, pitamo istu stvar za n = 1: je li ikoje od tih izra¢unavanja nakon jednog koraka u
zavr$noj konfiguraciji. Ako nije, pustimo ih jo§ jedan korak (n =2) i tako dalje. Jedini naéin
da taj algoritam radi beskona¢no dugo s X, je da ni P-izraCunavanje s X ni Q-izrac¢unavanje s
X ne stanu. Pritom je klju¢no da se radi o RAM-programima, gdje svaki korak mora zavrsiti u
kona¢nom vremenu.

7.1. Kontrakcija

Jo§ jedan nacin gledanja na (7.4) je: poredali smo sve testove Final({(x), P:,0), Final({x), Q},0),
Final((x), P}, 1), Final({(x), Q, 1), Final({X), P.,2), ... u niz tako da svaki dode na red (svi
pocetni komadi su konaéni). Drugim rijeima, imamo izrac¢unljivu bijekciju izmedu N + N =
Nx{0,1} 2 NxbooliN. Sto bi se dogodilo da umjesto N x bool uzmemo N x N = N2? Umjesto
jedne ogranicene i jedne neograniéene kvantifikacije, kao $to smo imali u (7.3), sada bismo imali
dvije neograni¢ene — i komutiranje nam viSe nije dovoljno. MoZemo li te dvije neogranicene
kvantifikacije zamijeniti jednom?

Na prvi pogled, treba nam izrac¢unljiva bijekcija izmedu N2 i N, s izrac¢unljivim inverzom
(tzv. funkcija sparivanja), ali pokazat Ce se da je injekcija dovoljna. Drugim rije¢ima, samo
nam treba neko kodiranje N2. Napravili smo dva: Code? i bin?. Zaista je svejedno koje od njih
(ili neko trece) koristimo, pa moZemo to uobliliti kao sucelje (interface) za neki apstraktni
tip podataka (poput std::pair<unsigned,unsigned> u jeziku C++).

Lema 7.9: Postoje primitivno rekurzivne funkcije pair?, fst! i snd’,
takve da je fst o pair = 12 i snd o pair = I5.
Totkovno, za sve x,y € N vrijedi fst(pair(x,y)) = x A snd(pair(x,y)) = y.

Prva implementacija. pair := Code?, fst(p) := p[0], snd(p) := p[1]. Tada je pair primitivno
rekurzivna po propoziciji 3.4, a fst i snd po korolaru 6.2, kao specijalizacije primitivno rekurzivne
funkcije part: fst = $(0, part), snd = §(1, part). Takoder za sve x,y € N vrijedi

(fst o pair) (x,y) = fst(pair(x,y)) = part(Code?(x,y),0) = (x,y)[0] = x = 15(x,y),  (7.5)
i analogno snd o pair = |3, po propoziciji 3.14(2). O

Druga tmplementacija. pair := bin?, fst := argy, snd := arg,. Tada je prva funkcija primitivno
rekurzivna po propoziciji 4.58, a preostale dvije po propoziciji 4.66, iz koje slijedi i prikaz
koordinatnih projekcija kao kompozicija fst o pair i snd o pair. [
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Trec¢a implementacyja. pair(i,j) =i+ Y, t. Ovo je standardna enumeracija ,,po sporednim
dijagonalama”, primitivno rekurzivna po napomeni 2.52, lemi 2.53 i1 primjeru 2.13. Njenih je
prvih devet vrijednosti prikazano u tablici

pair [0 1T 2 3
00 1 3 6
112 4 7 (7.6)
215 8

Ova implementacija je navedena samo da se vidi primjer bijektivnog kodiranja — ali ponovimo,
za nase potrebe bijektivnost nije nuzna. Funkcije fst i snd ovdje moZemo implementirati grubom
silom, kao u (4.12), (5.37) i (5.38):

fst(p) = (ni<p)(3j <p)(p = pair(i, ), (7.7)
snd(p) := (1j <p)(3i<p)(p = pair(y, ), (7.8)
Sto je primitivno rekurzivno jer smo 1 1 j ogranicili s p, a Sto smo mogli jer je uvijek
pair(i>j)22tgi+jt2i+jZi"j' [

Ubuduce smatramo da smo fiksirali neku implementaciju, ali neemo od nje nista ,privatno”
koristiti osim sucelja opisanog u lemi 7.9. Za pocetak moZemo dokazati ostatak tvrdnji
potrebnih da bismo imali kodiranje.

Propozicija 7.10: Funkcija pair je injekcija, a slika joj je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Pretpostavimo da su a,b,c,d € N takvi da vrijedi pair(a,b) = pair(c,d). Tada je
a=1{(a,b) = fst(pair(a, b)) = fst(pair(c,d)) = I{(c,d) =c, (7.9)

i analogno b = d, pa je (a,b) = (c,d), odnosno pair je injekcija.

Za sliku koristimo tehniku iz dokaza korolara 3.16: p € I, < (3 (x,y) ¢ Nz)(p =
pair(x,y)), a jedini kandidati za x i y su redom fst(p) i snd(p). Dakle, vrijedi p € Zpa <
= pair(fst(p),snd(p)), $to je primitivno rekurzivno jer su pair, fst, snd i x- takve. O

Sad kada imamo specifikaciju sparivanja, pogledajmo detaljnije $§to smo napravili s relacijom
Final na kraju prethodne to¢ke. Dva njena zadnja argumenta (e i n) ,spojili” smo u jedan, po
kojem smo onda enumerirali testove zavrSetka. Tamo smo za e imali samo dvije moguénosti,
‘Pl 17Q], ali mozemo ih imati i viSe — pa ¢ak i sve prirodne brojeve na njihovu mjestu.

Definicija 7.11: Neka je k € N, te P+ relacija. Za k-mjesnu relaciju P, zadanu s

la(i,y) = P()Z, fst(y),snd(y)), (7.10)

kazemo da je dobivena kontrakcijom zadnja dva argumenta od P. <
Prvo, uo&imo da su P i P, jednako teske” kad ih promatramo kao probleme. Za relaciju

svedivosti < smo u propoziciji 5.13 vidjeli da je refleksivna i tranzitivna. Ipak, ona nije

parcijalni uredaj jer nije antisimetricna: relacija i njena kontrakcija ¢ine kontraprimjer.
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Lema 7.12: Za svaku relaciju P mjesnosti barem 2, vrijedi P <P < P.

Dokaz. Desna ,nejednakost” slijedi iz (7.10) i ¢injenice da su fst i snd (primitivno) rekurzivne.
Lijeva ce slijediti iz rekurzivnosti od pair, ¢im dokaZemo da za sve X,y, z vrijedi

P(%,y,z) — ls(i, pair(y,z)). (7.11)

A to pak vrijedi jer je po definiciji P,
15(72, pair(y,z)) — P()Z, fst(pair(y,z)),snd(pair(y,z))) — P(%,y,2), (7.12)
buduéi da je po lemi 7.9 fst(pair(y,z)) =y i analogno snd(pair(y,z)) = z. O]

Napomena 7.13: Stovise, jer su ,vezne funkcije” primitivno rekurzivne, vrijedi da je P primitivno
rekurzivna ako i samo ako je P primitivno rekurzivna. Ali to nam neée bitno trebati. <

Sada moZemo i formalno dokazati da je viSe projekcija jednako izrac¢unljivo kao i jedna —
jer dvije projekcije su kao jedna projekcija kontrahirane relacije. Intuitivno, primjerice za
tromjesne rekurzivne relacije, ispitujemo postoje li y i z takvi da vrijedi R(x,y,z), tako da
parove (y,z) poredamo prema funkciji pair (npr. po sporednim dijagonalama), kako bismo bili
sigurni da ¢e svaki do¢i na red.

Propozicija 7.14: Za svaku relaciju mjesnosti barem 3, vrijedi 3,3,P = 3,P.

Dokaz. Za (2), pretpostavimo X € 3,P. To zna¢i da postoji t € N takav da vrijedi P(%,t),
odnosno po (7.10), P(%, fst(t),snd(t)). No to zna¢i da je (X, fst(t)) € 3,P, pa onda i X € 3,3,P.

Za (<), iz X € 3,3,P slijedi da postoji y € N takav da je (X,y) € 3.P, §to pak znaci da postoji
i z¢e N takav da je (%,y,z) € P. Po (7.11) slijedi P(X,t) za t := pair(y,z), odnosno X € 3,P. [

Napomena 7.15: Ista tvrdnja bi se mogla dokazati za dva univerzalna kvantifikatora uzastopce.
Zaklju¢ujemo da nizanje kvantifikatora iste vrste ne oteZava bitno problem (u smislu postojanja
algoritma, ne u smislu performansi). Ipak, ispreplitanje kvantifikatora (V3V:--) opcenito
otezava probleme koje promatramo. Primjerice, {e}” je totalna ako i samo ako vrijedi
Vx1VYx2 3z T2(x1,X2,€,z) — i moze se pokazati da je to bitno teZe (u smislu svedivosti) od bilo
kakvog problema koji sadrzi samo egzistencijalne ili samo univerzalne kvantifikatore, nakon
kojih slijedi rekurzivna relacija. Ideja da problemi postaju sve tezi kako dodajemo sve vise
kvantifikatora, uvijek suprotne vrste od one koju smo upravo dodali, formalizirana je kroz
pojam aritmeticke hijerarhije. Definiciju i neke osnovne teoreme o aritmetickoj hijerarhiji
mozete nac¢i u [Vuklzrl5|, a mnogo detaljniju razradu u [Sho93]. q

Posljedica upravo dokazanog rezultata i projekcijske karakterizacije je da projekcija ne moze
otezati ve¢ poluodluciv problem.

Propozicija 7.16: Projekcija rekurzivno prebrojive relacije (ako je ova mjesnosti barem 2)
je ponovo rekurzivno prebrojiva.

Dokaz. Neka je k > 2 te R* rekurzivno prebrojiva relacija. Po teoremu 7.7, postoji rekurzivna
relacija P takva da je R = 3,P. No tada je projekcija 3,R = 3,3,P = 3,P po propoziciji 7.14,
$to je rekurzivno prebrojivo opet po teoremu 7.7. Naime, iz leme 7.12 imamo P < P, pa je P
takoder rekurzivna po propoziciji 5.14. [
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Korolar 7.17: Neka su k,1 € N, te R<*! rekurzivno prebrojiva relacija. Tada je relacija Q¥,
zadana s Q(X) <= (3y € NY)R(X, ), takoder rekurzivno prebrojiva.

Dokaz. Definiciju od Q mozemo zapisati kao Q = 3,3,--3,R = (3,)'R te tvrdnju moZemo
dokazati indukcijom po 1. Baza (1=1) je propozicija 7.16, a u koraku iz pretpostavke da je
(3.)™R rekurzivno prebrojiva dokazemo da je (3,)™*'R = 3,(3,)™R rekurzivno prebrojiva po
istoj toj propoziciji. [

7.2. Teorem o grafu za parcijalne funkcije

Teorem o grafu za totalne funkcije (teorem 3.44) opravdava skupovnoteorijsko gledanje funkcija
kao njihovih grafova i u kontekstu izracunljivosti — totalna funkcija je jednako izrac¢unljiva
kao i njen graf. Za parcijalne funkcije f stvar je kompliciranija, jer (3.73) kaze da moramo
uzeti u obzir i domenu D; — koja ne mora biti izracunljiva, ¢ak ni ako je f izra¢unljiva.

Sada kad smo napokon vidjeli da izracunljivost parcijalnih funkcija odgovara poluizracunlji-
vosti relacija, prirodno je pitati se vrijedi li i taj oblik teorema o grafu: parcijalna rekurzivnost
f kao rekurzivna prebrojivost G;. Smjer slijeva nadesno slijedi iz projekcijske karakterizacije
(teorem 7.7) i ve¢ ga sada moZzemo dokazati.

Teorem 7.18: Graf svake parcijalno rekurzivne funkcije je rekurzivno prebrojiv.

Ideja je sli¢na kao u dokazu teorema 7.7(3); jedina razlika izmedu domene i grafa je §to
kod grafa moramo voditi ra¢una i o funkcijskim vrijednostima. Zato nam viSe nije dovoljna
relacija 3.Final koja kaze ,postoji neki broj koraka do zavrsne konfiguracije”, ve¢ ,postoji neko
izra¢unavanje koje stane” (iz kojeg mozemo izvuéi funkcijsku vrijednost). Sre¢om, upravo to
nam daje Kleenejev teorem o normalnoj formi.

Dokaz. Neka je k € N, te F¥ parcijalno rekurzivna. Po korolaru 3.55 F ima indeks; fiksirajmo
jedan od njih i ozna¢imo ga s e (napomena 3.57). Tada po teoremu 3.50 imamo:

Gr(%,y) ==X e Dy A {e} () vy = Hz(Tk(i, e,z) AU(z) = y). (7.13)

Doista, ako je (X,y) € Gf, tada je Gr #+ @, odnosno F # ®, iz Cega slijedi Prog(e) (kontrapozicijom
propozicije 3.54(2)), pa postoji (jedinstveni) RAM-program P takav da je e = [P!. Po
propoziciji 3.54(1), P* raéuna {e}* = F.

Iz (X,y) € G zakljuCujemo X € Dg, pa P-izra¢unavanje s X stane po definiciji 1.11. Oznacimo
sa z kod tog izrac¢unavanja. Tada po propoziciji 3.46 vrijedi T (X,e,z), ay = U(z) jer je to
izlazni podatak tog izracunavanja.

U drugom smjeru, pretpostavimo da postoji z € N takav da vrijedi Ty (X,e,z) iy = U(z).
Opet po propoziciji 3.46 slijedi da postoji RAM-program P takav da je e = [P i z je upravo
kod P-izra¢unavanja s X. Kako taj kod postoji, zakljucujemo da izra¢unavanje stane, pa je
X € Dg (kao i prije, P* ra¢una F¥). Tada je y = U(z) izlazni podatak tog izratunavanja, pa je
po definiciji 1.11 y = F(X), odnosno (X,y) € Gf.

Sada zaklju¢ujemo ovako: za fiksni e, relacija zadana s

R(X,y,2) = Tk(X,e,z) AU(z) =y (7.14)
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je primitivno rekurzivna po propoziciji 2.41, kao konjunkcija dvije primitivno rekurzivne
relacije. Tada je po (7.13) Gf = 34R, rekurzivno prebrojiva po teoremu 7.7. [

Sljedeci veliki zalogaj je dokazati obrat teorema 7.18. Kod teorema za totalne funkcije
koristili smo minimizaciju: po lemi 3.43, funkcija je jednaka minimizaciji svog grafa. To vrijedi
za sve funkcije (¢ak i za neizrac¢unljive), ali ne¢e nam pomoc¢i ako je graf samo poluodluciv:
skup rekurzivno prebrojivih relacija nije zatvoren na minimizaciju ($to bi to uopce znacilo?),
a 1 intuitivno, minimizacija poluodlucive relacije ne mora biti izracunljiva.

Razmislimo malo detaljnije o tome. Zamislimo da imamo poluodluéivu relaciju R? i Zelimo
racunati vrijednosti funkcije f := pR. Za zadani x, recimo za x = 5, dakle, trazimo najmanji
y takav da vrijedi R(5,y) — no problem je u tome §to za zadani par (5,y) moZemo jedino
sa sigurno$¢u ustanoviti da jest u R, ne i da nije (ako nije, postupak nece nikada stati).
Ako takvog y nema, to da algoritam nece nikad stati je sasvim u redu, ali §to ako ga ima?
Pomocu paralelizacije mozemo pokrenuti sva testiranja R(5,0), R(5,1), R(5,2), ... dok neko
od njih ne stane — i ako to upravo bude R(5,0), onda imamo srece: znamo da je f(5) = 0.
No pretpostavimo da smo umjesto toga dobili R(5,7). Iz toga sigurno moZemo zakljuciti
5¢€3,R=D,g = Dy, dakle f(5) je neki broj. Stovise, to je broj koji sigurno nije veéi od 7, ali
koji? Imamo 8 moguénosti, i dok god testovi R(5,t),t < 7 ne stanu, ne znamo koja od njih je
prava vrijednost izraza f(5). Paradoksalno, ako to jest 7, tada nijedan od tih ,manjih testova”
nece stati, pa vise neCemo dobiti nikakvu novu informaciju. Ako u meduvremenu saznamo
da vrijedi i R(5,11), to neée nimalo utjecati na nas§ problem. Ali zamislimo da smo (nakon
jo§ mnogo vremena) dobili da vrijedi R(5,4). Imamo li se razloga radovati? Eliminirali smo
brojeve 5, 6 i 7 kao moguce vrijednosti za f(5), ali i dalje ne znamo koliko je to. Ukratko, na
ovaj nadin mozemo dobiti f(x) jedino ako je f(x) = 0 — $to se ne ¢ini pretjerano korisnim.

Ipak, funkcija g, koju dobijemo ako za svaki x uzmemo prvi y na koji naidemo paralelnim
izvrSavanjem svih testova R(x,y) (recimo, u upravo opisanom scenariju je g(5) = 7), jest
izraCunljiva, i vidimo da dominira funkciju f: kad god f(x) ima vrijednost, ima je i g(x), i
tada je g(x) > f(x).

DodusSe, nama nije zadana funkcija f, nego relacija R. MozZemo li g opisati pomoc¢u R?
Prvo svojstvo kaze D, 2 Dy = D = 3.R, a drugo kaze (za x € 3,R) f(x) = pnyR(x,y) < g(x),
Sto mozemo osigurati tako da trazimo R(x, g(x)). Redéi da to vrijedi za sve x zapravo znaci
zahtijevati inkluziju G, € R, a tada po lemi 3.43 slijedi (projekcija je monotona — dokazite!)
Dg = 3.Gg € 3R, §to s prvim svojstvom daje D, = 3.R. Formalizirajmo ta svojstva.

Definicija 7.19: Neka je k € N, te R**! relacija.
Za funkciju g* kazemo da je selektor za R ako vrijedi Dy = 3.R i G4 C R. <
Tockovno, uvjete na selektor mozemo zapisati kao

Hy(y ~ g(fc)) <— JyR(X,y) — R(?c, g(i)) (7.15)

Selektor je sasvim opcenit pojam koji u skupovnoteorijskom smislu odgovara tzbornoj
funkciji: Ako za svaki X € N definiramo ,prerez”’ (section) Ri(y) <= R(X,y), tada je
(Rg)ze3,r indeksirana familija nepraznih skupova (jednomjesnih relacija) i selektor za R je
upravo izborna funkcija za tu familiju (pogledajte [VukTS15, str. 92| za detalje).

172 7. Rekurzivna prebrojivost



U teoriji skupova postoji aksiom izbora, koji kaze da svaka takva familija ima izbornu
funkciju, odnosno svaka relacija ima selektor. Zapravo, ovdje aksiom izbora nije ni potreban,
jer je skup N dobro ureden, pa uvijek moZemo odabrati najmanji y za svaki X za koji takav y
postoji. Drugim rijecima, trivijalno je pR selektor za R. Doista, vrijedi D,z = 3.R po definiciji,
a za Gur(X,y) vrijedi y = uzR(X,z) = min Ry € Ry, dakle vrijedi R¢(y), odnosno R(X,y).

Nas, medutim, ne zanimaju proizvoljni selektori, ve¢ samo oni izracunljivi — a postupak
koji smo opisali (paralelno testiranje svih R(X,y), y € N) pokazuje da svaka poluodludiva
relacija ima izracunljiv selektor.

Lema 7.20 (Teorem o selektoru):
Svaka rekurzivno prebrojiva relacija (mjesnosti barem 2) ima parcijalno rekurzivni selektor.

Dokaz. Neka je k’ > 2 te R¥' rekurzivno prebrojiva. Ozna&imo k:=k’-1¢€N,.
Trebamo parcijalno rekurzivnu funkciju F* takvu da vrijedi Df = 3,R i Gr € R.

Prvo, projekcijskom karakterizacijom se do¢epamo zracunljive relacije, po cijenu jo§ jednog
egzistencijalnog kvantifikatora: po teoremu 7.7 postoji rekurzivna relacija P**2 takva da je
R =3.P.

Sad za domenu traZzene funkcije znamo da mora biti D¢ = 3,R = 3,3,P, §to je po propozi-
ciji 7.14 jednako 3.P =D,s. Bi li moglo biti F = uP? Ne, jer ,tipovi” ne pasu: pP ¢e nam dati
zadnji argument od P, dakle ,par” brojeva y i z, gdje y predstavlja broj koji trazimo, a z je
samo broj koraka nakon kojeg smo saznali da vrijedi R(X,y).

Dakle, tvrdimo da F := fst o uP zadovoljava sve uvjete. Parcijalno je rekurzivna jer je
dobivena kompozicijom primitivno rekurzivne funkcije i funkcije dobivene minimizacijom
rekurzivne (lema 7.12 i propozicija 5.14) relacije.

Stovise, kako je fst primitivno rekurzivna, i stoga totalna, po korolaru 2.7 vrijedi

Dr = Dyopp = Dpp = 1P = 3.3.P = 3R, (7.16)

Sto je upravo prvi uvjet za selektor. Jo§ samo treba pokazati drugi uvjet, pa neka je (X,y) € G.
To po definiciji znadi X e Dp = 3,P iy = fst(utﬁ(i,t)). Tada X € 3,P znaéi da postoji t € N
takav da vrijedi P(%,t), pa ako najmanji takav ozna¢imo s v, vrijedi P(X,v) i y = fst(v). No
ovo prvo po definiciji znaéi da vrijedi P(Yc, fst(v),snd(v)), §to je zbog drugog ekvivalentno s
P()Z,y,snd(v)). To pak znaci da postoji z € N (konkretno, z :=snd(v)) takav da je (X,y,z) € P,
odnosno (X,y) € 3.P =R. O

Primijetimo sli¢nost upravo napisanog dokaza s dokazom Kleenejeva teorema o normalnoj
formi: ako definiramo primitivno rekurzivnu relaciju M4 s

M(x, e, y,n) <= Final(x, e,n) A result(Reg(x,e,n)) =y, (7.17)

specifikacije ,,e = [P}, x = (X) te P-izraunavanje s X stane u najvise n koraka s rezultatom y”,
tada je univ = fst o pM (i step=sndo 1M za uobikajene implementacije sparivanja), §to je istog
oblika kao nadeni selektor, a i kao Kleenejev teorem univ = Uo uT. Jo§ preciznije, vrijedi
Guniv = 3:M. (Dokazite to!)

Dakle, za svaku rekurzivno prebrojivu relaciju moZemo iz svakog nepraznog prereza Rjx

izracunljivo odabrati po jedan element y: ne nuZno najmanji, ve¢ onaj ¢iju je pripadnost
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prerezu ,najlakse” utvrditi — recimo, u prvoj implementaciji sparivanja, onaj s najmanjim
kodom (y,n), gdje je n broj koraka potrebnih da se utvrdi R(X,y). No to¢no koji element
selektor bira zapravo nije toliko bitno, jer ¢e nas zanimati primjena leme 7.20 samo na vrlo
specijalne relacije.

Mi zelimo dokazati obrat teorema 7.18, dakle rekurzivno prebrojiva relacija s kojom radimo
nije bilo kakva; ona je graf funkcije pa ima funkcijsko svojstvo. To znaci da svaki prerez ima
najviSe jedan element — pa ,najmanji”’, ,bilo koji” i ,,jedini” element prereza znace jedno te
isto, nedefinirano samo za prazan prerez.

Lema 7.21: Za svaku brojevnu funkciju F, jedini selektor grafa Gr je upravo F.

Dokaz. F jest selektor za Gr: uvjet D = 3,Gr imamo iz leme 3.43, a trivijalno je Gf € GF.

Za jedinstvenost, neka je G proizvoljni selektor za Gr. Tada po prvom uvjetu za selektor
vrijedi D¢ = 3.GF = Dy, dakle F i G imaju istu domenu. Za svaki X iz te domene, po drugom
uvjetu vrijedi (72, G()Z)) € Gg € Gr, pa po definiciji grafa vrijedi F(X) = G(X).

Drugim rijeima, G i F se podudaraju na zajednic¢koj domeni, pa su jednake. [

Teorem 7.22 (Teorem o grafu za parcijalne funkcije): Neka je F brojevna funkcija.
Tada je F parcijalno rekurzivna ako i samo ako je Gr rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Smjer (=) smo ve¢ dokazali, pomocu projekcijske karakterizacije i Kleenejeva teorema
o normalnoj formi (teorem 7.18).

Za smjer (<), neka je G rekurzivno prebrojiv. Prema lemi 7.20, postoji parcijalno rekurzivni
selektor G za Gr. No kako je prema lemi 7.21 jedini selektor za G upravo F, zakljucujemo
F = G, dakle F je parcijalno rekurzivna. [

7.2.1. Primjene teorema o grafu

Jedna posljedica teorema o grafu je poopcenje propozicije 2.49 na parcijalne funkcije. Tamo
smo vidjeli da mozemo uzeti izracunljivu totalnu funkciju i promijeniti joj kona¢no mnogo
vrijednosti, ne kvareci njenu izracunljivost. Klju¢no je bilo da funkcija pritom ostane totalna.

Sto ako bismo smjeli uklanjati tocke iz domene po volji? Dodavanje toéaka je neizvedivo za
totalne funkcije, ali ako je polazna funkcija parcijalna, mozemo i to. Hoemo li time pokvariti
izracunljivost? Pokazuje se da ne¢emo, ako napravimo kona¢no mnogo takvih promjena.

Za pripremu dokazimo nekoliko lema koje govore o skupovnim operacijama koje ¢uvaju
rekurzivnu prebrojivost. Za unije i presjeke smo to ve¢ vidjeli (propozicije 7.8 i 7.6), sada
se pozabavimo razlikama. Napomenimo samo da opéenito skupovna razlika dvije rekurzivno
prebrojive relacije nije rekurzivno prebrojiva, jer komplement kao posebni slucaj razlike
((R*)c = N* \ R) ne &uva rekurzivnu prebrojivost. Detaljnije ¢emo vidjeti §to se tu zbiva kad
dokazemo Postov teorem.

Lema 7.23: Neka je k € N,, P* rekurzivno prebrojiva relacija te R rekurzivna relacija.
Tada je P \ R takoder rekurzivno prebrojiva.

Dokaz. 1z teorije skupova znamo da je P~ R=PnRC¢ (uz N¥ kao univerzalni skup). Sada je
po propoziciji 2.39, R¢ rekurzivna, pa je po propoziciji 7.2 rekurzivno prebrojiva — a onda
tvrdnja slijedi po propoziciji 7.6. [
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Za simetricnu razliku, viSe nije dovoljno zahtijevati da R bude rekurzivna, pa ¢ak ni
primitivno rekurzivna — isti kontraprimjer, zapisan u obliku (P¥)c = P A N¥, funkcionira. Ali
ako je R konacna, dokaz prolazi.

Lema 7.24: Neka je k € N,, P* rekurzivno prebrojiva relacija te R* kona¢na relacija.
Tada je P A R takoder rekurzivno prebrojiva.

Dokaz. Po definiciji je PAR:= (PNR)U(R\P). R je rekurzivna po korolarima 2.48 i 2.35, dakle
prva razlika je rekurzivno prebrojiva po lemi 7.23. Iz teorije skupova znamo da je podskup
konac¢nog skupa konacan, pa je druga razlika R\ P € R kona¢na — primitivno rekurzivna po
korolaru 2.48, rekurzivna po korolaru 2.35, i rekurzivno prebrojiva po propoziciji 7.2. Sada
tvrdnja slijedi iz propozicije 7.8 (1 = 2). ]

Propozicija 7.25: Neka je k € N,, F* parcijalno rekurzivna te G* takva da je skup Gr A Gg
konacan. Tada je i G parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Po teoremu o grafu, G je rekurzivno prebrojiv skup (mjesnosti k + 1). Ako ozna¢imo
zadani konaéni ,diff” grafova s EX*! := G A Gg, iz teorije skupova znamo — (P(Nk”), A)
je grupa u kojoj je svaki element sam sebi inverz — da iz toga slijedi Gg = G A E, Sto je
rekurzivno prebrojiv skup po lemi 7.24. Opet po teoremu o grafu, iz toga slijedi da je G
parcijalno rekurzivna funkcija. [

Napisani dokaz primjer je tehnike kojom moZemo dokazati da razne operacije na funkcijama
¢uvaju parcijalnu rekurzivnost: prebacimo se na grafove, dokazemo da odgovarajuéa operacija
na grafovima ¢uva rekurzivnu prebrojivost, i vratimo se na funkcije. Evo jo§ jednog primjera.

Dokaz teorema o grafu, i jo§ prije toga projekcijska karakterizacija, daju nam intuiciju
poluodlucivosti kao dekanja: ¢ekamo da se nesto dogodi (konkretno, da izra¢unavanje stane),
1 ako se dogodi, znamo da se dogodilo, ali ako se ne dogodi, ne znamo hoce 1i se nikad ne
dogoditi ili samo nismo dovoljno dugo cekali.

U tom kontekstu, paralelizacija kaZe da moZemo Cekati na vise (Cak beskona¢no mnogo)
stvari odjednom, dok se barem jedna od njih ne dogodi. Ako ih se dogodi i viSe, to takoder
ne smeta dok nas zanima samo odgovor da/ne (kao u propoziciji 7.8 ili 7.16), ali ako imamo
funkcije s kompliciranijim vrijednostima, to moze biti problem.

Da bismo sacuvali determinizam, moramo ,izvana” osigurati da se ne moze dogoditi vise
stvari, odnosno imati nekoliko u parovima disjunktnih poluodlucivih relacija. Ako na svakoj
od njih definiramo neku izracunljivu funkciju, mozemo Cekati dok se ne dogodi neki od zadanih
dogadaja, i onda izracunati odgovarajuéu funkciju.

Time smo opisali ve¢ poznatu konstrukciju grananja, ali ovaj put s poluodiucivim uvjetima.
Drugim rijeCima, da bi funkcija dobivena grananjem bila izra¢unljiva, ne moramo nuzno moci
za svaki uvjet ustanoviti u kona¢no mnogo koraka vrijedi li ili ne (odlucivost koju smo dosad
uvijek pretpostavljali, u teoremima 2.46 i 3.60) — mozemo dekat: dok se neki uvjet ne ispuni
i tada izraCunati odgovarajuéu granu. Pri tome treba paziti da po definiciji poluodlucivosti
ne mozemo imati granu ,,inace” — koliko god dugo c¢ekali, ne mozemo biti sigurni da se nijedan
navedeni uvjet nikada nece ispuniti.

Na operacijskom sustavu UNIX (i mnogim srodnim sustavima) postoji sistemski poziv
select koji, do na implementacijske detalje, radi upravo to: prima listu uvjeta oblika ,postoji
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li vrsta aktivnosti x (Citanje, pisanje, greska, ...) na deskriptoru y”, i vraca se ¢im neki
od tih uvjeta bude ispunjen. Iz prakti¢nih razloga, taj poziv ima i granu ,inace”, u obliku
isteka vremena (timeout) odredenog pri pozivu. Kako nemamo sistemski sat (iako ga mozemo
emulirati brojenjem koraka izra¢unavanja — pokusajte!), nama ¢e taj dio biti beskonac¢na
petlja, $to je u skladu s konvencijom da ako u grananju ne navedemo granu Gy, podrazumijeva
se prazna funkcija.

Teorem 7.26 (Teorem o grananju, rekurzivno prebrojiva verzija): Neka su k,1 ¢ N,, neka su Gk,
Gk, ..., Gf parcijalno rekurzivne funkcije, a R¥, R, ..., RF u parovima disjunktne rekurzivno
prebrojive relacije, sve iste mjesnosti.

Tada je i funkcija F := if{R1 :G1,R2 : Gy Ry Gl} takoder parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Za pocetak osigurajmo da nijedna grana nije definirana izvan svog uvjeta. Dakle, za
svaki i€ [1--1] definiramo H; := Gi|g,. Svaka H; je parcijalno rekurzivna po lemi 7.5, i vrijedi
F= if{DH] :H1,Dh,: Hayo oty Diyp: Hl}. Doista, domene su im iste: (J!_, Dy, = W, (Dg,nRy);iza
svaki X iz te domene postoji jedinstveni j € [1--1] takav da je X € Dy, pa je F(X) = Gj(X) = H;(X).

Sljedeci korak je dokazati
Ge = Us_; Gn,.- (7.18)

Za inkluziju (<), neka je (X,y) € Gr. To znaci da je X € D¢ i y = F(X). Prvo znaci da postoji
(jedinstveni) j € [1--1] takav da vrijedi X € Dy, pa ovo drugo onda znaci y = H;(X). No tada je
(%) € G, € UL, G,

Za inkluziju (2), neka je (X,y) € Ui; Gu,. Tada postoji j € [1--1] takav da je (X,y) € Gy;.
To znaci da je X € Dy, = DGJ.|R]_: Dg, N R; € Ry, pa je F(X) = Gj(X). No x € D¢, znaci da postoji
y’ € N takav da je Gj(X) =y’, pa jei F(X) =y’. S druge strane (X,y) € Gn; € g, znaci da su
(X%,y) i (X,y’) oba u Gg,, iz Cega je y =y’ jer Gg, ima funkcijsko svojstvo. Slijedi F(X) =y,
odnosno (X,y) € G.

Sada primijenimo opisanu tehniku: po teoremu 7.18, svaki Gy, je rekurzivno prebrojiv.
Po propoziciji 7.8, G je rekurzivno prebrojiv. I za kraj, onda je F parcijalno rekurzivna po
teoremu 7.22. O

7.3. Postov teorem

Korolar 3.61 posebni je slu¢aj teorema 7.26 (a ne samo teorema 3.60), zbog propozicije 7.2.
No teorem 3.60 nije posebni slucaj teorema 7.26, jer ima ,podrazumijevanu” granu Go, za
koju smo objasnili — barem intuitivno — zaSto je ne moZemo imati u rekurzivno prebrojivoj
verziji.

PokuSajmo malo formalizirati to objasnjenje. U teoremima 3.60 i 2.46, ,inace” se realizira
kroz relaciju Ry, koja je komplement unije svih ostalih R;. Ako su sve R; rekurzivno prebrojive,
njihova unija je rekurzivno prebrojiva po propoziciji 7.8, pa zaklju¢ujemo da je jedini moguci
problem u operaciji komplementa. Doista, pokazuje se da skup rekurzivno prebrojivih relacija
nije zatvoren na komplement. Medu rekurzivno prebrojivim relacijama svakako ima onih ¢iji
su komplementi takoder rekurzivno prebrojivi — recimo, rekurzivne su takve; ali zapravo su
to jedine takve relacije.
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Intuicija je jasna: znamo da mozemo Cekati na vise stvari istovremeno. Ako ¢ekamo na dvije
medusobno suprotne stvari, znamo da ¢e se sigurno to¢no jedna dogoditi.

Teorem 7.27 (Postov teorem): Neka je R brojevna relacija.
Tada je R rekurzivna ako i samo ako su R i R¢ obje rekurzivno prebrojive.

Dokaz. Za smjer (=), neka je R rekurzivna. Po propoziciji 2.39 je R¢ takoder rekurzivna.
Sada su po propoziciji 7.2 obje rekurzivne relacije, R i R®, rekurzivno prebrojive.
Xr(X) =~ (‘): XeR., dakle (k oznacava mjesnost od R) xg§ = if{R : Ck,Rc : C¥} je parcijalno
rekurzivna po teoremu 7.26 i1 propoziciji 2.21 — ocito su R 1 R¢ disjunktne.

No karakteristi¢na funkcija xr je uvijek totalna, pa iz njene parcijalne rekurzivnosti zapravo
slijedi da je rekurzivna, odnosno R je rekurzivna relacija. [

Postov teorem opravdava naziv ,,poluodlucivost” za intuiciju rekurzivne prebrojivosti: figu-
rativno, ako je problem ,napola odlu¢iv”’ s jedne strane, i ,napola” sa suprotne strane, onda je
zapravo sasvim odluciv.

Pomoc¢u Postova teorema mozemo dokazati da razni skupovi nisu rekurzivno prebrojivi.
Zapravo, kad god imamo skup koji nije rekurzivan — a imamo ih hrpu po Riceovu teoremu, na
primjer — znamo da on ili njegov komplement (ili nijedan od njih) nije rekurzivno prebrojiv.
Ipak, za samu egzistenciju skupova koji nisu rekurzivno prebrojivi ne treba nam Postov teorem;
to mozemo i kardinalnim argumentom. Postov teorem cesto koristimo kad znamo da jedan od
ta dva skupa jest rekurzivno prebrojiv, pa onda zakljucujemo da drugi nije.

Korolar 7.28: Neka je R rekurzivno prebrojiva relacija koja nije rekurzivna.
Tada RC nije rekurzivno prebrojiva.

Dokaz. Ovo je samo obrat po kontrapoziciji Postova teorema. [

Primjer 7.29: Po korolaru 7.28 i napomeni 7.4, K¢ nije rekurzivno prebrojiva.

(Mozete li nadi relaciju takvu da ni ona ni njen komplement nisu rekurzivno prebrojive?
Pokusajte dokazati da relacija B? zadana s B(x,y) :<= K(x) <> K(y), a onda i njena kontrak-
cija B, imaju to svojstvo.) q

Poluodlucive relacije smo uveli kao domene izra¢unljivih funkcija, a onda smo vidjeli da ih
moZemo gledati (one mjesnosti barem 2, i to s funkcijskim svojstvom) kao grafove izracunljivih
funkcija. Sto je s onima mjesnosti 1 (podskupovima S ¢ N)? Pokazuje se da na njih mozemo
gledati kao na slike izrac¢unljivih funkcija.

Povijesno, upravo tako ih je uveo Emil Leon Post [Post44], i zato su nazvani rekurzivno
prebrojivima: to su oni skupovi koji se mogu rekurzivno prebrojiti (enumerirati), dakle zapisati
u obliku S = {ap, as, az,...}, gdje je preslikavanje n ~ a, rekurzivno. Ako to preslikavanje
(s domenom N) oznadimo s a, tada je S = Z,. Ipak, u meduvremenu se terminologija malo
pomaknula, pa s tom intuicijom danas postoje dva problema.

Prvo, rekurzivnost danas podrazumijeva totalnost, a svaka totalna brojevna funkcija ima
nepraznu domenu, pa mora imati i nepraznu sliku. Htjeli bismo da prazan skup @' takoder
bude rekurzivno prebrojiv, pa éemo ga morati odvojiti kao posebni slucaj za totalne funkcije.
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Drugo, enumeracija ¢esto podrazumijeva injektivnost, bez ponavljanja elemenata — no tako
mozemo dobiti samo prebrojive skupove. Konaéne skupove bismo takoder htjeli zvati rekur-
zivno prebrojivima (jer su rekurzivni — korolar 2.48) pa ¢emo morati dopustiti ponavljanja.

Stovise, kao u teoremu 7.7, enumeracija ¢e moéi biti primitivno rekurzivna — uz izuzetak
praznog skupa, kao §to smo vec¢ rekli.

Teorem 7.30 (Teorem enumeracije): Neka je R jednomjesna brojevna relacija (R c N).
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) R je rekurzivno prebrojiva;
(2) R je slika neke parcijalno rekurzivne funkcije;
(3) R je slika neke primitivno rekurzivne funkcije, ili R = @.

Dokaz. Kao i u teoremu 7.7, da (3) povlaci (2) je trivijalno: svaka primitivno rekurzivna
funkcija je parcijalno rekurzivna, a @' je slika parcijalno rekurzivne funkcije ®' (primjer 2.31).

Da (2) povlaci (1) je malo kompliciranije, ali i dalje sasvim jasno koriste¢i ono §to znamo
o projekcijama: y € Zg znaci (3IX ¢ DF)(y ~ F()Z)), odnosno IXGr(X,y). Htjeli bismo tu
egzistencijalnu kvantifikaciju prikazati kao viSestruku projekciju, ali za to nam y treba biti
na prvom mjestu. Definiramo P(y,X) := Ge(X,y) — tada je P < Gg, a po teoremu 7.18 je G
rekurzivno prebrojiv, pa je po lemi 7.3 i P rekurzivno prebrojiva. Sada je Zg(y) < IXxP(y,X),
Sto je rekurzivno prebrojivo po korolaru 7.17.
oponasanja dokaza teorema 7.7 — mozemo skoristits taj teorem da se doCepamo primitivne
rekurzivnosti: postoji primitivno rekurzivna relacija P2 takva da je R' = 3,P. To znadi da
vrijedi R(x) <= Jy(x P y), i ve¢ smo vidjeli u prethodnom odlomku da projekcije moZemo
zamijeniti dodatnim argumentima. Dakle, htjeli bismo definirati G(x,y) := x u sluéaju da
vrijedi x P y — no §to ako ne vrijedi? Ako nikada ne vrijedi, tada je R = @ pa nemamo §to
dokazivati. Ako pak R # &, tada postoji neki fiksni (recimo, najmanji) element r € R, koji
mozemo iskoristiti kao joker za x P y. Sve u svemu, funkcija G := if{P 13, C%}, tockovno
G(x,y) = {’15 ’i‘n'zge , je primitivno rekurzivna po teoremu 2.46, i tvrdimo da je R = Zg.

Za (<), neka vrijedi xo € R = 3,P. To po definiciji znaci da postoji yo € N takav da vrijedi
xo P yo. No tada je xo = G(x0,Yo) € Zg.

Za (2), neka je z € Zg proizvoljan. To znati da postoji (xo,Yo) € N? takav da je G(xo,Yo) = z.
Sada se pitamo vrijedi li P(x0,yo). Ako ne, tada je o¢ito z = G(x0,yo) =T € R. Ako da, tada je
z = G(x0,Yo0) = X0, $to je (zbog xo P yo) element od 3,P =R. O

Napomena 7.31: Enumeracija G koju smo konstruirali je dvomjesna; ako ba§ Zelimo nz, mozemo
ga definirati kontrakcijom: F(n) := G(fst(n),snd(n)). Tehnikama kao u dokazu leme 7.12
(samo za funkcije umjesto relacija) mozemo dokazati Z¢ = Zg — inkluzija (<) slijedi iz definicije
od F, a (2) iz G(x,y) = F(pair(x,y)).

Simboli¢ki, F = Go (fst,snd), a G = Fo pair. Sada su obje inkluzije posljedice toga da za svaku
kompoziciju vrijedi Zy, (g,,...,G,) € Zn — raspisite detalje! <

178 7. Rekurzivna prebrojivost



7.4. Rekurzivno prebrojivi jezici

Rekurzivno prebrojive brojevne relacije definirali smo u svrhu formaliziranja ideje poluod-
lucivosti, u brojevnom modelu. Prirodno je zapitati se kako bi ta formalizacija izgledala u
jezi¢nom modelu. Znamo da tamo relacijama odgovaraju jezici, pa se zapravo pitamo: $to
znaci da je jezik L rekurzivno prebrojiv?

Prvo, na pocetku tocke 4.3 definirali smo kodiranje jezika (L) kao jednomjesnu brojevnu
relaciju, i rekli da svojstva izracunljivosti jezika [ mozemo gledati kroz analogna svojstva te
relacije. Dakle, mozemo reéi da je L rekurzivno prebrojiv ako je (L) € N rekurzivno prebrojiv.

Drugo, mozemo prevesti samu definiciju. Kako su rekurzivno prebrojive relacije domene izra-
¢unljivih brojevnih funkcija, rekurzivno prebrojivi jezici bili bi domene (Turing-)izracunljivih
jezi¢nih funkcija.

Trece, sama ta definicija znaci da postoji RAM-stroj ¢ije izra¢unavanje s X stane ako i
samo ako je X element relacije za koju tvrdimo da je rekurzivno prebrojiva. Analogni iskaz u
jezi¢nom modelu — postoji Turingov stroj 7 takav da 7-izracunavanje s w stane ako i samo
ako je w € L (kaZemo da 7 prepoznaje L) — obi¢no se u teoriji formalnih jezika uzima za
definiciju rekurzivno prebrojivih jezika.

I Cetvrto, analogon jezika u brojevnom modelu su zapravo jednomjesne relacije, pa ih
mozemo shvatiti kao slike, odnosno enumeracije nekih izra¢unljivih funkcija. Formalizacija
toga u jezicnom modelu vodi na pojam Turingovih enumeratora, koji imaju dvije trake:
radnu 1 izlaznu, a umjesto zavrSnog stanja imaju izlazno stanje q,. Enumerator nema ulaza
(obje trake su na poéetku prazne) i radi beskona¢no dugo (jer nema zavr$nog stanja) te
kazemo da nabraja jezik svih rijeci koje se nalaze na izlaznoj traci u trenucima u kojima se
enumerator nade u stanju qp.

ZavrS$imo nase istrazivanje izra¢unljivosti vaznim rezultatom: sva ta Cetiri pristupa karakte-
riziraju istu klasu jezika.

Teorem 7.32: Neka je L abeceda te L € * jezik nad njom.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(R) skup (L) je rekurzivno prebrojiv;
(D) L je domena neke Turing-izra¢unljive jezi¢ne funkcije ;
(7)) postoji Turingov stroj koji prepoznaje L;
(£) postoji Turingov enumerator koji nabraja L.
Skica dokaza. Pokazujemo samo osnovne ideje.

(R) = (D) Po definiciji, postoji parcijalno rekurzivna funkcija F' takva da je D = (L).
Jeziéna funkcija ¢ := N-TF je Turing-izracunljiva po korolaru 4.43, a domena joj
jeDy={weXl|(w)e(L)}=L.

(D) = (T) Neka je L =D, te T Turingov stroj koji ra¢una ¢. Po definiciji 4.5 imamo da
T-izracunavanje s w stane ako i samo ako je w e D, = L — $to po definiciji znaci
da 7 prepoznaje L.
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(T) = (&)

(€)= (R)
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Ovo je relativno standardni dokaz koji se napravi u teoriji formalnih jezika, iako je
teSko raspisati sve detalje. Osnovna ideja je simulacija paralelizacije na Turingovu
stroju. Skicu dokaza mozete vidjeti u [Sipl3, theorem 3.21].

Treba provesti ¢itav postupak iz tocke 4.1 za enumerator € = (Q, Z, T, 82, 4o, qp)-
Umjesto q., sada q, kodiramo s 1 (vrijedi analogon leme 4.16). Funkcija 0, :
QxT?2 - QxTI?x{-1,0,1}? (jer enumerator ima dvije trake) je malo kompliciranija
za kodirati, ali iste ideje kao u dokazu leme 4.20 (proSirenje konacnih funkcija
nulom, korolar 2.50) prolaze.

Dobijemo pet jednomjesnih (primaju samo broj koraka, jer enumerator nema
ulaz) funkcija State, WorkPosition, WorkTape, OutPosition i OutTape, definiranih
degeneriranom simultanom primitivnom rekurzijom (vrijedi analogon propozi-
cije 3.19 za k = 0, 1 dokaZe se isto kao propozicija 2.22 i korolar 2.36 — uvodenjem
irelevantnog argumenta) iz primitivno rekurzivnih funkcija, pa su primitivno
rekurzivne. Sada definicija nabrajanja enumeratorom kaze da je w € L (odnosno
(w) € (L)) ako i samo ako postoji korak n u kojem je State(n) = NQ(qy,) =11
OutTape(n) = {(wy,...) = Recode({(w),b’,b) (s b’ i b je oznacen broj znakova u X i
I' redom). Drugim rije¢ima,

te(l) = EIn(State(n) =1 A OutTape(n) = Recode(t,b',b)), (7.19)

pa je (L) rekurzivno prebrojiv po teoremu 7.7. ]
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