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Dobro uredeni skupovi

SADRZAJ
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Dio 1

Uvod



POGLAVLJE 1

Par logickih napomena

1. Implikacija

p — q <= —pV q Implikacija nije nista drugo nego disjunkcija
(kojoj je prvi ¢lan negiran); dakle, samo u jednom slucaju je lazna:
T — 1 <= 1. Preostale tri mogucnosti su istinite.

Negacija implikacije: =(p — q) <= p A —q
opé.
Obrat i kontrapozicija: p — ¢ <5 ¢ —p < —p — —q
2. Ostalo

Jedinstvenost: Jlzp(zr) : <= FaVy(p(y) < = =vy)

Poredak kvantifikatora je bitan: 3V = V3, ali obrat opc¢enito ne vri-
jedi.

Slobodne nastupe varijabli ne smijemo preimenovati, dok vezane smi-
jemo:

e x(rey) < Fz(zey) < y#0

e to nije isto §to i Jz(x € z) (z nije prazan)

e takoder, dx(z € x) je nesto sasvim trece:
“postoji objekt koji je element samog sebe”

Rjesavanje jednadzbi mozemo shvatiti kao pojednostavljivanje izraza
za odredeni skup: npr. {x € R : i—: < 0} je samo kompliciranije ime
za (—1,1].
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Operacije sa skupovima

1. Osnovne operacije, odnosi, zadavanje

Napomena: Za veéinu matematickih teorija, skupovi su sekundarni
objekti. Na primjer, u realnoj analizi, primarni objekti su realni brojevi
i oznacuju se obi¢no malim slovima, dok su skupovi uglavnom skupovi
brojeva i oznacuju se velikim slovima. No u teoriji skupova, skupovi
su primarni objekti, i prirodno ih je oznacavati i malim slovima ako
treba (velika slova onda mozemo koristiti za skupove skupova, skupove
skupova skupova, itd.).

Ako su a i b skupovi, mozemo definirati nove skupove pomoc¢u njih:

aNb:={z:x€aANx b} — presjek

aUb:={z:x €aVzxecb} — unija
a\b:={zx:x€aNnz &b} — razlika

alAb:= (aUb)\ (anb) = (a\b)U(b\ a) — simetri¢na razlika

kao i neke odnose izmedu njih:

e 0 Cbh:<= Vz(xr € a— x€b) — podskup

e Princip ekstenzionalnosti:
a=b:<= Ve(r€a—ox€b) < albAbCa—
jednakost (Vazno: za skupove se € smatra osnovnom relacijom
— pomocu nje se moze definirati ¢ak i jednakost)

e aCb:<= aCbAa+#b— pravi podskup

Za skupovne operacije vrijede brojni zakoni:

o Komutativnost i asocijativnost presjeka, unije, i simetri¢ne ra-
zlike

e Idempotentnost presjeka i unije: * Ux =+ N*x = *

e Distributivnost presjeka prema uniji, i unije prema presjeku

e Distributivnost presjeka prema simetricnoj razlici — ostale
distributivnosti ne vrijede opcenito

Dokazite ih za DZ — ono $to ne vrijedi opovrgnite kontraprimjerom!

7
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Napomena: U teoriji skupova su skupovi skupova uobicajena stvar.

Stovise, kao Sto ¢emo kasnije vidjeti, svi elementi skupova su zapravo
skupovi.

P(a) :={x: x C a} — partitivni skup od a
Primijetimo, z € P(a) <= = C a.

Zadavanje skupova:

e nabrajanjem elemenata — zgodno za konaé¢ne skupove (poput
{m, e,~v}); primjenjivo i za beskonacne, ali treba osigurati do-
voljno elemenata za razumijevanje strukture skupa
(npr. N = {0,1,2,3,...} — da, u teoriji skupova smatramo
0eN)

e svojstvom — vrlo opéenito definiranje, ¢cak preopcenito za neke
svrhe: na taj nacin definirane “klase” ne moraju uopée biti
skupovi (npr. {x : x ¢ x} nije skup — Russell); ipak, u
slucaju “vadenja” elemenata s nekim svojstvom iz skupa, uvi-
jek dobivamo skup (npr. {x : z € CA2? = —1} — cCesto se
piSe skraceno kao {z € C: z*> = —1})

e kao slika neke funkcije na nekom skupu;
na primjer, {22 : x € Q} je dobro zadan skup — primijetimo

da nismo morali specificirati iz kojeg su skupa ovi 2.

2. Familije skupova. Generalizirani presjek i unija

Kao sto rekosmo, skupovi skupova su uobic¢ajena pojava u teoriji sku-
pova. Ako je a skup ¢iji su elementi skupovi, vrijedi a = {b : b € a}.
Unija svih b-ova koji su u a je takoder tada skup, definiran s

Ua::Ub::{x:Hb(bEaﬁbe)}

bea

Primijetimo, z € (Ja <= 3Jb(z € b € a).

Specijalno, ako je a dvoclani skup a = {r, s}, tada je Ja =rUs —
dokazite!

Takoder, ako a nije prazan (sadrzi bar jedan element), presjek svih
elemenata od a je takoder skup, definiran s

ﬂa::mb::{x:Vb(bEaﬁbe)}
bea
Analogno, ({r,s} =rnNs.

Po uzoru na oznaku | J,., b, mozemo napraviti i (J,c, f(b), gdje je f
bilo kakva skupovna funkcija (npr. P na odgovaraju¢em skupu) —
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prvo napravimo skup s := {f(b) : b € a} (slika funkcije f na skupu a),
a onda je trazeni skup upravo J s.

Cesto se tada oznake sugestivno promijene: b se zove indeks ¢, a se zove
skup indeksa I, dok se vrijednost f(i) opéenito oznacava s A,. Skup
{A, : v € I} (ponekad i sama funkcija ¢ — A, restringirana na I) tada
se zove familija skupova. Imamo

erAL — Jel(zeA)

el

3. Zadaci

(1) Jeli P(a) NP(b) =P(anb)?
Rj.: Jest. Za proizvoljan x, dokazimo da je z € P(a) N
P(b) < x € P(anb). To se naravno svodi na z C a Az C
b« x Canb, sto se lako dokaze.

(2) Jeli P(a) \ P(b) =P(a\b)?
Rj.: Nije (nikada), jer () € P(x) za svaki . Dakle ) je element
desne strane, a nije element lijeve.

(3) Je li P(a) UP(b) = P(aUb)?
Rj.: Opéenito nije, npr. za a := {1} Ab:= {2}.
Ponekad jest, npr. kad je a C b.

(4) P(a) =P(b) <= a=0b—DZ

(5) Vrijedilia € b < P(a) € P(b)?
Rj.:  Jedan smjer vrijedi: ako je P(a) € P(b),
to znaci P(a) C b, pa su svi elementi od P(a) ujedno u b.
Bududi da je a € P(a) (a je jedan takav), vrijedi a € b.
Drugi smjer ne vrijedi: na primjer, za a := {1} Ab:= {{1}}.

(6) Ya({0,{0}} € PPP(a))
Rj.: Znamo () € P(x), dakle specijalno ) € P(a). To znaci
{0} C P(a) (jer su svi njegovi elementi u P(a)), odnosno
{0} € PP(a). Takoder iz ) € P(x) za * := P(a) imamo
) € PP(a), sto zajedno s gornjim daje da su svi elementi
od {0,{0}} u PP(a). Dakle, {0,{0}} je podskup od PP(a),
odnosno element od PPP(a).

(7) Izracunajte P(0) N PP(0) N PPP(0).
Rj.: Bududi da je prvi operand P(0) = {0}, a () se, znamo,
nalazi i u ostalim P-ovima, presjek je upravo {@}.

(8) Sto suNailJa ako je a jednoclan? Sto je [ J07?
Ri: (Ul =N{t=+ A UB=0)

(9) Za proizvoljan skup a, kakvi odnosi vrijede izmedu
a, JP(a)i P(Ja)?
Rir a=UP() C PUa)
Dokazimo prvu jednakost. Trebamo dokazati a C |JP(a) i
UP(a) C a. Za prvu inkluziju, uzmimo proizvoljni = € a.
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Buduéi da je a € P(a), dobivamo da postoji b(= a)) € P(a)
takav da je x € b, odnosno z € |JP(a).

Za drugu inkluziju, neka je x € |JP(a). To znaci Ir(r €
P(a) Nz € r). Nor € P(a) znaci r C a, pa x € r povlaci
T € a.

Za a C P(Ja), neka je € a proizvoljan. Svaki element
od z je time ujedno element od | Ja, pa je x C |Ja, odnosno
rePJa).

Inkluzija P(|Ja) C a opéenito ne vrijedi, jer () ne mora nuzno
biti element od a (npr. za a := 0). (Moze se i kardinalnim
argumentom. )

4. Jos zadataka s generaliziranim unijama i presjecima

Dokazimo distributivnost:

Jain{JB = JJAinB)

icl jeJ i€l jeJ

Rj.: Akojex € U;c; AinUje; By tomacix € U, Aiix € Uy, By
Ovo prvo znaci da postoji ¢y € I takav da je z € A;,, a ovo drugo da
postoji jo € J sa svojstvom x € Bj,. To dvoje daje x € A;) N Bj,.
Sad idemo unatrag: postoji jo € J takav da je x € A;, N Bj,, znaci
da je z € ;s Ai, N Bj. Bududi da to vrijedi za neki ip € I, imamo
2 € Uies Ujes (Ai N B;).

Za drugi smjer, € {U;c;U;c,(4i N By) znaci da, kao gore, postoje
ip € I'1jp€ Jtakvidajex € A;y N Bj,. Nosada iz z € A;; mozemo
zakljuciti = € | J,.; A;, a jednako tako iz x € Bj, mozemo zakljuciti
x € Ujej B;. To dvoje zajedno daje z € J,c; Ai N Ujej B;, §to smo i
trebali.

Vrijedi i druga (dualna) distributivnost,

Aiu(B;=([)4iuB)

iel jeJ icl jeJ
Rj.: Za dokaz, prvo uzmimo x € (\;c; 4; U[;c; Bj. To znati z €
Nies Aiiliz € ﬂjeJ B;. Tvrdnja je simetri¢na zamjenom A-ova i B-ova
(te IiJ), pa BSOMP ovo prvo. Dakle, z je u svim A;-ovima. No to znaci
da se za proizvoljni j, x nalazi i u A; U B;, odnosno = € (.., A; U B;
za svako ¢ € I, Sto smo i trebali.
Ako je x element desne strane, imamo da za sve moguénosti i € [ i
Jj € J, vrijedi x € A; ili x € B;. Ako je  u svim A;-ovima, imamo
tvrdnju. U suprotnom, recimo z ¢ A, , i pogledajmo sve skupove
oblika A;) U B; (za sve j € J). z je u svima njima, a nije u A4;,, dakle
je u svim Bj-ovima, i opet imamo tvrdnju.

jeJ



POGLAVLJE 3

Funkcije

1. Uredeni parovi i Kartezijevi produkti

Za skupove z i y, definiramo ureden par (z,y) kao skup {{z}, {z,y}}.
Glavno svojstvo uredenih parova je:

(a,b) = (¢,d) <= a=cANb=d

Dokazimo to!

Rj.. Smjer (<) je trivijalan, jednom kad primijetimo da su skupovi
u potpunosti odredeni svojim elementima: tvrdnju “ako je x = 2’ i
y =1, tada je {z,y} = {2/, ¥’} primijenimo dva puta.

Za drugi smjer, treba vise pisati. Imamo da je svaki element od (a,b)
takoder element od (c,d). Ti elementi su {a} i {a,b}. To sto je {a} €
(¢,d) znaci {a} = {c} ili {a} = {¢,d}. U prvom slucaju je a = ¢,
a u drugom je a = ¢ = d, dakle u svakom slucaju a = ¢. Sada iz
{a,b} € (¢,d) slicno, i koristeéi ve¢ dokazano a = ¢, dobijemo b = d.

Projekcije (x 1 y) se iz uredenog para (z,y) mogu dobiti pomoéu sku-
povnih operacija:

(1) UN(z,y) =U({x} N {z,y}) = Hz} ==

(2) ﬂU(fE,y)zﬂ{x y} =Ny

(3) UU(,y) =2 U

(4) NU(z,y) u (U U(x »\UN(z,y) =
=@@Ny)U((zUy)\z)=(yNz)U(y\z)=

(dokazite sve skupovne jednakosti koristene u gornjem redu!)

Za skupove a i b, definiramo Kartezijev produkt:

AXx B:={(z,y) :z €aNy € b}

Ako je x € a1y € b, tada su oba u a Ub. Dakle {z} i {z,y} su
podskupovi od a U b, odnosno elementi od P(a U b). To znadi da je
(x,y) podskup od P(aUb), pa je element od PP(aUb). Svaki uredeni
par elemenata od a i b se nalazi u tom skupu, pa je Kartezijev produkt
a x b podskup tog skupa: a x b C PP(a U b), odnosno

a x be PPP(_J{a,b})

11



1. UREAENI PAROVI I KARTEZIJEVI PRODUKTI 12

Dokazite (pogledajte biljeske iz EM1) sljedeca svojstva Kartezijevog
produkta:

e Kartezijev produkt je distributivan prema uniji, presjeku i
skupovnoj razlici.

e Monoton je: a COAcCd=—=axcCbxd.

e Prazan skup ima svojstvo nule: a x ) = 0 x a = 0.

e Dopusta kracenje: a X b = a X ¢, uz a # (), povlaci b = c.
(Uputa: akojex € aiy € b\ ¢, tada je (z,y) €Eaxb\axc.)

Za skup A, (Kartezijev) kvadrat skupa A, A% definira se kao Kartezijev
produkt A sa samim sobom:

A? .= {(a,b);a € ANbE A} .

Kartezijev kvadrat singletona je
{2 = o = {00} = {xh {0 = {h O = {{{*}}}

Kartezijev kvadrat praznog skupa je, naravno, prazan (opcéenito, Kar-
tezijev produkt praznog skupa s bilo kojim skupom je prazan). Dakle,
() je primjer skupa koji je jednak svom Kartezijevom kvadratu. No za
dokazati da je to jedini takav skup, moramo imati snazniju aksiomatiku —
na primjer, aksiom utemeljenosti.

Relacija izmedu skupova A i B je podskup njihovog Kartezijevog pro-
dukta: p C A x B. Dakle, to je skup nekih uredenih parova (z,y), gdje
jex € Aiy € B. Ako je (z,y) € p, jos kazemo “z i y su u relaciji p”,
i piSemo skraceno xpy.

Binarna relacija na skupu A je podskup njegovog Kartezijevog kvadra-
ta: p C A% Dakle, to je relacija izmedu skupa i njega samog, odnosno
skup nekih uredenih parova elemenata od A. Binarne relacije mogu
imati mnoga specijalna svojstva, o kojima ¢e biti viSe rijeci kasnije.

Sada je lako precizno definirati funkciju — to je relacija izmedu domene
i kodomene, koja ima svojstvo da za svaki x iz domene postoji jedin-
stveni y iz kodomene koji je s njim u relaciji:

(f:D—K):< fCDxK A (VzeD)3yeK)((z,y) € f)

Vazna posljedica toga je da u teoriji skupova obi¢no funkciju s prosi-
renom kodomenom smatramo istom funkcijom: to je jednostavno isti
skup, samo $to je jednom podskup od D x K, a drugi put od D x K’. Na
primjer, f = {(1,5),(2,6)} mozemo promatrati kao funkciju s {1,2} u
{5,6}, no jednako tako je mozemo promatrati i kao funkciju s {1,2} u
{1,2,3,4,5,6}, ili ¢cak u N.
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2. Injekcije, surjekcije, bijekcije

Bitno svojstvo funkcije f :a — b:
Ve €a3dlf(x) €b

— vazno je i postojanje i jedinstvenost!

Ako je f:a — b, a se zove domena, a b kodomena funkcije f. Pisemo
a =: dom(f). Kodomena nije toliko bitna, sto slijedi iz napomene na
kraju prethodne tocke — skupovno jedna te ista funkcija moze imati
razli¢ite kodomene.

Skup svih funkcija s a u b oznacavamo s b* (pazite na redoslijed!).
Alternativna oznaka je *a — primijetite da je u svakom slu¢aju domena
eksponent, a kodomena baza.

Slika skupa: ako je f: A— BiC C A,
(€)= {f(z) 2 €C}

(standardna oznaka za to u “uobi¢ajenoj” matematici je samo f(C'), no
u teoriji skupova je sasvim moguce da je isti C' ujedno i podskup i ele-
ment domene, pa tada nije jasno oznacava li f(C') vrijednost funkcije,
ili sliku funkcije. Naravno, kad nema mogucénosti zabune, moze se i u
teoriji skupova pisati jednostavno f(C').)

Slika funkcije je specijalni slucaj gornjeg:

im(f) = f(dom f) = {f(2) : = € dom f}

Restrikcija funkcije: ako je f : A — B i1 C C A, f|c je funkcija s
domenom C' (i kodomenom B), definirana istim pravilom kao f.
DZ: dokazite: f(C) = im(f|c).
Praslika skupa: akoje f: A— Bi D C B,
YD) :={z € dom(f) : f(z) € D}
(“standardna” oznaka je f~1(D), no to moze dovesti do zabune s oz-

nakom za vrijednost inverza funkcije. Primijetimo da je f{(D) dobro
definirano bez obzira na to je li f bijekcija.)

Primijetimo, ako je f:a — b,

tada je f) : P(a) — P(b), a f{: P(b) — P(a).
Za funkciju f € b* kazemo da je

o injekcija ako V19 € a (f(21) = f(z2) — 21 = 22)
e surjekcija (na b) ako Vy € b 3z € a (y = f(x))
e bijekcija ako je injekcija i surjekcija



(1)
(2)
(3)
(4)
()
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3. Primjeri

™

g: (=%, 5) — R je bijekcija

sin: R — [—1, 1] je surjekcija, ali nije injekcija

exp : R — R je injekcija, ali nije surjekcija

Za svaki S, x : P(S) — {0,1}° je bijekcija (podskupu A C S
pridruzi njegovu karakteristicnu funkciju x4 : S — {0,1})

(n+— Qn) N — 2N je bijekcija
t

Dokazite to za domadéu zadadéu!

Ako je domena prazna: jedina funkcija s praznom domenom je upravo
) : 0 — K (kodomena je proizvoljna, no slika joj je uvijek @) — ona je
tada injekcija, a surjekcija je akko je K = (). Imamo dakle K? = {()}
za svaki K, i specijalno (? = {0}.

Ako je domena neprazna, a kodomena prazna: takvih funkcija nemal
Za D # (), imamo @ = (). Primijetimo bitnu razliku izmedu ova dva

slucaja!

(1)

4. Zadaci

Funkcija je istodobno konstanta i bijekcija ako i samo ako su
joj domena i kodomena jednoclani.

Rj.: (<) Ako je f: {a} — {b}, f(a) mora biti neki element
od {b}, dakle mora biti f(a) = b. Tada je f konstanta (za
sve x iz domene, f(z) = b), injekcija (“svi” elementi domene
su jednaki), i surjekcija (za svaki element kodomene postoji
original — jedini takav je b, a za njega postoji a).

(=) Ako je f : A — B konstanta, to znac¢i da postoji b iz
kodomene takav da je Vo € A(f(z) = b. Kad bi domena bila
prazna, taj b ne bi uopée bio pogoden, pa f ne bi bila surjek-
cija. Kad bi u domeni postojala bar dva elementa, recimo
i x9, bili bi razliciti s istim slikama, pa f ne bi bila injekcija.
Kad bi u kodomeni postojao jos neki element osim b, on ne
bi bio u slici (jer se svi x € A preslikaju u b), pa f ne bi bila
surjekcija.

Dakle, i A i B moraju sadrzavati to¢no jedan element.
Kompozicija injekcija je injekcija.

Kompozicija surjekcija je surjekcija.

Ako znamo da je f o g bijekcija, Sto mozemo zakljuciti o f i g7
(DZ — na ovo posljednje potrazite odgovor na Forumu.)
Neka je f : A — A takva da je za svaki n € N, " = idy4.
Dokazite da je f bijekcija.

(f™ oznacava n-struku kompoziciju f sa samom sobom. idg
oznacava identitetu na A: funkciju iz A4, definiranu s z +— x.)
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Rj.: Zamn = 2, imamo f2 = fo f = ids. To znadi da je f
sama sebi i lijevi i desni inverz, pa je bijekcija.

(Stovise, iz idy = f3 = fo fo f=idsof = f zakljuéujemo
da mora biti f =id4.)

(4) Neka je h € A4, Dokazite: h je surjekcija akko za sve f i g iz
A4 vrijedi foh=goh — f=g.

Rj.: (=) Imamo da za svaki a € A vrijedi f(h(a)) = g(h(a)),
odnosno za svaki b € imh = A, f(b) = g(b).

(- = —) Pretpostavimo da h nije surjekcija: neka je a € A
neki element koji nije u slici od h, i b := h(a). Naravno, b # a
jer b jest u slici od h. Definirajmo f kao konstantu b, a g
kao funkciju koja preslikava a — a, a sve ostale elemente u
b. Vrijedi f # g (jer je f(a) = b # a = g(a)), ali (dokazite!)
foh=f=goh.

(5) Neka je h € A% Dokazite: h je injekcija akko za sve f i g iz
A4 vrijedi ho f =hog— f=g.

(DZ — prili¢no analogno prethodnom zadatku.)

(6) Ako f : A — B ima desni inverz (funkciju g : B — A takvu
daje fog= idB), tada je surjekcija. (Obrat vrijedi uz pretpostavku
ACY)

Rj..  Ako vrijedi (Vb € B)(f(g(b)) = b), tada ocito svaki ele-

ment b € B ima original — na primjer g(b).

(7) Neka je f: A— B, te X i Y podskupovi od A. Tada vrijedi

e F(XUY)=PX)UA(Y)
e /IXNY)C FX)N f(Y) (ali D opéenito nije)
e FIIX\Y)D f(X)\ (V) (ali C opéenito nije)

Neka je f: A — B, te X i Y podskupovi od B. Tada vrijedi
o FXUY) = F(X)UF(Y)
o F(XNY) = FX) N F(Y)
o FUX\Y)=Ff(X)\ ()

(DZ — rjesenja potrazite u biljeskama iz MA1!)

(8)f* je surjekcija akko je f injekcija, i
f{ je injekcija akko je f surjekcija.

(9) Ako je A C B, tada za svaki S vrijedi A% C B%. (U teoriji
skupova kodomenu ne smatramo esencijalnim dijelom funkcije:
sin : R - Risin: R — RU/{i} smatramo jednom te is-
tom funkcijom. Pogledajte i napomenu nakon stroge definicije
funkcije.)

(10) Ako je f : A — B, i C C A, vrijedi C C f{(f(C)), no
jednakost ne vrijedi opéenito.
Rj.. (C) Za proizvoljni ¢ € C'i d := f(c), vrijedi d € (0,
pa ¢ ima svojstvo da se njegova slika nalazi u f’(C). Dakle

c e fI(FUC)).
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(2) Zasin : R — R, i C :=[~Z, 2], imamo sin’(C) = [-1,1],
asin([-1,1]) =R D C.
(11) Akoje f: A— B, te C C AAND C B, tada
PC) S D = Cc fi(D).
Rj.. Obje tvrdnje znace (Vz € C)(f(x) € D).
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Kardinalni i ordinalni brojevi
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Beskonacéna kombinatorika

1. Ekvipotentni skupovi

Mozemo re¢i da je teorija skupova nastala kada je Cantor, nasavsi
nacin kako brojiti beskonacne skupove, ucinio beskonacnost predme-
tom matematicki strogog proucavanja. Naime, brojenje je uspostav-
ljanje bijekcije s nekim unaprijed poznatim skupom (brojem). Obiéno
koristimo konac¢ne brojeve, za prebrajanje kona¢nih skupova. Na prim-
jer, konacan broj 2 mozemo definirati kao skup {0,{0}}, i onda za
(npr.) skup orijentacija na nekom pravcu mozemo reéi da ima 2 elemen-
ta, jer je jednostavno uspostaviti bijekciju izmedu skupa tih orijentacija
i fiksiranog (dogovorenog) broja 2.

No za prebrajanje beskonac¢nih skupova, trebaju nam beskonac¢ni bro-
jevi. Na primjer, beskonac¢an broj 8y mozemo definirati kao skup N, i
tada za (npr.) skup svih rijeci sastavljenih samo od slova a mozemo re¢i
da ima Ny elemenata, jer je jednostavno uspostaviti bijekciju izmedu
skupa takvih rijeci i upravo dogovorenog broja ¥, (naravno, svakoj
rijeci pridruzimo njenu duljinu).

To ¢emo u ovom dijelu i Ciniti: prebrajati beskonacéne skupove (us-
postavljati bijekcije s nekim drugim beskona¢nim skupovima), pokusati
definirati brojeve (tzv. kardinalne brojeve) koji nam za to mogu sluziti,
definirati operacije na tim brojevima, i proucavati njihova svojstva.

Pri tome treba imati na umu osnovno svojstvo beskonacnih skupova:

Skup je beskonacan akko postoji bijekcija
izmedu njega i nekog njegovog pravog podskupa.

Dakle, skup moze imati jednako mnogo elemenata kao i njegov pravi
podskup. Stovise, to upravo karakterizira beskonacne skupove. Na
primjer, X, je beskona¢an (odnosno skup N je beskonacan) jer postoji
njegov pravi podskup N := N\ {0}, koji takoder ima R, elemenata:
bijekcija je n +— n — 1.

S druge strane, gore spomenuti broj 2 (odnosno skup {0,{0}}) je
konacan, jer svaki njegov pravi podskup ima strogo manje elemenata:
{0} 1 {{0}} imaju po 1 element, dok () ima 0 elemenata.

18
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Formalizirajmo to:

Za dva skupa kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija s jednog
na drugi:

A~ B: <= (3f € BY(f je bijekcija)

Za skup kazemo da je prebrojiv (ili strogo prebrojiv) ako je ekvipotentan
s N (tj. ako ima N, elemenata).

Za skup kazemo da je najvise prebrojiv ako je konacan ili prebrojiv.
Inace (dakle ako je beskonacan i nije prebrojiv) kazemo da je nepre-
brojiv.

Ako je f : A — B injekcija, tada je f : A — im f bijekcija (sur-
jektivnost smo postigli proglasivsi sliku kodomenom). To znaci da je
dom f ~im f, kad god je f injekcija.

2. Primjeri
Skup nepozitivnih cijelih brojeva je prebrojiv.
(n — —n je bijekcija izmedu njih.)

Skup neparnih prirodnih brojeva je prebrojiv.
(n — 2n+ 1 je trazena bijekcija.)

R~ R* (exp je injekcija na R, ¢ija je slika RT.)
R2 ~ C ((z,y) — x + iy je bijekcija.)

Svaka dva segmenta (ili otvoreni, ili poluotvoreni, ili zatvoreni intervali)
u R su ekvipotentni. (Afina funkcija je bijekcija.)

(Zapravo, mozemo reéi “svi segmenti u R su ekvipotentni”, jer ekvipo-
tentnost ima svojstva relacije ekvivalencije: refleksivnost, simetri¢nost
i tranzitivnost.))

Sve kruznice u ravnini su ekvipotentne.
(DZ — trazi se prikladno odabrana kompozicija translacije i homotetije. )

Da bismo rjesavali kompliciranije zadatke, treba nam sljedeé¢i pojam:
Za skupove A i B, kazemo da je A (kardinalno) ispred
B, i pisemo A < B, ako postoji injekcija s A u B,

odnosno ako je A ekvipotentan nekom podskupu od
B (dokazite da je to dvoje ekvivalentno).

kao i sljedeci teorem:
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(Cantor—Bernstein) Ako je A kardinalno ispred B,
i B kardinalno ispred A, tada su A i B ekvipotentni:

A<SBAB<A= A~B

Sada mozemo lako dokazati i tvrdnje poput:

[0,1] ~ (0,1)

Rj.: Po Cantor-Bernsteinovom teoremu, dovoljno je naéi injekcije u
oba smjera. U tu svrhu mogu posluziti f : [0,1] — (0,1);x — (z+1)/3,
ig:(0,1) — [0,1]; x — x (ovo posljednje pokazuje da je podskup nekog
skupa uvijek kardinalno ispred njega).

Akoje ACBCCiA~C,tadajei B~C

(tj. sva tri skupa su ekvipotentni).

Rj.: Oznacimo s [ bijekciju izmedu A i C'.

Tada suidg : B— Ci f~!: C — B trazene injekcije.

<O’ 1> ~ [O’ 1> ~ <07 1] ~ [O’ 1]
Rj.: Direktno iz prethodnog.
Pokusajte direktno konstruirati potrebne bijekcije.

Svi netrivijalni (s razli¢itim krajevima) ogranic¢eni intervali u R su
ekvipotentni.

Rj.: Svaki je, afinom funkcijom, ekvipotentan odgovarajuc¢em inter-
valu od 0 do 1.

R ~ (=7, %) (arctg je bijekcija)

Svaki interval (s bar dvije tocke) je ekvipotentan s R.
Ryj.: Ako interval I sadrzi bar dvije tocke a i b, tada sadrzi i cijeli
podinterval (a,b), koji je afinom funkcijom ekvipotentan s (=7, %), a

time i s cijelim R. Inkluzija (a,b) C I C R sada daje tvrdnju.

Svi intervali (s bar po 2 tocke) u R su ekvipotentni.
Rj.: Direktno iz tranzitivnosti ekvipotentnosti.

Kardinalni broj skupa R zovemo kontinuum, i oznac¢avamo s ¢. Dakle,
gornja tvrdnja kaze da svi netrivijalni intervali u R imaju kontinuum
elemenata.

N? je prebrojiv. Opéenitije, N" je prebrojiv za svaki n € N od 1 nadalje.
Rj.: f:N" = N;(iy, 49, ...,10,) — 2132 -p, (s pp je oznacen k-ti
prosti broj po velicini) je jedna injekcija. g : N — N™ k — (k, k,..., k)
je druga.

N*:= {J,,en N je prebrojiv.
Rj: f « N* — N;(iy,ia,... 0,) — 207132%0. . p et je jedna
injekcija. g : N — N*; k — (k) je druga.
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Stovise, A* je prebrojiv za svaki prebrojivi A — dokazite to!

Z je prebrojiv.

Rj.: BuduéidajeN C Z (daklei N < Z), sve §to nam treba je injekcija
sa Z u neki prebrojivi skup. Lako se provjeri da je m — (24sgnm, |m|)
injekcija sa Z u N2,

Q je prebrojiv.
Rj.: Kao gore, dovoljno je primijetiti da je p/q — (p, q), gdje sup i q
relativno prosti, injekcija s Q u Z x N.

Naravno, Z x N je prebrojiv, sto mozemo opet dokazati metodom dvije
injekcije, no mozda to mozemo i direktno, racunajuci s Xy kao i s ostalim
brojevima? Pokazuje se da mozemo, i time ¢emo se sada baviti.

3. Racunanje s kardinalnim brojevima

[ako ne znamo strogo sto su kardinalni brojevi, znamo puno o njima.
To su neki objekti (nesumnjivo skupovi) pridruzeni skupovima, koji
govore koliko elemenata oni imaju. Preciznije, kad skupu A pridruzimo
njegov kardinalni broj s (u oznaci k = card A), time Zelimo reéi “Skup
A ima k elemenata”’. Pri tome k moze biti konacan, poput

0=card()
1 = card{0}
2 = card{0, 1}

— ili moze biti beskonacan, poput Ny = card N ili ¢ = card R.

Kardinalne brojeve mozemo usporedivati, i racunati s njima — za dva
kardinalna broja x = card A i y = card B:

e kazemo da su jednaki, ako su skupovi A i B ekvipotentni
(k=p:<= A~ DB).

e kazemo da je x manji ili jednak p ako je skup A kardinalno
prije B (k < p:<= A< B).

e kazemo da je k strogo manji od p ako je A kardinalno prije B,
ali nije ekvipotentan s njim (k < p: <= A S BA A B).

e definiramo njihov zbroj kao kardinalni broj unije A i B, pod
pretpostavkom da su A i B disjunktni (k+ u := card(A U B)).

e definiramo njihov produkt kao kardinalni broj Kartezijevog
produkta skupova A i B (k- p := card(A x B)).

e definiramo potenciju s bazom k i eksponentom u kao broj
funkcija s B u A (k" := card AP).
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Samo jedna mala napomena u vezi zbroja: sto ako A i B nisu dis-
junktni? Izlazi da se uvijek mogu naéi skupovi s istim kardinalnim
brojevima, koji jesu disjunktni — specijalno, skupovi A x {0} ~ A i
B x {1} ~ B su takvi. Onda se k + p definira kao kardinalni broj
njihove unije.

Gornji odlomak, i definicija mnozenja kardinalnih brojeva, daju nam
k-1=-card A-card{0} = card(A x {0}) =card A = &,

odnosno 1 (kao kardinalni broj jednoc¢lanih skupova) je neutralni ele-
ment za mnozenje kardinalnih brojeva. Jednako tako, 0 je neutralni
element za zbrajanje ({) je disjunktan sa svakim skupom). Takoder,
vrijede i mnogi drugi zakoni: asocijativnost i komutativnost zbrajanja
i mnozenja, distributivnost mnozenja prema zbrajanju, kao i svojstvo
nule: k-0 = 0. Takoder, za potenciranje vrijedi:

li”1+“2 = gH1 . gH2
(,&1)#2 = M2
(Hl . /‘ig)'u = /ilu . /ﬁ?g“
k1 < kg = k! < Kol
< o Ak # 0= kM < gH?

(za dokaz vidjeti biljeske iz kombinatorike — “kombinatorni dokazi”
obi¢no prolaze i u beskona¢nim slu¢ajevima)

Dokazimo samo zadnju tvrdnju, za ilustraciju zasto nam treba pret-
postavka k # 0: neka je k = card A, py = card B i pus = card C. Imamo
pretpostavku A o () (Sto zapravo znaci da je A neprazan), te da je
card B < card C, sto znaci da imamo injekciju f : B — (. Sliku od f
oznac¢imo s D — to je podskup od C ekvipotentan s B.

Trebamo dokazati da je card A® < card A®, odnosno naéi neku injekciju
s AP u A®. Ako uzmemo neku funkciju iz AP (dakle g : B — A), njoj
trebamo (injektivno) pridruziti neku funkciju s C' u A. Naravno, buduéi
da je f bijekcija izmedu B i D, lako je vidjeti da mozemo pridruziti
g ¢ = go f~! funkciju s D u A, i to je injektivno pridruZivanje.
No kako progiriti ¢’ na preostale elemente iz C'\ D, ako ih ima? Bududi
da je A neprazan, postoji neki a € A. Njega mozemo pridruziti svim
ostalim elementima iz C, i na taj nac¢in dobiti funkciju iz A%, koju
mozemo pridruziti funkciji g.

Stovise, ne samo da dokaz ne prolazi, nego ni tvrdnja ne vrijedi opéenito
za k = 0: na primjer, 0 < 2, ali 1 = 0° £ 0> = 0. No u svim ostalim
slucajevima, iskljuc¢ujuéi 0° = 1, potenciranje je monotona operacija.
I ostale operacije su monotone:

Kl SkKe==> K1+ U< Ko+ puNKL- ot < Ry [
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— no treba napomenuti da nisu strogo monotone: na primjer, 1 < 2,
ali g+ 1 =Ny = Ny + 2 (dokazite!).

Monotonost, zajedno s dosad dokazanim svojstvima, kao i vaznom ve-
zom izmedu Ny i ¢, koju ¢emo upravo dokazati, omoguéit ¢e nam brojne
korisne zakljucke o kardinalnim brojevima.

Dokazimo: ¢ = 280,

DokAz. Na lijevoj strani je cardR, a na desnoj je card({0,1}"),
za $to smo prije vidjeli da je jednako card P(N) (opéenito, kardinalni
broj partitivnog skupa nekog prebrojivog skupa). Trebamo konstruirati
dvije injekcije:

Ako realnom broju x pridruzimo skup svih racionalnih brojeva koji su
manji od njega (dakle, f(x) := QN (—o0,x)), to ¢e biti preslikavanje
f: R — P(Q). Takoder ¢e biti injektivno: ako su z i y dva razlicita
realna broja (BSOMP = < y), tada postoji racionalan broj ¢ takav da je
x < q<y. Tadacéebitiq € f(y), aliq & f(z), dakle bit ¢e f(x) # f(y).
To znadi da je f injekcija, odnosno da je ¢ = card R < card P(Q) = 2%,

S druge strane, ako podskupu A C N pridruzimo realan broj g(A) :=
Y nea o " (taj red s pozitivnim clanovima konvergira, jer je majoriran
geometrijskim redom s kvocijentom %), to je takoder injekcija: ako
su A i B dva razlicita podskupa od N, tada s ¢ ozna¢imo najmanji
prirodni broj koji jest u jednom od njih, ali nije u drugom. Dakle, ¢ :=
min(AAB), i BSOMP ¢ € A\ B. Sada se lako vidi, koristeci ¢injenicu
da se A1 B podudarajuna 0,1,2,...,¢c—1, da je g(A) > g(B), dakle
g je injekcija, odnosno ¢ = card R > card P(N) = 2%, O

Sada mozemo dokazati brojne jednakosti medu kardinalnim brojevima:

1+1=2

Rj.: 1 = card{0}, sto znac¢i da nam trebaju dvije disjunktne kopije od
{0}, na primjer {0} x {0} = {(0,0)} i {0} x {1} = {(0,1)}. Njihova
unija je {(0,0),(0,1)}, a taj skup je trivijalno ekvipotentan s {0, 1}
(x + (0,z) je bijekcija izmedu njih).

No? = N

Rj.: Direktno iz N*> ~ N, §to smo dokazali. Ili: injekcija (z,y) —
27 . 3¥ nam daje Xo? < N, a takoder imamo Ry = Ry -1 < Ry - Ry =
Ro? (primijetite kako smo iskoristili monotonost mnozenja: iz 1 < R
mnozenjem s Ny slijedi nejednakost koja nam treba).

No + NO - No
Rj.. Po distributivnosti, 8o +Ng = Ng-14+Rg-1 =Ry (141) =Ry - 2.
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Dakle, treba dokazati Ng-2 = Ny. No toslijediiz 1 < 2 < Ny mnozenjem
S N()I dobijemo N() <2 NO < NO : N() = No.

™ = ¢ — odnosno, svih realnih (ili kompleksnih, ili nad nekim inter-
valom, itd.) nizova ima kontinuum)

Rj.: Znamo da je ¢ = 2%. Dignimo to na N:

CNO — (QNO)NO — 2N0~N0 _ 2N0 —

Za svaki kardinalni broj x izmedu 2 i ¢, vrijedi k™ = ¢

(odnosno, ako skup S ima bar 2 elementa, a najvise kontinuum eleme-
nata, tada nizova nad S ima kontinuum).

Specijalno, R = c.

Rj.: Direktno iz prethodnog zadatka: 2 < k < ¢ dignemo na N, i
iskoristimo monotonost potenciranja za nenul-baze.

¢? = ¢ (kompleksnih brojeva ima kontinuum)
Rj.: Imamo 2 = (2%0)2 = 2No:2 = 9o

¢ = 2° (funkcija s R u R ima koliko i podskupova od R)
Rj.. Imamo 2 < ¢ < 2¢ (zadnja nejednakost je posljedica Cantorovog

teorema). Dignuvsi to na ¢, dobijemo 2° < ¢¢ < (2°)¢ = 2°¢ = 2¢°2¢,
Jos neki rezultati operacija s kardinalnim brojevima, za DZ:
22=2.2=2+4+2=4
c-2=c¢c-Ng=c¢
c+Ng=c¢
No© = 2°

4. Kardinalni brojevi jos nekih skupova

Dokazimo: Svaki beskonac¢an podskup od N je prebrojiv.

DokAz. Neka je S C N beskonacan. Funkciju f : N — S defini-
ramo totalnom indukcijom:

f(n) :==min(S\{f(0), f(1),.... f(n—=1)})
(specijalno, f(0) = minS). Buduéi da je S beskonacan, u svakom

koraku ¢e jos ostati nepridruzenih elemenata od S, a buduéi da je
S C N, od svih njih ¢e postojati najmanji.

Da je f injekcija, vidi se ovako: ako su ¢ i j razliciti prirodni brojevi,
BSOMP i < j. No to znaci da je

odnosno, f(7) je iskljucen prilikom odabira vrijednosti za f(j). To znaci

da je f(i) # f(4)-
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Surjektivnost od f se vidi tako da se (matematickom indukcijom)
pokaze da je svaki n € S ve¢ medu f(0), f(1),..., f(n). O

cardP = N,
Ry.: Direktna posljedica prethodno dokazanog.

card A = N

Rj.:

(A oznacava skup svih (realnih) algebarskih brojeva, odnosno svih re-
alnih brojeva koji su nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.)

Jedna nejednakost je ocita: buduéi da je svaki racionalni broj algebarski
(m/n je nultocka od n -z —m), imamo Ry = card Q < card A.

Za drugu nejednakost, treba nam injekcija s A u neki prebrojivi skup.
Uzmimo N*, za koji znamo da je prebrojiv, i realizirajmo preslikavanje
ovako:

uzmimo proizvoljni x € A. Znamo da je x nultocka nekog polinoma
s cjelobrojnim koeficijentima p(z) = a,2™ + ... + ap. Taj polinom,
osim x, moze imati i druge realne nultocke: buduc¢i da ih ima kona¢no
mnogo, mozemo ih poredati po velic¢ini. Neka je z m-ta od njih. Dakle,
broju x mozemo pridruziti (2n + 3)-torku

(m, |an], 1 4+ sgnay, |a,—1|,1 +sgna,_1,...,|ao|,1 +sgnag) € N*

koja ga na jednoznacan nacin odreduje — jedini problem je Sto to
mozemo uciniti na vise nac¢ina — jedan algebarski broj je nultocka
mnogih polinoma. Ipak, kao Sto ¢emo kasnije vidjeti, skup N* ima
dobro svojstvo da se medu svim reprezentacijama gornjeg oblika moze
odabrati nagjmanja s obzirom na neki uredaj, pa tako imamo pridruzi-
vanje. Da nema tog dobrog svojstva, takoder bismo mogli odabrati po jednu
reprezentaciju za svaki algebarski broj, ali bi to u opéem slu¢aju zahtijevalo
koristenje aksioma izbora.

(DZ: dokazite, na slican nacin, da je Q[z] — skup polinoma u jednoj
varijabli s racionalnim koeficijentima — prebrojiv.)

Svih poligona u ravnini, s vrhovima iz Q2, ima prebrojivo mnogo.
Rj.: Kao i gore, mozemo vidjeti da je Q? ne samo prebrojiv, veé jed-
nom kad imamo konkretnu bijekciju ¢ : Q* < N, mozemo tocke iz
Q? wurediti po vrijednostima funkcije ¢ (vise o uredajima u sljedeéem
poglavlju). Buduéi da su vrijednosti od f prirodni brojevi, moguée je
za svaki poligon naé¢i njegov “prvi” vrh — preciznije, onaj kojem je
vrijednost funkcije ¢ najmanja.

Jednom kad to imamo, lako je konstruirati injekciju sa skupa koji pro-
matramo, u Q*: svakom poligonu P nademo prvi vrh (z1, 1), i kre¢uéi
se od njega u pozitivhom smjeru piSemo redom koordinate vrhova:

P (5’3'173/173727y27---737n7yn) € @* .
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Drugu injekciju je vrlo jednostavno konstruirati: prirodnom broju n
pridruzimo trokut s vrhovima (0,0), (1,0) i (0,n).

Svih intervala (otvorenih, poluotvorenih, poluzatvorenih i zatvorenih)
u R, s racionalnim krajevima, ima prebrojivo mnogo.

Rj.: Oznacimo skup svih tih intervala sa Z. Injekciju sa Z u prebrojivi
skup mozemo konstruirati na primjer ovako (po slucajevima):

f:I—-Q
f({a; b)) = (1,a,b)
f({a,b]) := (2,a,b)
f([a;b]) := (3,a,b)

f([a,b)) := (4, a,b)

Vidimo da vrijednost funkcije f ovisi i o tipu intervala, i o njegovim
krajevima. Bududi da razliciti intervali imaju ili razli¢it tip, ili razlicite
krajeve (kazemo da je interval jednoznacno odreden svojim tipom i
krajevima), vidimo da je f injekcija.

Druga injekcija je na primjer g : Q — Z ; g(r) := [0, 7].

DZ: dokazite da svih intervala u R (bez ograni¢enja na racionalnost
krajeva), ima kontinuum.

Konaé¢nih podskupova od N ima prebrojivo mnogo.

Rj.: Svaki konaéni podskup X C N mozemo urediti po veli¢ini: re-
cimo X = {a1,...,ax}, gdje je a1 < as < ... < a;. Ako sada
pridruzimo X — (ay,...,ax), vidimo da smo dobili injekciju s naseg
skupa (mozemo ga oznaciti s Po,(N)) u prebrojiv skup N*.

S druge strane, g : N — Py, (N) ; g(n) := {n} je injekcija.

Beskonaé¢nih podskupova od N (zapravo od bilo kojeg prebrojivog sku-
pa) ima kontinuum.
Rj.: Skup svih beskonaénih podskupova od N ozna¢imo s P, (N).
Dokazat ¢emo da je taj skup ekvipotentan s P(N), gdje je N = N\ {0}.
Jedna injekcija je f @ Pogon(N) — P(N) ; A — {x+1;2 € A}
(jednostavno skup translatiramo za 1 u desno). Ako smo krenuli od
(beskonacénog) podskupa od N, dobit ¢emo podskup od N, i to je injek-
cija (jer je x — x + 1 injekcija).
Druga injekcija je zanimljivija:

0P = P A { o e

Njene vrijednosti su ocito sve beskonacni podskupovi od N, no kako
znamo da je injekcija? Pretpostavimo g(A) = ¢(B), za neke A i B
podskupove od N. Ako su A i B beskonacni, to direktno znaci da je
A = g(A) = g(B) = B. Ako su pak oba konacni, iz A = N\ g(A) =
N\ ¢g(B) = B vidimo da je A = B.
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No sto ako je jedan konacan, a drugi beskonacan (BSOMP A konacan,
B beskonacan)? Tada se lako vidi 0 € N\ N C N\ A = g(A4), te
0¢N=0¢ B = g(B), pa nikako ne moze biti g(A) = ¢g(B) (jedan
ima 0 kao element, a drugi nema).

5. Primjeri iz analize

Ovdje ¢emo se obi¢no baviti skupovima funkcija. Prisjetimo se, svih
funkcija iz A u B ima card B4 = (card B)<44. Korolari toga, koje smo
veé¢ spomenuli:

e cjelobrojnih/racionalnih/realnih/kompleksnih nizova ima c;
e realnih funkcija s domenom Q ima c;
e realnih funkcija s domenom R ima 2°.

Sada idemo na kompliciranije primjere.

Realnih funkcija realne varijable (dakle, onih kojima je kodomena R, a
domena proizvoljni neprazni podskup od R) ima 2°.

Rj.: Skup svih takvih oznacimo s F(SR). O¢cito ih ima bar 2%, jer je
R® C F(SR). S druge strane, imamo injekciju

g: F(“R) — P(R) x R*; g(f) := (dom f, f),
gdje je f funkcija f progirena (recimo nulom) na cijeli R. Iz toga imamo
card F(SR) < card(P(R) x R¥) = 2. 2¢ = 2¢F¢ = 2¢

Drugi na¢in: mozemo direktno naci bijekciju.
h:F(SR) < (RU{i})"; h(f) = [,
gdje je f*(z) := f(x) ako je x € dom f, a 7 inace.

Neprekidnih funkcija sa R u R ima ¢: card C(R) = c.
Rj.: Koristimo teorem iz analize, koji kaze da je prosirenje neprekidne
funkcije s Q u R po neprekidnosti, jedinstveno. To znadi da je pres-
likavanje

lo: C(R) = RY; [ flo,
injekcija. (Naime, ako je f|op = glg, te su f i g neprekidne s domenom R,
tada je za svaki R 5 = = lim, g, f(z) = lim, f(g,) = lim, g(gn) = g(z).)
Dakle, card C(R) < card R? = ¢% = ¢.
S druge strane, svakom realnom broju x mozemo pridruziti konstantnu
funkciju ¢, c,(y) = x za svaki y € R. To (pridruzivanje = +— ¢,) je
ocito injekcija s R u C'(R), te je ¢ = card R < card C(R).

Ogranicenih funkcija sa R u R ima card B(R) = 2°.
Rj.: Uotivsi da su sve funkcije s R u [0, 1] ogranicene, i uzevsi u obzir
napomenu o irelevantnosti prosirenja kodomene (funkcija s A u B je
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ujedno i funkcija s A u C za svaki C' O B), imamo [0, 1]* C B(R) C RE.
Uzevsi kardinalne brojeve tih skupova, dobijemo

2° < card B(R) <2°.

DZ: koliko ima ogranicenih i neprekidnih funkcija: card BC(R) =7
DZ: koliko ima derivabilnih funkcija s R u R: card D(R) =7

Periodickih funkcija s R u R ima card P(R) = 2°.

Rj.: Ocito P(R) C RE pa card P(R) < 2°. Za drugu nejednakost,
primijetimo da svakoj realnoj funkeiji f : [0,1) — R prirodno odgovara
funkcija perioda 1, definirana s g(z) = f(nd(x)), gdje smo oznaéili s
nd(z) := z — |x] = x mod 1, razlomljeni dio od z. Lako se vidi da je
f + f ond injekcija s RV u P(R), te imamo i card P(R) > 2.

(Strogo) konveksnih funkcija s R u R ima card K(R) = .

Rj.: Iz analize znamo da su sve konveksne funkcije ujedno neprekidne:
K(R) € C(R), pa je trazeni kardinalni broj manji ili jednak prije
odredenom card C(R) = ¢. S druge strane, svakom pozitivnhom broju
a mozemo jednostavno injektivno pridruziti konveksnu (kvadratnu)
funkciju « — a - 22. Dakle konveksnih funkcija ima bar koliko i pozi-
tivnih realnih brojeva, a to je card R™ = c.

Surjekcija s R na R ima card S(R) = 2¢.

Rj.: Ocito ih nema vise od toga (jer S(R) C R®). Da ih ima bar
toliko, moze se vidjeti ovako: preslikavanje koje svakoj funkciji f :
R, — R pridruzuje surjekciju fUIn (proucite kako djeluje ta funkcija,
te se uvjerite da je ona zaista element od S(R)!), je injekcija. Dakle
card S(R) > card R®o = 2,

Objasngenje: jednostavno smo funkciju f prosirili In-om. Dobili smo
funkciju koja na nepozitivnim brojevima djeluje kao f, a na pozitivnim
kao In. To je surjekcija jer je ve¢ In “pokupio” sve realne brojeve u
kodomeni.

Konvergentnih nizova ima c.

Rj.: Znamo da ih ima manje ili jednako nego svih nizova, dakle najvise
¢. S druge strane, za svaki = € R postoji konstantni niz (z,z,x,....),
koji je ocito konvergentan (limes mu je z), i to pridruzivanje (x —
(x,z,z,....)) je injekcija s R u skup konvergentnih nizova. Dakle, ima
ih bar card R = ¢.

Nizova s limesom 6 ima c.

Rj.: Sigurno ih nema vise nego svih konvergentnih nizova, dakle < ¢.
S druge strane, svakom realnom 2 mozemo injektivno pridruziti niz koji
konvergira k 6, ovako: z +— (6 — 2,6 — %,6 — %,....) (ili jednostavnije,
x+— (2,6,6,6,....) — primijetimo da je i ovo injekcija, iako se dobiveni
nizovi podudaraju svuda osim u prvom mjestu).
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Za netrivijalne kona¢nodimenzionalne realne vektorske prostore V' i W,
linearnih operatora s V' u W ima card Hom(V, W) = c.

Rj.: Zmamo da svaki kona¢nodimenzionalni vektorski prostor ima ba-
zu, pa fiksirajmo baze e = (eq, ..., en_1) UV if = (fo,..., frn1) u W.
Takoder znamo da je koordinatizacija A — A(e, f) izomorfizam, dakle
specijalno bijekcija, izmedu Hom(V, W) i R™*" odnosno linearnih ope-
ratora s V u W ima tocno koliko i realnih matrica tipa m x n, a to je
card Reard(mxn) — ¢mn — ¢ (jer su V' i W netrivijalni, m -n > 1).

Uz oznake kao u prethodnom zadatku, koliko ima regularnih linearnih
operatora s V na W7

Rj.. Akojem # n (odnosno V' 2 W), odgovor je 0: nema izomorfizma
izmedu V i W. S druge strane, ako je m = n (BSOMP V = W),
odgovor je ¢: < ¢ zbog prethodnog zadatka (nema ih vise nego svih
linearnih operatora), a > ¢ jer svakom realnom skalaru « # 0 mozemo
pridruziti (injektivno) regularni operator « - I. Dakle card GL(V) =
card GL(n,R) > card R\ {0} = c.



POGLAVLJE 5

Relacije i uredaji

1. Osnovno o relacijama

Ponovimo:

Ureden par skupova a i b, (a,b), definira se kao {{a}, {a,b}}.
Dva uredena para su jednaka ako su im prve komponente jed-
nake, i druge komponente jednake. Komponente a i b se mogu
dobiti iz (a,b) pomocu generaliziranih skupovnih operacija.
Kartezijev produkt skupova Ai B, Ax B, je skup svih uredenih
parova kojima je prva komponenta iz A, a druga iz B. Ax B je
element od PPP(|U{A, B}). Operacija Kartezijevog produkta
je distributivna prema elementarnim skupovnim operacijama,
i koristi se za definiranje produkta kardinalnih brojeva.
Relacija izmedu skupova A i B je podskup njihovog Kartezije-
vog produkta: p C A x B. Dakle, za svaki par (a,b), pri ¢emu
jea € AAND € B, mozemo pitati je li on u p. Ako jest, piSemo
apb; u suprotnom, pisemo a gb.

Binarna relacija na skupu A je relacija izmedu A i A, odnosno
podskup Kartezijevog kvadrata A x A = A?. lako se svaka
relacija izmedu A i B moze promatrati kao binarna relacija na
AU B (dokazite!), ipak je prirodno binarne relacije gledati kao
relacije izmedu objekata iste “vrste”.

Ubuduce ¢e nas zanimati samo binarne relacije.

Binarna relacija p na skupu A moze imati sljedeca svojstva (sve iz-
jave su univerzalno kvantificirane po A, odnosno za varijable se pret-
postavlja da oznacavaju proizvoljne elemente od A):

p je refleksivna ako vrijedi xpx (za svaki x iz A);

p je irefleksivna ako vrijedi = gz (opet, za svaki z € A);
p je simetricna ako vrijedi xpy = ypux;

p je asimetriéna ako vrijedi xpy = y px;

p je antisimetricna ako vrijedi xpy A ypr = x© = y;

p je tranzitivna ako vrijedi xpy A\ ypz = xpz;

p je itranzitivna ako vrijedi xpy A ypz = x p z;

p je koneksna ako vrijedi xpy V ypx V xr = y;

30
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Pokazimo prvo da su mnoga od tih svojstava medusobno povezana:

Irefleksivnost A tranzitivnost = asimetri¢nost.

Rj.: Pretpostavimo da je p na A irefleksivna i tranzitivna, te da nije
asimetri¢na. Ovo zadnje znaci da postoje a i b iz A, takvi da je apb A
bpa. Po tranzitivnosti bi tada trebalo biti apa (kao i bpb), a to je u
kontradikciji s irefleksivnoscéu.

Asimetri¢nost = antisimetri¢nost A irefleksivnost.

Rj.: Kad bi bilo apb A bpa za asimetricnu relaciju p, to bi znacilo
apb A —(apb), sto je kontradikcija — iz ¢ega slijedi bilo §to, pa tako i
a=b.

Kad bi, za neki a € A, bilo apa, po asimetri¢nosti bi bilo i =(apa), sto
je kontradikcija. Dakle vrijedi i irefleksivnost.

Refleksivnost A simetri¢nost A koneksnost = univerzalnost (p = A?).
Uzmimo proizvoljne a i b iz A. Tada po koneksnosti imamo tri slucaja:

1. apb.
2. bpa. Tada je po simetricnosti i apb.
3. a =b. Tada je po refleksivnosti apa, dakle i apb.

Dakle, uvijek je apb, za sve a i b iz A, odnosno p = A2

Simetri¢nost A tranzitivnost = reducirana refleksivnost (postoji skup
na kojem je p refleksivna relacija).

Rj.: Ako s B oznac¢imo skup samo onih elemenata od A koji se zaista
ﬁavljuju u relaciji p (zbog simetri¢nosti, to mozemo dobiti i kao B :=
{r € A: (Jy € A)(zpy)} — uocite slicnost s definicijom slike funkcije),
tada je p binarna relacija i na B. Stovise, ako je b € B proizvoljan,
postoji a € A takav da je bpa. Po simetri¢nosti je tada i apb, te po
tranzitivnosti bpb. Dakle p je refleksivna na B.

2. Parcijalni uredaji

Relacije nam sluze da opisemo odnose elemenata. Promotrimo neke
jednostavne odnose medu skupovima, i pogledajmo koja svojstva oni
imaju. Po uzoru na njih, definirajmo skupine gornjih svojstava koje
¢emo smatrati “dobrima”.

e “Biti podskup”. Ako je S bilo kakav skup, za proizvoljne
njegove elemente a i b mozemo pitati je li a € b. Dakle,
imamo relaciju C na skupu S. Lako se vidi da je ona reflek-
sivna, antisimetri¢na i tranzitivna. S obzirom na to da nam C
sluzi da u(spo)redujemo skupove (kazemo koji je “veéi” a koji
“manji”), opéenito relaciju s ta tri svojstva zovemo refleksivni
parcijalni uredaj, skra¢eno RPU. (‘parcijalni’ jer ne mozemo
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svaka dva skupa “usporediti”, na primjer {1} i {2}). Opéenito
o takvim relacijama razmisljamo pomoc¢u fraze “manje ili jed-
nako”, i biljezimo ih simbolima poput <.

e “Biti pravi podskup”. Kao i gore, samo sada imamo relaciju
C na S. Takoder je antisimetricna (Stovise, asimetri¢na) i
tranzitivna, no za razliku od C, relacija C je irefleksivna.
Jednako nam tako moze sluziti za uredivanje skupova, i jed-
nako tako ne mozemo uvijek svaka dva skupa usporediti, pa
opcenito relaciju koja je irefleksivna i tranzitivna (vidjeli smo
da to povlaci a(nti)simetri¢nost) zovemo irefleksivni parcijalni
uredaj, skra¢eno IPU. Opéenito o takvim relacijama razmis-
ljamo pomocu fraze “strogo manje”, i biljezimo ih simbolima
poput <.

e “Biti ekvipotentan”. Ako promotrimo relaciju ~ na skupu
S, odnosno za svaka dva njegova elementa se pitamo jesu li
ekvipotentni, vidimo da ona ima svojstva refleksivnosti, simet-
riénosti i tranzitivnosti. Ona nam takoder sluzi za usporediva-
nje skupova, ali drugacije: ne tako da kaze koji je od dva skupa
“ve¢i” a koji je “manji”, ve¢ koja dva su po necem “jednaki”
(ovdje po kardinalitetu, odnosno broju elemenata). Binarnu
relaciju s ta tri svojstva zovemo relacija ekvivalencije, skra¢eno
REQ. Opcenito o takvim relacijama razmisljamo pomocu fraze
“jednako” i biljezimo ih simbolima poput ~. Ponovite iz Ele-
mentarne matematike Sto znate o particijama i vezi particija
s relacijama ekvivalencije!

Primijetimo sljede¢u stvar o RPU i IPU: ako na skupu A imamo neki
IPU <, njemu prirodno odgovara jedan RPU na A, definiran formulom
a 2b: <= a<bVa=0>b Takoder, ako imamo zadan RPU,
recimo =, na skupu A, jednako lako mozemo definirati pripadni IPU:
a <b:<= a=bAa # b Drugim rije¢ima, izmedu skupa svih
RPU na A i skupa svih IPU na A postoji prirodna bijekcija <+—=<.
To nas dovodi do zakljucka da su RPU i IPU samo dva nacina za
opisati jedan te isti koncept (parcijalni uredaj elemenata od A), bas
kao sto su relacije ekvivalencije i particije dva nacina za opisati jedan te
isti koncept (poistovjeéivanje pojedinih elemenata nekog skupa). Kao
posljedica toga, cesto se jednostavno govori o parcijalnom uredaju, a iz
tipa oznake (< ili <), ili konteksta zadatka, treba odrediti misli li se na
refleksivni ili irefleksivni parcijalni uredaj. Ako je potpuno svejedno,
podrazumijeva se IPU.

Ako je R parcijalni uredaj na skupu A, ¢esto se promatra struktura
(A, R) skupa s parcijalnim uredajem na njemu, i kaze se da je to par-
cijalno ureden skup, skrac¢eno PUS.
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U PUSovima mozemo definirati mnoge druge pojmove preko uredaja.
Kao sto je ve¢ receno, koristit ¢emo IPU ili RPU, kako nam veé¢ vise
odgovara za pojedinu definiciju.

Neka je (A4, <) PUS. (< je IPU: pripadni RPU oznaé¢imo s <. Naravno,
b > aznacia < b,1b > aznacia < b.) Neka je takoder B neki podskup
od A, i a neki element od A. Kazemo:

a je donja meda za B ako (Vb € B)(a < b).

a je gornja meda za B ako (Vb € B)(a » b).

a je najmangi element od B ako je a donja meda za B, ia € B.
a je najveci element od B ako je a gornja meda za B, ia € B.
a je minimalni element od B ako a € BA —(3b € B)(b < a).
a je maksimalni element od B ako a € BA —(3b € B)(b > a).
a je infimum za B ako je a najveca donja meda za B.

a je supremum za B ako je a najmanja gornja meda za B.
pocetni komad (u A) od a je pa(a) :={b€ A : b= a}.
prethodnik od a je bilo koji element od pa(a).

neposredni prethodnik od a je maksimalni element od p4(a).
B je gust (u A) ako (V(ay,a2) €<)(3IB € B)(a; < bA b < as).
B je kofinalan (u A) ako (Va € A)(3b € B)(b = a).

Primijetimo bitnu razliku izmedu definicije najmanjeg i minimalnog (te
analogno najveéeg i maksimalnog) elementa: najmanji je onaj element
danog skupa, koji je “manji” od svih ostalih, dok je minimalan onaj od
kojeg nema “manjih” u tom skupu. Za parcijalne uredaje, to opéenito
nije isto: za dani element a € B, elemente skupa B mozemo u odnosu
na njega podijeliti u cetiri skupine:

(1) oni jednaki a. Naravno, to je samo a: skup takvih je {a}.

(2) oni “manji” od a. Skup takvih je pocetni komad u B od a,
odnosno pg,<np2y(a).

(3) oni “veéi” od a. Skup takvih je takoder pocetni komad od a,
ali u obrnuto uredenom skupu, p(p -np2)(a).

(4) svi ostali — dakle, oni neusporedivi s a.

Najmanji je onaj element za kojeg su druga i cetvrta skupina prazne
(dakle, svi elementi od B, osim njega, su u tre¢oj skupini). Minimalan
je onaj za kojeg je druga skupina prazna (ali ¢etvrta ne mora biti).
Iz toga direktno slijedi da je najmanji element ujedno i minimalan,
no obrat ne vrijedi opc¢enito. Takoder, tamo gdje nema neusporedivih
elemenata (vise o tome kasnije), ta dva pojma se podudaraju.

Jednako tako, najveéi je onaj element za kojeg su treca i cetvrta skupina
prazne, dok je maksimalan onaj za kojeg je tre¢a skupina prazna. Vri-
jede analogni zakljucci: “biti najveci” povlaci “biti maksimalan”, ali
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obrat ne vrijedi op¢enito — ipak, vrijedi ako nema neusporedivih ele-
menata.

Stovise, najmanji (i najveéi) element je jedinstven (ako postoji): ako
su a i b dva takva, vrijedi @ < b jer je a najmanji, i b < a jer je b
najmanji, pa po antisimetri¢nosti imamo a = b. Zato mozemo imati
oznaku za najmanji i najveéi element (ako su definirani): najm B i
najv B. Naravno, minimalni (maksimalni) element ne mora biti jedin-
stven: ako imamo dva neusporediva elementa a i b, oba su minimalni
(i maksimalni) elementi skupa {a, b}.

Buduéi da je infimum od B jednostavno najveéi element skupa svih
donjih meda za B, on je takoder jedinstven, pa mozemo imati oznaku
inf B. Analogno za supremum, sup B.

DZ: je li neposredni prethodnik zadanog elementa nuzno jedinstven?
Dajte dokaz ili kontraprimjer.

Ako su (A, <) i (B, <) dva PUSa, na Kartezijevom produktu A x B
mozemo definirati parcijalni uredaj - formulom

(al,bl) = (ag,bg) <= a; <ag ANb; <by.

- se zove produktni uredaj, i prirodni je nacin da se Kartezijev produkt
parcijalno uredi. No nedostaju mu mnoga dobra svojstva: na primjer,
njegov pripadni RPU nije ekvivalentno definiran kao produkt pripad-
nih RPUova < i <. Konkretno, na primjer, ako je b; # by, parovi
(a,b1) i (a,by) su neusporedivi u irefleksivnom produktnom uredaju
(provjerite!).

Bolje nacine za urediti Kartezijev produkt ¢emo promotriti kasnije.

3. Primjeri

(1) Ako su X i IT dvije particije skupa X, kazemo da je ¥ finija
od 11, ako vrijedi

(VA € $)(3B € )(A C B)

(na primjer, particija {{1,2},{3,5},{4}} skupa {1,2,3,4,5}
je finija od particije {{1,2},{3,4,5}}). Tada je “biti finija”

parcijalni uredaj na skupu svih particija od X.
Rj.: Ovdje se ocito radi o RPU: particija jest finija od same
sebe, po gornjoj definiciji. Dakle, treba provjeriti tri svojstva:
refleksivnost: Ako je ¥ proizvoljna particija od X, za svaki blok A € X
postoji taj isti blok (nazovimo ga) B = A € ¥, tako da

je A= B, specijalno A C B.

antisimetri¢nost: Neka je Y finija od II, i II finija od ¥. Za svaki blok
A € ¥, postoji blok B € II takav da je A C B. Za taj
blok B, bududi da je II finija od ¥, postoji blok C' € ¥
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takav da je B C C. Sveukupno imamo A C C', te kad
bi bilo A C C, morali bismo imati (svojstva particije!)
) #£A=ANC =10, sto je kontradikcija. Dakle A = C,
pai A = B, odnosno, svaki element od ¥ je u II: ¥ C II.
Analogno bismo dobili i IT C X..

nost: Neka je X finija od II, i II finija od 2. Kao gore, ako
za svaki blok A € ¥ postoji nadskup B € II, a za njega
postoji nadskup C € €2, imamo A C C, te time da je X
finija od €2 (za svaki A postoji C).

Standardni uredaj na R¥,
f<g: = (Ve eR)(f(x) <g(z)),

je RPU. Naravno, postoje neusporedivi elementi: na prim-
jer, identiteta f(z) := = i promjena predznaka g(x) = —zx
su neusporedive — za pozitivne z je f(z) > g(x), dok je za
negativne f(z) < g(x).

C na skupu S := P({0, 1,2}) \ {0} je IPU. (Ve¢ je receno, C je
prototip IPUa na familijama skupova, i cesto se podrazumijeva
kao parcijalni uredaj ako on nije naveden.) Vrijede sljedece
tvrdnje:

e {0} i {1} su neusporedivi.

e {0,1}1{1,2} su neusporedivi.

e {0,1} i {1} su usporedivi: {1} C {0,1}.

e Singletoni ({0}, {1} i {2}) su minimalni elementi od S.

e Ne postoji najmanji element od S.

e Najvecéi element od S je najv S = {1,2,3}.

e najm{{2},{0,2},{1,2},{0,1,2}} = {2}.
{1,2} je gornja meda za {{1}}.
{0,2} nije gornja meda za {{1}}.
inf{{1},{2}} ne postoji (u .S).
inf{{1,2}, {0, 1}} = {1}
sup S = {0, 1, 2}.

e inf() ={0,1,2} (u9).
Eventualno treba objasniti posljednji redak: donja meda za ()
je bilo koji element koji nije manji ili jednak od svih elemenata
praznog skupa — dakle bilo koji element od S. Najveca donja
meda je tada najvedi element od S, a to je {0,1,2}.

Na skupu S :={1,2,3,4,5,6}, relacija
6 :={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,6),(3,6)}

je IPU (pazljiviji ¢itatelj ¢e u 0 prepoznati restrikciju relacije stroge
djeljivosti). 1 je najmanji element. 4, 5 i 6 su maksimalni
elementi — najveteg elementa nema. Infimum skupa {2,4,6}
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je 2, dok supremum tog skupa ne postoji (u S). inf{4,5} = 1.

Promotrimo PUS (N\ {0,1},|) (prirodni brojevi od 2 nadalje,
s refleksivnom relacijom djeljivosti). Minimalni elementi su
upravo prosti brojevi, i oni su medusobno neusporedivi. Naj-
manjeg elementa nema. Maksimalnih elemenata nema (svaki
broj n dijeli na primjer 2n), pa nema ni najveceg. Supremum
kona¢nog nepraznog skupa je najmanji zajednicki visekratnik
brojeva u tom skupu.

Promotrimo strukturu (Z, | ).

Ovdje ne mozemo pricati o pojedinim elementima kao o mak-
simalnim /minimalnim /najveé¢im /najmanjim, buduéi da | na Z
nije RPU (niti IPU): ne zadovoljava svojstvo antisimetri¢nosti.
Naime, 6] — 6 i —6/6, ali 6 # —6.

Malo bolje ureden skup od PUSa je tzv. “usmjereni skup”,
u kojem svaki dvoc¢lani podskup ima gornju medu. Dakle,
usmgeren skup je PUS (A, <) koji ima svojstvo

(Va € A)(Ybe A)(3ge A)(g=ang=b).

Primijetimo: ako nemamo neusporedivih elemenata, a i b ¢emo
uvijek moci usporediti, pa ¢e onaj veci biti dobar g. No us-
mjerenost je slabije svojstvo od toga (vidjeti (5) za primjer
usmjerenog skupa s neusporedivim elementima). Ipak vrijedi:
U usmjerenom skupu je maksimalni element, ako postoji, je-
dinstven — stovise, najveéi. Dokazimo to!

Rj.: Neka je PUS (A, <) usmjeren, i a € A maksimalan.
Dakle, ne postoji b > a u A. Pretpostavimo da a nije naj-
veéi — dakle, =(Ve € A)(a = ¢), odnosno (e € A)(a % ¢).
Uzmimo jedan takav c. Ocito ¢ # a. Zbog usmjerenosti, skup
{¢, a} ima gornju medu, neka je to b. Dakle vrijedi b > a, $to
znaci b > a Vb = a. Oba slucaja vode na kontradikciju: b > a
jer je a maksimalan, a b = a jer bi onda trebalo biti a = b > c.

Svaki kofinalan podskup usmjerenog PUSa je takoder usm-
jeren.

Rj.: Nekaje (A, <) usmjeren PUS, i neka je B C A kofinalan.
Ako je {b, ¢} dvoclani podskup od B, to je ujedno i dvoclani
podskup od A, pa ima gornju medu u A: a € A takav da je
a > bAa > c. Buduéi da je B kofinalan, za taj a postoji g € B
takav da je g > a, a onda po tranzitivnostii g = bA g > c.
Dakle, svaki dvoclani podskup od B ima gornju medu u B.
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(9) Neka je S proizvoljan skup. Promotrimo (refleksivno ureden)
PUS (P(95), C). Njegov najvedi element je S, dok je najmanji
element (). Za proizvoljnu familiju F C P(S), gornja meda
od F je bilo koji podskup od S koji sadrzi (kao podskupove)
sve F' € F. Najmanja gornja meda je onda supF = [JF.
Analogno, za F # 0, inf F = (| F, dok je inf() = S (u P(S9)).
Vidimo da u promatranom PUSu svaki podskup ima i infimum
i supremum. Takav PUS se zove (uredajno) potpun. Primi-
jetimo razliku od potpunosti skupa R u analizi, gdje samo
neprazni ogranic¢eni skupovi imaju infimum/supremum. No
kad bismo R progirili s jo§ dva elementa, +00 i —oo, te definirali
(Vz € R)(—o0 < x A x < +00), tako dobiven skup bi bio uredajno
potpun.

(10)*Za uredajnu potpunost dovoljno je traziti samo jedan od gornja
dva uvjeta: “svaki podskup ima infimum” je ekvivalentno sa
“svaki podskup ima supremum”. Ideja dokaza: supremum
nekog skupa je infimum skupa njegovih gornjih meda.

4. Totalno uredeni skupovi. Slicnosti

Vidjeli smo da mnoge pojmove ne mozemo prirodno i intuitivno defini-
rati u PUSovima — smetaju nam neusporedivi elementi. Usmjereni
skupovi su donekle bolji, ali jos uvijek ne dovoljno. Zato ¢emo se
ubuduce ogranic¢iti na proucavanje skupova u kojima nema neuspore-
divih elemenata. (Poslije éemo promatrati jos bolje uredaje.)

Totalno ureden skup (skrac¢eno TUS) je PUS (A, <), koji ima dodatno
svojstvo (Va € A)(Vb € A)(a <bVa=>bVb<a). Zapripadni RPU
tada vrijedi (Va € A)(Vb € A)(a = bVb < a). Dakle, u TUSovima nema
neusporedivih elemenata, i kao posljedica toga pojmovi najmanjeg i
minimalnog, te najveceg i maksimalnog, elementa se podudaraju. Ako
postoje za skup B C A, zovemo ih jednostavno minimum i maksimum
od B, i ozna¢avamo s min B i max B. Stovise, kao §to se lako dokaze
indukcijom po broju elemenata, svaki konacan podskup TUSa ima mi-
nimum i maksimum. Svi TUSovi su takoder usmjereni: za gornju medu
skupa {a, b} mozemo uzeti max{a, b}.

Imajuc¢i TUSove, mozemo definirati totalan uredaj i na Kartezijevom
produktu (dakle puno bolje nego produktni uredaj), i to na dva vazna
nacina. Neka su (A,<4) i1 (B,<p) dva TUSa. Definiramo sljedece
uredaje na A x B:

o Leksikografski uredaj je definiran formulom

(al,bl) <y, (CLQ,bg) = a1 <ayV (a1 = a9 /\b1 < bg) .
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o Antileksikografski uredaj je definiran formulom

(al,bl) < (ag,bg) R bl < bg\/ (bl = bQ/\CLl < CLQ) .

Usprkos nazivu, koji potjece od duge prakse uredivanja rijeci u rjecnici-
ma, antileksikografski uredaj je prirodniji uredaj na produktu TUSova,
Sto ¢e postati jasnije uskoro. Zato se antileksikografski uredaj cesto
podrazumijeva kada se govori o produktu dva TUSa.

Primijetimo da oba gornja uredaja, i leksikografski i antileksikograf-
ski, prosiruju produktni uredaj: ako je jedan par manji od drugog u
produktnom uredaju, bit ¢e i leksikografski i antileksikografski manji
od njega. Dakle, gornja dva uredaja se razlikuju samo po tome kako
ureduju parove koji su bili neusporedivi u produktnom uredaju.

Dokazimo da je antileksikografski uredaj zaista totalni uredaj:

irefleksivnost: Pokusajmo usporediti (a,b) s (a,b). Niti vrijedi b <p b (ire-
fleksivnost od <pg), niti vrijedi b = b A a <4 a (irefleksivnost
od <4), pa vidimo da (a,b) £ (a,b).
tranzitivnost: Neka je (a,b) < (¢,d) i (¢,d) < (e, f). Svaka od tih nejed-
nakosti vodi na dva slucaja, pa ukupno imamo cetiri moguc-
nosti:
x b <p dAd <p f. Po tranzitivnosti od <g, imamo b <pg f,
a iz toga (a,b) < (e, f).
xb<pdAN(d=fANc<y4e) Opetimamob <p d = f,
odnosno b <p f, iz ¢ega (a,b) < (e, f).
x (b=dANa<asc)ANd<p f. Imamo b =d <p f, i opet
b<g f
x b=dNa<sgcNd= fANc<ue. Potranzitivnosti od <4,
imamo b = f A a <4 e, odnosno (a,b) < (e, f).
totalnost: Neka je (a,b) # (¢,d). To znaci a # ¢V b # d. Ako je b # d,
zbog totalnosti od < imamo b <g dV d <g b. U prvom
slucaju je (a,b) < (¢,d), a u drugom je (¢,d) < (a,b). Ako je
pak b = d, tada mora biti a # ¢, odnosno zbog totalnosti od
<4, a <gcVce<pa. Opet, u prvom slucajujeb=dAa <4 c,
odnosno (a,b) < (¢, d), dok je u drugom (c,d) < (a,b). Dakle,
svaka dva para se mogu usporediti antileksikografski.

No glavna snaga TUSova nije u produktima, ve¢ u preslikavanjima.
Za TUSove kao strukture se moze prirodno definirati pojam homomor-
fizma, koji se u tom slucaju zove “slicnost”, i odgovara pojmu strogo
rastuce surjekcije u analizi.

Neka su (A, <) 1 (B, <p) dva TUSa. Preslikavanje f : A — B zovemo
slicnost izmedu A i B, ako je f bijekcija koja ¢uva uredaj:

a<sd = fla) <p f(d).
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Ako postoji slicnost izmedu ta dva TUSa, kazemo da su oni sli¢ni, i
pisemo (A, <) ~ (B, <p). Ako se na A i B podrazumijevaju uredaji
(na primjer C), pisemo samo A ~ B.

Primijetimo da je slicnost strogo jaca od ekvipotentnosti: ako izmedu
dva TUSa postoji slicnost, ona je bijekcija, te ta dva TUSa imaju isti
broj elemenata. No obrat ne mora vrijediti: na primjer, nemoguce
je nadi slicnost izmedu TUSa (N, <) i (N, >), iako je trivijalno N ~
slicni, iako su ekvipotentni (oba su prebrojivi). Naravno, za Q i R
odmah znamo da nisu sli¢cni — buduéi da nisu ekvipotentni. Mozda je
zanimljivo reci i da su za konacne TUSove ta dva pojma ekvivalentna:
konacni TUSovi su sli¢ni ako i samo ako su ekvipotentni.

Dokazimo da slicnost TUSova, iako se u definiciji trazi samo jedan
smjer, zapravo ¢uva uredaj u oba smjera: odnosno, ako za slicnost f
vrijedi f(a) <p f(d'), tada vrijediia <4 o’

Rj.: Pretpostavimo suprotno: a £ a’. Zbog totalnosti od <4, tada
mora biti a = ' ili @’ <4 a. U prvom slucaju je f(a) = f(d'), pa
ne moze biti f(a) <p f(a’) zbog irefleksivnosti. U drugom slucaju je
f(a') <p f(a), pa opet ne moze biti f(a) <p f(a'), ovaj put zbog
antisimetricnosti.

DZ: slicnim argumentom dokazite da je umjesto bijektivnosti dovoljno
traziti surjektivnost: funkcija koja ¢uva uredaj je nuzno injekcija.

Ako mislimo da su dva TUSa sli¢ni, jedan nacin (iako ne uvijek najlaksi
— viSe kasnije) kako to dokazati je da jednostavno nademo sli¢nost:
bijekciju koja ¢uva uredaj. Na primjer:

Ako je a < bi c < d za realne brojeve a, b, ci d, tada je, uz standardni
uredaj, (a,b) ~ (¢, d).

Rj.: Funkcija z — b+%L(z—a) (jednadzba pravca kroz (a, c) i (b, d)!)
je_sliénost.

(uz standardni uredaj) R ~ R* := (0, +-00)
Rj.: exp je jedna trazena slicnost. DZ: nadite ih jos!

Rt ~ R~

Rj.: xwe —i je jedna sli¢nost.

R~ (-1,1)

Rj.: % -arctg je jedna sli¢nost.

Q~(-1,1)NQ

Rj.: Ne, (2-arctg)|g nije trazena slicnost (zasto?). Treba nam strogo

rastuca surjekcija na racionalne brojeve izmedu —1 i 1. Jedna takva

dana je formulom x — %II\ — dokazite da je to trazena sli¢nost!
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(0,2) ~(0,1] U (2, 3].
Rj.:  Jedna sli¢nost je zadana s f(x) := {

DZ: R ~R\ [0,1).
DZ: [0,1] ~ [0,1] \ (%, %] ~ [0, 1] \ (<%, %] U (%, %] U <g, g]) (i tako dalje).

5. Invarijante slicnosti

No kako dokazati da dva TUSa nisu slicni? Pokazuje se da je to naj-
efikasnije raditi pomocu invarijanata. Naime, sli¢cnost je, kao i ekvipo-
tentnost, relacija ekvivalencije na bilo kojem skupu TUSova (iako svi
TUSovi zajedno ne ¢ine skup), te za neku klasu TUSova mozemo
re¢i da su svi oni medusobno sliéni (na primjer, svi troc¢lani TUSovi
su medusobno sliéni). Invarijanta slicnosti je onda svojstvo koje svi
medusobno slicni TUSovi ili istodobno imaju, ili istodobno nemaju.
Preciznije:

Za svojstvo TUSova P kazemo da je invarijanta slicnosti ako, za sve
TUSove A1 B, A~ BA P(A) = P(B). Postoje mnoge invarijante
slicnosti, i dokazi da je nesto invarijanta sli¢nosti obi¢no su jednostavni,
iako znaju biti dugacki (vidjeti dolje). Ako nademo neku invarijantu
slicnosti P takvu da jedan TUS ima svojstvo P, a drugi ga nema,
odmah znamo da ta dva TUSa ne mogu biti sli¢ni.

Veé smo vidjeli primjer trivijalne invarijante slicnosti: kardinalni bro-
jevi. Ako dva skupa imaju razli¢ite kardinalne brojeve (npr. jedan je
prebrojiv, a drugi nije; ili je jedan kona¢an, a drugi beskonacan), znamo
da nisu sli¢ni. Invarijante slicnosti su obi¢no svojstva iskazana pomocu
broja elemenata, i uredaja — odnosno, onog sto slicnosti ¢uvaju. Na
primjer:

Svojstvo “imati najvedéi element (maksimum)” je invarijanta sli¢nosti.
Rj.: Trebamo dokazati da ako TUS (A, <4) ima najveéi element (re-
cimo a), te (A, <4) ~ (B,<p), tada i B mora imati najveéi element.
Ozna¢imo sli¢nost izmedu A i B s f. Tvrdimo da je f(a) najvedi
element od B. Zaista, uzmimo proizvoljni b € B, razli¢it od f(a).
Taj b je, zbog surjektivnosti od f, slika nekog ¢ € A. Takoder, zbog
injektivnosti od f, ¢ # a. Bududi da je a = max A, znamo da je ¢ <4 a.
Sada po sliénosti f, f(c) <p f(a), odnosno b <p f(a). Bududi da to
vrijedi za proizvoljni b € B\ {f(a)}, zakljucujemo da je f(a) najveéi
element u B.

Svojstvo “biti gust” (gustoca) je invarijanta sli¢nosti.
Rj.: Neka je TUS (A, <4) gust, (B, <p) neki TUS slican s (A, <4),
i f: A— Bsliénost. Trebamo dokazati da je (B, <p) gust. Uzmimo
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proizvoljni par (b1, b)) €<p (dakle, by 5 € B takve da vrijedi by <gp bs).
Po surjektivnosti, ti by i by su slike po f nekih elemenata a; i ay iz A.
Budu¢i da, kao sto smo vidjeli, f ¢uva uredaj i u suprotnom smjeru,
iz by <p by mozemo zakljuciti a; <4 as. Sada, buduéi da je (A, <4)
gust, izmedu a; i as postoji neki element a (dakle, a € A takav da
vrijedi a1 <4 a <4 az). No tada je, po slicnosti, by <p f(b) <p b,
odnosno f(b) je element izmedu by i by koji smo trebali na¢i. Bududi
da to vrijedi za proizvoljne by <p by, zakljucujemo da je B gust.

Uredajna potpunost je invarijanta slicnosti.

Rj.: Dovoljno je vidjeti da je “svaki podskup ima supremum” invari-
janta slicnosti (tvrdnja za infimum onda slijedi iz toga, ili po simetric-
nosti argumenta). Pa neka u TUSu (A, <4) svaki podskup ima supre-
mum, i neka je f slicnost izmedu (A, <4) i (B,<p). Neka je D C B
proizvoljni podskup od B. Taj D je slika po f nekog podskupa C' C A
(preciznije, C' := f{(D)). U skupu A, podskup C' ima supremum —
ozna¢imo ga s ¢. Tvrdimo da je f(c) = sup D.

Treba vidjeti da je f(c) gornja meda za D, i da je najmanja takva. Ovo
prvo se vidi lako: neka je b € D proizvoljni element. On je slika nekog
a € A, a po definiciji skupa C', mora biti a € C. Dakle a <4 ¢ =supC,
pajeib <p f(c) (lako se vidi, primjenom injektivnosti, da slicnost cuva
i pripadni RPU, i to u oba smjera — dokazite!).

Jos je ostalo vidjeti da je f(c) najmanja gornja meda za D. Pa pret-
postavimo da postoji neka manja, e <p f(c). Taj e € B je slika nekog
a € A, isad se slicnim argumentom kao u gornjem odlomku dokaze da
iz “e je gornja meda za D" slijedi “a je gornja meda za C”. No tada
mora biti a >4 ¢ (jer je ¢ najmanja gornja meda za C, te po slicnosti
e >p f(c), sto je u kontradikciji s pretpostavkom e <p f(c). Dakle
f(c) =sup D.

Svojstvo “svaki pocetni komad je konacan” je invarijatna sli¢nosti.
Rj.: Neka je u TUSu (A, <4) svaki pocetni komad konac¢an, i neka je
f (A, <4) ~ (B,<p) (cesto se skraceno tako pise) slicnost TUSova.
Uzmimo proizvoljni pocetni komad pp(b) u B. Taj pocetni komad je
jednostavno skup svih elemenata u B, manjih od nekog fiksnog ele-
menta b € B. No b je slika nekog a € A, i po slicnosti vrijedi: za svaki
c € A, c <4 aakoisamo ako je f(¢) <p b — odnosno, ¢ € pa(a) <
f(c) € pp(b). Zbog bijektivnosti od f, dobijemo i da je restrikcija
flpa(a) takoder bijekcija, izmedu pa(a) i pp(b). Dakle ta dva pocetna
komada imaju jednak broj elemenata — a bududi da je po pretpostavci
pa(a) konac¢an, mora takav biti i pg(b).

Kao sto vidimo, svi dokazi invarijantnosti su poprilicno “na isti kalup”
— §to i nije tako slucajno, ako smo upoznati s teorijom koja stoji iza
Bethovog teorema definabilnosti. Dokazite da su sljedec¢a svojstva takoder
invarijante slicnosti:
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e Postojanje “predzadnjeg” elementa: takvog da postoji to¢no
jedan element veci od njega.

e “Svaki neprazan podskup ima najmanji element” (dobar ureday
— svojstvo koje ¢e nam biti vrlo bitno kasnije).

e “Svaki element ima neposrednog prethodnika ako nije naj-
manji, i neposrednog sljedbenika ako nije najveéi” (diskretan
ureday).

e “R-potpunost”: svaki neprazan podskup koji ima gornju me-
du, ima supremum.

e “Postoji samo kona¢no mnogo elemenata koji nemaju nepos-
rednog prethodnika.”

e “Izmedu svaka dva elementa postoji samo kona¢no mnogo ele-
menata” (lokalno konacan uredaj).

Pokazimo sada kako se koriste invarijante slicnosti:

N7~ (ili (N, <) # (N,>))

Rj.: N ima najmanji element (konkretno, 0), dok Z~ nema (za svaki
a € 7~ postoji manji a — 1 € Z~). Buduéi da je postojanje najmanjeg
elementa invarijanta slicnosti, ta dva TUSa ne mogu biti sli¢ni.

Q#Z

Rj.. Q je gust: za svaka dva a < b u Q, postoji “T*b € Q takav da je
a < “T*b < b. Z nije gust: recimo, izmedu 0 € Z i 1 € Z ne postoji
nijedan cijeli broj. Gustoca je invarijanta slicnosti, dakle Q ne moze

biti slican Z.

N # N? (sjetimo se, N? je Kartezijev kvadrat — na njemu podrazumi-
jevamo antileksikografski uredaj)

Rj.: U N postoji samo jedan element bez neposrednog prethodnika:
0 (svaki n € N\ {0} ima neposrednog prethodnika: n — 1 € N). U N?
pak, postoji beskonacno mnogo elemenata bez neposrednog prethod-
nika: to su svi parovi iz N? oblika (0,n). Zaista, budu¢i da od 0
nema manjih elemenata u N, svaki antileksikografski prethodnik od
(0,n) mora biti oblika (a,m), pri ¢emu je m < n. No nijedan od njih
nije neposredan, jer postoji veéi (a + 1,m) koji je takoder prethodnik
od (0,n). Buduéi da je “postoji samo konaéno mnogo elemenata bez
neposrednog prethodnika” invarijanta sli¢nosti, nuzno slijedi N ¢ N2

R#£R\Q

Rj.: U R, kao sto znamo, svaki ograni¢en neprazan podskup ima
supremum. Dokazimo da to u R \ Q nije slu¢aj. Buduéi da je to svo-
jstvo invarijanta sli¢nosti, iz toga ¢e odmah slijediti trazena ne-sli¢nost.
Promotrimo skup [0, 2] \ Q. To je oc¢ito podskup od R\ Q, i neprazan
je (recimo, sadrzi element v/2). Takoder je ogranicen — recimo, gornja
meda mu je v/5 € R\ Q (primijetimo da ne mozemo reéi npr. “gornja
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meda mu je 37, jer 3 € R\ Q), a donja —/5 € R\ Q. No, taj skup
nema supremum u R\ Q — za svaku gornju medu g € R\ Q skupa
0,2] \ Q, mozemo napraviti sljedece:

Promotrimo broj § +1. Lako se vidi da je to iracionalan pozitivan broj
izmedu 2 1 g. Ako je g < 2, to je element od [0, 2] \ Q, veéi od g, dakle
kontraprimjer za tvrdnju da je g gornja meda tog skupa. Ako je pak
g > 2, to je takoder gornja meda za taj skup, manja od g. Naravno, ne
moze biti g = 2, jer g ¢ Q. Dakle, ne postoji najmanja gornja meda,
u R\ Q, za skup [0,2] \ Q.

R #2 R x2(=Rx{0,1}, s antileksikografskim uredajem))

Rjy.: Takoder, dokazat ¢emo da ovaj desni skup nije R-potpun. Po-
gledajmo prvo kako on izgleda: u njemu imamo dvije vrste parova —
one oblika (r,0), i one oblika (r,1). Nazovimo prve “crveni”, a druge
“plavi”. Antileksikografski uredaj kaze da su svi crveni manji od svih
plavih, te da se crveni medusobno, kao i plavi medusobno, usporeduju
kao i realni brojevi (njihove prve komponente). Efektivno, imamo dvije
kopije od R (“crveni R” i “plavi R”), svaka s prirodnim uredajem,
poslozene jedna do druge. Sada je jasno gdje nece biti supremuma:
“crveni R” (precizno, R x {0}) je podskup od R x 2, neprazan (na
primjer, (0,0) € Rx {0}) i ograni¢en odozgo (na primjer, svaki (r,0) je
manji od (0,1)), no nema najmanju gornju medu: svaka gornja meda
mora biti “plava” (dokazite!), oblika (r,1), a onda za nju postoji jos
manja gornja meda (r —1,1).

R#2xR

Rj.: Opet imamo u desnom skupu dvije vrste tocaka, no sad se prvo
usporeduju po svojoj realnoj vrijednosti, a tek ako su realne vrijed-
nosti jednake, kazemo da je crvena manja od plave. Ovaj skup ocito
nije slican R, jer uopée nije gust: na primjer, (0,0) i (1,0) (“crvena”
i “plava” nula) su medusobno susjedni elementi, i nema nijednog ele-
menta od 2 x R izmedu njih.

R x 2% 2 xR (odnosno, (R x2,<) % (Rx2,<y))

Rj.: Bududi da smo vidjeli da desni skup nije gust, dovoljno je vidjeti
da lijevi jest. Uzmimo u R x 2 dva elementa (a,b) < (c,d). Ako su
oba “iste boje” (b = d), tada izmedu njih postoji aritmeticka sredina
(%£€,b) iste boje. Ako su razlicitih boja, manji mora biti crveni, a vedi
plavi: b =0 A d = 1. No tada je recimo element (a + 1, 0) sigurno veéi
od (a,0) = (a,b), a manji od (¢, 1) = (¢, d).

ZA~7 X2

Rj.: Skup Z je lokalno konacan: izmedu a € Z i b € Z ima samo
konacéno mnogo, konkretno la — b| + 1, elemenata. S druge strane,
skup Z x 2 nije lokalno konacan: izmedu (—1,0) i (—1, 1) nalaze se svi
elementi oblika (n,0), za n € N — njih beskona¢no mnogo.
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ZxN#NXxZ

Rj.: U Z x N svaki element (z,n) ima neposrednog prethodnika: to je
(z_— 1,n). No u N x Z postoje elementi bez neposrednog prethodnika
(stovise, njih beskonactno mnogo): (0, z), za proizvoljni z € Z.

(1)

6. Nekoliko tezih zadataka

Za svaki prirodni n, svi PUSovi kardinaliteta n su medusobno
slicni (odnosno, za konacéne skupove je ekvipotentnost ekviva-
lentna sliénosti).

Rj.: Indukcijom po n, dokazat ¢emo da je svaki skup s n ele-
menata slican standardnom skupu n := {0,1,...,n — 1}, sa
standardnim uredajem <. Baza je trivijalna: svi skupovi s
0 elemenata su ¢ak jednaki (prazan skup je jedinstven), pa
su pogotovo slicni () je slicnost). Pretpostavimo da tvrd-
nja vrijedi za neki prirodni k. Ako je A proizvoljni skup
s k + 1 elemenata, tada A ima maksimalni element (Sto se
takoder moze dokazati matematickom indukcijom po k — DZ),
ozna¢imo ga s a. Skup A\ {a} sada ima k elemenata, pa
je po pretpostavci indukcije slican sa standardno uredenim
{0,...,k — 1}. Ako tu sli¢nost ozna¢imo s f : A\ {a} ~ k,
tvrdimo da je fi := fU{(a,k)} slicnost izmedu A i k + 1.
Zaista, za svaka dva (razli¢ita, dakle BSOMP b <4 ¢) elementa
biciz A, vrijedi jedno od sljedeceg:

e Nijedan od njih nije a. Tada su oba u A\ {a}, pa po
pretpostavei indukeije f(b) < f(c), a timei fi(b) < fi(c)
(jer je fi prosirenje od f).

e Jedan od njih je a (ne mogu biti oba, jer smo uzeli ra-
zlicite). Buduéi da smo pretpostavili b <4 ¢, mora biti
¢ = a. No tada je f(b) = f(b) (jer je b € A\ {a}), a to
je najvise k — 1 (jer je to maksimum kodomene od f), sto
je strogo manje od k = f,(a) = f(c), Sto smo i trebali
dokazati.

Neka je A proizvoljan skup. Ako promotrimo skup U(A) svih
(irefleksivnih) parcijalnih uredaja na A, tada je taj skup pri-
rodno ureden relacijom C (“jedan uredaj je pravi podskup
drugog” znaci da u drugom uredaju mozemo usporediti sve
elemente koje smo mogli i u prvom, s jednakim ishodom, i
jos neke elemente koji su u prvom uredaju bili neusporedivi).
Tada su maksimalni elementi PUSa (U(A), C) upravo totalni
uredaji na A.

Rj.: Jedan smjer je jasan: ako je < totalni uredaj na A,
tada je maksimalan: kad bi < bio njegov pravi nadskup, bilo
bi (z,y) € < i (z,y) €< za neke z i y. Bududi da je <



6. NEKOLIKO TEZIH ZADATAKA 45

irefleksivan, imamo = # y, a kako vrijedi x £ y, mora biti
y < z (jer je < totalan), pa i y<z (jer je < nadskup od <),
Sto je u kontradikciji s antisimetriénoséu od <.

Za drugi smjer treba malo viSe pisati: neka je < maksimalni
element u U(A). Treba dokazati da je totalan. Pretpostavimo
da nije, i neka su x i y dva neusporediva elementa s obzirom
na <. Konstruirajmo novi uredaj ovako:

< = {aeA;agx}x{beA;be}U<

— odnosno, u < ubacimo jo$ sve parove oblika (a,b), gdje je
a <z Ab>y. Primijetimo da smo time ubacili i par (x,y),
ali potencijalno i mnoge druge. < je svakako binarna relacija
na A (podskup od A?). Dokazimo da je to IPU na A:

irefleksivnost Pretpostavimo da je z<z za neki z. Bududi da nije z < z

(< jeirefleksivna relacija), jedino je mogucée z < xAz >y,
no to bi po tranzitivnosti dalo y < x, sto je kontradikcija
s neusporedivoséu z i y. Dakle, takav z ne postoji, pa
imamo irefleksivnost.

tranzitivnost Neka je p<q A ¢<r za proizvoljne p, ¢ ir iz A. Ako su oba

para (p,q) i (¢,7) ve¢ u <, imamo p < r po tranzitivnosti
od <, pa i p<r. Oba ne mogu biti novododani, jer bi
to vodilo na ¢ < x A q > vy, Sto je kontradikcija kao u
proslom odlomku. Dakle, jos je ostao slucaj kada je jedan
novododan, a drugijeu < —BOMP p < zAq > yAqg <.
Sada imamo y < g < r odnosno y < r, Sto zajednosp < x
daje p<r.

Dakle, < € U(A). Po definiciji, <C <. Bududi da je triv-

jjalno x<y ali £ y, vrijedi < D<, $to je u kontradikciji s

pretpostavkom da je < maksimalan element u U(A).

Neka je (A, <) proizvoljan TUS. Dokazite da postoji TUS
(B, C) (sa standardnim uredajem “biti pravi podskup”), slican
s A.

Rj.: Za B uzmimo skup svih pocetnih komada u A, dakle
{pa(a); a € A}; a za slicnost preslikavanje p4 koje svakom
a € A pridruzuje njegov pocetni komad p4(a). To preslika-
vanje je surjekcija po definiciji: B je definiran kao slika od p4.
Treba jos vidjeti da je injekcija, i da ¢uva uredaj (iz toga ¢e
odmah slijediti da je B TUS).

Ako su x # y dva razli¢ita elementa iz A, oni su usporedivi
(jer je A TUS), pa BSOMP = < y. No to zna¢i = € pa(y). S
druge strane, z & pa(z) (irefleksivnost), pa vidimo da su p4(z)
i pa(y) razliciti. Dakle, pa je injekcija.

Stovise, ako je x < v, za svaki element z € pa(z) vrijedi
z < x <y, odnosno po tranzitivnosti z < y, dakle z € pa(y).
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Drugim rije¢ima, pa(z) C pa(y), a u gornjem odlomku smo
vidjeli da nisu jednaki (zbog z # y), dakle pa(z) C pa(y), $to
smo i trebali dokazati.

7. Uredajni tipovi i karakterizacije

Vidjeli smo da se dva skupa mogu pokazati slicnim nasavsi konkretnu
slicnost izmedu njih (i dokazavsi da je to slicnost), te da se mogu
pokazati ne-slicnim nasavsi invarijantu sli¢nosti koju jedan ima, a drugi
nema. No $to ako ne mozemo naci ni jedno ni drugo? Na primjer, pro-
motrimo skupove Q i A (racionalnih i algebarskih brojeva). Prebrojivi
su oba. Ograniceni — nijedan. Diskretni — nijedan. Lokalno kona¢ni
— nijedan. Gusti — oba. Na svim invarijantama slicnosti koje nam
padaju na pamet, podudaraju se. Pa ipak, ne ¢ini se da mozemo naci
neku konkretnu sliénost izmedu ta dva TUSa. Kako rijesiti taj prob-
lem?

Pokazuje se da obitno ne moramo proucavati bezbrojne invarijante
slicnosti: za svaki od “lijepih” TUSova kojima ¢emo se baviti (N, Z, Q i
R), postoji nekoliko “reprezentativnih” invarijanata slicnosti, u kojima
je dovoljno da se neki TUS podudara s danim “lijepim” TUSom, pa da
mu bude slican. Uskoro ¢emo navesti te reprezentativne invarijante
slicnosti, samo prvo donekle formalizirajmo pojam “svi medusobno
slicni TUSovi” koji nam je trebao jos za invarijante sli¢nosti.

Za dva TUSa (A, <4) i (B,<p) kazemo da imaju isti uredajni (ordi-
nalni) tip, i pisemo 7(A, <4) = 7(B, <), ako su sli¢ni. Primijetimo da
je to dobro definirano, jer je svaki TUS slican samom sebi (identiteta
je slicnost), slicnost TUSova se moze invertirati (i inverz slicnosti je
slicnost, kao $to smo dokazali), te vrijedi tranzitivnost, jer je kompozi-
cija slicnostl ponovo slicnost. Takoder primijetimo kako je to analogno
definiciji kardinalnih brojeva: ne kazemo sto su kardinalni brojevi, veé¢
definiramo kad dva skupa imaju isti kardinalni broj (ekvipotentni su).

Sjetimo se, kod kardinalnih brojeva imali smo nekoliko medusobno ne-
ekvipotentnih skupova, ¢ije kardinalne brojeve smo oznacili posebnim
simbolima: 0 za 0, 1 za {0}, 2 za {0, 1}, i tako dalje; zatim X za N, te
¢ za R. Ovdje takoder imamo nekoliko medusobno ne-slicnih TUSova,
¢ije ordinalne tipove oznacujemo posebnim simbolima:

T(Z, <)
T(R, <)

= o T:
e n:=7(Q,<) o \:

Sada, na primjer, kad zelimo reé¢i da je neki TUS slican Q (sa stan-
dardnim uredajem), mozemo reéi da je njegov uredajni tip jednak 7.
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Teoremi o uredajnoj karakterizaciji (nabrajanje reprezentativnih inva-
rijanata za svaki od gornjih tipova) glase:

e Ako je TUS (A, <4) konacan (dakle, card A = n € N), tada je
T(A,<4) =n.

e Ako je TUS (A, <4) beskonacan, i svaki pocetni komad mu je
konacan, tada je 7(A, <4) = w.

e Ako je TUS (A, <4) prebrojiv, obostrano neograni¢en (nema
ni najmanjeg ni najveéeg elementa), i lokalno konacan, tada
je T(A,<4) = .

e Ako je TUS (A, <4) prebrojiv, obostrano neogranicen i gust,
tada je 7(A4, <4) = .

e Ako je TUS (A, <4) beskonacan (dovoljno je da je neprazan),
obostrano neogranic¢en, R-potpun i separabilan (sadrzi prebro-
jiv gust podskup), tada je 7(A, <4) = \.

Sada je lako vidjeti: Q ~ A

Rj.: Tip od Q je n po definiciji. Treba jos vidjeti da je 7(A, <) = n.
Znamo otprije da je A prebrojiv. Za proizvoljan a € A, a —1 je takoder
algebarski, i manji od a, dok je a + 1 takoder algebarski, i veéi od a
— dakle, A nema ni najmanji ni najveéi element. Takoder, za a i b
algebarske takve da je a < b, sigurno postoji racionalan broj g izmedu
njih (Stovise, izmedu svaka dva realna broja postoji racionalan). No ¢
je algebarski (m/n je rjeSenje jednadzbe nx — m = 0), pa je A gust.
Teorem o uredajnoj karakterizaciji tipa n sada daje sli¢cnost.

DZ: dokazite primjenom teorema o uredajnoj karakterizaciji:
P~N

37 ~ 7

Q\N=Q

8. Racunanje s uredajnim tipovima

Prisjetimo se, za kardinalne brojeve smo mogli definirati jednakost,
usporedivanje, zbrajanje, mnozenje i potenciranje. Za ordinalne tipove
ne mozemo to sve definirati (bar ne tako da ima lijepa svojstva), no
nesto mozemo. Primjerice, jednakost ordinalnih tipova smo definirali
ve¢ u prethodnoj tocki. Sada ¢emo definirati mnozenje i zbrajanje.

Podsjetimo se definicija mnozenja i zbrajanja kardinalnih brojeva: za
k = card A A = card B, bilo je definirano k - u := card(A x B), te
K+ = card(Ax{0}UBx{1}). Specijalno, ako su A i B bili disjunktni,
zbroj smo mogli definirati i jednostavnije, kao card(A U B).

Da bismo to pretvorili u definicije za ordinalne tipove, moramo jos
specificirati uredaj na gornjim skupovima A x Bi A x {0} U B x {1}.
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No to su oba skupovi uredenih parova, a na uredenim parovima znamo
da postoji prirodan uredaj: antileksikografski. Dakle:

Neka su ¢ i v dva ordinalna tipa, 0 := 7(A,<) i v := 7(B,<). Tada
definiramo o - v :=7(A x B, <), te 0 + v :=7(A x {0} U B x {1}, <),
s antileksikografskim uredajima.

Pogledajmo zbroj preciznije. Promatrajuéi A x {0} i B x {1}, mozemo
re¢i da smo obojali sve elemente od A u crveno, te sve elemente od B u
plavo. Usporedujuéi ih antileksikografski, prvo usporedujemo njihovu
boju: buduéi da je 0 < 1, vidimo da su svi crveni prije svih plavih.
Ako su pak iste boje, usporedujemo ih kako ve¢ znamo: dva crvena
uredajem u A, a dva plava uredajem u B. U specijalnom slucaju,
kada su A i B disjunktni, njihove elemente uopée ne moramo bojati
(“obojani” su veé time kojem skupu pripadaju): u zbroju, prvo dolaze
svi elementi iz A (uredeni kao $to su bili u A), a nakon toga svi elementi
iz B (uredeni kao sto su bili u B). Na neki naé¢in, novi uredaj je
<aU<pUA X B.

Postoji jos jedna unarna operacija na ordinalnim tipovima: ako je o :=
T(A, <), definiramo reverzni tip (ponekad se zove i “inverzni”, ali treba
imati na umu da to nije inverzni element s obzirom na gornje operacije)
od ¢ kao ¢* := 7(A,>), dakle uredajni tip obrnuto uredenog skupa.
Na primjer, w* = 7(N,>), i vidjeli smo da je razli¢it od w, no svi
ostali spomenuti tipovi (7, 7, A, kao i svi konacni) su jednaki svojim
reverznim tipovima (DZ).

Vrijede brojni zakoni koji vezu te operacije
(podrazumijevamo da su p = 7(4,<), 0 = 7(B, <), te (v = 7(C, <)
proizvoljni uredajni tipovi):

sz +— ¢ ((b,0),1),2=1((b1),0) je dana slicnost izmedu

(Ax {0} UB x {1}) « {0V UC x {1} i
Ax {0} U (B x {0} UC x {1}) x {1} (provjerite!).

(2) Mnozenje je asocijativno: (p-o)-v = p- (0 -v). Zaista,
((a,b),c) — (a, (b, c)) je slicnost izmedu TUSova (A x B) x C
iAx (Bx0O).

(3) 0 = 0 je neutralni element za zbrajanje. Primijetimo, Ax{0}U
0 x {1} je zapravo A x {0}, a @ x {0} U A x {1} je A x {1},
te je prva projekcija slicnost bilo kojeg od tih skupova s A.

(4) 1 = {0} je neutralni element za mnozenje: a — (a,0) odnosno
a — (0, a) je slicnost izmedu A1 A x 1 odnosno 1 x A.
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Vrijedi jedna distributivnost mnozenja (slijeva) prema zbra-
janju: p-o+p-v =p-(0c+r). Zanimljivo je da se slicnost
(izmedu kojih skupova?) dobiva istim “pravilom” kao i za
dokazivanje asocijativnosti mnozenja: ((a,d),j) — (a,(d,7)).
DZ: kako se reverz ponasa s obzirom na zbrajanje i mnozenje?
Dokazite. (Rjesenje: (p+ 0)* =0o* + p*, te (p-0)* = p*-0o*.)

Takoder, mnoga svojstva danih operacija ne vrijede:

(1)

Ne vrijede zakoni kracenja: na primjer, 1 + w = w (dakle
l+w=0+w, al#0). Zaista, s (a,b) — a+ b je dana
slicnost izmedu 1 x {0} UN x {1} i N. Takoder, w* 4+ 1 = w*.
Ne vrijede ni za mnozenje: na primjer, 2 - w = w (slicnost je
(a,b) — a + 2b). Da ne vrijedi ni drugi zakon kracenja za
mnozenje, vidi se iz -1 = n, $to se moze dokazati primjenom
teorema o uredajnoj karakterizaciji: leksikografski ureden Q?
je prebrojiv, obostrano neogranic¢en i gust (dokazite!), dakle
tipa 7.

Ne vrijedi komutativnost zbrajanja. Naime, vidjeli smo gore
l+w =w, now+ 1 # w (primjena invarijanata slicnosti:
N x {0} U1 x {1} ima najveéi element (0, 1), dok ga N nema.
Ne vrijedi ni komutativnost mnozenja. Gore smo vidjeli 2-w =
w, preostaje vidjeti w -2 # w — a to je zato Sto je pocetni
komad p,,.2(0,1) = Nx {0} beskonacan, dok su u N svi pocetni
komadi konacni.

Ne vrijedi druga distributivnost mnozenja (zdesna) prema
zbrajanju: specijalno, w -2+ 1-2 # (w+ 1) - 2. Dokazite to!
Uputa: skup predstavnik lijeve strane ima predzadnji element, dok
ga skup predstavnik desne strane nema.

Sada vidimo da mnoge dosadasnje zadatke mozemo zapisati kao ne-
jednakosti s ordinalnim tipovima: na primjer, dosad smo vidjeli da

vrijedi:

Ww# w-w,
A, A =212+ X su svi medusobno razliciti,
TE T2,

w-m # 7w (jos jedan kontraprimjer komutativnosti mnozenja).

Primjenom teorema o uredajnoj karakterizaciji, ili nalazenjem konkret-
nih sliénosti (ucinite to!), moze se vidjeti da vrijedi:



POGLAVLJE 6

Ordinali

1. Motivacija i pregled

Vidjeli smo da ordinalni tipovi imaju svoju aritmetiku, koja u nekom
pogledu profinjuje aritmetiku kardinalnih brojeva: na primjer, unutar
kardinalnog broja Xy nasli smo bogatstvo raznih ordinalnih tipova —
w, 7, N, i njihovih izvedenica, od kojih su mnogi medusobno bitno
razliciti.

Ipak, neke stvari koje smo imali definirane za kardinalne brojeve, poput
usporedivanja po veli¢ini i potenciranja, nedostaju. Mozda bismo i
mogli rec¢i da je u nekom smislu 7 “manji” od 7, no kako usporediti na
primjer w i w*? Nekako se ¢ini da postoje “nepopravljivo neusporedivi”
ordinalni tipovi.

Da bismo to rijesili, trebamo se usredotociti na skupove koji su jos
bolje uredeni od opcenitih TUSova. Mnogi ordinalni tipovi ¢e pri tome
otpasti, no na onom $to ostane (ordinalni tipovi koji preostanu zvat ce
se ordinalni brojevi ili redni brojevi) imat ¢emo jako dobru strukturu,
koja ¢e u izvjesnom smislu biti “najbolja moguc¢a” za ono $to zelimo
postiéi: aritmetiku beskonacnosti.

Vidjet ¢emo da ¢e taj pristup imati jo§ jednu pozitivnu stranu: um-
jesto “poludefinicija” tipa “kazemo da skupovi imaju jednak kardinalni
broj ako i samo ako su ekvipotentni, ali nigdje ne definiramo sto kar-
dinalni broj jest”, za ordinalne brojeve imat ¢emo konkretne skupove
(zovu se ordinali) koji ¢e ih predstavljati. Tako ¢emo moéi preciznije
formalizirati i mnoge pojmove koji u sebi nose ideju “nadogradivanja
u beskonacnost”, jedan od kojih je svakako i sama kumulativna hijer-
arhija (vise o tome na predavanjima).

Stovige, tako izgradena teorija ordinala bit ¢e dovoljno snazna da se
u njoj moze strogo definirati cak i pojam kardinalnog broja (no da
bismo vidjeli da se on podudara s onim $to smo intuitivno napravili u
poglavlju na pocetku ovog dijela, trebat ¢e nam aksiom izbora). Uvid
u to moze se vidjeti na primjeru konac¢nih skupova: iako opéenite kar-
dinalne brojeve jos ne znamo definirati unutar teorije skupova, konaéni
kardinalni brojevi su upravo prirodni brojevi (uklju¢ujuéi nulu), za koje
smo vidjeli da postoje prirodne definicije: n := {0,1,...,n — 1}. lako
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se na prvi pogled takva definicija ¢ini cirkularnom, pokazuje se da nije,
i upravo svojstvo koje omogucuje da se takve definicije mogu “legalno”
provoditi, bit ¢e ono sto razlikuje dobro uredene skupove, kojima ¢emo
se ubuduce baviti, od uobic¢ajenih TUSova.

Naravno, u slucaju prirodnih brojeva, radi se o principu rekurzivne
definicije, koji se zasniva na istoj ideji kao i princip matematicke induk-
cije. Pokazat ¢e se da, kad prirodne brojeve prosirimo na opcenite ordi-
nale, ista ideja i dalje funkcionira, i omogucéuje princip transfinitne in-
dukcije i definicije transfinitnom rekurzijom — Sto ¢e nama biti prilicno
bitno, jer omogucuje rjesavanje Siroke klase zadataka, na slican nacin
kao i matematicka indukcija na prirodnim brojevima.

2. Dobro uredeni skupovi

Za PUS (A, <) kazemo da je dobro ureden (skra¢eno DUYS), ako svaki
njegov neprazan podskup ima najmanji element. Lako je vidjeti da je
svaki DUS totalno ureden: kad bi z i y bili njegovi neusporedivi ele-
menti, tada njegov dvoclani podskup {z, y} ne bi mogao imati najmanji
element. Zbog tog svojstva, kao i ¢injenice da se u TUSovima podudaraju
pojmovi najmanjeg i minimalnog elementa, Cesto se navodi ekvivalentna
definicija: DUS je TUS u kojem svaki neprazan podskup ima minimum.
Treba samo napomenuti da to nije ekvivalentno zahtjevu da svaki podskup
ima minimalan element, ako a priori ne znamo da se radi o TUSu. Takvi
skupovi (koji nisu nuzno totalno uredeni, ali su parcijalno uredeni i svaki
neprazan podskup im ima minimalan element) zovu se dobro utemeljeni
skupovi — no skrac¢enica DUS se ovdje odnosi na dobro uredene skupove.

Budu¢i da su DUSovi samo specijalni TUSovi, na njima je moguce
promatrati slicnosti, invarijante i ordinalne tipove. Vazna ¢injenica
je da je “biti DUS” invarijanta sli¢nosti, tako da za svaka dva skupa
koji imaju isti ordinalni tip, ili su oba DUSovi, ili nijedan od njih nije
DUS. Drugim rije¢ima, sami ordinalni tipovi se dijele u dvije skupine:
ordinalni tipovi DUSova, i ordinalni tipovi skupova koji nisu DUSovi.
Ubuduce ¢emo se fokusirati na ove prve, i zvat ¢emo ih ordinalni brojevi.

Svi konacni ordinalni tipovi (0, 1, 2,...) su ujedno i ordinalni brojevi,
sto se lako vidi matematickom indukcijom: 0 je ordinalni broj jer TUS
tipa 0 uopée nema nepraznih podskupova, a ako je k£ ordinalni broj,
neprazni podskup B TUSa A tipa k + 1, za koji smo dokazali da ima
najveéi element max A =: a, je ili {a}, ili ima neprazan presjek s A\{a}.
U svakom sluc¢aju ima najmanji element: u prvom slucaju je to a,
njegov jedini element, a u drugom je to upravo min(B \ {a}) (koji
postoji po pretpostavci indukcije, jer je B\ {a} neprazan podskup
skupa A\ {a} tipa k — te je manji i od a, jer je a najveéi element).
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Postoje li beskonaéni DUSovi? Naravno, postoje — najpoznatiji prim-
jer je skup prirodnih brojeva N.



