Deveto predavanje iz Teorije skupova 09,/12/2005

1.8. Dobro uredeni skupovi

Definicija 1 Za parcijalno ureden skup (A, <) kaZemo da je dobro ureden ako svaki njegov
neprazni podskup sadrzi najmangi element.

Uotite da je tu vazno da smo prilikom definicije parcijalno uredenog skupa zahtijevali irefleksivnost
relacije. Uocite da je svaki dobro ureden skup ujedno i linearno ureden.

Primjer 1 Primjeri dobro uredenih skupova: svaki konacan koji je linearno ureden; N s prirod-
nim uredajem.
Skupovi Q, Z i R s prirodnim uredajem nisu dobro uredeni skupovi.

Zadatak. Definirajte uredaje na skupovima Z i @ tako da to budu dobri uredaji.
Sada nizom lema i korolara navodimo svojstva dobro uredenih skupova.

Lema 1 Neka je (A, <) dobro ureden skup, te f : A — A injekcija koja ¢uva uredaj. Tada za
sve v € A vrijedi x < f(x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a € A takav da vrijedi f(a) < a. Tada je skup
C={zx e A: f(x) < x} neprazan. Neka je ap € C najmanji element skupa C. Iz definicije skupa
C slijedi f(ag) < ag. Posto funkcija f ¢uva uredaj i injekcija je tada vrijedi f(f(ao)) < f(ao). 1z
definicije skupa C' slijedi f(ag) € C. Time dobivamo kontradikciju (ay najmanji element skupa
C, a po drugoj strani f(ag) < ap i f(ag) € C). Q.E.D.

Vazno je naglasiti da smo prethodni dokaz proveli promatrajuéi ”prvu iznimku”, odnosno primi-
jenili smo indukciju na dobro uredenom skupu.

Korolar 1 Dobro ureden skup ne moze biti slican svom pocetnom komadu.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro ureden skup i g € A proizvoljan. Ako je pa(xg) = 0 tada je ocito da skup
A i taj pocetni komad nisu sli¢ni.

Neka je pa(xg) # 0, te pretpostavimo da je f : A — pa(xg) slicnost. Iz prethodne leme 1 slijedi da je
zo < f(zo). To je nemoguce jer je f(xo) € pa(xo), a onda bi imali f(xg) < zg. Q.E.D.

Korolar 2 Pocetni komadi dobro uredenog skupa nisu slicna.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro ureden skup i x1,x9 € A razliciti. Radi odredenosti neka je x; < x9. Tada
je pa(z1) C pa(xe). Posto je pa(zz) dobro ureden skup, te vrijedi pa(z1) = pp, () (71), trazena tvrdnja
slijedi iz prethodnog korolara. Q.E.D.

Napominjemo da tvrdnja prethodnog korolara opcenito ne vrijedi za linearno uredene skupove.
Npr. (—00,0) >~ (—o0, 1).

42



Korolar 3 Dobro ureden skup ne moze biti slican podskupu nekog svog pocetnog komada.

Dokaz. Neka je (A, <) neprazan dobro ureden skup, g € A i B C pa(x). Ako je B = () tada tvrdnja
korolara ocito vrijedi. Promotrimo sada slucaj kada je B # (). Ako bi f : A — B bila sli¢nost tada iz
leme 1 slijedi g < f(zp). To je nemogude jer za sve y € B vrijedi y < z9. Q.E.D.

Zelimo napomenuti da dobro ureden skup moze biti sli¢can nekom svom podskupu. Npr. N ~ 2N.

Korolar 4 Slicnost izmedu dobro uredenih skupova je jedinstvena.

Dokaz. Neka su (A4, <) i (B, <) sli¢ni dobro uredeni skupovi. Nekasu f: A — B i ¢g: A — B dvije
slicnosti. Neka je a € A proizvoljan. Ocito vrijedi pa(a) ~ pp(f(a)) i pa(a) ~ pp(g(a)), a onda
pe(f(a)) ~pp(g(a)). Iz korolara 2 slijedi f(a) = g(a). Q.E.D.

Sada izri¢emo princip transfinitne indukcije koji je jedno od najmoc¢nijih sredstava za dokazivanje
u teoriji skupova.

Princip transfinitne indukcije:
Neka je (A, <) linearno ureden skup i B C A koji ima sljedece svojstvo:

(Vx € A)(pa(z) C B=x € B) (%)
Tada je B = A.

Primijetimo da je za svaki neprazan dobro ureden skup A podskup B, koji ima svojstvo (x), nuzno
sadrzi najmanji element skupa A (ako je ag najmanji element skupa A tada je ) = pg(ag) C B).

Zakljucivanje po principu transfinitne indukcije opéenito ne vazi za linearno uredene skupove.
Npr. uzmemo i A =7Z, a B = 2Z, tada je lako vidjeti da je ispunjen uvjet (x). No, Z # 2Z.

Sljedeéi teorem govori da princip transfinitne indukcije karakterizira dobro uredene skupove.

Teorem 1 Neka je (A, <) linearno ureden skup. Skup A ima najmanji element i za A vrijedi
princip transfinitne indukcije ako i samo ako A je dobro ureden.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A dobro ureden skup. Neka je B C A takav da za sve x € A vrijedi
da pa(x) C B povlaci z € B, ali B # A. Neka je ap najmanji element skupa A\ B. Ako je y € pa(aop)
tada je oCito y € B, pa time imamo da vrijedi p4(ag) C B. Sada iz pretpostavljenog svojstva skupa B
slijedi ag € B, sto je kontradikcija s ¢injenicom ag € A\ B.

Pretpostavimo sada da je A linearno ureden skup koji ima najmanji element i za koji vazi princip
transfinitne indukcije. Pretpostavimo jos da A nije dobro ureden skup. Neka je B neprazni podskup
od A koji nema najmanji element. Definiramo skup C sa C = {x € A : z < B}. Primijetimo prvo
da C # () jer najmanji element skupa A pripada skupu C. Pretpostavimo da je z € A takav da je
pa(z) C C. Tada je pa(z) < B, a posto po pretpostavci skup B ne sadrzi najmanji element, tada z ¢ B.
Sada ocCito z < B, tj. z € C. No, pretpostavili smo da za skup A vrijedi princip transfinitne indukcije,
pa je C = A. Tako smo dobili BC A=C i C < B, §to je nemoguée. Q.E.D.

Sljedeéi teorem govori o usporedivosti dobro uredenih skupova.
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Teorem 2 Neka su (A, <) i (B, <) dobro uredeni skupovi. Tada vrijedi tocno jedno od sljedeceg:
a) A~ B
b) postoji jedinstveni a € A takav da vrijedi pa(a) ~ B
c) postoji jedinstveni b € B takav da vrijedi A ~ pg(b)

Dokaz. Ako je A =0 ili B = () tada tvrdnja teorema ocito vrijedi. Promatramo slucaj kada je

A#(D i B#(. Neka je
A"'={a € A: postoji be B takavda pa(a)~pp(b)}

B'={be B: postojia € A takavda pu(a) =~ pp(b)}

Primijetimo prvo da su to neprazni skupovi, jer oznacimo li sa ag najmanji element skupa A,
odnosno sa by najmanji element od B, tada imamo pa(ag) = 0 = pp(by).

Ocito su to dobro uredeni skupovi, te vrijedi A’ ~ B’

Neka je @’ € A’ proizvoljan. Tada iz definicije skupa A’ slijedi da postojib € B i f:pa(a') —
pp(b) slicnost. Ako je a € A takav da je a < a’ tada je oc¢ito pa(a) ~ pp(f(a)), pajea € A'. Iz
toga slijedi da je A’ = A ili postoji a € A takav da je A’ = pa(a) (ako je A # A’ tada uzemo a
najmanji element skupa A\ A’). Analogno zaklju¢ujemo za skup B’. Iz toga slijedi da su moguca
sljedeca cetiri slucaja:

a) A=A1 B =B
b) A’ = A ipostoji b € B takav da B’ = pg(b)
c) postoji a € A takav da A" =pa(a)i B'=B
d) postoji a € A takav da A’ = ps(a) ipostoji b € B takav da B’ = pg(bh)

No, slucaj d) je nemogué, jer iz A’ ~ B’  te A" = pa(a) 1 B = pp(b) slijedi da je a € A’
(= pa(a)), sto je nemoguce. Q.E.D.
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Definicija 2 KazZemo da je parcijalno ureden skup (A, <) dobro utemeljen ili fundiran ako ne
postogi niz (x,) C A tako da za sve n € N wvrijedi x,11 < .

Ocito je svaki dobro ureden skup i dobro utemeljen. No, obrat ne vrijedi. Npr. svaki dvoclani
skup ¢iji elementi nisu usporedivi je dobro utemeljen, ali nije dobro ureden.

Aksiom dobre utemeljenosti

Ve(z #0— Jyly € x Ayna = 0)).
Ovaj aksiom tvrdi da ne postoji skup x za koji bi postajao beskonac¢ni niz skupova (z,) tako da
vrijedi:
L..E Ty € T, €.
Zapravo, govori da je svaki skup dobro utemeljen u odnosu na relaciju € .
Neposredna posljedica tog aksioma je da u ZF ne postoji skup = za kojeg bi vrijedilo z € z.

Spomenuti teoriju neutemeljenih skupova.
P. Aczel, Non-well founded sets
B. Culina, Teorija neutemeljenih skupova, magistarski rad
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